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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η μαθηματική εκπαίδευση παλιότερα στηριζόταν στην καλλιέργεια  

προβλημάτων της θεωρίας αριθμών (αριθμητικής)  και στην Ευκλείδεια 

γεωμετρία. Τελευταία επεκράτησε η άποψη του Δυτικού κόσμου, να 

διδάσκουμε κυρίως ό,τι χρειάζεται στις πρακτικές εφαρμογές. Ίσως για να 

επαναληφθεί η ιστορία (να αρχίσουμε και πάλι από τα μαθηματικά των 

Βαβυλωνίων), ίσως για να μην επαναληφθεί  μια «Sputnik crisis» 

(Οκτώβριος 1957), ίσως γιατί δεν έχει κατανοηθεί  αυτό που είναι 

στοιχειώδες για τους Μαθηματικούς. Δηλαδή: «αν και η πρώτη παράγωγος 

μιας μεταρρύθμισης μπορεί να είναι θετική (προσωρινή βελτίωση), η σταθερά 

αρνητική δεύτερη ή ακόμη και μεγαλύτερης τάξης παράγωγος έχει ως 

αποτέλεσμα την επιβράδυνση της ανάπτυξης και μοιραία την αλλαγή και του 

προσήμου της πρώτης…  Το ουσιώδες για τους εκπαιδευτικούς δεν είναι να 

κυνηγούν τις πρακτικές ανάγκες της στιγμής, αλλά να διακρίνουν σταθερά 

τους μακροπρόθεσμους στόχους της κοινωνίας. Δεν υπάρχει τίποτα πιο 

πρακτικό από μια καλή θεωρία»(Arnold,1994). 

Το κυριότερο όμως χαρακτηριστικό της σημερινής προσέγγισης στη 

διδασκαλία των μαθηματικών είναι η εξαπλούμενη χρήση και η έμφαση 

που αποδίδεται σ΄ αυτή των  ηλεκτρονικών υπολογιστών.  

Στα προηγούμενα των υπολογιστών χρόνια, σαν «νέα εκπαιδευτικά 

μέσα» προτάθηκαν οι εγκυκλοπαίδειες και η τηλεόραση. Πολλές 

οικογένειες και σχολεία έσπευσαν να βάλουν στα ράφια των βιβλιοθηκών 

τους πολύτομες εγκυκλοπαίδειες.  
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Πολλά χρήματα διατέθηκαν για να εξοπλιστούν όλα τα σχολεία με 

τηλεοράσεις και εκπαιδευτικές ταινίες, ώστε οι μαθητές να παρακολουθούν 

σιωπηρά και ακινητοποιημένοι την διάλεξη του παρουσιαστή. Τα παιδιά 

όμως δεν εξελίχθηκαν σε ιδιοφυίες για τον απλό λόγο ότι τα μαθηματικά 

δεν είναι «άθλημα» για θεατές. Απαιτούν προσωπική ενασχόληση και 

μόχθο
.
 «ιδιοφυία σημαίνει 1% έμπνευση (inspiration) και 99% 

εφίδρωση(perspiration)» (Chaitin, 2007:97). 

Είναι επίσης γνωστή και η άποψη του Polya για το θέμα αυτό: 

«Διαβάζοντας βιβλία ή ακούγοντας διαλέξεις ή παρακολουθώντας 

κινηματογραφικές ταινίες, χωρίς ενεργό νοητική συμμετοχή του δικού σας 

μυαλού, μπορείτε μετά δυσκολίας να μάθετε κάτι, σίγουρα όμως δεν μπορείτε 

να μάθετε πολλά» (Polya, 1990). 

Ίσως η εισαγωγή των υπολογιστών, όπως και των προηγουμένων 

«εκπαιδευτικών μέσων» υπακούει περισσότερο στις ανάγκες της αγοράς 

παρά σε ουσιαστικές εκπαιδευτικές ανάγκες. Σύμφωνα με την άποψη του 

γνωστού αμερικανού οικονομολόγου Τζων Γκαλμπραίηθ: «η μεγάλη 

εταιρεία διαμορφώνει τη συμπεριφορά του κοινωνικού συνόλου κατά τις 

ανάγκες της. Κάτι που θεωρείται αξιόλογος κοινωνικός στόχος, δεν είναι 

συχνά παρά μια αντανάκλαση των στόχων των μεγάλων επιχειρήσεων και 

των διευθυντών της τεχνοδομής» (παρατίθεται στο Πολυδούρης, 1997:81). 

Για να μην θεωρηθεί ότι δεν αποδόθηκε το ακριβές νόημα, 

παραθέτουμε και την άποψηπου εκφράζει ο Brian Harvey(στον πρόλογο 

τουτρίτομου έργου για την Logo) στη γλώσσα του: «Thereis a popular myth 

that if you aren’t  “computer literate”, whatever that means, then you’ll 

flunk out of college, you’ll never get a job, and you’ll be poor and miserable 

all your life. The myth is promoted by computer manufacturers and also by 

certain educators and writers» (Harvey, 1997:xi) [υπάρχει ένας λαϊκός 

μύθος, ευρέως διαδεδομένος,  ότι δηλαδή εάν είσαι ηλεκτρονικά 

αναλφάβητος, οτιδήποτε και αν αυτό σημαίνει, τότε δεν θα τα καταφέρεις 

σε ανώτερες σπουδές, δεν θα βρεις ποτέ δουλειά και θα είσαι φτωχός και 

δυστυχής σε όλη σου τη ζωή. Ο μύθος αυτός προωθείται από τους 

κατασκευαστές των ηλεκτρονικών υπολογιστών και επίσης από 

συγκεκριμένους παιδαγωγούς και συγγραφείς]. 
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Δεν μπορούμε φυσικά να αγνοήσουμε την πραγματικότητα και να 

απορρίψουμε την χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών.  

Πως θα πείσουμε τον μαθητή να αποφύγει τον πειρασμό να 

«πατήσει» το πλήκτρο της διαίρεσης π.χ.3662031:1821 στην πάμφθηνη 

αριθμομηχανή του (ή στο κινητό του ή στο ρολόι του);  

Κι αν διαβάζει και φιλοσοφικά κείμενα μπορεί να μας απαντήσει: 

Δεν ταιριάζει σε έναν  ξεχωριστό άνθρωπο να χάνει ώρες σαν τους 

σκλάβους στο μόχθο των αριθμητικών υπολογισμών(Leibniz). 

Ένας μέσος άνθρωπος θέλει περίπου 45 δευτερόλεπτα για να 

πολλαπλασιάσει δύο τετραψήφιους αριθμούς, ένας ηλεκτρονικός 

υπολογιστής μπορεί να κάνει (χωρίς λάθη, εκτός αν χαλάσει) τουλάχιστον 

20 εκατομμύρια πολλαπλασιασμούς σε ένα δευτερόλεπτο, π.χ. σε 1sec 

υπολογίζεται τι πρέπει να κάνει ένα διαστημόπλοιο μετά την αποχώρηση 

της πρώτης βαθμίδας του (Δανιηλόπουλος, 1980:2).  

Με την βοήθεια του υπολογιστή γίνονται πράγματα που ο άνθρωπος 

μόνος του δεν θα κατόρθωνε να κάνει. «Ούτε είναι πιθανόν ότι οι μηχανές 

θα συντελέσουν στην απομάκρυνση του ανθρώπινου στοιχείου από τη 

μάθηση, περισσότερο απ’ ότι το έχουν κάνει τα βιβλία» (Bruner, 1960:92). 

 

Οφείλουμε επίσης να  παραδεχτούμε ότι ο υπολογιστής συνιστά ένα 

ευέλικτο οπτικό μέσο  το οποίο ελευθερώνει την ικανότητά των μαθητών 

«να σκέφτονται χωρίς να χρειάζεται να κάνουν υπολογισμούς, να 

κατασκευάζουν χωρίς να χρειάζεται να περιγράψουν, να σχεδιάζουν χωρίς να 

πρέπει να διατυπώσουν» (Horwitz, 1996). 

Για τα γεωμετρικά ζητήματα υπάρχει πλούσια βιβλιογραφία και 

ακόμα πλουσιότερη προσφορά στο διαδίκτυο, αντιστρόφως ανάλογη της 

προσπάθειας για την ελαχιστοποίηση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας στην 

δευτεροβάθμια εκπαίδευση.  

Ο Ευκλείδης βρήκε ανέλπιστο σύμμαχο τους κατασκευαστές 

λογισμικών,  αφού τα περισσότερα έχουν γεωμετρικό άρωμα.  
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Εμείς απλά θα παρατηρήσουμε ότι προβλήματα του παρελθόντος, 

όπως οι χρονοβόρες διαδικασίες κατασκευής σχήματος, η ανακρίβεια στα 

σχήματα, ο περιορισμός στον αριθμό των παραδειγμάτων και η στατικότητα 

των σχημάτων, αντιμετωπίζονται πάρα πολύ εύκολα με κάποιο λογισμικό 

συμβολικής  έκφρασης (π.χ.Logo) ή λογισμικό δυναμικής  γεωμετρίας 

(π.χ.Sketchpad, Cabri, GeoGebra)  ή σύστημα άλγεβρας υπολογιστών (π.χ. 

Mathematica, Maple). Η τεχνολογία προσφέρει βελτίωση του διδακτικού  

έργου, αλλά απαιτεί από τον δάσκαλο και το αντίτιμό της: αύξηση των 

ικανοτήτων του, μεγιστοποίηση του χρόνου προετοιμασίας και διαρκή 

ενημέρωση.  

Θα είναι καλό να χρησιμοποιήσουμε το πάθος των μαθητών (ή και 

του εμπορικού κόσμου) για τους υπολογιστές, βοηθώντας τους  μαθητές να 

αναπτύξουν την συλλογιστική τους ικανότητα και ενθαρρύνοντάς τους να 

εκμεταλλεύονται τις ευκαιρίες παρέμβασης στην εκπαιδευτική διαδικασία. 

Άποψή μας είναι ότι αυτό μπορεί να γίνει με την  ανάπτυξη αλγορίθμων 

από τους ίδιους τους μαθητές, με τη βοήθεια μιας γλώσσας 

προγραμματισμού.  

«Ο υπολογιστής αλλάζει και την επιστημολογία του όρου «κατανοώ». 

Κατά τη γνώμη μου, κατανοείται κάτι μόνο όταν είστε σε θέση να το 

προγραμματίσετε. Εσείς όχι κάποιος άλλος. Στην αντίθετη περίπτωση δεν το 

κατανοείτε πραγματικά, νομίζετε ότι το κατανοείτε» (Chaitin, 2007:14, οι 

υπογραμμίσεις δικές του).  Η ενασχόληση αυτή θα τους βοηθήσει επίσης να 

κατανοήσουν τα πλεονεκτήματα της τεχνολογίας αλλά και  τις 

αμφισβητήσεις  και τα όριά της. 

 

Για την ανάπτυξη ενός αλγορίθμου είναι απαραίτητο πρώτα να 

συγκεντρώσουμε την προσοχή μας στο τι θέλουμε να κάνουμε και μετά να 

ασχοληθούμε με το πώς. Οι διευκρινήσεις δεν είναι απαραίτητο να 

«εξαντλούνται» με την έναρξη της διδασκαλίας, αλλά πιθανόν να 

αυξάνονται κατά την δημιουργία του αλγορίθμου.  
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Ο τελικός σκοπός απαιτεί την αναγνώριση «υποσκοπών» και την 

επιμέρους (τμηματική) εκτέλεση και έλεγχο αυτών των υποσκοπών. 

«Τέτοιες διαδικασίες, που αποτελούν αυτοτελείς αλγορίθμους συμφέρει να τις 

αναγνωρίζουμε με ένα ιδιαίτερο όνομα και να τις έχουμε διατυπωμένες έτσι 

ώστε να τις χρησιμοποιούμε σαν δομικές μονάδες ενός πιο πολύπλοκου 

αλγορίθμου χωρίς να χρειάζεται κάθε φορά να τις ξανασκεφτόμαστε και να 

τις ξανα-αναπτύσσουμε» (Δανιηλόπουλος, 1980:114). 

Η μέθοδος θα μπορούσε να ονομαστεί «διαίρει και βασίλευε» 

(γνωστή και για μη μαθηματικά θέματα) και διευκολύνει σημαντικά την 

υπολογιστική διαδικασία, αφού κάθε φορά έχουμε να λύσουμε ένα μικρό 

και εύκολο πρόβλημα. 

Η μάθηση αρχίζει όταν «μεταφραστεί» ο αλγόριθμος στην γλώσσα 

προγραμματισμού. Είναι γνωστό ότι  δεν υπάρχει πρόγραμμα που να 

γράφεται σωστά με την πρώτη φορά. Η ερώτηση σχετικά με ένα πρόγραμμα 

δεν είναι  αν είναι σωστό ή λάθος, αλλά αν διορθώνεται. «Αν τα πράγματα 

δεν είναι εντελώς σωστά, δεν σημαίνει ότι είναι και εντελώς λανθασμένα. Ο 

μαθητής  ενθαρρύνεται να μελετήσει το σφάλμα αντί να ξεχάσει το λάθος. 

Βλέπει τα αποτελέσματα των σκέψεών του και ολοκληρώνει το πρόγραμμα 

μέσα από συνεχείς διορθώσεις. Η διαδικασία διόρθωσης του σφάλματος είναι 

ένα κανονικό τμήμα της διεργασίας κατανόησης του προγράμματος» (Papert, 

1991: 84). 

Ο δάσκαλος δεν αφήνει βέβαια μόνο του το μαθητή με το 

πρόβλημα, γιατί τότε είναι πιθανό να μη σημειώσει καμία πρόοδο. Ο 

δάσκαλος πρέπει να βοηθά, όχι πάρα πολύ, ούτε πολύ λίγο, ώστε ο μαθητής 

να έχει ένα λογικό μερίδιο στην εργασία» (Polya, 1991: 29). Καλό είναι να 

διερευνά τις «παράτολμες» υποθέσεις των μαθητών, αλλά να 

«διακινδυνεύει» και ο ίδιος (τα παιδιά έχουν την τάση να μιμούνται τους 

δασκάλους ασυνείδητα). 
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Τις προτεινόμενες  δραστηριότητες για την διερεύνηση του 

κλασικού ισοπεριμετρικού προβλήματος και του εμβαδού βοσκής της 

κατσίκας διατρέχουν τρεις βασικές διδακτικές αρχές: 

(ι) Σφαιρική  και βαθιά ενημέρωση του δασκάλου για την ιστορία 

των μαθηματικών, όπως και για τα κάθε είδους «εμπόδια» (επιστημολογικά, 

διδακτικά, ψυχολογικά, οντογενετικά),  που ορθώνονται στον διανοητικό 

αγώνα των μαθητών. Συμφωνούμε με την αισιόδοξη άποψη: «αυτό που 

λειτουργεί ως εμπόδιο κάποτε υπήρξε παράγοντας προόδου, προωθητικός 

κινητήρας εξέλιξης» (Σπύρου, 2006:178).  

(ιι) Γνώση των μορφών και των μεθόδων  διδασκαλίας - ζούμε στην 

εποχή του πληθωρισμού των μεθοδολογιών – τις οποίες όμως ο 

εκπαιδευτικός δεν είναι απαραίτητο να ακολουθεί δογματικά. Οι ιδέες που 

γεννιούνται μέσα στο μυαλό των μαθητών ή οι απορίες που εκφράζονται 

μπορούν να οδηγήσουν σε νέους και πολύ πιο ενδιαφέροντες, ίσως, τρόπους 

οργάνωσης της μαθησιακής διαδικασίας (Polya, 1990). 

(ιιι) Κύριος στόχος της διδασκαλίας μας είναι να συνοδεύουμε 

διακριτικά το μαθητή, χωρίς να χάνουμε καμιά ευκαιρία για συνειδητή 

διερεύνηση και ανάλυση, ώστε  να τον βοηθήσουμε να ξεπεράσει την 

δυσκολία και να οδηγηθεί γρήγορα σε άμεσα και ασφαλή συμπεράσματα.  

Φυσικά δεν θα πρέπει «να επιταχύνουμε την μαθηματική εκπαίδευση 

σε περιόδους που θα ήταν πιο σοφό να επιβραδυνθεί» (Kline, 1993: 159), 

π.χ. όριο. Οπωσδήποτε  ο τρόπος με τον οποίο μεταδίδονται οι γνώσεις 

είναι πολύ πιο σημαντικός και από αυτές τις ίδιες. «Σημασία δεν έχει το τι 

ξέρετε, αλλά το πώς φτάσατε να το ξέρετε» (Shank,2001). 

 

Κατά την ανάπτυξη των δραστηριοτήτων ο δάσκαλος επεμβαίνει 

όσο το δυνατόν λιγότερο. «Αν κοιτάξουμε τη λέξη παιδαγωγός, θα βρούμε 

μέσα της το ρήμα «άγω» που σημαίνει οδηγώ, καθοδηγώ. Αυτό ακριβώς 

σημαίνει …να καθοδηγείς, να νοιώθεις ενθουσιασμό ο ίδιος, να ετοιμάζεις 

καινούργιο υλικό καθώς οι μαθητές σου εξαντλούν τις δυνατότητες του 

παλιού  και να βάλεις αυτό το έδεσμα μπροστά τους  λέγοντας: Κοίτα τι 

θαυμάσιο! Ελάτε να το απολαύσουμε μαζί» (Μπουσκάλια,1982:24). 
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Η Μαρία Μοντεσσόρι έχει προτείνει τη  μέθοδο της μη επέμβασης: 

Ο δάσκαλος πρέπει να μετράει το τι χρειάζεται  το παιδί σαν τον υπηρέτη 

που ετοιμάζει με προσοχή το ποτό για τον αφέντη του και τον αφήνει μετά 

να το πιει όπως θέλει. Όλες οι δραστηριότητες που περιγράφει 

προϋποθέτουν την ενεργητική προετοιμασία και καθοδήγηση του δασκάλου 

και η κατοπινή «απραξία» του είναι σημάδι της επιτυχίας του, γιατί δείχνει 

πως το έργο έγινε σωστά (Μοντεσσόρι, 1960). Κανένα άλλο μάθημα, ίσως, 

δεν προσφέρεται για τόσο καλή ή κακή διδασκαλία όσο τα μαθηματικά. Και 

η κακή διδασκαλία οφείλεται κυρίως στην αδυναμία να αναδειχτεί η 

γοητεία των μαθηματικών. Αλλά, συνθήκη sine qua non, για να γοητευθεί ο 

μαθητής από τα μαθηματικά, είναι να γοητευθεί πρώτα ο δάσκαλος.  

Αν αυτό δε συμβαίνει, καμιά παιδαγωγική εκπαίδευση, όσο 

μακρόχρονη και να είναι, δεν μπορεί να αναπληρώσει το κενό(Wilder, 

1986:26).  

Απαραίτητη λοιπόν προϋπόθεση για μια επιτυχημένη διδασκαλία  

είναι η ευχαρίστηση του ίδιου του δασκάλου από τα μαθηματικά. Κάποιος 

που δεν μπορεί να εκτιμήσει την ομορφιά και την δύναμη των μαθηματικών 

δεν θα μεταδώσει σε άλλους την γνήσια συγκίνηση του. «Τα παιδιά 

μπορούν να δουν πολύ καθαρά τον  δάσκαλο που δεν αγαπάει τα μαθηματικά 

περισσότερο από τα ίδια και ότι ο λόγος που τα διδάσκει είναι απλά ότι 

περιλαμβάνονται στο εκπαιδευτικό πρόγραμμα» (Papert,1991:71). 

Είναι σίγουρο ότι ο δάσκαλος που αντλεί ευχαρίστηση από τα 

μαθηματικά και που δεν απέκτησε ό,τι γνωρίζει καθαρά παθητικά,  έχει 

αναπτύξει και κάποια (οποιαδήποτε) εκπαιδευτική φιλοσοφία, η οποία του 

δίνει τη δυνατότητα να εξασφαλίσει την προσοχή των μαθητών που δεν 

είναι σε απελπιστικό βαθμό αδιάφοροι. 

Αν κάποιος δάσκαλος δεν έχει την απαραίτητη αυτοπεποίθηση, αν  

δεν του δόθηκε η ευκαιρία  στα πανεπιστημιακά του μαθήματα,  θα πρέπει 

να δεχθεί να διασχίσει αργά και υπομονετικά την ύλη και να ασκηθεί στην 

εκτέλεση αφηρημένων λογικών  συλλογισμών έχοντας υπ’ όψιν ότι οι 

αφηρημένες έννοιες «πρέπει να ωριμάζουν μέσα στον άνθρωπο» (Kline, 

1993: 145) και ότι «ο ρυθμός κατανόησης των ενηλίκων είναι, συνήθως, 

μικρότερος από των παιδιών» (Arons, 1992: 480). 
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Συμφωνούμε με την άποψη του Polya: «Η διδασκαλία εξαρτάται από 

την προσωπικότητα του καθηγητή. Υπάρχουν τόσες καλές μέθοδοι όσοι είναι 

και οι καλοί καθηγητές» (Polya, 1990). Δεν χρειάζεται επίσης καμιά 

περίπλοκη έρευνα για να διαπιστώσουμε ότι η μετάδοση της γνώσης 

εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από το πόσο καλά ξέρουμε εκείνο που θέλουμε 

να μεταδώσουμε. Αυτό είναι ολοφάνερο, αδιάφορο από το ποια μέσα 

χρησιμοποιεί ο δάσκαλος. Οποιοσδήποτε έχει διδάξει γνωρίζει επίσης ότι η 

διδασκαλία βελτιώνει και την δική του αντίληψη. Και όχι μόνο αυτό.  

Κατά τον Bruner (1960: 96)  η διδασκαλία βοηθά τον καλά 

προετοιμασμένο δάσκαλο να μάθει τα θέματα που θα διδάξει «όπως τα 

μαθαίνει κανείς μόνο διδάσκοντάς τα» Το παράθεμα από το ίδιο έργο είναι 

διασαφηνιστικό: «Η παρακάτω ιστορία αφορά έναν διακεκριμένο καθηγητή 

Φυσικής. Όταν δίδαξε για πρώτη φορά σε μια προχωρημένη τάξη κολλεγίου 

τη θεωρία των quantum, είδε τα παιδιά να τον κοιτάζουν με ένα βλέμμα 

άδειο, σαν να μην είχαν καταλάβει τίποτε. Επανέλαβε τη θεωρία και πάλι δεν 

κατάλαβαν. Την είπε για τρίτη φορά και αυτή τη φορά την κατάλαβε ο ίδιος!» 

(Bruner, 1960: 96). 

Αν λοιπόν υπάρχει ο ενθουσιασμός και,  για την συγκεκριμένη 

πρόταση, διαθέσιμο εργαστήριο (το λογισμικό είναι ελεύθερο), τότε ο 

δάσκαλος μπορεί να γίνει γέφυρα για να περάσει απέναντι ο μαθητής του, κι 

όταν πια του έχει διευκολύνει το πέρασμα …χαρούμενα να γκρεμιστεί, 

ενθαρρύνοντας τον μαθητή να φτιάξει δικές του γέφυρες για μια αυτόνομη 

πρόοδο σε όλη την διάρκεια της ζωής του (Νικ.Καζαντζάκης για τον ιδανικό 

δάσκαλο, στο: Μπουσκάλια, 1982:9). Έχει περάσει πολύς καιρός από τότε 

που μπορούσαμε να διδάξουμε στους μαθητές μας κάθε απαραίτητη γνώση.  
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Ταυτότητα του σεναρίου 

 

Το σενάριο
1
 αυτό, παρόλο που αποτελεί μια ενιαία και 

ολοκληρωμένη δραστηριότητα, δεν είναι περιορισμένο σε μια περιοχή των 

μαθηματικών, αλλά κινείται ταυτόχρονα σε πολλούς μαθηματικούς κλάδους 

και σε διαφορετικές θεματικές ενότητες κάθε κλάδου. Αποτελεί στην ουσία 

μια ενοποιητική γνωστική προσέγγιση της Γεωμετρίας, της 

Τριγωνομετρίας, της Άλγεβρας, και της Ανάλυσης, με τη βοήθεια της 

τεχνολογίας της εποχής, κυρίως του Λογισμικού συμβολικής έκφρασης  

«Χελωνόκοσμος». Είναι το προτεινόμενο, οπωσδήποτε μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί και κάποιο λογισμικό δυναμικής γεωμετρίας (π.χ. 

Sketchpad, GeoGebra) ή και σύστημα άλγεβρας υπολογιστών (π.χ. 

Μathematica, Μathcad). 

Οι μαθητές, μέσω του λογισμικού Χελωνόκοσμος, θα ασχοληθούν 

με την διερεύνηση ενός ενδιαφέροντος, ελκυστικού, και από μαθηματικής 

άποψης πολύ πλούσιου προβλήματος. Το πρόβλημα που θα 

διαπραγματευθούν απαιτεί τον σχεδιασμό πολυγωνικών σχημάτων και τον 

υπολογισμό των εμβαδών τους, τον σχεδιασμό κάποιας ακολουθίας 

κυκλικών τομέων με συγκεκριμένες γεωμετρικές ιδιότητες και τον 

υπολογισμό των εμβαδών τους, θέματα μεγιστοποίησης και 

ελαχιστοποίησης, θέματα δεκαδικής προσέγγισης αριθμών, καθώς επίσης 

και κατανόηση της έννοιας του ορίου και της σύγκλισης ακολουθιών. Για 

μια  ολοκληρωμένη διερεύνηση του προβλήματος θα χρειαστεί να 

δημιουργήσουν διαδικασίες στον Χελωνόκοσμο, οι οποίες θα εκφράζουν τις 

μαθηματικές ιδέες τους, και να χρησιμοποιήσουν ενοποιητικά τις γνώσεις 

τους στην Άλγεβρα, τη Γεωμετρία, την Τριγωνομετρία και την Ανάλυση. 

Με αυτό το σενάριο: 

 Θα  διερευνηθούν οι βασικές ιδιότητες των  κανονικών πολυγώνων, 

η κατασκευή τους, και ο υπολογισμός των εμβαδών τους με τη 

χρήση του Λογισμικού «Χελωνόκοσμος».  

                                                 
1
 Σενάρια: σχέδια μαθησιακών δραστηριοτήτων με ψηφιακές τεχνολογίες 

(Κυνηγός, 2006,κεφ.4) 
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 Θα διερευνηθεί το κλασικό ισοπεριμετρικό πρόβλημα (το πρόβλημα 

της Διδούς, 5
ος

 αιώνας π.Χ.), δηλαδή: Μεταξύ όλων των κλειστών 

επίπεδων καμπυλών με δεδομένο μήκος να βρεθεί εκείνη η οποία 

περικλείει το χωρίο με το μέγιστο εμβαδόν 

 Με τη βοήθεια του Λογισμικού «Χελωνόκοσμος» θα 

κατασκευαστούν κυκλικοί τομείς μεταβλητής ακτίνας και γωνίας 

και θα υπολογιστούν τα εμβαδά τους. 

 Με τη βοήθεια του λογισμικού, θα κατασκευαστεί μια ακολουθία 

κυκλικών τομέων με μια συγκεκριμένη γεωμετρική ιδιότητα και θα 

υπολογιστεί το άθροισμα των εμβαδών τους. 

 Για την γενίκευση στην Άλγεβρα και στην Ανάλυση θα χρειαστεί να 

υπολογιστεί το άθροισμα των τετραγώνων των n πρώτων φυσικών 

αριθμών και το άθροισμα των τετραγώνων των n πρώτων περιττών. 

 Μέσα από τη διερεύνηση θα προκύψει η ανάγκη εισαγωγής και 

εφαρμογής της έννοιας του ορίου, ως γεωμετρικό αντικείμενο 

(κανονικά πολύγωνα-κύκλος) αλλά και αριθμητικά. 

 Θα προκύψει η ανάγκη να διαπραγματευτούν οι έννοιες: 

στρογγυλοποίηση αριθμών, προσέγγιση δεκαδικών αριθμών σε n 

δεκαδικά ψηφία, ισότητα αριθμών μέσω ανισοτήτων
2
. 

 Θα αναδειχθεί η δύναμη της επιμεριστική ιδιότητας για τη 

συντόμευση, άρα και τη μείωση της πολυπλοκότητας και του 

κόστους των υπολογισμών (χρόνος λειτουργίας και μνήμη του 

υπολογιστή) . 

Τεχνολογικά εργαλεία 

Το βασικό τεχνολογικό εργαλείο που προτείνεται για την υλοποίηση 

του σεναρίου είναι το λογισμικό «Χελωνόκοσμος». Η χρήση του 

λογισμικού δεν θα βασιστεί αποκλειστικά στις λειτουργικότητές του, αλλά 

θα χρησιμοποιηθεί και ως εργαλείο για να εκφράσουν οι μαθητές τις δικές 

τους προσωπικές ιδέες και τα προσωπικά τους νοήματα με στόχο να τα 

απεικονίσουν δημιουργικά με τον ιδιαίτερο προσωπικό τους τρόπο.  

                                                 
2
Για αυτές τις έννοιες χρησιμοποιούμε την ανάλυση που γίνεται στο: Χατζηδήμος, 1977. 
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Προτείνεται το λογισμικό «Χελωνόκοσμος» γιατί οι μαθητές 

μπορούν να πειραματιστούν πάνω στην ιδέα τους, να χρησιμοποιήσουν 

συμβολική γλώσσα για την επικοινωνία με τον υπολογιστή, να κάνουν 

υποθέσεις, να ελέγξουν τις υποθέσεις τους, να δέχονται άμεση 

ανατροφοδότηση για αυτά που κάνουν, μέσω των σχεδίων της χελώνας, και 

να τροποποιούν τον κώδικα με βάση την ανατροφοδότηση που δέχονται 

(Κυνηγός, 2006). Επιπλέον, προτείνεται να χρησιμοποιηθεί το λογισμικό 

Microsoft Office Excel. Το λογισμικό αυτό θα παρέχει επικουρική 

ανατροφοδότηση στο Λογισμικό Χελωνόκοσμος, η οποία θα έχει το 

χαρακτήρα της επαλήθευσης των υπολογιστικών διαδικασιών που 

εκτελούνται με τον Χελωνόκοσμο (έλεγχος με εικονικά δεδομένα, 

γνωρίζουμε το αποτέλεσμα). Το λογισμικό Microsoft Office Word θα 

χρησιμοποιηθεί βοηθητικά για την σύνταξη της έκθεσης των 

δραστηριοτήτων κάθε ομάδας. 

 

Πλαίσιο εφαρμογής 

Σε ποιους απευθύνεται 

         Το σενάριο προτείνεται να εφαρμοστεί στην Β΄, ή Γ΄ Λυκείου.  

 

Χρόνος υλοποίησης 

          Για την εφαρμογή του σεναρίου εκτιμάται ότι απαιτούνται  9 Φάσεις, 

που αναλύονται παρακάτω. 

 

Χώρος υλοποίησης       

Το μεγαλύτερο μέρος του σεναρίου είναι απαραίτητο να διεξαχθεί 

στο εργαστήριο υπολογιστών, ώστε οι μαθητές να μπορούν να 

πειραματίζονται, χωρισμένοι σε μικρές ομάδες. Οι τελικές απαντήσεις για 

το μέγιστο ορθογώνιο, το άθροισμα των τετραγώνων των ν πρώτων 

φυσικών αριθμών και το όριο του εμβαδού βοσκής μπορούν να δοθούν και 

στην αίθουσα διδασκαλίας, εφόσον φυσικά έχουν κατανοηθεί οι διαδικασίες 

και τα αποτελέσματα των διερευνήσεων στο εργαστήριο (μια πρόταση για 

τον τρόπο υλοποίησης αναπτύσσεται και στην παράγραφο «εφαρμογή στη 

σχολική μονάδα»). 
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Προαπαιτούμενες γνώσεις 

Για την ολοκλήρωση της διαδικασίας οι μαθητές θα χρειαστούν όλα 

τα μαθηματικά που γνωρίζουν. Κατά την ανάπτυξη των δραστηριοτήτων θα 

προκύψει η ανάγκη για νέες μαθηματικές γνώσεις (π.χ. υπολογισμός 

αθροίσματος τετραγώνων των ν πρώτων φυσικών, όριο) που είναι 

απαραίτητες για την ολοκλήρωση των δραστηριοτήτων.Στην περίπτωση 

αυτή, οι νέες γνώσεις θα παρουσιάζονται από τον δάσκαλο την στιγμή που 

είναι αναγκαία η χρησιμοποίηση τους.  

 

Απαιτούμενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Θα δοθούν φύλλα εργασίας τα οποία θα περιέχουν το πρόβλημα και 

τα προς διερεύνηση ερωτήματα Α,Β,Γ,Δ. 

 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι μαθητές εργάζονται σε ομάδες των 2-3 ατόμων, ανάλογα με τον 

αριθμό των υπολογιστών του εργαστηρίου. Η δραστηριότητα των ομάδων 

αναλύεται στις φάσεις υλοποίησης του σεναρίου. 

 

 

 

Στόχοι 

 

Ως προς το γνωστικό αντικείμενο 

o Να κατανοήσουν την διαφορά μεταξύ εικασίας και απόδειξης. 

o Να αποδείξουν ότι το μέγιστο(εμβαδόν) ορθογώνιο σταθερής 

περιμέτρου είναι το τετράγωνο. 

o Να κατανοήσουν βασικά χαρακτηριστικά των κανονικών 

πολυγώνων (γωνία, κεντρική γωνία, εξωτερική γωνία, εμβαδόν) 

χρησιμοποιώντας και επεκτείνοντας αλγεβρικές, γεωμετρικές και 

τριγωνομετρικές γνώσεις. 

o Να κατασκευάζουν κυκλικούς τομείς διαφορετικής ακτίνας και 

γωνίας. 

o Να υπολογίζουν το εμβαδόν κυκλικών τομέων. 
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o Να υπολογίζουν το άθροισμα των εμβαδών μιας ακολουθίας 

κυκλικών τομέων με συγκεκριμένες γεωμετρικές ιδιότητες. 

o Να μάθουν την τεχνική υπολογισμού του αθροίσματος των κ-οστών 

δυνάμεων των ν πρώτων φυσικών αριθμών. «Μέθοδος είναι ένα 

τέχνασμα που χρησιμοποιείται ξανά και ξανά(Polya, 2001). 

o Να κατανοήσουν ότι η απόδειξη της ισότητας δυό αριθμών μπορεί 

να γίνει μέσω ανισοτήτων(το θεμελιώδες γνώρισμα της ανάλυσης). 

o Να κατανοησουν την μοναδικότητα του ορίου. 

Ως προς τη χρήση νέων τεχνολογιών 

o Δημιουργία, ερμηνεία και διόρθωση απλών προγραμμάτων σε 

γλώσσα LOGO, που περιέχουν παραμετρικές διαδικασίες για την 

κατασκευή κανονικών πολυγώνων, κυκλικών τομέων, γραφικές 

παραστάσεις και υπολογιστικές διαδικασίες. 

o Δυναμική γραφική αναπαράσταση του προβλήματος και επίλυσή 

του με τη βοήθεια του λογισμικού «Χελωνόκοσμος». 

o Χρήση του εργαλείου δυναμικού χειρισμού (μεταβολέας) για τη 

διερεύνηση όλων των περιπτώσεων. 

o Έλεγχος υπολογιστικών αλγορίθμων με εικονικά δεδομένα. 

 

Ως προς τη μαθησιακή διαδικασία 

Η αρχή που διέπει τους στόχους της μαθησιακής διαδικασίας είναι η 

αποδέσμευση της γνώσης από το πλαίσιο μάθησης και η καλλιέργεια της 

δεξιότητας των μαθητών να μεταφέρουν τη γνώση από ένα πλαίσιο 

μάθησης σε κάποιο άλλο. «Δεν είναι αρκετό να ξέρετε απλώς πώς να 

λειτουργήσετε σε μια ορισμένη κατάσταση
.
πρέπει να μάθετε επίσης να 

γενικεύετε τις γνώσεις που αποκτήσατε, για να μπορέσετε να τις εφαρμόσετε 

και αλλού» (Schank, 2001). 

o Ανάλυση ενός προβλήματος σε καλά καθορισμένα υποπροβλήματα, 

τα οποία ελέγχονται ανεξάρτητα και «συνθέτουν» το κυρίως 

πρόβλημα. 

o Άσκηση στην συνεχή διόρθωση της πορείας λύσης.  



Η ΚΑΤΣΙΚΑ ΚΑΙ Η ΣΤΑΝΗ 

24 

o Έλεγχος για την ορθότητα των διαδικασιών και αναδιατυπώσεις, 

όπου αυτές είναι απαραίτητες. 

o Λεκτική διατύπωση της διαδικασίας λύσης οποιουδήποτε 

υποπροβλήματος και σταδιακή γενίκευση των συμπερασμάτων. 

o Επέκταση  γνώσεων και μεθόδων διερεύνησης προβλημάτων. 

 

Ως προς την παιδαγωγική προσέγγιση 

o Κινητοποίηση και συμμετοχή μαθητών με χαμηλή επίδοση. 

o Συνεργασία και επικοινωνία με τους συμμαθητές. 

o Ανακοίνωση των αποτελεσμάτων της διερεύνησης και της μελέτης. 

o Ανακοίνωση και κριτική των αποτελεσμάτων της ομαδικής 

εργασίας. 

 

Διδακτική προσέγγιση 

 

Ο εκπαιδευτικός αναμένεται ότι θα εντάξει την υλοποίηση του 

σεναρίου στο κοινωνικοπολιτισμικό πλαίσιο του σχολείου και δεν θα 

διαταράξει αποδιοργανωτικά το κοινωνικό συμβόλαιο λειτουργίας της 

τάξης. Θεωρούμε μόνο χρήσιμο να επισημάνουμε ότι οποιεσδήποτε 

διδακτικές επιλογές κάνει ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να είναι σύμφωνες με 

τις βασικές αρχές της διερευνητικής μάθησης με τη χρήση νέων 

τεχνολογιών. 

Τονίζουμε ότι έχουμε κατά νου τη θέση του Arons σύμφωνα με την 

οποία: «Η ουσία αυτού του τρόπου διδασκαλίας είναι να δοθεί χρόνος στο 

παιδί να ερευνήσει, να ελέγξει, να χειριστεί, να συζητήσει και να διατυπώσει 

ισχυρισμούς για τα νοήματα και τις ερμηνείες, να αρθρώσει υποθέσεις, να 

ακολουθήσει δοκιμαστικά κάποιες σκέψεις μέχρι να φτάσει σε αδιέξοδο, να 

επαναλάβει τα βήματά του (αν το θεωρεί απαραίτητο), να κάνει λάθη και να 

αναθεωρήσει τις απόψεις του και τον τρόπο ερμηνείας, όταν καθοδηγούμενο 

αντιληφθεί ότι υπάρχουν αντιφάσεις σ’ αυτές (παρά να του ειπωθεί με τη 

μορφή διακήρυξης ότι οι ιδέες του είναι «σωστές» ή «λαθεμένες» ) και να 

αποφασίσει πότε και πως πρέπει να εκτελέσει αριθμητικούς υπολογισμούς. 

Ορισμένες φορές, ο εν λόγω τρόπος μάθησης ονομάζεται παραπλανητικά 

«μάθηση μέσω της ανακάλυψης».  
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Δεν περιμένουμε βεβαίως από το παιδί να γίνει Νεύτων, Faradey ή 

Δαρβίνος και να «ανακαλύψει» εκ νέου τις θεωρίες. Κανονικά, τα δραστήρια, 

περίεργα παιδιά, απλώς αντιδρούν θετικά στην ευκαιρία που  τους δίνεται να 

μάθουν μέσω καθοδηγούμενης εμπειρίας και παρατήρησης»(Arons, 

1992:505, οι υπογραμμίσεις δικές του).  

Όταν λέμε ότι οι διανοητικές δομές κτίζονται από τον μαθητή 

μάλλον παρά κατασκευάζονται από τον διδάσκοντα, δε σημαίνει ότι 

κατασκευάζονται από το τίποτα (Papert, 1992:22-35). 

 

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

Ο Σωκράτης και η φίλη του Υπατία, μετά από πολλά χρόνια 

κοινωνικής προσφοράς (δάσκαλοι μαθηματικών) και κοντά στη σύνταξη, 

αποφάσισαν να αγοράσουν ένα χωράφι στην εξοχή για να απασχολούν το 

σώμα τους, όταν το πνεύμα τους αρχίσει να υπολειτουργεί. Οι τιμές κοντά 

στην Ακαδημία του Πλάτωνα ήταν πολύ «τσουχτερές» και χρειάζονταν 

πολλά χρήματα, τα οποία δεν είχαν. Αφού λοιπόν απομακρύνθηκαν αρκετά 

από το κέντρο, βρήκαν κάτι που τους άρεσε, με γεώτρηση για επάρκεια 

νερού, αρκετά μεγάλο, και το «κλείσανε». 

Η Υπατία ήθελε να φτιάξει κήπο με λαχανικά, ο Σωκράτης ήθελε να 

κάνει αμπέλι για κρασί, αλλά υπήρχε και ένα μικρό προβληματάκι. Η 

Υπατία είχε οστεοπόρωση και ο γιατρός της, ο Ιπποκράτης, της συνέστησε 

κατσικίσιο γάλα. Ο Σωκράτης αποφάσισε να κάνει δώρο στην Υπατία μια 

κατσίκα, για να έχει το γάλα της φρέσκο και υγιεινό. Σκέφτηκαν ότι θα 

έπρεπε να περιφράξουν ένα μέρος του χωραφιού για τον κήπο και το αμπέλι 

και να αφήνουν την κατσίκα έξω από τον φράχτη, για να μην τους 

καταστρέφει τον κήπο. Αγόρασαν λοιπόν 120 (τρέχοντα) μέτρα 

συρματόπλεγμα και τους απαραίτητους πασσάλους για την περίφραξη. Ίσως 

100 μέτρα ήταν πιο φυσιολογικό, αλλά η Υπατία σκέφτηκε ότι δεν φτάνει 

ούτε για ένα στρέμμα, ήθελε μεγάλο και «πλούσιο» κήπο, ενώ τα 120 μέτρα 

είναι υπεραρκετά και ακόμα το 120 έχει περισσότερους διαιρέτες από το 

100, αυτά μπορεί να χρειαστούν σε κάτι …μελλοντικά  (πολλές 

μαθηματικές ανακαλύψεις χρησιμοποιήθηκαν αρκετά χρόνια μετά). 
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Ο Σωκράτης ασχολήθηκε με την περίφραξη. Η Υπατία πήγε στο 

κοντινότερο χωριό να παραλάβει την  κατσίκα που είχε κλείσει ο Σωκράτης 

από το κοπάδι του φίλου του Μένωνα, με τον οποίο είχαν γνωριστεί στην 

ταβέρνα «κρασο-ολοκλήρωση». Η Υπατία παρέλαβε την κατσίκα αλλά 

αγόρασε και 60 μέτρα σχοινί για να δένει την κατσίκα, γιατί σκέφτηκε ότι 

μπορεί να μην αρέσει στην κατσίκα η τοποθεσία και πιθανόν να θέλει να 

γυρίσει στην παλιά κατοικία της (το 60 έχει πολλούς διαιρέτες, και αν 

χρειαστεί να συγκριθεί με το 120, είναι το μισό του, αυτά κάτι μπορεί να 

χρειαστούν στο μέλλον). 

Όταν γύρισε η Υπατία με την κατσίκα, ο Σωκράτης ήδη είχε φράξει 

μια ορθογώνια περιοχή, 40 Χ 20, σκέφτηκε ότι θα άρεσε στην Υπατία γιατί 

το 20 είναι το μισό του 40 και αυτό ίσως κάπου χρειαστεί, όπως λέει και η 

ίδια. Ο Σωκράτης όμως δεν γλύτωσε τη φασαρία. Η Υπατία είχε 

αντιρρήσεις: θα προτιμούσε να έφραζε τετράγωνη έκταση· θα ήταν 

μεγαλύτερη (με το ίδιο συρματόπλεγμα)· ή ακόμα θα ήταν καλύτερα αν 

έφραζε τη στάνη «πολυγωνικά» ή κυκλικά.  

Η Υπατία φώναζε και ισχυριζόταν ότι με το ίδιο συρματόπλεγμα θα 

μπορούσαν να έχουν κήπο με πολύ μεγαλύτερη έκταση, τουλάχιστον 300 

τετρ. μέτρα επιπλέον, και, πάντα υπερβολική, έλεγε ότι ο κήπος της θα 

μετατραπεί σε…στάνη, ονομασία που έμεινε τελικά για τον κήπο της (ό,τι 

αποκτούσαν, ο Σωκράτης έλεγε ότι είναι της Υπατίας).Ο ίδιος δεν ήθελε 

περιουσιακά στοιχεία, γιατί συμφωνούσε απόλυτα με την άποψη ότι κάθε 

περιουσιακό στοιχείο αποτελούσε ένα βαρίδι στα πόδια του ανθρώπου 

(Αϊνστάιν). Βράδιασε όμως και ο Σωκράτης δεν είχε όρεξη για διενέξεις.  

Υποσχέθηκε στην Υπατία ότι θα αλλάξει την περίφραξη και, αφού 

μελετήσει το θέμα, θα φράξει την μέγιστη δυνατή έκταση με αυτό το 

συρματόπλεγμα
3
. Έδεσε λοιπόν την κατσίκα από τον πάσσαλο μιας 

κορυφής του ορθογωνίου, φυσικά έξω από τον κήπο-στάνη, για να 

αποφύγει τις δυσάρεστες συνέπειες της κυκλοφορίας της κατσίκας   μέσα 

στον κήπο. Για να γιορτάσουνε (κήπο-στάνη και κατσίκα) της πρότεινε μιά  

«κρασο-ολοκλήρωση» (βίος ανεόρταστος μακρά οδός απανδόχευτος). 

                                                 
3
 Το πρόβλημα αποτελεί σύνθεση διαφόρων προβλημάτων που αναφέρονται στα 

Tikhomirov (1999), Δεργιαδές & Λάμπρου (2004), Λάμπρου & Σπανουδάκης (2007). 
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Α. Η Στάνη 

Α.1.Ορθογώνια ή τετράγωνη; 

 Σχεδιάστε την αρχική ορθογώνια περίφραξη του Σωκράτη και 

υπολογίστε το εμβαδόν της.  

 Σχεδιάστε και υπολογίστε το εμβαδόν ορθογώνιων περιφράξεων με 

την ίδια περίμετρο, αλλά διαφορετικών διαστάσεων.  

 Αρχικά, διερευνήστε τον ισχυρισμό της Υπατίας ότι, από όλες τις 

ορθογώνιες περιφράξεις με ημιπερίμετρο 60, την μεγαλύτερη 

επιφάνεια έχει η τετράγωνη περίφραξη.  

 Αποδείξτε αυτόν τον ισχυρισμό για τα ορθογώνια ημιπεριμέτρου 60.  

 Σχεδιάστε ορθογώνιες περιοχές διαφόρων διαστάσεων, αλλά με 

άλλη σταθερή ημιπερίμετρο, και διερευνήστε πότε μεγιστοποιείται 

το εμβαδόν τους.  

 Ισχύει ο ισχυρισμός της Υπατίας για τυχαία ημιπερίμετρο; Αν 

ισχύει, τότε διατυπώστε και αποδείξτε την ανάλογη γενικευμένη 

πρόταση.  

 Είναι πάρα πολλά όλα αυτά για Α΄μέρος; Μην ανησυχείτε! Μια 

χελώνα είναι έτοιμη να εκτελέσει τις εντολές σας και να σας 

βοηθήσει να κάνετε τις διερευνήσεις σας με ασύλληπτη ταχύτητα!  

 

Α.2. Τετράγωνη, πολυγωνική ή κυκλική; 

 Τι νομίζετε ότι εννοεί η Υπατία όταν λέει ότι θα ήταν καλύτερη μια 

πολυγωνική ή κυκλική στάνη; 

 Διερευνήστε τους ισχυρισμούς της Υπατίας για «καλύτερη» 

πολυγωνική (κανονικό πολύγωνο) ή κυκλική περίφραξη.  

o Ποια είναι η μεγαλύτερη έκταση που μπορούμε να 

περιφράξουμε με τα 120 μέτρα συρματόπλεγμα; 

 Υπολογίστε την έκταση στην περίπτωση που η στάνη 

είναι πολυγωνική. 

 Υπολογίστε την έκταση στην περίπτωση που η στάνη 

είναι κυκλική. 

 Τι συμπεράσματα βγάζετε για την έκταση της περίφραξης; 
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Β. Η περιοχή βοσκής 

Η κατσίκα είναι δεμένη από έναν γωνιακό πάσσαλο της πολυγωνικής 

περίφραξης (φυσικά έξω από την περίφραξη). 

 Ποια είναι η περιοχή βοσκής της κατσίκας γύρω από την 

πολυγωνική στάνη;  

 Για την περιοχή βοσκής διερευνήστε αρχικά μόνο πολυγωνικές 

περιφράξεις με άρτιο αριθμό πλευρών (αυτό θα σας διευκολύνει σε 

κάποιες διαδικασίες). 

o Αρχίστε την διερεύνηση και τους υπολογισμούς από την 

τετράγωνη περίφραξη. 

o Σχεδιάστε το περιφραγμένο μέρος, και ονομάστε τη 

διαδικασία «στάνη», ή κάποια λέξη που να περιέχει το 

συνθετικό «στάνη». 

o Υπολογίστε σε κάθε περίπτωση το εμβαδόν της στάνης. 

o Σχεδιάστε σε κάθε περίπτωση  την επιφάνεια βοσκής της 

κατσίκας και υπολογίστε το εμβαδόν της.  

 

Γ. Ολοκληρωμένη λύση 

 Δώστε μια ολοκληρωμένη λύση ώστε: 

o Να σχεδιάζει κάθε πολυγωνική στάνη με άρτιο αριθμό 

πλευρών. 

o Να υπολογίζει το εμβαδόν κάθε πολυγωνικής στάνης που 

κατασκευάζει. 

o Για κάθε στάνη, να σχεδιάζει την περιοχή βοσκής της 

κατσίκας, και 

o Να υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής. 

 Προσπαθήστε να τροποποιήσετε την παραπάνω διαδικασία για την 

περίπτωση που η πολυγωνική στάνη έχει περιττό αριθμό πλευρών. 

 Προσπαθήστε να παρουσιάσετε μια ολοκληρωμένη διαδικασία, που 

να σχεδιάζει και να υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής κάθε 

πολυγωνικής στάνης (είτε έχει άρτιο είτε έχει περιττό αριθμό 

πλευρών). 
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Δ. Επεκτάσεις: άλγεβρα και ανάλυση 

Για κάθε πολυγωνική περίφραξη έχει υπολογιστεί το εμβαδόν της 

και ένα αντίστοιχο εμβαδόν βοσκής. Στη Φάση Α.2 έχει διατυπωθεί η 

εικασία για το πότε μεγιστοποιείται το εμβαδόν της περίφραξης (της 

πολυγωνικής στάνης). 

Προσπαθήστε να απαντήσετε στο παρακάτω ερώτημα: 

 Πόσο ακριβώς είναι το εμβαδόν βοσκής που αντιστοιχεί στην 

μεγαλύτερη έκταση περίφραξης με συγκεκριμένη ημιπερίμετρο; 

 

 

 

Βασική ιδέα 

 

Το πρόβλημα στο οποίο βασίζεται η δραστηριότητα επιλέχθηκε για 

να προκαλέσει την περιέργεια των μαθητών, να κινητοποιήσει το 

ενδιαφέρον τους (κίνητρο μάθησης) και για αυτόν τον λόγο «προσφέρεται 

με ένα τρόπο λίγο χιουμοριστικό και λίγο παραδοξολογικό» (Polya,1963: 

33). Ο δάσκαλος για να ενισχύσει το ενδιαφέρον των μαθητών μπορεί 

επίσης να αναφερθεί στον θρύλο που αναφέρεται στην Αινειάδα του 

Βιργίλιου:  

Προσπαθώντας να ξεφύγει από την καταδίωξη του αδελφού της, η 

πριγκίπισσα Διδώ της Φοινίκης αναχώρησε προς δυσμάς, παραπλέοντας τις 

ακτές της Μεσογείου, σε αναζήτηση ασύλου. Μια συγκεκριμένη τοποθεσία 

στα παράλια που σήμερα είναι γνωστά ως κόλπος της Τύνιδας τράβηξε την 

προσοχή της. Η Διδώ ήλθε σε διαπραγματεύσεις με τον τοπικό άρχοντα 

Ιάρβα, για να αγοράσει γη. Οι απαιτήσεις της περιοριζόταν στο ελάχιστο – 

δεν ζητούσε παρά μόνον όση έκταση μπορούσε να «κυκλωθεί» με τη δορά 

ενός ταύρου. Η Διδώ κατάφερε να πείσει τον Ιάρβα, και η συμφωνία 

κλείστηκε…(Tikhomirov, 1999:23). 

 Πρόκειται για ένα πρόβλημα με πλούσιο μαθηματικό υπόβαθρο· 

δεν είναι πρόβλημα ρουτίνας· αξίζει περαιτέρω διερεύνησης· δίνει μια 

πρόγευση της δουλειάς του επιστήμονα· και επίσης παρέχει μεθόδους που 

είναι χρήσιμες όχι μόνο για τη λύση αυτού του προβλήματος, αλλά και για 

τη διερεύνηση μελλοντικών προβλημάτων (Polya, 2001).  
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Είναι κατάλληλο για την κατανόηση της διαφοράς της εικασίας από 

την μαθηματική αποδειξη (π.χ.το ισοπεριμετρικό πρόβλημα θα παραμείνει 

εικασία). Πιστεύουμε, επίσης, ότι θα κεντρίσει και το ενδιαφέρον του 

συναδέλφου, που επιζητά την μαθηματική εμπειρία μέσα από μη 

τετριμμένα προβλήματα, τα οποία απαιτούν κάποιο ποσοστό ανεξάρτητης 

σκέψης, κρίσης, πρωτοτυπίας και δημιουργικότητας (Polya, 2001). 

Πιθανόν να κριθεί από κάποιον «δύσκολο», αλλά, τιμούμε και 

σεβόμαστε τις δυσκολίες που παρουσιάζονται… «Μια δυσκολία είναι ένα 

φως. Μια ανυπέρβλητη δυσκολία είναι ένας ήλιος» (Βαλερύ, 1996:27). Η 

διερεύνηση κάποιων πτυχών του προβλήματος μπορεί να αποτελέσει 

ερέθισμα για  συζητήσεις χρωματισμού (τέσσερα χρώματα είναι αρκετά όχι 

μόνον για τον διαχωρισμό των τομέων βοσκής της κατσίκας, αλλά και για 

τον χρωματισμό οποιουδήποτε χάρτη),  δυαδικής παράστασης των 

αριθμών(ακόμα και πράξεις αριθμών σε δυαδική μορφή),  συζητήσεις για 

ζητήματα θέσεων μνήμης για καταχώρηση τιμών μεταβλητών, για τις αρχές 

του δομημένου προγραμματισμού, και γενικότερα για θέματα της 

υπολογιστικής επιστήμης. 

Πιστεύουμε, λοιπόν, ότι το συγκεκριμένο πρόβλημα διαθέτει όλα τα 

επιθυμητά χαρακτηριστικά ενός καλού προβλήματος: γενικεύει άλλα καλά 

προβλήματα, δίνει μεθόδους για τη λύση πολλών μελλοντικών 

προβλημάτων και, το κυριότερο, θα προσφέρει στον συνάδελφο και τον 

μαθητή που θα ασχοληθεί με αυτό την μέγιστη αμοιβή: τη χαρά της 

εντατικής διανοητικής δραστηριότητας (Polya,1963). 

 

 

ΠΡΟΣΘΕΤΗ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΗ ΑΞΙΑ 

 

Η βασική ερώτηση που τίθεται για την πρόσθετη παιδαγωγική αξία 

που προκύπτει από τη χρήση της τεχνολογίας στην εκπαιδευτική πράξη 

είναι η εξής: «Υπάρχει τρόπος η χρήση της τεχνολογίας αυτής να έχει 

κάποια πρόσθετη παιδαγωγική αξία ως προς την εκπαιδευτική πράξη; Τι 

μπορεί να κάνει ο μαθητής και ο εκπαιδευτικός με την τεχνολογία αυτή που 

είτε είναι αδύνατον είτε πολύ δύσκολο πρακτικά, όταν δεν την διαθέτει;» 

(Κυνηγός, 2006:31).  



  Η ΚΑΤΣΙΚΑ ΚΑΙ Η ΣΤΑΝΗ 

31 

Ποια είναι τελικά η πρόσθετη παιδαγωγική αξία που προσφέρει η 

χρήση της τεχνολογίας για τη διερεύνηση αυτού του θέματος από τους 

μαθητές; 

Η απάντηση σ’ αυτές τις ερωτήσεις προκύπτει βάσει των παρακάτω 

επιχειρημάτων:  

Οι μαθητές μέσα από το παιχνίδι με την χελώνα, τροποποιώντας 

δοσμένη διαδικασία, θα  δημιουργήσουν στον χελωνόκοσμο εύκολα, 

γρήγορα και διασκεδαστικά ό,τι τους είναι απαραίτητο για να βοηθηθούν 

στην διαδικασία μετάβασης από το συγκεκριμένο σε αφηρημένους 

συλλογισμούς.  

Η μαθηματική γνώση που προκύπτει από τη γεωμετρία της Χελώνας 

συνίσταται στο γεγονός ότι η γεωμετρία της Χελώνας είναι ένα είδος 

«γεωμετρίας που μαθαίνεται εύκολα και είναι αποτελεσματικός φορέας 

πολύ γενικών μαθηματικών ιδεών» (Papert, 1991: 86). Το λογισμικό είναι 

έτσι κατασκευασμένο, ώστε κατά την διερεύνηση των θεμάτων να 

προκαλείται το ενδιαφέρον του προικισμένου μαθητή, χωρίς να υπονομεύει 

την αυτοπεποίθηση και να αποκαρδιώνει εκείνους που δεν νοιώθουν άνετα 

με τα μαθηματικά. Προβλήματα του παρελθόντος, ιδίως στην διδασκαλία 

της γεωμετρίας, όπως οι χρονοβόρες διαδικασίες κατασκευής σχήματος, η 

ανακρίβεια στα σχήματα, ο περιορισμός στον αριθμό των παραδειγμάτων, η 

στατικότητα των σχημάτων και η ανάγκη ο μαθητής να φαντάζεται 

μετασχηματισμούς, αντιμετωπίζονται πάρα πολύ εύκολα με το λογισμικό 

μέσα από τη χρήση του μεταβολέα (Παπαγιάννης & Σάββα, 2009:361). Η 

δυνατότητα μετασχηματισμού του σχήματος, με κάποια ή κάποιες από τις 

ιδιότητές του να παραμένουν αναλλοίωτες, επιτρέπει στον μαθητή αλλά και 

στον δάσκαλο να εστιάσει την προσοχή του σ’ αυτές τις ιδιότητες 

(Παπαγιάννης & Σάββα, 2009:361). 

Ο προγραμματισμός στον Χελωνόκοσμο βασίζεται στην 

παρεξηγημένη γλώσσα Logo. Επειδή είχε  μεγάλη επιτυχία  στους μαθητές 

του δημοτικού, θεωρήθηκε ότι απευθύνεται στους μικρούς. Στην 

πραγματικότητα είναι ένα πολύ ισχυρό προγραμματιστικό εργαλείο  με ένα 

ακαταμάχητο προσόν: επιτρέπει στον μαθητή να επικεντρωθεί στο 

πρόβλημα, παρά να ανησυχεί για τους περιορισμούς της γλώσσας.  



Η ΚΑΤΣΙΚΑ ΚΑΙ Η ΣΤΑΝΗ 

32 

Ο προγραμματισμός βοηθά τους μαθητές να διατυπώσουν τις 

διαισθητικές τους ιδέες χρησιμοποιώντας σύμβολα, να ελέγξουν το 

αποτέλεσμά τους στον υπολογιστή και να συγκρίνουν αν υπάρχει συμφωνία 

ανάμεσα σε αυτό που επιδίωκαν και σε αυτό που δημιουργήθηκε.  

Στο σενάριο αυτό οι μαθητές θα προσπαθήσουν να δημιουργήσουν 

μια διαδικασία κατασκευής κανονικού ν-γώνου με τυχαία περίμετρο και να 

υπολογίσουν το εμβαδόν του, να κατασκευάσουν κυκλικούς τομείς με 

μεταβλητή ακτίνα και γωνία και να υπολογίσουν το εμβαδόν κάποιας - 

συγκεκριμένου είδους - ακολουθίας κυκλικών τομέων, και μέσω της 

γεωμετρίας και της βοήθειας των γραφικών θα οδηγηθούν στη διερεύνηση 

του αθροίσματος τετραγώνων των ν πρώτων φυσικών αριθμών και στην 

αναζήτηση ορίων. Θα χρησιμοποιήσουν όσα μαθηματικά γνωρίζουν· θα 

επεκτείνουν τις γνώσεις τους αλλά και τις μεθόδους ανάλυσης και 

διερεύνησης των προβλημάτων· θα εκτιμήσουν την εκπληκτική βοήθεια της 

χελώνας στην κατανόηση των διαδικασιών καθώς επίσης και στην 

κατανόηση και επίλυση προβλημάτων·  θα εκτιμήσουν την άμεση και 

γρήγορη εκτέλεση πολύπλοκων υπολογισμών με τη βοήθεια του 

Χελωνόκοσμου και του  Excel, ενώ ταυτόχρονα θα κατανοήσουν και τα 

όρια της τεχνολογίας. Ο τρόπος αντιμετώπισης του συγκεκριμένου 

προβλήματος χαρακτηρίζεται «από μια διαδοχή αφηρημένων συλλογισμών, 

που όμως υποβοηθούνται από συγκεκριμένα σχήματα στα οποία και 

αναφέρονται» (Στράντζαλος, 1989: 48). H συγκεκριμένη μέθοδος εργασίας 

«προωθεί την ικανότητα του μαθητή να αξιοποιεί την εποπτεία για να την 

υπερβαίνει» (Στράντζαλος, 1989:48). 

Ασχολούμενοι με την οργάνωση των διαδικασιών θα 

δημιουργήσουν μονοπάτια σκέψης που και πάλι μπορούν να τα 

ακολουθήσουν, αν η ανάγκη το απαιτήσει (Polya,1991). Η τεχνολογική 

βοήθεια είναι ανυπολόγιστη, αλλά για την ολοκλήρωση των λύσεων η 

ανθρώπινη σκέψη είναι αναντικατάστατη και η ειλικρινής συνεργασία 

επιβεβλημένη. Η μηχανή διαχειρίζεται πληροφορίες και εκτελεί με 

ασύλληπτη ταχύτητα πολύπλοκους υπολογισμούς. 

Οι ίδιοι όμως θα πρέπει να ασκηθούν, εκτός από την υπομονή, και 

στην τάξη και την πειθαρχία. Οι εντολές θα πρέπει να γράφονται σύμφωνα 

με την γραμματική και το συντακτικό της χελωνογλώσσας.  
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Η ανταλλαγή των «διαδικασιών» μεταξύ των ομάδων θα καταστήσει 

σαφές ότι για να είναι χρήσιμη η δουλειά κάθε ομάδας θα πρέπει οι 

διαδικασίες να συνοδεύονται από επεξηγηματικά σχόλια, πιθανόν για κάθε 

πρόταση της χελωνογλώσσας. Η λεκτική περιγραφή  των διαδικασιών – 

συλλογισμών είναι απαραίτητη για την πλήρη κατανόησή τους. «Η 

συλλογιστική διαδικασία ενέχει για τον μαθητή την  απλή, αλλά δύσκολη, 

τέχνη της εστίασης της προσοχής σε ένα θέμα, της προσεκτικής παρατήρησης, 

της συγκρότησης της συλλογιστικής ακολουθίας, του ελέγχου των υποθέσεων, 

της οργάνωσης του χρόνου σκέψης. Είναι μακροχρόνια, αποκτάται βαθμιαία 

και διδάσκεται  μέσα από τις δυσκολίες συγκεκριμένων θεμάτων» (Jacques 

Barzum, αναφέρεται στο Arons, 1992:489). 

Όπως αναφέραμε και στην εισαγωγή, για την ανάπτυξη ενός 

αλγορίθμου είναι απαραίτητο πρώτα να συγκεντρώσουμε την προσοχή μας 

στο τι θέλουμε να κάνουμε και μετά να ασχοληθούμε με το πώς θα το 

κάνουμε (βασικά στοιχεία για την εκπαίδευση κάθε ανθρώπου, όχι μόνο για 

την μαθηματική εκπαίδευση). «Έχουμε την ευχέρεια να μεθοδεύσουμε τη 

λύση ενός προβλήματος τμηματικά και ιεραρχικά, από τα πιο γενικά στα πιο 

ειδικά. Εξετάζουμε ένα πρόβλημα κάθε φορά, αφήνοντας τις λεπτομέρειες για 

αργότερα (π.χ. πρόκειται για επανάληψη; αν ναι, τι είναι αυτό που 

επαναλαμβάνεται, με ποιο τρόπο (στροφή, μετατόπιση) και πόσες φορές;). 

Αφού απαντήσουμε σ’ αυτές τις ερωτήσεις, μετά έρχεται η ώρα να 

ασχοληθούμε με περισσότερες λεπτομέρειες, ώσπου να φτάσουμε σε κάτι που 

είναι εύκολο να συντάξουμε ή μας είναι ήδη γνωστό» (Αλεξανδρής κ.ά., 

1992:154). Η προσπάθεια δημιουργίας ολοκληρωμένης λύσης υποδεικνύει 

ότι οι ομάδες πρέπει όχι μόνο να είναι καλά συντονισμένες αλλά και να 

έχουν πλήρη συνεργασία. Διαφορετικά, αν λείπει ή υπολειτουργεί έστω και 

ένα μικρό κομμάτι του αλγορίθμου, το πάζλ δεν είναι ολοκληρωμένο και ο 

αλγόριθμος δεν παράγει την επιθυμητή λύση.  

Αλλά, αν τα πράγματα δεν είναι εντελώς σωστά, δεν σημαίνει ότι 

είναι και εντελώς λανθασμένα. Ο μαθητής παροτρύνεται να δημιουργήσει 

λάθη, να τα συναντήσει και να τα υπερπηδήσει, ενθαρρύνεται να μελετήσει 

το σφάλμα αντί να ξεχάσει το λάθος (Papert, 1991). Βλέπει τα 

αποτελέσματα των σκέψεών του και ολοκληρώνει το πρόγραμμα μέσα από 

συνεχείς διορθώσεις της πορείας των διαδικασιών.  
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«Η διαδικασία διόρθωσης του σφάλματος είναι ένα κανονικό τμήμα 

της διεργασίας κατανόησης του προγράμματος» (Papert, 1991:84).  

Πιστεύουμε ότι για τον μαθητή έχει μεγαλύτερη σημασία το πώς έφτασε 

στη γνώση, το ξεπέρασμα του εμποδίου, παρά η τελική λύση του 

προβλήματος (Μοντεσσόρι, 1981:95). Θεωρούμε λοιπόν ότι η άμεση 

ανατροφοδότηση που λαμβάνει ο μαθητής από το διακείμενο του 

Χελωνόκοσμου για την ορθότητα ή όχι των αλγορίθμων, καθώς και για την 

εύρεση και υπερπήδηση των λαθών, είναι ανυπολόγιστης σημασίας. Οι 

μαθητές, με την βοήθεια του λογισμικού, μπορούν να εκμεταλλευτούν την  

ευκαιρία να μαθαίνουν μέσα από τα λάθη τους. «Η βιολογική εξέλιξη 

προχωρά μέσα από μια τεράστια, αδυσώπητη διεργασία δοκιμής και λάθους-

έτσι κι αλλιώς χωρίς λάθη οι δοκιμές δεν θα επιτελούσαν τίποτε… Έτσι, 

οποιαδήποτε κι αν είναι η ερώτηση, αν δεν γνωρίζετε την απάντηση, ο μόνος 

τρόπος να την ανακαλύψετε είναι να κάνετε ένα άφοβο άλμα στο κενό και να 

ενημερωθείτε από το αποτέλεσμα. Φυσικά, μπορείτε να καθοδηγηθείτε από 

όσα ήδη γνωρίζετε και να μην ψάχνετε εντελώς στα τυφλά» (Dennett,1999:2). 

 

 Πιστεύουμε ότι οι σύγχρονες τεχνολογίες προσφέρουν στο μαθητή 

το κατάλληλο υλικό για να ζήσει αυτή την εκπληκτική πνευματική 

εμπειρία: την επιτυχία της προσπάθειας αλλά και τις αμφισβητήσεις της, 

την ανάλυση και την αξιολόγηση των διαδικασιών συλλογισμού που 

υπεισέρχονται σ’ αυτήν, την αναγνώριση των στοιχείων της λογικής της, τη 

δύναμη και τα όριά της. 

 

Ανάλυση του σεναρίου: Προτεινόμενες δραστηριότητες 

 

Η εφαρμογή των δραστηριοτήτων μπορεί να χωριστεί σε 9 Φάσεις, 

όπως περιγράφεται στη συνέχεια. Η ένταξη στο σχολικό πρόγραμμα 

αναπτύσσεται στην παράγραφο: «εφαρμογή στη σχολική μονάδα».  

Πριν την ανάλυση των Φάσεων του Σεναρίου θέλουμε να 

επισημάνουμε ότι μετά την ολοκλήρωση κάθε Φάσης προτείνεται να 

ακολουθεί συζήτηση αναστοχασμού, η οποία θα έχει μεταγνωστικό 

χαρακτήρα.  
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Με αυτό εννοούμε ότι όλες οι ομάδες των μαθητών θα 

ανακοινώνουν στην ολομέλεια της τάξης τα αποτελέσματα στα οποία 

κατάληξαν, θα παρουσιάζουν τον τρόπο με τον οποίο έφτασαν σε αυτά, θα 

δέχονται και θα ασκούν κριτική. Στο τέλος θα πραγματοποιείται μια 

ανακεφαλαίωση με την οποία θα συνοψίζουν την ανάλυση του 

προβλήματος και τα βασικά σημεία που τους οδήγησαν στη λύση. Για τις 

επόμενες φάσεις πιθανόν να επιλέγεται κάποια από τις προτεινόμενες 

στρατηγικές που είναι «καλύτερη» (πιο απλές διαδικασίες, χρήση της 

επιμεριστικής ιδιότητας για την μείωση της πολυπλοκότητας των 

υπολογισμών, περισσότερα σχόλια για την κατανόηση των διαδικασιών). 

 

Φάση 1:Εξοικείωση με το λογισμικό 

Για να εξασφαλίσουμε ότι αυτό το σενάριο μπορεί να υλοποιηθεί  

στο Λύκειο, θεωρούμε ότι οι μαθητές δεν είναι εξοικειωμένοι με το 

λογισμικό «Χελωνόκοσμος». Για αυτόν τον λόγο προτείνουμε μια αρχική 

Φάση εξοικείωσης με το συγκεκριμένο λογισμικό, η οποία ενδεχομένως να 

διαρκέσει ένα με δύο δίωρα.  

Το λογισμικό «Χελωνόκοσμος» διατίθεται δωρεάν από το 

Εργαστήριο Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας (http://etl.ppp.uoa.gr), και έτσι 

παρέχεται σε κάθε μαθητή η δυνατότητα να εξοικειωθεί με το λογισμικό 

στον προσωπικό του υπολογιστή, θεωρώντας ότι η πλειοψηφία των 

μαθητών διαθέτει προσωπικό υπολογιστή. 

Αρχικά, ο δάσκαλος θα παρουσιάσει στους μαθητές το διακείμενο 

του λογισμικού και τις λειτουργίες που επιτελούνται σε κάθε παράθυρο του 

διακειμένου. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσει τις βασικές αρχές για την 

κίνηση της χελώνας, δηλαδή τη θέση, τον προσανατολισμό και τις εντολές 

κίνησης και στροφής της χελώνας. Οι μαθητές θα αφεθούν να 

πειραματιστούν με την κίνηση της χελώνας και να κατασκευάσουν ό,τι 

επιθυμούν. Μέσα από αυτή τη διαδικασία θεωρούμε ότι θα εξοικειωθούν με 

τη γραμματική και τη σύνταξη της γλώσσας του Χελωνόκοσμου, καθώς 

επίσης και με την αναγνώριση και αντιμετώπιση των μηνυμάτων λαθών που 

εμφανίζονται στο διακείμενο του Χελωνόκοσμου. Θα γίνει, επίσης, 

αναφορά στην εντολή «επανάλαβε», την οποία οι μαθητές θα 

προσπαθήσουν να χρησιμοποιήσουν. 

http://etl.ppp.uoa.gr/
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Για την εξοικείωση των μαθητών με τις διαδικασίες, τη χρήση 

μεταβλητών και τον μεταβολέα, θα χρησιμοποιηθούν «μισοψημένοι 

μικρόκοσμοι
4
», οι οποίοι θα έχουν σχέση με τη δραστηριότητα του 

σεναρίου. Για παράδειγμα, θα δώσουμε στους μαθητές να τροποποιήσουν 

την παρακάτω διαδικασία ώστε να κατασκευάζει ένα τετράγωνο.  

για τετργν :α :β 

επανάλαβε 4 [μ :α δ :β] 

τέλος 

Μπορούμε επίσης να ζητήσουμε από τους μαθητές να 

τροποποιήσουν την παρακάτω διαδικασία ώστε να κατασκευάζει κανονικό 

πολύγωνο: 

     για κανπολ :α :β :γ 

     επανάλαβε :α [μ :β δ :γ] 

     τέλος 

Μέσα από την εξοικείωση των μαθητών με το Λογισμικό θα 

διατυπωθεί διαισθητικά και θα επιβεβαιωθεί το θεώρημα του 

ολοκληρωμένου ταξιδιού της χελώνας: «αν η χελώνα ταξιδέψει στα όρια 

οποιασδήποτε περιοχής και καταλήξει στην κατάσταση από την οποία 

ξεκίνησε με τον ίδιο προσανατολισμό, τότε το σύνολο όλων των στροφών 

της είναι 360 μοίρες» (Papert, 1991:100). 

Μέσα από τις παιγνιώδεις δραστηριότητες θα ζητηθεί από τους 

μαθητές να χρησιμοποιήσουν τις εντολές: στυλοπανω, στυλοκατω, 

στηναρχη, θεσηχ, θεσηψ, θεσεχψ, θεσεκατευθυνση, θεσεχρωμαστυλο, 

make, τύπωσε, sentence, integer. Για την ολοκλήρωση του σεναρίου 

χρειάζεται οι μαθητές να μπορούν να χρησιμοποιούν τις παραπάνω εντολές. 

Για παράδειγμα, θα τους ζητηθεί να τροποποιήσουν την διαδικασία 

«πολύγωνο» για να κατασκευάζει με αρχή το σημείο (-100, 50) κανονικό 

πολύγωνο με διαφορετικό χρώμα πλευρών. Αναμένεται ότι οι μαθητές θα 

κατασκευάσουν μια διαδικασία σαν την παρακάτω: 

για πολύγωνο :α :β 

σπ  

                                                 
4
 Κυνηγός, 2006, κεφ.2. 
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θεσεχψ -100 50 

σκ 

make "χρώμα 1 

θεσεχρωμαστυλο :χρώμα 

επανάλαβε :α [μ :β δ 360/:α 

make "χρώμα :χρώμα + 1 

αν :χρώμα=7 [make "χρώμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρώμα] 

τέλος 

Προτρέπουμε τους μαθητές να γράφουν επεξηγηματικά σχόλια ή 

περιγραφικό κείμενο μεταξύ των διαφόρων «βαθμίδων» ή και «προτάσεων» 

των διαδικασιών (προγράμματος), π.χ. 
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Η βοήθεια του μεταβολέα: 

 

*Κύκλος για το λογισμικό είναι κανονικό πολύγωνο με πολύ μεγάλο πλήθος 

πολύ μικρών πλευρών, ο τελικός στόχος των κανονικών πολυγώνων. 

 

Επίσης, για τις ανάγκες εφαρμογής του σεναρίου, θα ζητηθεί από 

τους μαθητές να κατασκευάσουν διαδικασίες που θα σχεδιάζουν κυκλικούς 

τομείς συγκεκριμένης ακτίνας και γωνίας, και γενίκευση της διαδικασίας 

ώστε να κατασκευάζει κυκλικούς τομείς για κάθε ακτίνα και γωνία. 

Στο τέλος της Φάσης 1, αναμένεται ότι θα είναι σε θέση να 

χειρίζονται το λογισμικό Χελωνόκοσμος, να χρησιμοποιούν τις απαραίτητες 

εντολές για την ολοκλήρωση του σεναρίου, να ορίζουν διαδικασίες με 

μεταβλητές και να διερευνούν με τον μεταβολέα. 

 

 

  

 

 

 Μεταβολέας 

Διαδικασία:   πολγν 

Μεταβλητή Από  Μέχρι Βήμα 

α  300 …600… 1200 10 

β 50 …100… 200 1 

ζ 10 …20… 40 1 
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Φάση 2: Μέγιστο Ορθογώνιο – Εικασία και Απόδειξη 

 

Στη Φάση 2, η οποία προτείνεται να διαρκέσει ένα δίωρο, θα 

διανεμηθεί στους μαθητές το Φύλλο Εργασίας που περιέχει το προς 

διερεύνηση πρόβλημα. Μέσα από συζήτηση που διεξάγεται μεταξύ των 

μαθητών αναλύεται το πρόβλημα και οι απαιτήσεις του Μέρους Α1 του 

φύλλου εργασίας (ορθογώνια ή τετράγωνη;). Ο δάσκαλος επεμβαίνει μόνο 

όταν είναι απαραίτητο. Στη συνέχεια ζητείται από τους μαθητές να 

απαντήσουν στα ερωτήματα του Μέρους Α1 του Φύλλου Εργασίας 

χρησιμοποιώντας το λογισμικό. Μετά από τη Φάση εξοικείωσης με το 

λογισμικό, αναμένεται ότι οι μαθητές δεν θα συναντήσουν ιδιαίτερες 

δυσκολίες για τα τρία πρώτα ερωτήματα του Α1.  

Στη διαδικασία αυτή αναμένεται ότι ως μεταβλητή θα 

χρησιμοποιήσουν τη μεταβαλλόμενη πλευρά του ορθογωνίου, και με τη 

χρήση του μεταβολέα θα σχεδιάζουν τα ζητούμενα ορθογώνια και θα 

υπολογίζουν το εμβαδόν τους. Στην περίπτωση που  δεν κατορθώσουν να 

κατασκευάσουν την ζητούμενη διαδικασία, προτείνεται στον δάσκαλο να 

χρησιμοποιήσει τη στρατηγική της κατευθυνόμενης διερεύνησης ώστε οι 

μαθητές να κατανοήσουν, να διατυπώσουν και να κατασκευάσουν τη 

ζητούμενη διαδικασία. Μέσα από τη διερεύνηση αναμένεται να προκύψει η 

εικασία ότι από όλα τα ορθογώνια με σταθερή ημιπερίμετρο το τετράγωνο 

έχει το μέγιστο εμβαδόν. Οι μαθητές αναμένεται ότι θα έχουν κατασκευάσει 

μια διαδικασία σαν την παρακάτω: 

για ορθογώνιο :α 

αν :α > 60 [σταμάτησε] 

επανάλαβε 2 [ μ :α δ 90 μ 60-:α δ 90] 

τύπωσε :α*(60-:α) 

τέλος 

Στη συνέχεια οι μαθητές θα προσπαθήσουν να αποδείξουν την 

εικασία που διατύπωσαν με γνώσεις  Άλγεβρας  ή Ανάλυσης (μελέτη 

συνάρτησης για την Γ΄ Λυκείου). 

Έχει αποδειχθεί η μεγιστοποίηση του εμβαδού για συγκεκριμένη 

ημιπερίμετρο(60). Αναμένεται ότι οι μαθητές δεν θα συναντήσουν 

αξιοσημείωτη δυσκολία στην απόδειξη για τυχαία ημιπερίμετρο.  
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Κάποιες προτάσεις για την ανισότητα Cauchy 

 Αν το άθροισμα δυο θετικών είναι σταθερό, το γινόμενο τους 

γίνεται μέγιστο όταν οι αριθμοί είναι ίσοι (Από όλα τα ορθογώνια με την 

ίδια περίμετρο, το τετράγωνο έχει το μέγιστοεμβαδόν). 

1.  
2

0
2


   
 

    

* Αν το γινόμενο δυο θετικώναριθμών είναι σταθερό, το άθροισμα 

τους γίνεται ελάχιστο όταν οι αριθμοί είναι ίσοι (Από όλα τα ορθογώνια με 

το ίδιο εμβαδόν, το τετράγωνο έχει την ελάχιστη περίμετρο, οι ανισότητες 

διαβάζονται και …ανάποδα). 

2. Αν S είναι το σταθερό άθροισμα, αναζητούμε το μέγιστο του 

τριωνύμου Ε(x)=–x
2
+Sx,…

S S

2( 1) 2
 


, 

ακόμα και με παραγώγιση (για την Γ΄ Λυκείου), E΄(x)= –2x+S 

*Η παραβολή δείχνει τη μεταβολή του εμβαδού ορθογωνίου 

παραλληλογράμμου με σταθερή περίμετρο. 

3.Αν κάποιοι μαθητές έχουν προβλήματα κατανόησης, μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε τις βασικές ταυτότητες:  

(x+y)
2
- (x-y)

2 
=4xy,  S

2 
-(x-y)

2
 =4xy,   (x+y)

2  
=4xy+(x-y)

2 

 

4.Γεωμετρική βοήθεια για την ανισότητα  

(αρμονικού) γεωμετρικού-αριθμητικού μέσου. 

 

 

ΖΔ=κ, ΔΗ=θ

ΓΕΓΔΑΓ

2θκ

θ+κ
 θκ 

θ+κ

2

ΑΓ=
θ+κ

2

θκ

κυκλος

Α, 
θ+κ

2 

Ε

Γ

Α
Η

Δ

Ζ
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5.Αν προκύψουν ερωτήσεις για σταθερό άθροισμα τριών αριθμών, η 

ταυτότηταEuler λύνει το πρόβλημα: 

       
2 2 23 3 3 1

3
2

                   
 

 

3
x y z

xyz
3

 
  

*Μεταξύ των τριγώνων με σταθερή περίμετρο, το ισόπλευρο έχει το 

μέγιστο εμβαδόν, από τον τύπο του Ήρωνα, αγνοώ την σταθερή 

ημιπερίμετρο «τ», και… τ-α+τ-β+τ-γ=τ. 

*Από τα ορθογώνια παραλληλεπίπεδα με σταθερό άθροισμα ακμών, 

ο κύβος έχει τον μέγιστο όγκο. 

 

6. Αν είμαστε στην Γ΄Λυκείου, τότε μπορούμε να παρουσιάσουμε 

την απόδειξη του Polya (Καζαντζής,1994:281). 

 

Αρχίζουμε με την εκθετική, 

xx   ισχυει  e 1 x    . Η ισότητα ισχύει μόνον όταν χ = 0. 

Απόδειξη με την βοήθεια της μονοτονίας κατάλληλης συνάρτησης, 

ή της κυρτότητας της e
x
 , κυρτή, η εφαπτομένη κάτω, ισότητα στο σημείο 

επαφής, η ψ = χ+1 είναι εφαπτομένη της  e
x
  στο (0,1). 

Συνεχίζουμε με την: 

x-1x   ισχυει  e x   . Η ισότητα για x=1. 

Απόδειξη για δύο (ας υποθέσουμε θετικούς) αριθμούς με σταθερό 

άθροισμα  S, S=a1+a2.  

Έστω m ο αριθμητικός μέσος.
 

Εφαρμόζουμε την 
x-1  e x  για 1

1

a
x

m
 , 2

2

a
x

m
 , 

πολλαπλασιάζουμε, 1 2x +x -2

1 2  e x x , 1 2a a
m

2


 , 
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1 2a a
-2

1 2 1 2m
2

a a a *a
  e *

m m m



  ,  
0 1 2 1 2

2

a a a *a
  e *

m m m
  ,  

2

1 2m a *a
 

…αποδείχθηκε, 1 2

1 2

a a
m a *a

2


  .  Κέρδος; Γενικεύεται! 

 

7. Σε ακόμα πλουσιότερο περιβάλλον… 

Η ανισότητα αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου αποτελεί περίπτωση 

της ανισότητας Jensen.  

   f a f ba b
f

2 2

 
 

 
 κυρτή, η ισότητα ισχύει μόνον όταν α=β 

   f a f ba b
f

2 2

 
 

 
κοίλη,   η ισότητα ισχύει μόνον όταν α=β 

 

Η lnx  είναι κοίλη,   

lna ln b a b
ln ab ln

2 2

 
  , η lnx είναι γν.αύξουσα. 

ή 

 

Η e
x
  είναι κυρτή, a=e

lna
 

     
lna ln b1

lna ln b22

a,b 0

1 1
ab e e e a b

2 2





    
 

 

Και γενικότερα, αν υποθέσουμε ότι xi> 0,  

 

     
1 2 n

1 n

ln x ln x ... ln x1
ln x ln xnn

1 2 n 1 n

1 1
x x ...x e e ... e x ... x

n n

  

        

(Tikhomirov, 1999:191). 
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Φάση 3:Διαπίστωση της ισοπεριμετρικής ιδιότητας του κύκλου 

Για την απρόσκοπτη διεξαγωγή της Φάσης 3 προτείνεται ο 

δάσκαλος που θα εφαρμόσει το σενάριο να έχει διδάξει ή να διδάσκει 

παράλληλα το Κεφάλαιο 11 του Σχολικού Βιβλίου της Γεωμετρίας του 

Λυκείου, το οποίο αναφέρεται στα κανονικά πολύγωνα και στον κύκλο. 

Επισημαίνουμε ότι το Κεφάλαιο 11 της Γεωμετρίας του Σχολικού Βιβλίου 

μπορεί να διδαχθεί ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα χωρίς να προκύπτει κάποιο 

ιδιαίτερο πρόβλημα. Αν εφαρμοστεί αυτή η πρόταση διδασκαλίας, οι 

μαθητές θα γνωρίζουν να υπολογίζουν το εμβαδόν των κανονικών 

πολυγώνων και αναμένεται να μη συναντήσουν δυσκολίες στη Φάση 3. Για 

τη διεξαγωγή της Φάσης 3 προτείνεται να διατεθεί ένα δίωρο. 

Στη Φάση 3 οι μαθητές θα ασχοληθούν με τις δραστηριότητες του 

Μέρους Α2 του Φύλλου Εργασίας, οι οποίες καλούν τους μαθητές να 

ασχοληθούν με το ισοπεριμετρικό πρόβλημα, ότι δηλαδή από όλα τα 

επίπεδα σχήματα με σταθερή περίμετρο ο κύκλος έχει το μέγιστο εμβαδόν. 

Για να κινητοποιηθεί το ενδιαφέρον των μαθητών, προτείνεται να γίνει 

αναφορά  στο αντίστοιχο πρόβλημα της Διδούς, όπως αναφέρεται στην 

Αινειάδα του Βιργίλιου. 

Υπενθυμίζουμε ότι οι μαθητές, ήδη από τη Φάση 1, αναμένεται ότι 

θα είναι ικανοί να κατασκευάζουν κανονικά πολύγωνα με διαφορετικό 

χρώμα πλευρών. Στη Φάση αυτή τους ζητείται να κατασκευάσουν 

πολύγωνα με σταθερή περίμετρο 120. Επομένως, αναμένεται ότι οι μαθητές 

θα τροποποιήσουν την διαδικασία που έχουν κατασκευάσει στη Φάση 1, 

ώστε να σχεδιάζει πολύγωνα με σταθερή περίμετρο 120.  

Αυτό που τους ζητείται επιπλέον, είναι να υπολογίσουν το εμβαδόν 

των πολυγώνων και να το συγκρίνουν με το εμβαδόν του κύκλου με 

σταθερή περίμετρο 120. Αν οι μαθητές έχουν διδαχθεί τα κανονικά 

πολύγωνα, αναμένεται ότι θα γνωρίζουν να υπολογίζουν τα ζητούμενα 

εμβαδά. Στην αντίθετη περίπτωση, προτείνεται ο καθηγητής να εφαρμόσει 

την στρατηγική της κατευθυνόμενης διερεύνησης ώστε οι μαθητές να 

κατανοήσουν τις συνιστώσες του προβλήματος και να κατορθώσουν να 

καταλήξουν σε κάποιον τρόπο υπολογισμού του εμβαδού ενός κανονικού 

πολυγώνου.  
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Προκειμένου η εφαρμογή του σεναρίου να είναι συμβατή με το 

παιδαγωγικό-διδακτικό πλαίσιο στο οποίο βασίζεται, τονίζουμε ότι η 

παρέμβαση του καθηγητή θα πρέπει να είναι η ελάχιστη απαιτούμενη ώστε 

οι μαθητές να ολοκληρώνουν μόνοι τους τις δραστηριότητες. «Ο μαθητής 

θα πρέπει να αποκτήσει περισσότερη πείρα από την ατομική του εργασία. 

Όμως αν αφεθεί μόνος με το πρόβλημα χωρίς καθόλου βοήθεια ή με 

ανεπαρκή βοήθεια  είναι πιθανό να μη σημειώσει καμία πρόοδο. Αν ο 

δάσκαλος βοηθά πάρα πολύ, τότε δε μένει τίποτα για το μαθητή. Ο δάσκαλος 

πρέπει να βοηθά, όχι πάρα πολύ, ούτε πολύ λίγο, ώστε ο μαθητής να έχει ένα 

λογικό μερίδιο στην εργασία» (Polya, 1991:29) 

 

Στο τέλος αυτής της Φάσης αναμένεται ότι όλοι οι μαθητές θα έχουν 

κατασκευάσει μια διαδικασία που θα υπολογίζει το εμβαδόν όλων των 

κανονικών ν-γώνων με σταθερή περίμετρο 120 και θα το συγκρίνουν με το 

εμβαδόν του κύκλου περιμέτρου 120. Φυσικά, θα ακολουθήσει γενίκευση 

για τυχαία περίμετρο α. Μια πιθανή εκδοχή της διαδικασίας που θα έχουν 

κατασκευάσει οι μαθητές είναι η παρακάτω: 

για πολυγωνικηστανη :α :β 

σκ 

make "χρώμα 1 

θεσεχρωμαστυλο :χρώμα 

επανάλαβε :β [μ :α/:β δ 360/:β  

make "χρώμα :χρώμα+1 

αν :χρώμα=7 [make "χρώμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρώμα] 

make "εμβπολυγ (:α/2)*(:α/(2*:β))/tan(180/:β) 

make "εμβκυκλ :α*:α /(4*pi) 

make "διαφορά :εμβκυκλ - :εμβπολυγ 

τυπωσε (sentence [εμβαδον πολυγστανης] 

:εμβπολυγ) 

τυπωσε (sentence [εμβαδον ισοπεριμετρικου 

κυκλου] :εμβκυκλ) 

τυπωσε (sentence [ διαφορα] :διαφορά) 

τελος 
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Καλό θα είναι  ο δάσκαλος  να παροτρύνει τους μαθητές να κάνουν 

τους αντίστοιχους υπολογισμούς και σε ένα έγγραφο του  Excel για να 

συγκρίνουν τα αποτελέσματα. Η χρήση του  Excel λειτουργεί ως 

επικουρική ανατροφοδότηση για τα αποτελέσματα που λαμβάνουν από το 

περιβάλλον του Χελωνόκοσμου, επιβεβαιώνοντας την ορθότητα ή το 

σφάλμα των υπολογισμών. Στην περίπτωση που τα αποτελέσματα 

διαφέρουν, θα αναζητήσουν το λάθος στη διαδικασία και θα την 

τροποποιήσουν ώστε να υπολογίζει τα ζητούμενα εμβαδά.  

Αφού οι μαθητές πειραματιστούν με τον μεταβολέα, αναμένεται να 

διαπιστώσουν ότι από όλα τα ισοπεριμετρικά κανονικά πολύγωνα ο κύκλος 

έχει το μέγιστο εμβαδόν. Στο σημείο αυτό τονίζεται ότι απλά διαπιστώθηκε 

η ισχύς του ισοπεριμετρικού προβλήματος στο εύρος των περιπτώσεων που 

διερευνήθηκαν, αλλά οπωσδήποτε αυτό δεν αποτελεί απόδειξη της 

πρότασης (ίσως θα πρέπει να τονισθεί η διαφορά των μαθηματικών από τις 

παρατηρησιακές επιστήμες). Για τους μαθητές της  Β΄ Λυκείου, η 

διαπίστωση αυτή θα παραμείνει εικασία, γιατί δεν διαθέτουν τα 

απαιτούμενα μαθηματικά εργαλεία της Ανάλυσης για να την αποδείξουν. 

Αντίθετα, οι μαθητές της Γ΄ Λυκείου μπορούν να αποδείξουν ότι το όριο 

των εμβαδών των κανονικών πολυγώνων, όταν οι πλευρές αυξάνονται 

απεριόριστα, είναι το εμβαδόν του ισοπεριμετρικού κύκλου. Το πρόβλημα 

που πιθανόν να παρουσιασθεί εδώ είναι ότι οι μαθητές θα εφαρμόσουν τις 

γνώσεις τους για τα τριγωνομετρικά όρια και για γωνίες σε μοίρες, ο 

δάσκαλος θα πρέπει να είναι σε εγρήγορση, οι ανισότητες που οδηγούν 

στους «τύπους» έχουν αποδειχθεί για γωνίες σε ακτίνια, οπότε χρειάζεται 

μια κατάλληλη αλλαγή μεταβλητής. 

Ανάλογα με την εξέλιξη της φάσης, ο δάσκαλος μπορεί να αρπάξει 

την ευκαιρία για εισαγωγή στην έννοια του ορίου: για συγκεκριμένη 

περίμετρο, όσο αυξάνεται το πλήθος των πλευρών του κανονικού 

πολυγώνου, παρατηρούμε ότι η διαφορά του εμβαδού του από το εμβαδόν 

του ισοπεριμετρικού κύκλου  γίνεται «όσο θέλουμε» μικρή. 

Τί γίνεται όταν ο αριθμός των πλευρών του πολυγώνου αυξάνεται 

«απεριόριστα»; Είναι εκπληκτική η βοήθεια του μεταβολέα στην 

διερεύνηση αυτών των ερωτήσεων. 
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Μια πρόταση για το εμβαδόν των κανονικών ν-γώνων και το όριο 
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Για ημιπερίμετρο 60 και διάφορα ν-γωνα έχουμε (από το 

Mathematica) τα παρακάτω αποτελέσματα. 

 

*i είναι το πλήθος των πλευρών, το Ν στην εφαπτομένη αναφέρεται στο 

«10», τα αποτελέσματα τα θέλουμε με 10 «σημαντικά» ψηφία, διαφορετικά 

το λογισμικό δίνει 6 σημαντικά, αρχίζουμε με τετράγωνο, προχωρούμε 

μέχρι 100-γωνο με «βήμα» 5. 

 

Table[{𝑖, 3600/(𝑖 × 𝑁[Tan[𝜋/𝑖],10])}, {𝑖, 4,100,5}] 
 
{{4,900.0000000},{9,1098.990968},{14,1126.616469},{

19,1135.453540},{24,1139.363117},{29,1141.429426},{

34,1142.652564},{39,1143.435943},{44,1143.967660},{

49,1144.345018},{54,1144.622462},{59,1144.832389},{

64,1144.995054},{69,1145.123649},{74,1145.227065},{

79,1145.311471},{84,1145.381256},{89,1145.439612},{

94,1145.488905},{99,1145.530919}} 
 
 
 Εδώ εξετάζουμε  πολύγωνα από 100 έως 1000 πλευρές, βήμα 100 

 

Table[{𝑖, 3600/(𝑖 × 𝑁[Tan[𝜋/𝑖],10])}, {𝑖, 100,1000,100}] 
 
{{100,1145.538574},{200,1145.821341},{300,1145.8737

02},{400,1145.892028},{500,1145.900511},{600,1145.9

05118},{700,1145.907897},{800,1145.909700},{900,114

5.910936},{1000,1145.911820}} 
 

Οι μαθητές μπορούν να κάνουν ένα πίνακα στο Excel. 

*H «καλύτερη» προσέγγισητου «π», για παρονομαστή μικρότερο του 100  

είναι το κλάσμα 
311

99
. Ο ρητός  

355
3,14159...

113
  , περίοδος 112 ψηφίων, 

είναι η «βέλτιστη» προσέγγιση του «π» μεταξύ όλων  των κλασμάτων με 

παρονομαστή που δεν υπερβαίνειτον 16603(Adler-Coury,  1994: 307). 

 

𝑁[3600/(311/99),10],    1145.980707 

𝑁[3600/(355/113),10],     1145.915493 



Η ΚΑΤΣΙΚΑ ΚΑΙ Η ΣΤΑΝΗ 

48 

Φάση 4:Δημιουργικά παιχνίδια
5
 

Η Φάση 4 θα περιλαμβάνει δημιουργικά παιχνίδια, τα οποία 

αναμένεται ότι θα κινητοποιήσουν το ενδιαφέρον των μαθητών και θα τους 

καλλιεργήσουν τις απαραίτητες δεξιότητες προκειμένου να αντιμετωπίσουν 

τις δραστηριότητες του Μέρους Β του Φύλλου Εργασίας (κατασκευές 

κύκλων-ημικυκλίων-κυκλικών τομέων-υπολογισμοί εμβαδών). 

Η Φάση 4 προτείνεται να διαρκέσει ένα δίωρο. Στο δίωρο αυτό θα 

δίνεται στους μαθητές η διαδικασία «παιγνιδια :α» η οποία  σχεδιάζει ένα 

ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων και στο 2
ο
 τεταρτημόριο  σχεδιάζει 

σε διεύθυνση 45 μοιρών ένα ελλιπές οβάλ τραπέζι που  αποτελείται από ένα 

τετράγωνο ένα ημικύκλιο και έναν κυκλικό τομέα 90 μοιρών. Επίσης 

υπολογίζει και τυπώνει το εμβαδόν αυτού του ελλιπούς οβάλ τραπεζιού. 

 

Ζητείται από τους μαθητές να τροποποιήσουν τη διαδικασία ώστε: 

 Να ολοκληρώνει το σχήμα στο 2
ο
 τεταρτημόριο. 

 Να σχεδιάζει το ίδιο, ολοκληρωμένο πλέον, οβάλ τραπέζι 

στο 3
ο
 τεταρτημόριο, με οριζόντια διεύθυνση. 

 Από τα σχήματα που αποτελούν το οβάλ τραπέζι, να 

σχεδιάσουν στο 1
ο
 τεταρτημόριο μια καρδιά. 

 Να σχεδιάσουν την ίδια καρδιά, ως προς την πλευρά του 

τετραγώνου με βάση το οποίο δημιουργείται, στο 4
ο
 

τεταρτημόριο και να υπολογίσουν το εμβαδόν της(αν θέλουν 

οι μαθητές κάποιας ομάδας μπορούν φυσικά να αλλάξουν 

την «εσωτερική διακόσμηση» του τετραγώνου, όπως επίσης 

και όποια χρώματα θέλουν). 

 

*Υπενθυμίζεται ότι, για τις ανάγκες της ιστορίας με την οποία 

παρουσιάζεται το πρόβλημα, το κανονικό πολύγωνο είναι η «στάνη», έξω 

από την οποία είναι δεμένη η κατσίκα, με μήκος σχοινιού όσο η 

ημιπερίμετρος της στάνης. 

 

                                                 
5
 Η ιδέα του δημιουργικού παιχνιδιού που προτείνεται αποτελεί μια τροποποιημένη 

εκδοχή του παιχνιδιού που αναπτύσσεται στο Μαγνήσαλης, 1998, σελ. 99-110.  
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Προτάσεις για τα παιγνίδια 

 

για παιγνιδια :α 

αξονες 

οβαλτραπεζι :α 

; α ειναι  

η ημιπεριμετρος του τετραγωνου 

σπ 

στηναρχη 

make "γ :α/2 

make "εμβτετρ :γ*:γ 

make "εμβημικ (pi*:εμβτετρ/4)/2 

make "εμβτεταρτοκυκλιου  (pi*:εμβτετρ/4)/4 

make "εμβ   :εμβτετρ+ :εμβημικ+ :εμβτεταρτοκυκλιου 

τυπωσε (sentence [εμβαδον επιφανειας] :εμβ) 

τελος 
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για οβαλτραπεζι:α   

στηναρχη 

σπθεσεχψ -200 60 

σκ  δ 45 

στανηχρωμα3 :α  4 

μ :α/4 

ημικυκλιοαριστερα :α/4 180 

σπ θεσεκατευθυνση 135 

μ :α/2  σκ   α   90 

κυκλικοςτομεαςδεξια  :α/4 90 

α 90θεσεχρωμαστυλο 3 

μ :α/4  α  90  μ :α/4 

α  90θεσεχρωμαστυλο 0 

μ :α/4δ  90    μ :α/4    π :α/4 

α 135 

μ (sqrt(:α*:α/2))/2 

α  135   μ :α/4   α  45 

μ (sqrt(:α*:α/2))/2 

α  180 

θεσεχρωμαστυλο 1 

make "φορες integer((sqrt(:α*:α/2))/10) 

επαναλαβε :φορες [μ 5 δ 45 μ :α/4 π :α/4 α 45] 

τελος 

 

για στανηχρωμα3  :α :β  

 ;α ειναι η ημιπεριμετρος, β ειναι το πληθος των πλευρων 

make "χρωμα 0 ; η στανη θα κατασκευασθει χρωματιστη 

σκ 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα ; αρχιζει με μαυρο 

επανάλαβε :β  [μ :α*2/:β   δ  360/:β  

make "χρωμα :χρωμα+1 

αν :χρωμα =7 [make "χρωμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα] 

τελος 

για κυκλικοςτομεαςδεξια :α :κ 

σπ μ :α σκ 

επαναλαβε :κ [π :α δ 1 μ :α] 

π :α 

τελος 

 

για αξονες 

θεσεχρωμαστυλο 0 

αναδίπλωση 

σπ  στηναρχη  σκ 

μ2*ysize  

δ 90 

μ2*xsize 

α 90 

τέλος 

για ημικυκλιοαριστερα :α :κ 

σπ μ :α σκ 

επαναλαβε :κ [π :α α 1 μ :α] 

π :α 

τελος 
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Στόχος αυτής της παιγνιώδους δραστηριότητας είναι να 

καλλιεργήσει τις απαιτούμενες δεξιότητες ώστε να καταστήσει τους 

μαθητές ικανούς: 

 Να αποδομούν μια διαδικασία στις συνιστώσες της και να 

κατανοούν τι κατασκευάζει και πώς το κατασκευάζει. 

 Να τροποποιούν μια δοσμένη διαδικασία ώστε να 

κατασκευάζει αυτό που τους ζητείται. 

 Να κατασκευάζουν ένα κανονικό πολύγωνο (στη 

συγκεκριμένη περίπτωση τετράγωνο) σε συγκεκριμένο 

σημείο του καμβά του Χελωνόκοσμου και με συγκεκριμένο 

προσανατολισμό. 

 Να κατασκευάζουν ημικύκλια και κυκλικούς τομείς σε 

συγκεκριμένο σημείο του καμβά και με συγκεκριμένο 

προσανατολισμό. 

 Να αποδομήσουν και να ανασυνθέσουν τις διάφορες 

διαδικασίες ώστε να κατασκευάζουν ένα διαφορετικό σχήμα 

(στη συγκεκριμένη περίπτωση μια καρδιά). 

 Να υπολογίζουν τα εμβαδά των σχημάτων που 

κατασκευάζουν. 

 Να εξοικειωθούν με τις εντολές: αναδιπλωση, xsize, ysize, 

sqrt και να κατανοήσουν ότι η εντολή «επαναλαβε» 

εκτελείται μόνο για ακέραιο(θετικό φυσικά) αριθμό φορών. 

 

Συνοπτικά, μέσα από τη δραστηριότητα αυτή οι μαθητές αναμένεται 

να αναπτύξουν τη δεξιότητα να δίνουν τις κατάλληλες οδηγίες στη χελώνα 

για να μετακινείται σε επιθυμητή θέση, με επιθυμητή κατεύθυνση, να 

σχεδιάζει με κέντρο το σημείο αυτό κάποιο κυκλικό τομέα επιθυμητής 

ακτίνας και γωνίας, και να υπολογίζει ένα άθροισμα εμβαδών που 

περιλαμβάνει και το εμβαδόν  κυκλικών τομέων. Σε αυτές τις δεξιότητες θα 

στηριχθούν οι μαθητές για να ολοκληρώσουν τις υπόλοιπες δραστηριότητες 

του Φύλλου Εργασίας.  
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Φάση 5: Σχεδίαση της περιοχής βοσκής και υπολογισμός εμβαδού 

 

Η Φάση 5 προτείνεται να διαρκέσει 1 δίωρο. Σε αυτή τη Φάση θα 

δοθεί στους μαθητές το Β΄ Μέρος του Φύλλου Εργασίας: η περιοχή 

βοσκής. Το περιεχόμενο αυτής της Φάσης είναι η σχεδίαση της στάνης, της 

περιοχής βοσκής της κατσίκας και ο υπολογισμός του εμβαδού της περιοχής 

βοσκής. Τα ερωτήματα στο Φύλλο Εργασίας είναι διατυπωμένα με τέτοιο 

τρόπο ώστε οι μαθητές να αρχίσουν να διερευνούν επαγωγικά τις διάφορες 

περιπτώσεις. Με αυτόν τον τρόπο θα διαπιστώσουν κανονικότητες, οι 

οποίες θα τους βοηθήσουν να λύσουν τη γενικευμένη μορφή του 

προβλήματος στο Γ΄ Μέρος του Φύλλου Εργασίας. 

Αρχικά, θα ζητηθεί από τους μαθητές να σχεδιάσουν μια τετράγωνη 

στάνη με ημιπερίμετρο 60, την περιοχή βοσκής της κατσίκας για την 

ημιπερίμετρο 60, και να υπολογίσουν το εμβαδόν βοσκής της κατσίκας. 

Αναμένεται ότι δεν θα αντιμετωπίσουν σημαντική δυσκολία στο σχεδιασμό 

της στάνης, της περιοχής βοσκής και στον υπολογισμό των εμβαδών γιατί 

θα έχουν αναπτύξει τις απαιτούμενες δεξιότητες κατά την ενασχόληση με 

τις παιγνιώδεις δραστηριότητες της Φάσης 4 και τις δραστηριότητες των 

προηγούμενων Φάσεων. Επομένως, μέσα σε σύντομο χρονικό διάστημα οι 

μαθητές αναμένεται να δημιουργήσουν τις διαδικασίες που ολοκληρώνουν 

τη συγκεκριμένη δραστηριότητα για τετράγωνη στάνη. Στο τέλος της 

δραστηριότητας για το τετράγωνο  αναμένεται ότι θα έχουν δημιουργήσει 

διαδικασίες σαν τις παρακάτω: 

για τετραγωνηστάνη  

επανάλαβε 4 [μ 120/4 δ 90] 

τέλος 

 

 για τετραγωνηβοσκή 

τετραγωνηστάνη 

σπ μ 60 σκ 

 θέσεχρωμαστυλο 1 

 επανάλαβε 90 [π 30 δ 1 μ 30] 

 make "εμβαδο1 (pi*30*30)*(90/360) 

 

α α

2
1

2
πα2

1

4
πα2

1

4
π

α

2 
2Δ Γ

Α
Β
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σπ στηναρχη σκ  

σπ μ 60 σκ 

θεσεχρωμαστυλο 2 

επαναλαβε 270 [π 60 α 1 μ 60] 

make "εμβαδο2 (pi*60*60)*(270/360) 

θέσεχρωμαστυλο 1 

επανάλαβε 90 [π 30 α 1 μ 30] 

τύπωσε (sentence [εμβαδόν βοσκής =] 

((2*:εμβαδο1)+:εμβαδο2))  

τέλος 

 

Η παραπάνω διαδικασία είναι καίριας σημασίας για την υλοποίηση 

του Μέρους Β και του Μέρους Γ του Φύλλου Εργασίας. Ολοκληρώνοντας  

τη διαδικασία αυτή, στην ουσία αποδεικνύουν ότι έχουν αναλύσει το 

πρόβλημα στις συνιστώσες του και μπορούν να συνεχίσουν επαγωγικά στη 

σχεδίαση άλλων σχημάτων, ώστε να καταλήξουν στη γενίκευση και στην 

τελική επίλυση του προβλήματος. 

Για αυτό το λόγο παροτρύνονται οι μαθητές να σχεδιάσουν μια 

εξαγωνική στάνη ημιπεριμέτρου 60, την περιοχή βοσκής της κατσίκας  και 

να υπολογίσουν το εμβαδόν της. Βασιζόμενοι στην προηγούμενη 

διαδικασία αναμένεται ότι θα διατυπώσουν διαδικασίες σαν τις παρακάτω: 

για εξάγωνη στάνη  

επανάλαβε 6 [μ 120/6 δ 60] 

τέλος 

 

για εξάγωνηβοσκή 

εξάγωνηστάνη 

σπ μ 60 σκ 

θέσεχρωμαστυλο 1 

επανάλαβε 60  

[π 40 δ 1 μ 40] 

make "εμβαδο1  

(pi*40*40)*(60/360) 

θέσεχρωμαστυλο 2 

2

2 21 1 2

2 4 4 2


  

 
   

 
 

2 2 2

3

1 1 1

2 4 2
     

 

ακτίνα  α

ακτίνα 
2α

3
 

ακτίνα 
α

3
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επανάλαβε 60 [π 20 δ 1 μ 20] 

make "εμβαδο2 (pi*20*20)*(60/360) 

σπ στηναρχη σκ 

σπ μ 60 σκ 

θεσεχρωμαστυλο 3 

επαναλαβε 240 [π 60 α 1 μ 60] 

make "εμβαδο3 (pi*60*60)*(240/360) 

θέσεχρωμαστυλο 1 

επανάλαβε 60 [π 40 α 1 μ 40] 

θέσεχρωμαστυλο 2 

επανάλαβε 60 [π 20 α 1 μ 20] 

τύπωσε (sentence [εμβαδόν βοσκής =] 

((2*:εμβαδο1)+(2*:εμβαδο2)+:εμβαδο3))  

τέλος 

 

Τέλος, ο δάσκαλος θα παροτρύνει τους μαθητές να κατασκευάσουν 

οκταγωνική και δωδεκαγωνική στάνη ημιπεριμέτρου 60(διαφορετικές 

ομάδες), την περιοχή βοσκής της κατσίκας, και να υπολογίσουν το εμβαδόν 

της. Αναμένεται ότι οι μαθητές δεν θα αντιμετωπίσουν ιδιαίτερη δυσκολία 

να τροποποιήσουν τη διαδικασία για την «εξάγωνη βοσκή» ώστε να 

σχεδιάζει την «οκτάγωνη βοσκή» και την «δωδεκάγωνη βοσκή». 

 

 

Μέσα από αυτό το 

σταδιακό πέρασμα από τη μια 

περίπτωση στην επόμενη 

αναμένεται να αναγνωρίσουν 

κανονικότητες, στις οποίες θα 

βασιστούν για να περάσουν στην 

γενίκευση του προβλήματος για 

πολύγωνο με άρτιο πλήθος 

πλευρών «ν» και ημιπερίμετρο 60.  

 

 

2 2

2 2

1 1

2 6

1 2 1

3 3 3 3

 

 
 

 

   
    

   

 

 

 

2 2

2 2 2

3

1 1

2 6

1
1 2

3

 



 

 

 

 

 

A
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Στο τέλος της Φάσης 5 οι μαθητές αναμένεται ότι θα έχουν 

κατασκευάσει μια διαδικασία, που θα περιλαμβάνει μια μεταβλητή για το 

πλήθος των πλευρών,  θα κατασκευάζει μια ν-γωνική στάνη, την περιοχή 

βοσκής γύρω από τη ν-γωνική στάνη και θα υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής. 

Στο σημείο αυτό θεωρούμε απαραίτητο να επισημάνουμε ότι ο 

δάσκαλος θα πρέπει να είναι έτοιμος και για απαντήσεις που δεν 

«αναμένονται», γιατί οι ιδέες των παιδιών είναι πρωτότυπες και 

απεριόριστες. Θεωρούμε χρήσιμο να παραθέσουμε την ιστορία: «Ο κ. 

Κόυνερ και η ζωγραφική της ανεψιάς του»: Ο κ. Κόυνερ κοίταζε τη 

ζωγραφική που είχε κάνει η ανεψιά του. Έδειχνε μια κότα που πετούσε πάνω 

από την αυλή. Γιατί η κότα σου έχει τρία πόδια; ρώτησε ο κ. Κ. Μα οι κότες 

δεν μπορούν να πετάξουν, αποκρίθηκε η μικρή καλλιτέχνις, της χρειάζεται 

λοιπόν ένα τρίτο πόδι για να πάρει φόρα. Χαίρομαι που ρώτησα, είπε ο κ. 

Κόυνερ (Μπρεχτ, 1978:72). 

 

Φάση 6: Ολοκληρωμένη λύση 

Στη Φάση 6 οι μαθητές θα ασχοληθούν με τις δραστηριότητες του 

Μέρους Γ΄ του Φύλλου Εργασίας που θα τους οδηγήσουν στην 

ολοκληρωμένη λύση του προβλήματος. 

Αρχικά, θα ζητηθεί  να τροποποιήσουν τη διαδικασία που είχαν 

κατασκευάσει στη Φάση 5, ώστε να σχεδιάζει μια ν-γωνική στάνη με άρτιο 

αριθμό πλευρών τυχαίας ημιπεριμέτρου, την περιοχή βοσκής της κατσίκας, 

και να υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής της κατσίκας. Αναμένεται ότι οι 

μαθητές θα αντικαταστήσουν τη σταθερή ημιπερίμετρο 60 με μια 

μεταβλητή, σε κάθε σημείο του κώδικα στο οποίο είχαν χρησιμοποιήσει τη 

σταθερή ημιπερίμετρο, και με τον τρόπο αυτό θα προκύψει η επιθυμητή 

διαδικασία(η γενίκευση για άρτιο αριθμό πλευρών πιθανόν να έχει 

ενδιάμεσο βήμα τους άρτιους διαιρέτες του 360). 

Στο σημείο αυτό προτείνεται  ζητηθεί από τους μαθητές να ελέγξουν 

τη διαδικασία τους χρησιμοποιώντας τον μεταβολέα. Αναμένεται ότι οι 

διαδικασίες των μαθητών δεν θα λειτουργούν για περιττό αριθμό πλευρών 

της πολυγωνικής στάνης. Επομένως, θα προκύψει η ανάγκη να 

τροποποιηθεί η παραπάνω διαδικασία ώστε να σχεδιάζει την πολυγωνική 

στάνη, την περιοχή βοσκής, και να υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής  
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είτε ο αριθμός πλευρών είναι άρτιος είτε είναι περιττός. Αυτή η 

δραστηριότητα θεωρούμε ότι είναι απαιτητική και για αυτό το λόγο 

διατίθενται δυο δίωρα για τη Φάση 6. 

Όπως αναφέραμε και παραπάνω, ο δάσκαλος χρειάζεται να 

βρίσκεται σε ετοιμότητα γιατί οι μαθητές ενδέχεται να παρουσιάσουν 

πολλές και διαφορετικές λύσεις, τις οποίες θα πρέπει να ελέγχει ως προς την 

ορθότητα της κατασκευής και των υπολογισμών. Αναμένεται ότι οι 

διαδικασίες που θα προτείνουν οι μαθητές θα εμπίπτουν σε δύο μεγάλες 

κατηγορίες.  

Στην πρώτη κατηγορία εμπίπτει ο εξής τρόπος αντιμετώπισης του 

προβλήματος: οι μαθητές θα αναλύσουν το νέο πρόβλημα χρησιμοποιώντας 

τον τρόπο ανάλυσης και κατασκευής που ακολούθησαν όταν ο αριθμός των 

πλευρών ήταν άρτιος. Δηλαδή, αναμένεται να αναλύσουν το πρόβλημα για 

τριγωνική, πενταγωνική και επταγωνική στάνη, να αναγνωρίσουν 

κανονικότητες και έτσι να καταλήξουν στη γενική περίπτωση για περιττό 

αριθμό πλευρών. Επομένως, θα κατασκευάσουν μια δεύτερη διαδικασία, 

παρόμοια με την πρώτη, που θα σχεδιάζει τις πολυγωνικές στάνες με 

περιττό αριθμό πλευρών, την αντίστοιχη περιοχή βοσκής και θα υπολογίζει 

το αντίστοιχο εμβαδόν βοσκής. Τέλος, αναμένεται ότι θα δημιουργήσουν 

μια τελική διαδικασία η οποίο θα περιλαμβάνει μια συνθήκη που όταν ο 

αριθμός πλευρών είναι άρτιος θα καλεί την διαδικασία για άρτιο αριθμό 

πλευρών και όταν ο αριθμός πλευρών είναι περιττός θα καλεί τη διαδικασία 

για περιττό αριθμό πλευρών. 
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Η δεύτερη κατηγορία διαδικασιών είναι σχετικά πιο δύσκολη, και 

για αυτό ίσως η λιγότερο αναμενόμενη. Οι μαθητές θα προσπαθήσουν να 

τροποποιήσουν την διαδικασία που είχαν κατασκευάσει για άρτιο αριθμό 

πλευρών, ώστε να σχεδιάζει και να υπολογίζει το εμβαδόν βοσκής της 

κατσίκας για κάθε αριθμό πλευρών, είτε αυτός είναι άρτιος είτε είναι 

περιττός. 

Σε κάθε περίπτωση  προτείνεται να ζητείτε από τους μαθητές να 

ελέγχουν με τον μεταβολέα αν οι διαδικασίες τους σχεδιάζουν τα ζητούμενα 

σχέδια, και με το Excel αν το εμβαδόν που υπολογίζει η διαδικασία είναι 

σωστό (εικονικά δεδομένα). 

Στο τέλος αυτής της Φάσης αναμένεται ότι όλες οι ομάδες θα έχουν 

κατασκευάσει μια ολοκληρωμένη διαδικασία που θα αποτελεί τη λύση του 

προβλήματος. Δηλαδή, θα έχουν κατασκευάσει μια διαδικασία που θα 

σχεδιάζει μια ν-γωνική στάνη για κάθε ημιπερίμετρο και αριθμό πλευρών, 

την αντίστοιχη έκταση βοσκής της κατσίκας και θα υπολογίζει το εμβαδόν 

βοσκής. 

*Η πρόσθετη παιδαγωγική αξία του Μεταβολέα 
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Μια πρόταση για την διαδικασία 

 φαση 6  γενικευση 

*α ημιπεριμετρος, β πλήθος πλευρών στανης 

 

για κατσικα :α :β 

στανη :α :β 

θεσεχρωμαστυλο 1 

μ :α 

make "σκοινι :α 

make "χρωμα 1 

make "πλευρεςβοσκης :β/2 

make "ypol υπολοιπο :β 2 

make "μετρητης 1 

make "εμβαδόν 0 

αν :ypol>0 [make "πλευρεςβοσκης integer(:β/2)+1] 

επαναλαβε :πλευρεςβοσκης [ 

επαναλαβε integer(360/:β)*10 [ 

σπ       π :σκοινι        σκ 

δ 0.1 

μ :σκοινι 

] 

make "εμβαδον :εμβαδον + (:σκοινι*:σκοινι*pi)*(360/:β)/360 

σπ 

home 

make "μετρητης :μετρητης+1 

επαναλαβε :μετρητης [μ :α*2/:β δ 360/:β] 

α 360/:β 

make "σκοινι (:σκοινι-(:α*2)/:β) 

μ :σκοινι 

make "χρωμα :χρωμα+1 

αν :χρωμα=7 [make "χρωμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα 

] 

σπ 

θεσεχψ :χ :y 

σκ 

θεσεκατευθυνση 0 

θεσεχρωμαστυλο 1 

για στανη :α :β 

θεσεχρωμαστυλο 0 

σκ 

επανάλαβε :β [μ :α*2/:β δ 

360/:β] 

μ (:α*2)/:β 

make "χ θεσηχ 

make "y θεσηψ 

τελος 
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επαναλαβε 1800 [ 

α  0.1    

μ :α     

π :α 

] 

make "εμβαδον : 

εμβαδον + (:α*:α*pi)/2 

μ :α 

make "σκοινι :α-((:α*2)/:β) 

make "χρωμα 2 

make "μετρητης 1 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα 

επαναλαβε :πλευρέςβοσκης-1 [ 

επαναλαβε integer(360/:β)*10 [ 

σπ     

π :σκοινι     

σκ  

α  0.1 

μ :σκοινι 

] 

make "εμβαδον : 

εμβαδον + (:σκοινι*:σκοινι*pi)*(360/:β)/360 

σπ    home    α 180 

επανάλαβε :μετρητής [α 360/:β μ 2*:α/:β] 

make "μετρητης :μετρητης+1 

make "σκοινι (:σκοινι-(:α*2)/:β) 

μ :σκοινι 

make "χρωμα :χρωμα+1 

αν :χρωμα=7 [make "χρωμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα 

] 

type (sentence [εμβγια] :β) 

τυπωσε (sentence [-νικηστανη] (:α)*(:α/:β)/tan(180/:β)) 

type (sentence [εμβγια] :β) 

τυπωσε (sentence [-νικη βοσκη] :εμβαδον) 

type (sentence [κατσικα χορτατη-]) 

τυπωσε (sentence [Υπατια ευχαριστημενη]) 

τελος 

 

Αποτελέσματα για α=60, β=200 

 

……………………………….. 

εμβ για 200-νικη στανη 

1145.8213409316884 

εμβ για 200-νικη βοσκη 

9424.966456328588 

κατσικα χορτατη- 

Υπατια ευχαριστημενη 

Μπορεί να γίνει σύγκριση των 

αποτελεσμάτων με αυτά της σελ.47, 

Ή με του πίνακα excel 

που θα δημιουργήσουν οι μαθητές 
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Φάση 7: Επέκταση Σεναρίου στην Άλγεβρα 

 

Το πρόβλημα στο οποίο βασίζεται το σενάριο αυτό παρέχει τη 

δυνατότητα για πολλές επεκτάσεις. Είναι δυνατόν να γίνει επέκταση του 

σεναρίου στην περιοχή της Άλγεβρας, και συγκεκριμένα στον υπολογισμό 

του τύπου του εμβαδού της βοσκής της κατσίκας για άρτιο αριθμό πλευρών 

πολυγωνικής στάνης.  

Για την επέκταση στην Άλγεβρα, προτείνεται ο καθηγητής της τάξης 

να ζητήσει από τους μαθητές να υπολογίσουν με αλγεβρικό τρόπο τα 

εμβαδά βοσκής στις περιπτώσεις που η πολυγωνική στάνη είναι τετράγωνη, 

εξάγωνη, οκτάγωνη, δωδεκάγωνη. Κατά την ενασχόληση με το πρόβλημα 

στη Φάση 5 οι μαθητές θα έχουν αναλύσει το πρόβλημα στις συνιστώσες 

του και αναμένεται ότι δεν θα δυσκολευτούν να υπολογίσουν τα 

αθροίσματα των εμβαδών.  

 

Αναμένεται ότι θα κατασκευάσουν έναν πίνακα για τα εμβαδά, όπως 

ο παρακάτω: 

Περίφραξη Εμβαδόν βοσκής 

Τετράγωνη 
𝛦4 =

1

2
𝜋𝛼2 +

1

4
𝜋𝛼2 +

1

23
𝜋𝛼2 = (

1

2
+

1

4
) 𝜋𝛼2 +

1

23
𝜋𝛼2 

Εξάγωνη 
𝛦6 =

1

2
𝜋𝛼2 +

1

6
𝜋𝛼2 +

1

3
𝜋 (

2𝛼

3
)

2

+
1

3
𝜋 (

𝛼

3
)

2

= (
1

2
+

1

6
) 𝜋𝛼2 +

1

33
𝜋𝛼2(12 + 22) 

Δωδεκάγωνη 
𝛦12 = (

1

2
+

1

12
) 𝜋𝛼2 +

1

63
𝜋𝛼2(12 + 22 + 32 + 42 + 52) 

 

Στη συνέχεια θα ζητηθεί από τους μαθητές να εικάσουν τον τύπο για 

την περίπτωση της εικοσιτετραγωνικής στάνης. Αναμένεται ότι οι μαθητές 

θα αναγνωρίσουν κανονικότητες στους παραπάνω τύπους και θα δώσουν 

τον εξής τύπο: 

𝛦24 = (
1

2
+

1

24
) 𝜋𝛼2 +

1

123
𝜋𝛼2(12 + 22 + 32 + ⋯ + 112) 
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Έπειτα θα τους ζητηθεί να γράψουν τον γενικό τύπο στην 

περίπτωση που η πολυγωνική στάνη διαθέτει άρτιο πλήθος πλευρών 2ν. 

Αναμένεται ότι θα γράψουν τον τύπο: 

𝛦2𝜈 = (
1

2
+

1

2𝜈
) 𝜋𝛼2 +

1

𝜈3
𝜋𝛼2(12 + 22 + 32 + ⋯ + (𝜈 − 1)2) 

Σε αυτό το σημείο θα προκύψει η ανάγκη να υπολογιστεί το 

άθροισμα τετραγώνων των ν πρώτων φυσικών αριθμών. Προτείνεται  στον 

δάσκαλο να μην δώσει στους μαθητές τον τύπο αλλά να ακολουθήσει τη 

στρατηγική της κατευθυνόμενης διερεύνησης. Αναμένεται  ότι θα 

γνωρίζουν το άθροισμα των ν πρώτων φυσικών αριθμών(∑ 𝜅𝜈
𝜅=1 =

𝜈(𝜈+1)

2
).  

Ο δάσκαλος θα προτείνει στους μαθητές να χρησιμοποιήσουν την 

ταυτότητα (𝜈 + 1)2 − 𝜈2 = 2𝜈 + 1, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜈, με στόχο να 

επιβεβαιώσουν τον ήδη γνωστό τύπο του αθροίσματος των ν πρώτων 

φυσικών αριθμών. Συμπληρώνουν έναν πίνακα σαν τον παρακάτω: 

 

𝜈 = 1 22 − 12 2 ∙ 1 + 1 

𝜈 = 2 32 − 22 2 ∙ 2 + 1 

… … … 

𝜈 = 𝜈 − 1 𝜈2 − (𝜈 − 1)2 2 ∙ (𝜈 − 1) + 1 

𝜈 = 𝜈 (𝜈 + 1)2 − 𝜈2 2 ∙ 𝜈 + 1 

 

Προσθέτοντας κατά μέλη και εξισώνοντας θα βρουν: 

∑ 𝜅

𝜈

𝜅=1

=
𝜈(𝜈 + 1)

2
 

 

Στη συνέχεια,  θα ζητήσει από τους μαθητές να υπολογίσουν το 

άθροισμα ∑ 𝜅2𝜈
𝜅=1 , χρησιμοποιώντας τη σχέση

6
 

(𝜈 + 1)3 − 𝜈3 = 3𝜈2 + 3𝜈 + 1 

                                                 
6
 Αυτή η μέθοδος υπολογισμού του αθροίσματος αναφέρεται στο: Polya,2001, σελ.85-91. 

Το προτέρημά της είναι ότι γενικεύεται (το πρότυπο της ανάδρομης εγασίας). Για τα 

αθροίσματα  κ- οστων δυνάμεων υπάρχουν τύποι: Spivak, 1993, σελ.26 και 479-480. 
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Αναμένεται ότι θα καταλήξουν στο: 

∑ 𝜅2

𝜈

𝜅=1

=
𝜈(𝜈 + 1)(2𝜈 + 1)

6
 

 

Χρησιμοποιώντας αυτόν τον τύπο,  μπορούν να υπολογίσουν το 

εμβαδόν της βοσκής για πολυγωνική στάνη με άρτιο αριθμό πλευρών, το 

οποίο δίνεται από τον τύπο: 

𝛦2𝜈 =
5𝜈2 + 1

6𝜈2
𝜋𝛼2 

 

 

*Αν ο δάσκαλος προτιμήσει επαγωγική απόδειξη
7
: 

 

ν Αθροισμα, αθρ, Α Αθροισμα τετραγώνων, τετραγ, Τ  Τ/Α 

1 
1 1

2
=1 

 1 3

1 3
  

2 
1+2=3 1

2
+2

2
=5 

 5

3
 

3 
1+2+3=6 1

2
+2

2
+3

2
=14 

 14 7

6 3
  

4 
1+2+3+4=10 1

2
+2

2
+3

2
+4

2
=30 

 30 9

10 3
  

5 
1+2+3+4+5=15 1

2
+2

2
+3

2
+4

2
+5

2
=55 

 55 11

15 3
  

6 
1+2+3+4+5+6=21 1

2
+2

2
+3

2
+4

2
+5

2
+6

2
=91 

 91 13

21 3
  

 

Εικασία: 
2 1

3


 


  ,…άθροισμα τετραγώνων=

   1 2 1

6

     
 

Η απόδειξη πλέον είναι άμεση 

 

                                                 
7
Thomas, G., Finney, R. (1993: 354). 
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Επαγωγή και Μαθηματική επαγωγή 

 

*«Η επαγωγή είναι η διαδικασία της ανακάλυψης γενικών νόμων μέσω της 

παρατήρησης και του συνδυασμού ειδικών περιπτώσεων-παραδειγμάτων» 

(Polya, 1991:151). Η επαγωγή ψάχνει να βρει κανονικότητα και συνοχή 

πίσω από τις παρατηρήσεις που  έγιναν στον πίνακα. Κάθε παράδειγμα 

παρουσιάζει μια ευκαιρία για τη διατύπωση κάποιου γενικού ισχυρισμού. 

«Τα μαθηματικά, όταν παρουσιάζονται με αυστηρότητα είναι μια 

συστηματική, απαγωγική επιστήμη, όμως τα μαθηματικά «εν τω γεννάσθαι» 

είναι μια πειραματική επαγωγική επιστήμη» (Polya, 1991:154).  

 

Η απόδειξη με μαθηματική επαγωγή είναι το μαθηματικό 

συμπλήρωμα της επαγωγής, είναι το –υψηλότερου κύρους από την 

παρατήρηση-μέσον (κατά τον Polya και πάλι) που υπάρχει στα μαθηματικά 

και τα διαφοροποιεί από τις παρατηρησιακές επιστήμες. 

 

Στην περίπτωση που η στάνη έχει περιττό αριθμό πλευρών μπορεί 

να αποδειχθεί ότι το εμβαδόν δίνεται από τον ίδιο τύπο (εδώ θα χρειαστεί το 

∑ (2𝜅 − 1)2𝜈
𝜅=1 =

𝜈(2𝜈+1)(2𝜈−1)

3
  ). 

 

Αν έχουν γίνει όλα τα προηγούμενα πιθανόν να είναι η κατάλληλη 

ώρα και για το βήμα αυτό, ο δάσκαλος θα κρίνει. 

 

Τέλος, προτείνεται στον δάσκαλο να ζητήσει από τους μαθητές να 

επιβεβαιώσουν αν το εμβαδόν που υπολόγιζαν με τις διαδικασίες του 

Χελωνόκοσμου και το εμβαδόν που προκύπτει με την εφαρμογή του τύπου 

είναι ίσα.  
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Φάση 8: Επέκταση Σεναρίου στην Ανάλυση 

 

Το σενάριο αυτό μπορεί να επεκταθεί στην Ανάλυση με δύο 

τρόπους, ανάλογα με το αν ο δάσκαλος επιλέξει να εφαρμόσει τη Φάση 

επέκτασης στην Άλγεβρα.  

 

1
η
 πρόταση 

 

Αυτή η πρόταση για επέκταση του σεναρίου στην Ανάλυση 

απευθύνεται στον δάσκαλο που θα αποφασίσει να μην ακολουθήσει την 

επέκταση στην Άλγεβρα. Για την υλοποίηση αυτής της πρότασης, 

προτείνεται να ζητηθεί από τους μαθητές να τροποποιήσουν τη διαδικασία 

που σχεδιάζει κάθε πολυγωνική στάνη, την περιοχή βοσκής και υπολογίζει 

το εμβαδόν βοσκής, ώστε να υπολογίζει και τον λόγο του εμβαδού βοσκής 

προς το εμβαδόν του κύκλου που έχει ακτίνα ίση με την ημιπερίμετρο της 

πολυγωνικής στάνης. Όταν οι μαθητές ολοκληρώσουν τη διαδικασία, θα 

διαπιστώσουν ότι όσο αυξάνεται το πλήθος των πλευρών της πολυγωνικής 

στάνης ο λόγος που υπολογίζουν προσεγγίζει τον δεκαδικό αριθμό 

0.8333 …. .  

Στη συνέχεια, ο δάσκαλος θα ζητήσει από τους μαθητές να 

κατασκευάσουν μια διαδικασία, η οποία θα υπολογίζει τις διαφορές των 

λόγων της παραπάνω διαδικασίας και θα τους ζητήσει να υπολογίσουν τον 

αριθμό των πλευρών που πρέπει να έχει η πολυγωνική στάνη ώστε η 

διαφορά να είναι «όσο μικρή θέλουμε». Με αυτόν τον τρόπο οι μαθητές θα 

εισαχθούν στην έννοια της δεκαδικής προσέγγισης νιοστής τάξης, και 

ταυτόχρονα, στην έννοια της σύγκλισης των ακολουθιών Cauchy.  

Αποδεικνύεται ότι η ακολουθία των εμβαδών βοσκής αποτελεί μια 

ακολουθία Cauchy και αφού η ακολουθία είναι φθίνουσα και φραγμένη 

συγκλίνει. Αφού ο λόγος των εμβαδών προσεγγίζει τον δεκαδικό αριθμό 

0.8333 …., οι μαθητές μπορούν να εικάσουν ότι το εμβαδόν βοσκής 

προσεγγίζει το:  

0,83 ∙ (𝛦𝜇𝛽𝛼𝛿ό𝜈 𝜅ύ𝜅𝜆𝜊𝜐 𝜇𝜀 𝛼𝜅𝜏ί𝜈𝛼 ί𝜎𝜂 𝜇𝜀 𝜏𝜂𝜈 𝜂𝜇𝜄𝜋𝜀𝜌ί𝜇𝜀𝜏𝜌𝜊) 
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Η διαδικασία 

 

για οριοδεκπροσ :δεκπροσ :πληθοςπλευρών 

make "r 0 

make "αρχικηπλευρα :πληθοςπλευρων 

make "ημιπεριμετρος 100 

οριο 

τέλος 

 

 

 

για οριο 

make "προσεγγιση (0.5*(δύναμη 10 :δεκπροσ*(-1))) 

κατσίκα :ημιπεριμετρος :αρχικηπλευρά 

make "προηγτιμη :εμβαδον/(:ημιπεριμετρος*:ημιπεριμετρος*pi) 

make "αρχικηπλευρά :αρχικηπλευρά+1 

κατσίκα :ημιπεριμετρος :αρχικηπλευρά 

make "διαφορά :προηγτιμη-(:εμβαδον/(:ημιπεριμετρος*:ημιπεριμετρος*pi)) 

ifelse :διαφορά < :προσεγγιση [type (sentence [Η διαφορά των λόγων των 

εμβαδών στο] :δεκπροσ)  

τυπωσε (sentence [| δεκαδικό ψηφίo|]) 

type (sentence [επιτυγχάνεται στη στάνη με] :αρχικηπλευρα) 

τυπωσε (sentence [| πλευρές|]) 

τυπωσε (sentence [Ο λόγος των εμβαδών είναι] 

(:εμβαδον/(:ημιπεριμετρος*:ημιπεριμετρος*pi))) 

σταματησε]  

[σπ θεσεχψ 20+:r-xsize 20+:r-ysize σκ μ 1 π 1 

make "r :r+1 

make "χρωμα 1 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα 

επανάλαβε 100 [μ 1 δ 3.6 

make "χρωμα :χρωμα + 1 

αν :χρωμα=7 [make "χρωμα 1] 

θεσεχρωμαστυλο :χρωμα] 

οριο] 

;κατα τη διαρκεια των υπολογισμων  

;η χελωνα κανει βολτες... κυκλικα  

τέλος 
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Μερικά αποτελέσματα της διαδικασίας «οριοδεκπροσ» 

 

Ο δάσκαλος παροτρύνει τους μαθητές να κατασκευάσουν και μια 

διαδικασία στο Χελωνόκοσμο, η οποία θα υπολογίζει τον απαιτούμενο 

αριθμό πλευρών της πολυγωνικής στάνης ώστε ο λόγος των εμβαδών να 

προσεγγίζει όσο θέλουμε τον αριθμό 0.8333 …. . 
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Παράδειγμα στο Excel: 

 

2
η 

πρόταση 

Η δεύτερη πρόταση για επέκταση του σεναρίου στην Ανάλυση 

προϋποθέτει ότι το σενάριο θα έχει επεκταθεί στην Άλγεβρα και οι μαθητές 

θα έχουν καταλήξει στον τύπο υπολογισμού του εμβαδού βοσκής. 

Η επέκταση αυτή έχει ως στόχο να κατανοήσουν οι μαθητές τον 

ορισμό του ορίου και την έννοια του ορίου μέσα από τις διαδικασίες που 

έχουν κατασκευάσει στις προηγούμενες Φάσεις στο λογισμικό 

Χελωνόκοσμος. Η έννοια που θέλουμε να κατανοήσουν οι μαθητές είναι ότι 

μπορούμε κάθε φορά να βρούμε κάποιο συγκεκριμένο αριθμό πλευρών για 

την πολυγωνική στάνη ώστε η διαφορά του εμβαδού της από τα 
5

6
 του 

εμβαδού του κύκλου με ακτίνα όσο η ημιπερίμετρος της πολυγωνικής 

στάνης να είναι όσο μικρή θέλουμε. Καλούνται να κατασκευάσουν στον 

Χελωνόκοσμο μια διαδικασία η οποία θα υπολογίζει για ποιο αριθμό 

πλευρών της πολυγωνικής στάνης η διαφορά από τα 
5

6
 του εμβαδού του 

κύκλου είναι μικρότερη από κάθε επιθυμητή διαφορά. Μέσα από αυτή τη 

διαδικασία αναμένεται ότι οι θα κατανοήσουν την έννοια της δεκαδικής 

προσέγγισης νιοστής τάξης καθώς επίσης και την έννοια του ορίου. 

 

*
5

0,83
6
  

α=60 Έμβαδόν βοσκής Εμβαδόν κύκλου Λόγος εμβαδών 

4-γωνο 9896,01686 11309,73355 0,875 

5-γωνο 9726,37086 11309,73355 0,860000001 

6-γωνο 9634,21747 11309,73355 0,851851852 

60-γωνο 9426,87236 11309,73355 0,833518519 

250-γωνο 9424,8986 11309,73355 0,833344 

1821-γωνο 9424,78023 11309,73355 0,833333534 
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Φάση 9: Γιορτή 

Μετά την ολοκλήρωση του σεναρίου προτείνεται να διοργανωθεί 

μια γιορτή για την τάξη που συμμετείχε στην υλοποίηση του σεναρίου. Οι 

μαθητές μετά το τέλος κάθε Φάσης προτρέπονται να συντάσσουν μια 

έκθεση, ηλεκτρονική ή και χειρόγραφη, στην οποία θα περιγράφουν τη 

διαδικασία λύσης που ακολούθησε η ομάδα τους, τις απαντήσεις τους στα 

ερωτήματα του Φύλλου Εργασίας, τις δυσκολίες που αντιμετώπισε η ομάδα 

τους, ενδεχομένως κάποιες ατομικές δυσκολίες, καθώς και την εμπειρία 

τους από τη συνεργασία με τους συμμαθητές τους. 

Επίσης, κάθε ομάδα θα έχει εκτυπώσει μερικά σχέδια από τον 

Χελωνόκοσμο, τα οποία θα αναρτηθούν στην τάξη την ημέρα της γιορτής.  

Οι ομάδες θα παρουσιάσουν τις εκθέσεις τους, καθώς επίσης και τις 

διαδικασίες που κατασκεύασαν στο λογισμικό Χελωνόκοσμος. Μετά από 

την παρουσίαση κάθε ομάδας θα γίνεται συζήτηση με στόχο τον 

αναστοχασμό για την συγκεκριμένη αντιμετώπιση του προβλήματος. Οι 

ομάδες θα ασκούν κριτική στην εργασία των άλλων ομάδων και θα 

δέχονται κριτική για τη δική τους εργασία. 

Μετά τις παρουσιάσεις προτείνεται να γίνει μια συνολική 

ανασκόπηση που θα περιλαμβάνει την πορεία λύσης, τα επιμέρους 

προβλήματα που αντιμετώπισαν, τις μεθόδους που χρησιμοποιήθηκαν, τις 

γνώσεις που αποκτήθηκαν, τις εικασίες που παρέμειναν εικασίες, τις 

αποδείξεις που ολοκληρώθηκαν, τις διαδικασίες που κατασκευάστηκαν στο 

λογισμικό, και την καθοριστική βοήθεια της τεχνολογίας στη διαμόρφωση 

των ιδεών. 

Προτείνεται να γίνει και μια συζήτηση που θα έχει στόχο να 

καλλιεργήσει τις μεταγνωστικές ικανότητες των μαθητών στην επίλυση 

προβλημάτων. Σε αυτή τη συζήτηση θα μπορούσαν να συζητηθούν μερικά 

από τα εξής ερωτήματα: Υπάρχουν άλλοι τρόποι προσέγγισης του 

προβλήματος; Ποια επιμέρους προβλήματα θα μπορούσαμε να 

αντιμετωπίσουμε και με άλλο τρόπο; Είναι εφικτός ο έλεγχος ολόκληρου 

του προβλήματος ή είναι καλύτερη η ανάλυση σε επιμέρους προβλήματα; 

Υπάρχουν αποτελέσματα και μέθοδοι που θα μπορούσαμε να 

χρησιμοποιήσουμε και σε άλλα προβλήματα; Η λύση που δώσαμε είναι 

πλήρης; Διερευνά κάθε δυνατότητα περίφραξης και ανάλογης βοσκής;  
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Έκπληξη: Κάθε μαθητής, θα πάρει στο τέλος της γιορτής μια 

έκθεση-δώρο που θα περιγράφει τις σκέψεις-παρατηρήσεις-επισημάνσεις 

του δάσκαλου για την συμμετοχή του συγκεκριμένου μαθητή στην 

δραστηριότητα. Οι παρατηρήσεις θα αφορούν τρείς άξονες: ενδιαφέρον για 

την εκπαιδευτική διαδικασία, συμμετοχή στις ομαδικές δραστηριότητες, 

μαθησιακή πορεία. 

 

 

 

 

Αξιολόγηση μετά την εφαρμογή 

 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο δάσκαλος με κατάλληλες 

ερωτήσεις και συζήτηση με τους μαθητές ελέγχει κατά πόσον επετεύχθησαν 

οι στόχοι του. Πιθανόν να παρουσιάσθηκαν μη αναμενόμενες δυσκολίες, 

που μπορεί να οφείλονται όχι τόσο στην ανάπτυξη των μαθηματικών 

εννοιών, αλλά στο ψηφιακό εργαλείο που χρησιμοποιήθηκε. Αν χρειαστεί 

επανεκτιμάται η δομή του σεναρίου και, για μια επόμενη εφαρμογή του, 

οργανώνονται εκείνες οι δραστηριότητες που θεωρούνται κατάλληλες για 

το ξεπέρασμα των εμποδίων. Αυτό το σκοπό πιστεύουμε ότι θα 

εξυπηρετήσει και η «έκθεση πεπραγμένων» που ζητείται από τις ομάδες 

των μαθητών στη Φάση 9. 

 

 

 

ΚΡΙΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 

 

Α. Εφαρμογή στη σχολική μονάδα 

Μια προϋπόθεση που μπορεί να προβληματίσει έναν δάσκαλο που 

θα θελήσει να υλοποιήσει το σενάριο είναι τα λογισμικά που προτείνονται. 

Η επιλογή των συγκεκριμένων λογισμικών έγινε με κριτήριο την ελεύθερη 

διάθεσή τους ή με βάση το γεγονός ότι είναι ήδη εγκατεστημένα σε έναν 

υπολογιστή.  
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Το λογισμικό Χελωνόκοσμος διατίθεται ελεύθερα από το 

Εργαστήριο Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας ( http://etl.ppp.uoa.gr).  Τα 

λογισμικά Microsoft Office Word και Excel βρίσκονται εγκατεστημένα 

στην πλειονότητα των Η/Υ. Επίσης, θεωρούμε ότι η πλειονότητα των 

μαθητών διαθέτει προσωπικό υπολογιστή, στον οποίο θα μπορέσουν να 

εγκαταστήσουν το λογισμικό Χελωνόκοσμος. Οι μαθητές θα μπορούν να 

ασχολούνται και προσωπικά με το πρόβλημα κατά τον …ελεύθερο χρόνο 

τους στο σπίτι (υποθέτουμε ότι υπάρχει,… στα μαθηματικά, αλλά μάλλον 

και εκτός μαθηματικών, τα δυσκολότερα είναι τα θεωρήματα ύπαρξης). 

 

Από τα παραπάνω φαίνεται πως από πλευράς υλικοτεχνικής 

υποδομής η υλοποίηση του σεναρίου είναι εφικτή. Έγκειται όμως στη 

διάθεση του δασκάλου, δηλαδή στο κατά πόσο είναι πρόθυμος να 

αφιερώσει προσωπικό χρόνο και κόπο για να εισαγάγει τους μαθητές στην 

διερευνητική μάθηση, να αποφύγει τις αοριστίες και ασάφειες, να μην 

σπαταλήσει τον πολύτιμο χρόνο τους και να τους οδηγήσει γρήγορα σε 

άνετα και ασφαλή συμπεράσματα. 

Προτείνουμε το σενάριο αυτό να υλοποιηθεί με τη συνεργασία των 

δασκάλων μαθηματικών και πληροφορικής. Για να το εντάξουμε στο 

υπάρχον σχολικό πρόγραμμα, και να πετύχουμε τα απαραίτητα δίωρα, η 

μόνη απαίτηση των δασκάλων που υποστηρίζουν αυτές τις ιδέες θα είναι να 

ζητήσουν από τον συντάκτη του ωρολογίου προγράμματος του σχολείου οι 

ώρες μαθηματικών και πληροφορικής να είναι συνεχόμενες για μία ή δύο 

φορές την εβδομάδα. Αν υποθέσουμε ότι επιτύχουν ένα κοινό δίωρο, 

μπορούν να διαθέσουν και άλλη μία ώρα – μαθηματικών και πληροφορικής 

– για θέματα που αφορούν την διερεύνηση του προβλήματος. 

Στις (μονές) ώρες μαθηματικών μπορεί να αναπτυχθούν: 

o Η απόδειξη της μεγιστοποίησης των ορθογωνίων σταθερής 

περιμέτρου. 

o  Η ύλη του Κεφαλαίου 11 του Σχολικού Βιβλίου της 

Γεωμετρίας. Η παράλληλη διερεύνηση του προβλήματος θα 

δώσει στους μαθητές ισχυρά σχεδιαστικά και υπολογιστικά 

εργαλεία για προσωπική ενασχόληση και πρόοδο.  

http://etl.ppp.uoa.gr/
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o Θέματα Τριγωνομετρίας: τριγωνομετρικοί αριθμοί, 

τριγωνομετρικός κύκλος, παραμετρική παράσταση κύκλου, 

πολικές συντεταγμένες. 

o Θέματα Άλγεβρας: ταυτότητες, ανάπτυξη μεθόδων 

υπολογισμού του αθροίσματος των κ-οστών δυνάμεων των ν 

πρώτων φυσικών αριθμών. 

o Θέματα Ανάλυσης: Η έννοια του ορίου είναι καθοριστική. Ο 

δάσκαλος μπορεί να ετοιμάσει κατάλληλα Φύλλα Εργασίας 

για εικασίες και συζητήσεις.  

 

Στις (μονές) ώρες πληροφορικής μπορούν να αναπτυχθούν θέματα 

σχετικά με το Word και  Excel, που είναι απαραίτητα για τα κείμενα και τις 

διερευνήσεις του προβλήματος, αλλά και γενικότερα θέματα που είναι 

απαραίτητα για την σωστή διαχείριση και την μεγιστοποίηση της βοήθειας 

των μηχανημάτων (εκτύπωση, δίκτυο, αριθμομηχανή, ζωγραφική, κλπ). 

Επίσης μπορούν να αναπτυχθούν οι βασικές αρχές του δομημένου 

προγραμματισμού, οι διαγραμματικές λύσεις με τα παραδεκτά 

προγραμματικά σχήματα και να εξηγηθούν λεπτομερώς όποιες εντολές και 

διαδικασίες της LOGO είναι απαραίτητες για την διερεύνηση του 

προβλήματος. 

Για τα προβλήματα του χρόνου, αν υπάρχουν, επισημαίνουμε ότι: 

 Η Φάση 1 αποτελεί στην ουσία εξοικείωση με το λογισμικό 

και απευθύνεται σε μαθητές που δεν έχουν εργαστεί ποτέ στο 

περιβάλλον του Χελωνόκοσμου. Αν οι μαθητές είναι 

εξοικειωμένοι, αυτή η Φάση μπορεί να παραλειφθεί. 

 Οι 3 πρώτες Φάσεις αποτελούν ένα ολοκληρωμένο σενάριο 

και μπορούν να υλοποιηθούν ανεξάρτητα. 

 Η Φάση 4 αποτελείται από παιγνιώδεις δραστηριότητες που 

έχουν στόχο να καλλιεργήσουν με ευχάριστο τρόπο 

δεξιότητες των μαθητών για τις επόμενες Φάσεις.  

 Οι Φάσεις 5 και 6 αποτελούν μια ενιαία ενότητα, η οποία θα 

μπορούσε να υλοποιηθεί ανεξάρτητα, εφόσον οι μαθητές 

έχουν εξοικείωση με το λογισμικό Χελωνόκοσμος. 
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 Η Φάσεις 7 και 8 αποτελούν επέκταση του σεναρίου και θα 

μπορούσε κάποιος να τις παραλείψει. 

 

Επομένως, το σενάριο ενώ αποτελεί μια ενιαία και ολοκληρωμένη 

πρόταση, μπορεί σε περίπτωση που δεν υπάρχει ο απαιτούμενος χρόνος να 

χωριστεί σε επιμέρους αυτοτελή σενάρια. 

 

 

 

 

Β. Θετικά και αρνητικά στοιχεία 

Η παρουσίαση του παρόντος σεναρίου αναδεικνύει τα θετικά 

στοιχεία που συνεπάγεται η υλοποίησή του, αλλά αφήνει να διαφανούν και 

τα αρνητικά του στοιχεία. Παρακάτω παρουσιάζονται κριτικά τόσο τα 

θετικά όσο και τα αρνητικά στοιχεία. 

 

Β1. Θετικά στοιχεία 

Ένα από τα ουσιαστικά θετικά στοιχεία του σεναρίου αποτελεί το 

γεγονός ότι μπορεί να εφαρμοστεί στη σχολική μονάδα γιατί είναι εύκολο 

να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις σε υλικοτεχνική υποδομή. Επίσης, 

σύμφωνα με την παραπάνω πρόταση, δεν διαταράσσεται το Ωρολόγιο 

Πρόγραμμα του σχολείου.  

Θεωρούμε ότι η χρήση του λογισμικού Χελωνόκοσμος θα 

εξοικειώσει τους μαθητές με την ιδέα ότι μερικά προβλήματα είναι πιο 

εύκολο να τα λύσουν με τη βοήθεια ενός λογισμικού. Η χρήση της γλώσσας 

του Χελωνόκοσμου παρουσιάζει πολλές ομοιότητες με τη συμβολική 

έκφραση των μαθηματικών. Ο προγραμματισμός στο Χελωνόκοσμο 

πιστεύουμε ότι θα καλλιεργήσει στους μαθητές την ικανότητα της 

συμβολικής  έκφρασης των μαθηματικών ιδεών. 

Μέσα από τη χρήση του λογισμικού θα χρησιμοποιήσουν πολλές 

αναπαραστάσεις για το ίδιο πρόβλημα. Η ικανότητα εναλλαγής πλαισίου 

και αναπαραστάσεων κατά την επίλυση μαθηματικών προβλημάτων 

θεωρείται πολύ σημαντικός παράγοντας για την κατανόηση και την 

εκμάθηση μαθηματικών εννοιών (Κυνηγός, 2007). 
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Επίσης, οι μαθητές κατά την ενασχόληση με τις  δραστηριότητες 

του σεναρίου θα χρησιμοποιήσουν γνώσεις από διαφορετικούς 

μαθηματικούς κλάδους και από διαφορετικές θεματικές ενότητες των 

μαθηματικών. Αυτή η ενοποιητική προσέγγιση των μαθηματικών θεωρούμε 

ότι αποτελεί ένα πολύ σημαντικό στοιχείο αυτού του σεναρίου. 

Η υλοποίηση του σεναρίου καλλιεργεί στους μαθητές δεξιότητες 

επίλυσης προβλημάτων που θα τους φανούν χρήσιμες στη διερεύνηση και 

την επίλυση άλλων προβλημάτων. Επίσης, καλλιεργούνται γενικές 

μεταγνωστικές στρατηγικές, που είναι απαραίτητες κατά την επίλυση 

προβλημάτων. 

Η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία αναμένεται ότι θα καλλιεργήσει 

τις κοινωνικές δεξιότητες των μαθητών, θα ενισχύσει τη συνεργασία, θα 

εμπλέξει στη διαδικασία διερεύνησης και μαθητές με χαμηλή επίδοση, και 

θα βοηθήσει να κατανοηθεί ότι για τη δημιουργία μιας ολοκληρωμένης 

δουλειάς απαιτούνται πολλοί συνεργάτες με ποικίλες και διαφορετικές 

δεξιότητες και εξειδικεύσεις. 

 

Β2. Αρνητικά στοιχεία 

 

Για να είναι σε θέση ένας δάσκαλος μαθηματικών να υλοποιήσει 

αυτό το σενάριο θα πρέπει να έχει κάποια εξοικείωση με τις νέες 

τεχνολογίες ή να έχει ενδιαφέρον να μάθει για την παιδαγωγική τους αξία 

και να θελήσει να τις εφαρμόσει με τους μαθητές του μέσα στην τάξη. Αν ο 

δάσκαλος είναι ανοιχτός σε νέες προκλήσεις και αφιερώσει τον ανάλογο 

χρόνο, τότε μπορεί να υλοποιήσει αυτό το σενάριο σε συνεργασία με τους 

μαθητές, υιοθετώντας το ρόλο του συνερευνητή (Κυνηγός, 2006). 

Η υλοποίηση του σεναρίου απαιτεί  θετική στάση απέναντι στη 

διερευνητική μάθηση και στις προκλήσεις. Το ενδιαφέρον στη ζωή είναι 

στις εκπλήξεις. Τα συνηθισμένα θέματα δεν ενθουσιάζουν.Ο δάσκαλος που 

δεν μπορεί να ξεφύγει από το καθιερωμένο παραδοσιακό διδακτικό 

πρότυπο θα είναι δύσκολο να αναθέσει υπευθυνότητες στους μαθητές ώστε 

να διεκπεραιωθεί η διαδικασία της διερευνητικής μάθησης με τη χρήση 

νέων τεχνολογιών.  
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Ο δάσκαλος που δεν είναι διατεθειμένος να αποδυθεί τον 

καθιερωμένο ρόλο και να δεχθεί τον επαναπροσδιορισμό του ρόλου του στη 

διερευνητική τάξη των μαθηματικών θα είναι πολύ δύσκολο να υλοποιήσει 

αυτό το σενάριο μέσα στα παιδαγωγικά και διδακτικά πλαίσια της 

διερευνητικής μάθησης. «Οι άνθρωποι φοβούνται το άγνωστο
.
  η πραγματική 

μάθηση και η βαθιά γνώση όμως εξαρτώνται από την αντιπαράθεση με το 

άγνωστο» (Schank, 2001). 

Οι δυσχέρειες στην υλοποίηση του σεναρίου δεν οφείλονται 

αποκλειστικά στον δάσκαλο των μαθηματικών, αλλά και στους μαθητές. 

Ένας από τους παράγοντες που επιδρούν στη δυνατότητα εφαρμογής του 

σεναρίου αποτελεί η στάση των μαθητών απέναντι στην διερευνητική 

μάθηση και την ομαδοσυνεργατική διδασκαλία. Οι διερευνητικές 

διαδικασίες απαιτούν αλλαγή πλαισίου μάθησης.  

Αν οι μαθητές είναι συνηθισμένοι στο παραδοσιακό πλαίσιο 

μάθησης, είναι αρκετά δύσκολο να κατορθώσουν να λειτουργήσουν άμεσα 

στο διερευνητικό πλαίσιο μάθησης, στο οποίο ο ρόλος τους είναι 

περισσότερο ενεργητικός και οδηγεί στην κατασκευή των νοημάτων και της 

γνώσης. Επίσης, η ομαδοσυνεργατική διδασκαλία έρχεται σε αντιπαράθεση 

με τον ανταγωνιστικό και ατομοκεντρικό ρόλο του παραδοσιακού μοντέλου 

διδασκαλίας (Κυνηγός, 2006). Αν οι μαθητές δεν είναι εξοικειωμένοι σε 

ομαδοσυνεργατικές μεθόδους, θα υπάρχει δυσχέρεια στην κοινωνική 

ενορχήστρωση της τάξης κατά την υλοποίηση του σεναρίου. Κάποιες 

διενέξεις που ενδεχομένως θα προκύψουν αφορούν τον καταμερισμό των 

εργασιών κατά την επίλυση του προβλήματος, αντιπαραθέσεις για τη χρήση 

του υπολογιστή, προσπάθεια επιβεβαίωσης της εικόνας του «καλού» 

μαθητή, ο οποίος βρίσκει μόνος του τη λύση στα προβλήματα. 

Οι μαθητές είναι συνηθισμένοι να απαντούν στα μαθηματικά 

προβλήματα που λύνουν μέσα σε σύντομο χρονικό διάστημα. Αυτή η στάση 

απέναντι στην επίλυση προβλημάτων έρχεται σε αντιπαράθεση με τη 

φιλοσοφία που διέπει τη διερευνητική μάθηση. Αυτή η ανάγκη για αλλαγή 

της στάσης των μαθητών απέναντι στη διερεύνηση προβλημάτων, ίσως 

αποτελέσει τροχοπέδη στην υλοποίηση του παρόντος σεναρίου.  

Οι απαιτούμενες προγραμματιστικές δεξιότητες στη γλώσσα του 

Χελωνόκοσμου ίσως αποτελέσουν εμπόδιο για μερικούς μαθητές.  
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Για την ολοκλήρωση μερικών διαδικασιών ίσως χρειαστεί η βοήθεια 

του δάσκαλου που υλοποιεί το σενάριο. Αν οι μαθητές απογοητευτούν από 

τον προγραμματισμό, είναι πιθανόν να παραιτηθούν και να εγκαταλείψουν 

την προσπάθεια. Αν, από την άλλη, ο δάσκαλος προσφέρει έτοιμες 

απαντήσεις, στερεί από τους μαθητές την δυνατότητα εξέλιξης και 

μάθησης. 

Τέλος, υπάρχει το ενδεχόμενο να προκύψουν προβλήματα κατά τη 

συνεργασία μεταξύ εκπαιδευτικών διαφορετικών ειδικοτήτων. Για την 

υλοποίηση του σεναρίου προτείνεται η συνεργασία εκπαιδευτικών 

μαθηματικών  και πληροφορικής. Αν οι εκπαιδευτικοί δεν είναι 

εξοικειωμένοι με τη συνεργασία ή δεν είναι διατεθειμένοι να 

συνεργαστούν, ενδεχομένως να προκύψουν δυσκολίες στην υλοποίηση του 

σεναρίου. 

 

 

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

 

Αναζητούμε λοιπόν δασκάλους που θα πάψουν να είναι έρμαια της 

συνήθειας και αιχμάλωτοι της αδράνειας. Δασκάλους που δεν είναι 

παγιδευμένοι σε έναν ορίζοντα γεγονότων που τους επιβάλλει το 

περιβάλλον, η καθημερινότητα, και η συνήθεια. Που πιστεύουν ότι δεν 

είναι απαραίτητο το Αναλυτικό Πρόγραμμα να είναι επί αιώνες 

αμετάβλητο. «Που δεν είναι προκατειλημμένοι με αντιλήψεις: από το απλό 

στο σύνθετο, από το εύκολο στο δύσκολο, κούραση, διαλείμματα, κλπ. Το 

παιδί που ενδιαφέρεται για κάτι που κάνει, μπορεί να προχωρά με άλματα, 

χωρίς να κουράζεται»  (Μοντεσσόρι, 1960:74). 
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*Το σενάριο προέκυψε από την συνεργασία  

του Κώστα Σταματόπουλου με τον Σωκράτη Ντριάνκο  

κατά την διάρκεια των σπουδών τους στο Μεταπτυχιακό πρόγραμμα 

«ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ» 

του Πανεπιστημίου Αθηνών 






