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81.  f   1,10 m 1 M 10 .  

f   0,1  

 
1 2

x ,x 0,1     1
f x 1   2

f x 10 . f 

1 2
x ,x    0,1  

Fermat      
1 2

f x f x 0 . 

 
1 2

x x f    1 2
x ,x  

 1 2
x ,x      

1 2
f x f x 0 Rolle      

1 1 2
x ,x 0,1  

   
1

f 0 . 

               x x
f x f x 0 e f x e f x 0       

x
e f x 0 .     x

g x e f x ,   1 2
x x ,x . 

g   1 2
x ,x   1 2

x ,x     1x

1 1
g x e f x 0  

    2x

2 2
g x e f x 0 Rolle      

2 1 2
x ,x 0,1  

              2 x

2 2 2
g 0 e f e f 0        

2 2
f f 0 . 

         f x 15x 6 f x 15x 6 0  

 0,1 .      h x f x 15x 6 ,   x 0,1 . 

          h 0 f 0 15 0 6 2 6 8 0              h 1 f 1 15 1 6 7 15 6 2 0 , 

    h 0 h 1 0  h   0,1 Bolzano 

 
0

x 0,1               
0 0 0 0 0

h x 0 f x 15x 6 0 f x 15x 6 . 

 

82.  f f     , 1 .  

     



          

f

x 1 f f x f 1   
1

f x
2

  f x 0

f    , 1 . f 

                    f , 1 f ,f 1 1, 2 . 

 
f

C  x   

                      
1

: y f f x y x 1 2y x 2 x 2y 2 0
2

 

 f    , 1 , 

     
1 1

f x x 1
2 2

     x , 1 . 

 f     
1

, 1   

 
     

      
 

1

f 1 f
f 2 1 1

1
.  

f     1
,    

1
,
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   
1

,   
   

 

   
    

     

1

1 1 1

1
1f f 12f

2
.  

 
 

                    
 

1 1 1

1

1 1 1
1 0 1 0 2 2 f

2 2 2
. 

            f x 3x 4 2 f x 3x 4 2 0

  , 1       g x f x 3x 4 2 ,     x , 1 . 

      g x f x 3 0 g    , 1 . 

             g f 3 4 2 1 2 1 0  

                  g 1 f 1 3 1 4 2 2 3 3 4 2 3 0  

     g g 1 0  g    , 1  

Bolzano    g x 0      f x 3x 4 2  

  , 1 g    , 1

g  

 

83.  x 0   

                 3 2
f 0 f 0 4 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0     2

f 0 1  

           
 

      


3 2

2

4x
f x f x 4x f x f x 1 4x f x

f x 1
  2 . 

 
 

      
2

4x
f x 0 0 4x 0 x 0

f x 1
   

 
      

2

4x
f x 0 0 4x 0 x 0

f x 1
. 

 f  

                            3 2 2
f x f x 4x 3f x f x f x 4 f x 3f x 1 4    3 . 

  2
3f x 1 0  x    f x 0 f  

. 

            f f 4   

  f    ,     ,

   ,   
     

  


f f
f . 

 3   
 

  
2

4
f x 4

3f x 1
  2

3f x 1 1  

 
   

     
  

          


f f
f 4 4 f f 4 . 

   f x 1               2 2
3 3f x 1 4 f x 1 f x 1 

  f x 1  

   3 1
1 1 4x x

2
  

    
              

    
1

1 1 1 1 1
: y f f x y 1 x y x

2 2 2 2 2
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   f x 1  

      
3 1

1 1 4x x
2

  

    
                

    
2

1 1 1 1 1
: y f f x y 1 x y x

2 2 2 2 2
 

 f  

         3 31
f x y y y 4x x y y

4
     1 31

f y y y
4

 

  

 
  1 3

x x

1
lim f x lim x

4
,  

 
  1 3

x x

1
lim f x lim x

4
 

 

 
 

 









  
  

1

1

f x y

x f y

x y f y

lim f x lim y   


 
x
lim f x   f A . 

     
     

 

1 1 1 1
f 1 1 1 f 1

4 2 2
            1 1 68

f 4 64 4 17 f 17 4
4 4

 

 

84.      
g x

f x e  
 g x

e   

 f   0, f 

  0,          


  
g x g x

f x e e g x . g 

 0,           
   

f x f x
g x e e f x . 

       
g x

f x e g x       
f x

g x e            
    

g x f x g x f x
f x e e e    1 .  

      
f x

g x e f x      
g x

f x e              
f x g x f x g x

g x e e e    2 . 

 1 ,  2       f x g x 
1

c  

      
1

f x g x c .       
g e 1

f e e e          
f e 1

g e e e  3  

x e                1 1

1 1 1
f e g e c e e c c 0      f x g x .  

             
2

f x g x f x g x c , 
2

c . x e  

          
2 2 2

f e g e c 1 1 c c 0     f x g x  x 0 . 

     
g x

f x e      f x g x  

                               
f x f x f x f x

f x

1
f x e f x f x e 1 e x e x c

e
, c . 

x e  
 
      

f e
e e c e e c c 0

     
f x

e x f x lnx , x 0 . 

 f   0,   0,    
1

f x
x

  0,   

 
     

    
  

f f e 1 ln 1
f

e e
. 

   


               
    

1 1 1 1 ln 1 1 1 1
e e ln 1 e

e e e e
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
      



e
1 ln 1 1

e


   


e
2 ln

e
. 

 

85.  x 0  
  

      
2x 2

2x 2 3

3

e x 2x 1
e x 2x 1 x

x
, 

 
 

  
 

2x 2

3x x

e x 2x 1
lim lim

x
   1 .  

 

    
     

 

2x 2 2x

3 3 2 3x x

e x 2x 1 e 2 1
lim lim 0

xx x x x
,  

 
 

   
2x

2x

3 3x x

e 1
lim lim e 0 0 0

x x
 



 
    
 

2 3x

2 1
lim 0

x x x
 1  

   0 . 

 x 0  
  

    
2x 3

2x 3 2

2

e x 2x 1
e x 2x 1 x

x
  

 

  
 

2x 3

2x 0 x 0

e x 2x 1
lim lim

x
   2 .  

 

 
  


       

    


0 0
2x 32x 3 2x 20 0

2x 0 DLH x 0 x 0 DLH
2

e x 2x 1e x 2x 1 2e 3 x 2
lim lim lim

2xx
x

 

 

 
 


    

  


2x 2 2x

x 0 x 0

2e 3 x 2 4e 6 x
lim lim 2

22x

,  

  2    2 . 

        2x 2
f x 2e 3 x 2 x 2 ,       2x

f x 4e 6 x 2 , 
      
3 2x

f x 8e 6  

       f 0 0 4 2 0 2  
          
3 4

f 0 0 8 6 0
3

. 

    2x
f x 4e 8x 4 , 

     
3 2x

f x 8e 8  

x 0  
     
3

f x 0 f  0,  x 0  
     
3

f x 0 f  

 ,0 . 

   



     

f

x 0 f x f 0 0 f  0,  x 0     f x 0 f  

 ,0 . 

 

86.  f  0,   

 
   
  

           
  

x x x1 1 x 1 x 1
f x e 1 e 1 e 1 0

x x 1 x x 1 x x 1
 x 0 f 

 0, . 

     
  

      x

x 0 x 0

lim f x lim e lnx ln x 1 x ,  


x

x 0

lim e 1, 


 
x 0

lim lnx    


 
x 0

lim ln x 1 0 .  
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 
 

 
     

 

x

x x

x
lim f x lim e ln x

x 1
,  


 x

x
lim e , 




  
   



x
u

x 1

x u 1 u 1

x
lim ln limlnu 0

x 1
 


 

x
lim x . 

f           
 

     
xx 0

f 0, lim f x , lim f x , . 

      


              x x xx 1
e x ln e x ln x 1 lnx e x ln x 1 lnx 0 f x 0

x
. 

f f   0,  

  f x 0  

 

87.      2
g x x f x 1,   x 0, g  0,   

                2
g x 2xf x x f x x 2f x xf x 0  x 0 g 

 0, .      g 1 f 1 1 0 . 

       




       
g

2

2

1
x 1 g x g 1 x f x 1 0 f x

x
  

       




        
g

2

2

1
0 x 1 g x g 1 x f x 1 0 f x

x
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 f
 

  
 

1
,  

 
   

 

   
                      

      
 

2 2

1 1
f f f f

1
f f f

1 1 1
   1  

 1   
2

1
f  



1
1

   
         

     
 
 

2 2

2

1 1 1
f f

1
, 

 
 

     
   

4

2

2 2

1 1 1
f f .  

 1 



 2

0
1

  
   

    
    

2

1
f f

1




  

4

2 2

1

1
  

 
 

  

2
1

f
 

 



 

2

2

1

1



     


              



2

2 21
f f 1 f 1 0 . 

 f  0,   f x 0  x 0 f  

 0,    f 1 1 0   f x 0    x 0, . 

   
2

1
f x

x
  x 0,1  


 

2
x 0

1
lim

x
,  


 

x 0

lim f x

x 0 y y  
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  
2

1
0 f x

x
 x 1 




2x

1
lim 0

x
 




x
lim f x 0

y 0 x x  
f

C . 

 

88.  f f  .  

           



                 

f

2 f f 2 3f 2 f 2 2f 2 0 f 2 0 . 

f    , 2

   , 2   
            

   
 

f 2 f f 2 f
f

2 2
. 

   
   

 



  
             

f
f 2 f

2 f f 2 f 2
2

 

                    f 2 f 2f 2 f f 2 0 . f 

   , 2       f f 2 0 Bolzano    
0

x , 2  

  0
f x 0 . 

   f 3 0 ,   f 2 0    f 0          f 2 f 3 f .  

f    , 2

  
1

x , 2     
1

f x f 3    1 .  

f 1 1  1   
1

x 3  

  
1

x , 2 f 1 1. 

          f 2 f 3 f  f 
2

x  

   , 3  Fermat 

  
2

f x 0
f

C   

  
2

x 3 f  

           
2

f x f 3 f 3 0 . 
f

C  x 3  

                          y f 3 f 3 x 3 y xf 3 3 f 3 f 3  

f  

                f x xf 3 3 f 3 f 3  

         
 

                 x x
lim xf 3 3 f 3 f 3 lim xf 3

 


 
x
lim f x . 

 

89.   1        3 3
f x 2x 2f x 2x , x  x 1  

            f 1 2f 1 2 f 1 2 . 

 f  ,   1  

            3 2 2
f x 2x 3x 2 2f x 6x   x 1  

                     f 1 1 2f 1 6 3f 1 6 f 1 2  
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  
     

 

  
    

 x 1 x 1

f x f 1 f x 2
f 1 lim lim 2

x 1 x 1
 

       
 

      
 

 
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x 1 x 1

x 1 f x 4 x f x f x 2x 2x 2 2
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x 1 x 1
 

       


    
 



2 2

x 1
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x 1

   
 



  
    

  

2

x 1

f x 2 f x 2
lim x 2 x 1

x 1 x 1
    1 2 2 4 8  

  1   x 1         f 1 2f 1 2 f 1 2 . f  

  1,1    1,1   
    

   


f 1 f 1
f 2

1 1
.  

f
C     M , f  y 2x . 

 
f

C     A 1, f 1  

                y f 1 f 1 x 1 y 2 2 x 1 y 2x  

f    f x y        f x 2x f x 2x 0 . 

 

90.  
1 2

x ,x  
1 2

x x     
1 2

f x f x .  

f    1 2
x ,x  Rolle   

1 1 2
x , x  

   
1

f 0  
1 2

x , x  
1 2

x x     
1 2

f x f x  f  

1 1  

 f  1 1 1 3     f 1 f 3  

f    . 

 f    1, 3    1, 3  

 
    

    


f 3 f 1 6 2
f 2

3 1 2
f

C     M , f  

y 2x . 

     1
f 1 2 f 2 1      1

f 3 6 f 6 3      1
f 4 f x 2 6  

        


            1 1 1
f 4 f x 2 f 3 4 f x 2 3 f x 2 1        1

f f x 2 f 1  

   x 2 2 x 4 . 

         g x 2f x f e f 1,8    1,3  

                      g 1 2f 1 f e f 1,8 f 1 f e f 1 f 1,8 0  f  

     1 e f 1 f e ,      1 1,8 f 1 f 1,8 .  

                        g 3 2f 3 f e f 1,8 f 3 f e f 3 f 1,8 0  

     g 1 g 3 0  Bolzano   1,3     g 0  

       2f f e f 1,8 . g  

    1,3  

            
1 2 1 2 1 2

x x f x f x 2f x 2f x  
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                      
1 2 1 2

2f x f e f 1,8 2f x f 3 f 1,8 g x g x    

 

 f    1, 2    2, 3  

  
1

1, 2    
2

2, 3   
    

    


1

f 2 f 1 4 2
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 
    

    


2

f 3 f 2 6 4
f 2

3 2 1
       

1 2
f f  Rolle f  

   1 2
,     

1 2
,     f 0

f    x . 

     h x f x 5   1,3         h 1 f 1 5 3 0 ,       h 3 f 3 5 1 0  

    h 1 h 3 0  Bolzano  
0

x 1, 3   

     
0 0

h x 0 f x 5  

f  


h  
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 f     0
1,x    0
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 
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x 1,x   
2 0
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 
   

 

 
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  

0

1 0
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f x x 1

x 1 x 1 x 1 f x
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 
   

 

 
      

  

0

2 0

0 0 0 2

f 3 f x 6 5 1 1
f x 3 x

3 x 3 x 3 x f x
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 1   2  
   

     
  0 0
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3 1
x 1 3 x 2
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91.        5f x 3f 2 2f 3    1 .  

 1  x 2              5f 2 3f 2 2f 3 f 2 f 3    2  

 1  x 3               5f 3 3f 2 2f 3 f 2 f 3    3  

 2   3     f 2 f 3  f    2,3  
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1

2,3     
1
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)    f 2 f 3   1     f x f 2     f x f 3 f  
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1
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2

x 3  Fermat    f 2 0    f 3 0 . 

f     2,    ,3

          
1

f 2 f f 3 0  Rolle   
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2
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1
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2

f x 0 f      
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Rolle     
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    
3
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92.       3 3
f x 2f x x 3    1  x  

0
x  :  

     3 3

0 0 0
f x 2f x x 3    2 .  1   2  

            3 3 3 3
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f x f x 2f x 2f x x x  
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x 0
2 2

2f x f x x f x x f x x c c 9  

     2
f x x 9 0   f x 0  f   

  f 0 3   f x 0     f x x 9 , x . 

i.                    
g x g x

f x 2x e g x e g x f x 2x        
g x

f x e g x 2x  

     
g x 2

f x e x .    
 

g x 2
h x e x , x      h x f x . 

h   0,x , x 0 :   
   

      


       
g x g 02

h x h 0 1
h f e x e

x x
. 
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           1 1 8 9 10 2 2 9 10  

     2 2 f 10
        

g x g 021
2 2 e x e 10

x
 

       
          

g x g 0 g x g 02 2 2
2 2x e x e 10x 2 2x x e e 10x x . 

ii.   
1 2
,     

1 2
Rolle  

   
1 2
, :     0       


     

g x 2
x e x 2 f x 2 ,  

        f 2 9 2 5   

 

99.                    x x x
e xf x f x x 1 xf x f x xe e  

     
 

 

 
        

 
2

x
x 0

x x

:x

e f x
x f x e e f x 0 0

x
.  

  


x
e f x

g x
x

.  

 
  



1
e f 1

g 1
1

,  
  



2
e f 2

g 2
2

    g 1 g 2  

 
 

       
 

          

2

2 2

2

e f 21 2 1
f 1 2f 1 f 2 2e 2e f 1 1 e f 2

e 2 e e

       2
e 2f 1 f 2 1 2e   

Rolle       1,2 : g 0         e f e f 1 

   
1

   
1
,    

1
,  

         x x
x xe f x e f x x 1  Rolle    

1
,    

1
, : 

    0 .       x
x e f x             x x x x

xe f x xe f x e f x e f x  1  

              x x
x xe f x f x e f x 1 

                   0 f f e f 0   

 f ,    
0

x ,2 :  

 
     

  


0

f 2 f
f x

2
 

 
 

 



 

 


 
  

  
0

e f 11

fe e
f x

2 2
. 

       


1
0 2 1 2 1 1

2
 

    
  

  
0

f f
f x

2
. 

 

100.             2y 2x 2x 2y
f x y f x e f y e e 1 1   x y 0   

            0
f 0 f 0 f 0 e 1 f 0 0 . 

  1            2y 2x 2x 2y
f x y f x e 2e f y 2e  

x 0           2y 0 2y
f y f 0 e 2e f y 2e         2y 2y

f y e 2f y 2e  

      2y
f y 2f y e        2x

f x 2f x e . 

               2x 2x 2x
f x 2f x e e f x 2e f x 1            2x 2x

e f x x e f x x c . 

    x 0 f 0 c c 0     2x
f x xe . 
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    f     , ,  

   ,   
     

  


f f
f .  

   2x 2x
f x e 2xe       2x 2x 2x

f x 2e 2e 4xe  2x 2x
4e 4xe 0   

  x 0,  

f    

                f f f  

 
   

             
  

               


2 2 2 2 2 2
f f

e 1 2 e 1 2 e 1 2 e e e 1 2

         , 0,  

                2 2 2 2
e 1 2 e e e 1 2 . 

 

101. i. y 1 x 0       
 

 


  
f x 0

f x f x f 1 f 1 1 

ii. 
1

y
x

        
 

         
               

         

1 1 1 1 1 1
f x f x f f 1 f x f f x f 1 f

x x x x x f x
 

iii. f   f x 0       f 1 0 f x 0    x 0,    f 0 0  

  f x 0  x 0  

iv.  
   



 
  

x

f x f
f lim

x



0

h
x x ,  h ,  

   
     

 
 

     
                

    
 


 

0 0 0 0

0 0

00 0
0 0

h h 1
f x f x f x f f x f h 1

f x f x f x

h x hx x x h
x x

 

 
 

 
 

   
 

   
 

       
     

   

0 0 0

0 0 0

11
f h 1f h f 1

f x f x f f x f h f

x h x h x f h
 

     
 

   
 
 

 


  
      

  0

0 0 0

0
x x

0 0 0

f x f x f x f x
lim f f x f

x x x f x f
 

0
x 0 ,  

            xf x f f f x  x 0 . 

                          


1
xf x f f f x xf x f x 2xf x

2
   f x  

 
 

   


     
c 0f x 1

lnf x ln x c f x x
f x 2x

, x 0 . 

 

102.                   x x x x
f x e x 1 e 1 x 1 e xe .  

x 0  
 x

e 0
 x

xe 0   f x 0 . 


        

x 0
x 0 x

x 0 x 0 e e 1 xe x   f x x . 

    0 f x x  x 0 f   0, , op;ote     f x f 0 0  
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        
2

x
h x f x , x 0

2
     



      h x f x x 0 h 0,  

               
2 2

x x
h x h 0 f x 0 f x

2 2
 

    
         

                       

2 2 2

1 1 12

2 2 2 2 2x x x

2 2 2

x 1 1 1
g x 2x 2 x 1 e 2x 1 e 2x 1 1 e 2x f

x x x
.  

  
2

x
0 f x

2
 x 0 x 

2

1

x
  

 

 
 

      
               

     

2

2
2 2

2 2 4 2 4 2

1

1 1 1 1 1 1x
0 f 0 f 0 2x f 2x 0 g x

2x x 2x x 2x x
. 

 

103.     
  


f x

e
f x 0

e e
   1  f  . 

 f   
 


f x

e

e e
 

 f x   
   

  


   



f x

2
f x

ce f x
f x 0

e e

 f  . 

    
                    

 

f 1 f 1 f 1 0

f 1

e e e
f 1 e e e 1 e 1 e e f 1 0

e 1 e 1e e
 

  f x 0  f  

  f x 0 . 

                    
           

f x f x f x
1 e e f x e ef x e f x e ef x e ex  

   
  

f x
ef x e ex c x 1       0

e 0 e e c c 1 e .  

   
   

f x
ef x e ex 1 e    2 .  

       
  

        
f x ef x e 1

2 ex ef x e e 1 x f x
e e

   3 . f    

1 1   f x y    1
x f y  

  
  

y

1 e e 1
f y y

e e
    

  1 x 1 e 1
f x x e

e
. 

 

104.                     


1
x x 2 f x x 2 f x 1 xf x f x

x 2
 

               xf x ln x 2 xf x ln x 2 c  

    


1
f e 2 c 0

e 2
  

 


ln x 2
f x

x
, x 0 . 

  
   

 

  
 

2

x x 2 ln x 2
f x

x x 2
f  

     x x 2 ln x 2 .         g x x x 2 ln x 2 , x 0 . 
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     


       g x ln x 2 0 g 0,      




     
g

x 0 g x g 0 2ln2 0   

   


    f x 0 f 0,   

        
   



  
         

 

f ln x 4 ln x 5
x 2 x 3 f x 2 f x 3

x 2 x 3
 

           
 

         
x 3 x 2

x 3 ln x 4 x 2 ln x 5 ln x 4 ln x 5    
 

  
x 3 x 2

x 4 x 5  

 
 

 
 

       

x

x x

x x x

ln e 2x x
f e ln e 2 x

e e e
.  

     x
h x ln e 2 x , x 0 .      



x x

x

e e
h x 1

e 2

 x
e 


x

2
0

e 2
 



h  0,   

      x 0 h x h 0 ln3  
min

ln3  

 

105.     
 

    
 

3f x 2f f
2

 x , 


x
2

   

 
 

   
 

f f
2

 
 

  
 
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 
 

,
2

, 
 

  
 

,
2

:    f 0  

 f  
 

 
 

,
2

 

 
 
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   
  

 
     
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 h   ,   
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1 1 1
h x 2x 1 1 x 1        h 1 1, h 1 1 

h
C  

 
1

x 1               y h 1 h 1 x 1 y 1 x 1 y x . 
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     2 2
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109. i.     x
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       
1 1

f x g x 1 1
x x
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 
 

 

  

  
        

    

x 11 xln 1
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 
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 

 
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   

2
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2

1 1
1 1 xln 1 1
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1 1x
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   x 0,             
2 2

1 1
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1 1

h x 1 x 1 x 0
x x
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 
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   

  

 
     
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2x 2x

x x

e 2e
lim lim

x 1
 

 . 

                            
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 x  

         2x
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1
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ii.  
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   
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  
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 
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 
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   5 5
f e e 2 0    f x x 0  x e   lnx 1 0  
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 2

2 lnx 1 1
f x 0

4x lnx 1 lnx 1
 f   e, .  

  5 5
A e ,e 2  

 
   
 

5

1 7
y 1 x

44e
 f  

       
        
 

5 5

5

1 7
f x 1 x ... 4f x 7 e 4e 1 x

44e
. 

  
  

  
f x lnx 1

h x 1
x x

.  





 


 

x x

lnx 1 1
lim lim 0

x 2x lnx 1
  




x
lim h x 1 

y 1 
h

C   . 

 

133.     
  


f x

4
f x 0

1 e
 f          

 
    

x x
f A lim f x , lim f x , . 

 f     
 


f x

4
f x

1 e
  

 
   

  


  



f x

2
f x

4e f x
f x 0

1 e

 f   

   f 0 2  
 

             


f 0 f 0 0

f 0

4
2 2 2e 4 e 1 e f 0 0

1 e
 f  

x 0   



 

 

 

 

 540 

             
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g   g  
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g  3,  g  x p . 

            f f 3 0
     

 


f f
3 . 

f     ,     ,  

 
     

  


f f
f     f 3   

     2
3 12 9 3     2

3 12 12 0   
2

3 2 0   

 

135.        5 4 3 2
f x 12x 15x 20x 30x 1821 

                 4 3 2 3 2 2
f x 60x 60x 60x 60x 60x x x x 1 60x x 1 x 1  

 

 

 


 
x
lim f x ,     f 1 1808 0  

    f 0 1821 0 ,  


 
x
lim f x  

 

  f x 0  

  
1

x 0,  

            3 2 3 2
f x 240x 180x 120x 60 60 4x 3x 2x 1  

     3 2
g x 4x 3x 2x 1    

 
   

x x
lim g x , lim g x  

     2
g x 12x 6x 1 0    0   g x 0  

2
x  

  
2

x 1, 0     g 1 2    g 0 1. 

  f x 0    2 2
B x , f x . 

   
1

x 0,    
2

x 1, 0  
1 2

x x . 

 

                 1                 0  

f        

f  

 
   

 


