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44.   z x yi , x,y        2 2 2 2
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 
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 
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   
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 w 2   1  





4w 2
z

w 2
. 


           
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2 4

12ww 16w 16w 12 0 w w w 1 0
3

. 

w i ,  ,  
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 
 
 

1
A ,0

3
, 

     
1 1

w 0 i
3 3
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  z i ,  ,  

   2
x x z x z      2

x x i x i

          
2 22 2 2

x x x 0    1 . 

           
2 22 2 2

f x x x x , x .    f 0 0  

 1     f x f 0 f 
0
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f   
   

  
   

    
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x x
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Fermat  
 

           
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        zz zw zw ww zz zw zw ww     2zw 2zw zw zw  zw . 
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zw                    f 0 g 1 f 1 g 0 0 f 0 g 1 f 1 g 0   

  g x 0    x 0,1  
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
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            
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  

 

1 6143
f 0

4 768
,  

 
  

 

1
f x f

4
 

x   f x 0   f x 0  .  
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 
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  

1
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f x x
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x
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 

   





   
   

      


  
   

  

1

1 2 2

f x y 0

x f y 0

x 2 2f y y y 2 y y2x 2 x 2 y 1 y 1 DLH y 1
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f x 1 y 1 y 1 1 1
lim lim lim lim

e e 3ee e e 2y 1e e
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57.           
 

       
 

2
22 2 2

f x z x 2x lnx 2x lnx , x 0 . 

f  0,     
 

    
1 2x 2 2lnx

f x 2 2 lnx
x x
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 
 

 
    

         
2 2 2

2
2 x 2x 2 2lnx

2x 2 2x 2 2lnx 2 2 2lnxx
f x

x x x
. 

   
             12 2 2lnx

f x 0 0 2 2 2lnx 0 lnx 1 x e
x

 

  1
x 0,e    f x 0 ,  

f   


1
0,e . 

  1
x e ,    f x 0 ,  

f  
1

e , .  

f    1 1
A e ,f e  

                
2 21 1 1 1 1

f e 2e lne 2e 1 2e 1    1 1
A e ,2e 1 . 

 y 2x 1
   1 1

2e 1 2e 1  

  
 

 
2x 2 2lnx

f x
x

 f  

 2x 2 2lnx     g x 2 2 2lnx , x 0 . g 

 0,      
2

g x 2 0
x

g 

 0, x 1       g x g 1 2 2 . 

   2 2 0 1   g x 0   f x 0  f 

1, . 

    2 2 0 1 g 
0

x 1  2 2  

f  

f 1, .  

 
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1    z 1 2 i           iz 1 i 2 i 1 i 2 . 

 i.  z 1 ,  iz 1 .  

 
 

    
 

2
2 22

2
OA z 1 2 1 3 ,      
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       

 

2
222 2
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                 
222 2

AB z 1 iz 1 2 i 1 i 2 2 1 i 2 1  

   
 
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ii.                         

4k
24k 4k2
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58.  zw u                 u lnx xi 1 ei lnx eilnx xi ex lnx ex x elnx i . 

     
  

         
  

zw 2 u 2 u 2
u 2 u 2 u 2 u 2

zw 2 u 2 u 2

        uu 2u 2u 4 uu 2u 2u 4         4u 4u u u u Im u 0

  x elnx 0 .  x elnx 0  

   f x x elnx , x 0       f e e elne e e 0 .  

f  0,     
e

f x 1
x

.           
e e

f x 0 1 0 1 e x
x x

. 

 x 0,e    f x 0 ,  

f  0,e . 

 0 x e      f x f e 0 . 

x e   f x 0 ,  

f e, . 

 x e     f x f e 0 .  

  f x 0       x 0,e e,    f e 0 x e  

      f x 0 x elnx 0 . 

 
 


 

zw i u i

zw i u i

  
  

  
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u i u i

 
 

 
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           u i u i u i u i uu    2
iu iu i  uu    2

iu iu i    2iu 2iu  

         u u u I Re u 0 lnx ex 0    g x lnx ex , x 0 .  

g  0,     
1

g x e
x

  g x 0  g  

 0, .  

   
  

   
x 0 x 0

lim g x lim lnx ex ,    
 

   
x x
lim g x lim lnx ex g 

         
 

     
xx 0

g 0, lim g x , lim g x , .  

g g 

 x 0    g x 0 . 

 
1

x
e

 
  

       11 1 1 1 e i
z ln i lne i 1 i

e e e e e
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         
  

              
 

4k
4k 4k4k 4k 4k2 4k 4ke i
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59.                                
2 2

z iz z iz z iz z iz  
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                                 z z if if i f i f f f  

                        z z f f i f f  
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    

              
 

f f
Im z z 0 f f 0 f f    1  

 
 

   
   

 
    

          
 

2

f x xf x f x f x
f x xf x f x 0 0 0

x xf x
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 
 


f x

g x
x

,     x , g    ,  
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   

 

 
 

2

xf x f x
g x

f x
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 
 

 


f
g ,  

 
 



f
g   1       g g  

Rolle    ,   

 
   

 
     

     
              

2

f f f
g 0 0 f f 0 f

f
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f

C   x         y f f x  

      
 

        


f
f f f   

       f f 0 Rolle    
0

x , :   
0

f x 0 . 

   





           

f

0 0 0
x x f x f x 0 f ,x      f x f 0 . 

   




           

f
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x x f x f x 0 f x ,      f x f 0 . 

 

60.                    
2 2

z w z w z w z w z w z w z w z w  

zz   zw zw ww  zz   zw zw ww       2zw 2zw 0 zw zw 0  

     2Re zw 0 Re zw 0 . 

                             
f x f x f x

zw i 1 1 f x i 1 f x i i 1 f x  

                  
 

f x f x
zw 1 f x i 1 f x i          

f x
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         
f x

g x 1 f x , x           
f 0 0
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 1     g x g 0 g 
0
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f x
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  
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61.                                    
1 2 1 2 1 2
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 
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62.  OAB          
2 2 2
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   
2 2 2

z w z w             zz ww z w z w zz ww zz zw zw ww

    zw zw 0 2Re zw 0 .  

          zw f i f i                f i f f i f  

                 f f i f f  

  Re zw 0         f f 0     1  

) 
f

C     M ,f          y f f x  

 0,0                   f f f f 0 . 

 
 


f x

g x
x

    ,   
    

 
2

xf x f x
g x

x
. 

     
   

 
 

     
 

f f
1 f f 2       g g , 

Rolle    ,    
   

   
   

         
2

f f
g 0 0 f f 0  

)    A ,f  z .         iw i f i if     B ,f  w  

 0,0    
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 
 


OA

f
, 

 
 


OB

f
  2

    


 

f f
   

OA OB
 

OA OB , O,A,B  .  

 

63.                    
2 2

z 2 z 2i z 2 z 2i z 2 z 2 z 2i z 2i  

 zz   2z 2z 4  zz   2iz 2iz 4       2 z z 2i z z    1 . 

 z x yi , x,y  1        2x i 2yi 2x 2y y x , 

z  

 z y x  

         
    

              
   

f f f f f f 2f
2 2

 
 

 
   

 
 

f f
2

f
2

. 

   Re z 0 x 0   y x 0      
 

       
 

f f f f 0
2

 
 

  
 

f f
2

      f f    
 

     
 

f f f
2

f  

 
 
 

,
2

, 
 

  
 

0
x ,

2
 

    
0

f x f . 

 f 1 1

:    


   
1 1

0 0
f x f x  

 
 

     
 

0
x , ,

2
f  

 f 
    

    
   

, , ,
2 2

 

    
    
   

, , ,
2 2

 
   

 
1

,
2

 

 
   

 
2

,
2

 :  
   

    
      

      
 


1

f f f f
2 2

f 2

2

 

 
 

   
 

                            
          
   


2

f f f f
2 2f f f f f

2 2 2 22f

2 2 2

  

   
   

    
      

         
 

1 2

f f f f
2 2

f 2f 2 2 0 . 
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64.  i.     z x f x xi            z x 1 i f x xi 1 i       f x if x xi x  

        f x x i f x x  

        
2

2
z x Re z x 1 i x  

             2 2 2 2
f x x f x x x f x f x x    1  

f  0,   1  

                2f x f x f x 1 f x 2f x 1 1   2    f x 0    2f x 1 0 .  

f   
0

x x  Fermat   
0

f x 0

 2  
0

x x  0 1  

ii.    
 

  


1
2 f x 0

2f x 1
 f  0,  1  x 0   

                2
f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0    f 0 1 0 .  

x 0         f x f 0 f x 0 . 

iii.  1       
 

        
 

2

2 1 1 1 1
f x f x x f x x

4 4 2 4
.  

    
1

g x f x
2

     2 1
g x x 0

4
  

1 1
x

4 4
g  

0,    g x 0  g        
1 1

g 0 f 0 0
2 2

 

  g x 0                
1 1 1 1 1

g x x f x x f x x
4 2 4 4 2

,  x 0,  

iv.             
1 1 1 1

f x y x y x y
4 2 4 2

      2 21 1
x y y x y y

4 4
 

  f 0 0   


 
x
lim f x     f A 0,    1 2

f x x x , 

  1
f

D 0, . 

          
2

4 2 2 4
z x x 1 f x x x 1     2 2 4

f x x x 1 0 .  

      2 2 4
h x f x x x 1, x 0       2

h 1 f 1 1 0  

            z 1 1 i f 1 i 1 i f 1 1    h x h 1  h  

         3
h x 2f x f x 2x 4x Fermat  

   h 1 0           2f 1 f 1 2 4 0 f 1 1.  

f
C  

0
x 1 

              y f 1 f 1 x 1 y 1 1 x 1 y x . 

 

65.   z x yi  x ,  y      2 2 2 2
x y 1  

z  z 1 

 


     


1 2z
w wz 2w 1 2z

z 2


    



1 2w
wz 2z 2w 1 z

w 2
. z 1  
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
     



2 21 2w
1 1 2w w 2

w 2
          1 2w 1 2w w 2 w 2

       1 2w 2w 4ww ww 2w 2w 4     
2

3ww 3 w 1 w 1 

w   

) z 1     2 2 2 2
x y 1 y 1 x        2 2

y 0 1 x 0 1 x 1  

    
     

  

2 22 2 2
2 1 2z z 2z 1 2z z 1

z w z
z 2 z 2 z 2

  


 

2
2

x yi 1

x yi 2
 

 

 

 
      

  
   

2 2
2 2 2 21

x y 1 2xyi x x 1 1 2xyi

x 2 yi x 2 yi

 

 

 


 

2
2

2

4 x 1 xyi

x 2 yi
 

 

 

              
  

    

2
2 2 2 4 2 2 2

1

2 2 22

4 x 1 x y 4 x 2x 1 x 1 x

x 4x 4 1 xx 2 y

 



2
4 1 x

5 4x
  


 



2
1 x

z w 2
5 4x

,    x 1,1 . 

 z w   
 




2
4 1 x

f x
5 4x

,    x 1,1  

  
    

 

 
 

      
  

 

2 2

2 2

2x 5 4x 4 1 x 4 4x 10x 4
f x 4

5 4x 5 4x
.  

        2 1
f x 0 4x 10x 4 0 x

2
  x 2  

f  
1

x
2

 

 
 

   
  

 

1
4 1

1 4
f 1

2 5 2
 

 
max

z w 1 


1

x
2

  1     2 1 3
y 1 y

4 2
. 

 
1 3

z i
2 2

   
1 3

w i
2 2

  
1 3

z i
2 2

, 

 
   

 
   

 

1 3
1 2 i

2 2 1 3
w i

2 21 3
i 2

2 2

. 

 

66.             z f( ) i z f( ) i               Rez Rez f f . 

f    ,

Rolle    ,     f 0 . 

f
C  x x

y 3
f

C   

y 3 . 

 1              1/ 2                   1 

f      

f  
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               
1 1 2 2

w w w w                            
1 1 1 1 2 2 2 2

if if if if  

                        
1 1 1 1 2 2 2 2

if if if if

                   
1 2 1 2

2if 2if f f  

f 
 

 
 

,
2

 
 

 
 

,
2

, 
 

 
 

,
2

 

 
 

 
,

2

 
   

 
1

,
2

  

 
   

 
2

,
2

  
   

    
      

      
 


1

f f f f
2 2

f

2 2

  

 
       

 

          
              

                
   


2 1

f f f f f f f f
2 2 2 2

f f

2 2 2 2

 

f f  


    , .    




              

f

x f x f 0 f ,  

   

 

            

f

x f x f 0 f , f  x . 

 

67.                        2 2
xf x f x x 2x xf x x x xf x x x c ,  c  

 
  


2

x x c
f x

x
, x 0 .    

 
          



2

2 2c
f c c 0 ,  

 
 


2

x x
f x

x
, x 0 . 

  z x yi , x,y

                  
2 22 2

z i z 1 x yi i x yi 1 x y 1 x 1 y  

 2
x  2

y  2y 1  2
x  2x 1 2

y     2y 2x y x . 

    : y x x y 0 . 

 
 

  

   
   

 

2

2 2x x x

f x x x x
lim lim lim 1

x x x
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x 0
 

     
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
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x
, 



 
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
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x
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x 0
 

     
xx 1 1 x 1

x x x x x x
.  

 



x

1
lim 0

x
, 



 
  
 x

1
lim 0

x 




x

x
lim 0

x
  


 

x
lim f x x 0

   y 1x 0 y x
f

C   . 

  
  

   
    

 

2

x 0 x 0 x 0

x x x
lim f x lim lim x 1

x x
 w 3 4i .  

 A 3,4  w z w  

  


     


min 2 2

3 4 1 2
z w d A,

221 1
 

        
2

z w 2 z w 2 2 z w 2 0
2

. 

    


 
u

F u f t dt ,    u ,x ,  x .  

   
   

    


 
       

 
xF x F

,x :F f x f t dt
x

. 

 
 


2

x x
f x

x
,  

  
 

2

2

x x x
f x

x
.      2

x x x x ,  x .  

                      x x x 2x, x x x 2 1 x 1 x 0  


    ,     

          x x 2 1 0 , . 

      
             
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x x 1 0 f x 0 f ,  

                    x f f f x f f x  

            


            
x
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x f x f x x x f t dt f x x . 
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

   2
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lim x  
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x

x
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68.         
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 

    
 
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 
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 Rolle    ,  

 
   

   
   

        
2

f f
h 0 0 f f    2  

f
C     M ,f          y f f x  

                  0 f f f f  

 2 . 
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 


    


f
1 1 f . f  

   ,      ,    
      

    
 

f f
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  f x 1   ,  

 

69.  
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                   
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         f f 2 f 1      
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e e e e 1 e 1 e 1
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70.  x 0         z 1f 0 z i f 2 z 1    1    

x 2         z 1f 2 z i f 0 z 1    2 .  

 1 ,  2  

               z 1f 0 z i f 2 z 1f 2 z i f 0 0

             f 0 z 1 z i f 2 z 1 z i 0            z 1 z i f 0 f 2 0   z 1 z i  

   f 0 f 2 . f  0 2     f 0 f 2 , 

  z 1 z i . 

                   
2 2

z 1 z i z 1 z i z 1 z 1 z i z i  

             zz z z 1 zz iz iz 1 z z i z z            2Re z i 2Im z i Re z Im z  

)   z 1 z i          z 1f x z i f 2 x z 1   

                z 1f x z 1f 2 x z 1 f x f 2 x 1. 
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f : x 1. 

 f      f x f 2 x 1  

        
2 2 2

0 0 0
f x dx f 2 x dx 1dx 2    3  2 x u   dx du x 0  

u 2 x 2  u 0   3   

               
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f x dx f u du 2 f x dx f x dx 2       

2 2
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x
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F x f t dt   

  x,x 1   x,x 1  

 

 
   
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 

       
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x 1 x
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 
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   x x 1 f 

         f x f f x 1      


  
x 1

x
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      
x

0
g x f t dt 2x 1,   x 0,2 . f   0,2 g  
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2
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g 2 f t dt 4 1 4 0     g 0 g 1 0
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             
2 2 2 2

2f 2 1 2f 2 1 0 .  

     
x

2

0
h x 2 f t dt x x ,   x 0,2 f   0,2  h 

      h x 2f x 2x 1 h   0,2 . 

  h 0 0            
2

2

0
h x 2 f t dt 2 2 2 1 4 2 0    h 0 h 2 , 

Rolle   
2

0,2     
2

h 0     
2 2

2f 2 1. 

 

71.       
 

           
 

z 1 z 1
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zz    z z 1 zz          z z 1 2z 2z z z z  

   Im z 0   lnx x 1 0 . 

  lnx x 1 0  

    f x lnx x 1, x 0      f 1 ln1 1 1 0 . 
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x

f 
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73.           
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    4 4x
f x 4x e , x 0   
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75.     x x
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                                               

2

zw f x if x f x if x f x f x f x f x i f x f x f x   

              
2

zw Im zw 0 f x f x f x 0 .  

,         
2

f x f x f x 0    , . 

     g x f x f x ,     x , . g    ,  

  ,             
2

g x f x f x f x

         g f f 0 ,          g f f 0       g g

Rolle              
2

g x 0 f x f x f x 0    , . 

 y x w 

 

                              x x
Re w Im w f x f x f x f x 0 e f x e f x 0   

         x x
e f x 0 e f x c ,         x x

1
c f x ce f x ce c , 

1
c . 

      f f 0
  

1
ce c 0  

  
1

ce c 0  

      c e e 0 c 0  
1

c 0   f x 0  x  

f  

 

78.         
2 2

w z w z w z w z           w z w z w z w z  

        ww zw zw zz ww zw zw zz    2 zw zw 0

       2 2Re zw 0 Re zw 0  

            2 2
zw if if                 2 2 2 2

f i f i f f  

                   2 2 2 2
f f i f f  

                      2 2 2 2
Re zw 0 f f 0 f f 0 . f  

   ,  Bolzano    ,    f 0 . 

          f f f       1
,       

1
f f . 

 f  
 2

t f t
e  

   


 

2x t f t
f x e dt       

2
x f x

f x e 0  f       , . 

 

79.                  
2

z w f x i x 3i f x x 4i f x x 16 . 

      
2

g x f x x 16 , x . g   

 
     

  

 
 

 
2

2 f x x f x 1
g x

2 f x x 16

 x 1,  Fermat 

    
2

g 1 0
      f 1 1 f 1 1

2   
 

 
2

0

f 1 1 16

 
 

 
  

f 1 1
0 f 1 1

17
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              y f 1 f 1 x 1 y 2 x 1 y x 1.  

)        
x 2

1
3 f t 1 z w 16 dt 0  x 1  

                
  

xx 2 3

1 1

3 f t 1 f t t dt 0 f t t 0  

                    
3 3

f x x f 1 1 0 f x x 1 f x x 1    f x x 1, x 1. 

) i.     f 0 f 1 2  f    0,1  Rolle  

  0,1     f 0 .  

  0 x  

f            f x f f x 0



f    0,  

  x 1           f x f f x 0  
f    ,1  f  

  
0

x 0,1 . 

ii. f    0,1   
f

C   

 y x 1 


0

x 1    f x x 1. 

iii.           f x x 1 f x x 1 0    

                 
1 1 1

0 0 0
f x x 1 dx 0 f x dx x 1 dx

   
 

       
 

 

1
2

1 11

00 0
0

x 3
f x dx x f x dx

2 2
. 

 

80.  f    0,x    0,x   

 
     

   
f x f 0 f x

f
x x

.   0 x  
f           f 0 f f x , 

 
                

f x
f x f x xf x xf x f x 0

x
. 

 x 0           f x f 0 f x 0 , f  0, . 

) i. f           f z i f z 1 z i z 1  

             
22 2

z i z 1 z i z i z 2 z 1  

 zz   iz iz 1  zz  2 z 1     i z z 2 z      2 2 2 2
i2yi 2 x y y x y , 

 y 0     2 2 2 2
y x y x 0 , x 0 . z 

Oy  y 0 .  

ii.      5f z 3 z 3 f 5  
   




f z 3 f 5

z 3 5
   1 .  

 
 


f x

g x
x

  
    

  
2

xf x f x
g x 0

x
 

, g    1 1.  
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 1      g z 3 g 5   z 3 5 , z  

   
2 2

x 3 y 25   Oy . 

     


 

2 2
x 3 y 25

x 0
   2 2

9 y 25 y 16 , y 4   y 4  . 

z 4i . 

 

 


