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180.  
 4

1

1 t
    


x

40

1
f x dt

1 t
  

    
 4

1
f x 0

1 x
 

f  . 

 
 


 



3

2
4

4x
f x

1 x

     f x 0 x 0 .  

f   ,0  0,  

 0,0 . 

 f    1,2    1,2   

 
   

       
       

2 1 2

4 4 4 4 40 0 1

f 2 f 1 1 1 1 1 1
f dt dt dt

2 1 1 1 t 1 t 1 1 t
   1 . 

          4 4
1 2 1 16 2 1 17  

4

1 1 1

2 171
,  

 1   


2

41

1 1 1
dt

17 21 t
. 

   f 0 0    f 0 1 
f

C  
0

x 0   

       y f 0 f 0 x 0      y 0 1 x 0 y x  

 
f   x 0         f x f 0 f x 0   f x 0   

  x 2,4 f   0,  

f
C  x 0    f x x  

x 0 x 0     f x x 2

  
4

2
E f x dx  2   

 
     

 
 

4
2

4 4

2 2
2

x
f x dx xdx E E 6

2
. 

 

181.   x y 1,           f 1 f 1 f 1 f 1 0 . 

 
         

 
    

   

   
    

    
 

22 2

y 1 y 1 y 1

f x y 1f xy f x x f y y f x f x f y
lim lim lim x

xy x x y 1 y 1 x y 1
 

 
   

   
f x 2f x

xf 1 2 x
x x

.  

  
           

  

 
    

 

0

0

x x h
0 0 0 0

0 0
x x h 1 h 1

0 0 0 0

f x f x f x h f x 2f x
f x lim lim x

x x x h x x
  

 
 

         2
2f x

f x x xf x 2f x x
x

 x 0       2 3
x f x 2xf x x . 

     
 

               
 

2 f 1 0

4 2 2

x f x 2xf x f x f x1
lnx lnx c c 0

xx x x
    2

f x x lnx . 

x  0 

f      

f      

f  
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  1 : 

   


 
   

       
   

 
3 3

1 1
1

x x 1
E f x dx lnx dx lnx

3 3 x

3
x


   

   
 


2 3 3

1
1

ln x
dx

3 3 3

 
     

  

33 3 ln 1 1ln 1
E

3 3
.  

 
 

  
   

3
ln 1 1

lim E lim
3

. 

 

182.              f g x g x f g x g x 0    1  

       h x f g x g x , x            h 3 f g 3 g 3 f 0 0 , 

 1     h x h 3 h 
0

x 3 . 


0

x 3  h h  

             h x f g x g x g x  Fermat 

   h 3 0                     f g 3 g 3 g 3 0 g 3 f 0 1 0    2 . 

     f x g x 0  f x   g x    g 3 0   2   

       f 0 1 0 f 0 1. 

  x 1,2
 

        
 

f 1821 1
0 f 1821 x 2 x 1 0

x 1 x 2
.  

       g x f 1821 x 2 x 1,   x 1,2 . 

           g 1 f 1821 1 2 1 1 f 1821            g 2 f 1821 2 2 2 1 1 0 . 

     f x g x 0   f x 0 f   

   f 0 1 0   f x 0  x f 

1821 0     f 1821 f 0 0   g 1 0      g 1 g 2 0 . 

g   1,2  Bolzano

         g x 0 f 1821 x 2 x 1 0  1,2

 
 

 

f 1821 1
0

x 1 x 2
  1,2 . 

    


   

f

x 0 f x f 0 0 . 

f x 1   
1

0
E f x dx

  
1

0
f x dx 1821.     

x

0
F x f t dt ,   x 0,1 . f   0,1 F 

  0,1      F x f x

   0,1  

 
   

     


        
 

1

0

F 1 F 0
F f f t dt f 1821

1 0
. 

  0 1 f         f f 1 1821 f 1 . 

 f x 0      f x f 0 0  

x 0     f x f 0 0 .      f x g x 0    f x 0   g x 0 g 
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x 3     g x g 3 0 x 3  

    g x g 3 0 . 

    
3

0
2xg x dx   3       

3

0
2xg x dx x 6 g x ,  

   x 6 g x  3   

            
3 3

2

0 0
2x x 6 dx 2 x 2x 12x dx  

 
               
 

3

2 3 2

0

2
x x 6x 9 18 54 8 72 9

3
.  

       g x 9 x 6 x 3 . 

 

183.  xt u xdt du t 0  u 0  t 1 u x .  

 
     

       
1 1 x

2

2 2 20 0 0

2t 2xt 2u
f x x dt 1 xdt 1 du 1

3f xt 3f xt 3f u
. 

f   f x 0  x f 

 
 

   
0

20

2u
f 0 du 1 1 0

3f u
  f x 0  x . 

 f 
 

x

20

2u
du

3f u
 g  

 
 

      2

2

2x
f x 3f x f x 2x

3f x
        

   3 2 3 2
f x x f x x c , 

c   f 0 1 c 1        
33 2 2

f x x 1 f x x 1 , x . 

 
 

  

         
    
 
 

2 3 32 2 2 2

x 0 x 0 x 0

f x x 1 x 1 x 1 x 1 1 x 1 1
lim lim lim

x x x x
  

   

 

  
 

  
          

    
         

  

2
3 3 32 2 2

2 2

2x 0 2
3 32 2

x 1 1 x 1 x 1 1 x 1 1 x 1 1
lim

x x 1 1x x 1 x 1 1

 

 

 

 
 

 
    
   
         

  

3 2
3 2 2

2x 0 2
3 32 2

x 1 1 x 1 1
lim

x x 1 1x x 1 x 1 1

 

   

 
 

   
   
         

  

2 2

2x 0 2
3 32 2

x 1 1 x 1 1
lim

x x 1 1x x 1 x 1 1

 

   

 
 
   
         
  

2x 0 2
3 32 2

x x
lim 0

x 1 1x 1 x 1 1
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     
u

0
F u f t dt ,   u 0,x , x 0 F   0,x F 

    F u f u

  0,x  

 
   

     


         
  

x x
23

0 0

F x F 0 1 1
F f f t dt 1 f t dt

x 0 x x
. 

                 
32 2 2 2 2 230 x 0 x 1 1 x 1 1 1 x 1  

           
x x

3 32 2

0 0

1
1 f t dt x 1 x f t dt x x 1

x
.  


 

x
lim x  


 

x

0x
lim f t dt . 

  
         



 

    
        

x 0 x x x

x x 0 0 0

t t t t t
g x dt dt dt dt dt

f t f t f t f t f t
.  

 
t

f t  



x

0

t
dt

f t
 

 

 


x

0

t
dt

f t
 

g   

 
 

 
 

 
 

              
    

3 3 32 2 2 2
3

xx x x x x
g x x 0

f x f x x 1 x 1 x 1x 1

   1
g x c , 


1

c  
 


 
0

0

t
g 0 dt 0

f t
  g x 0  x . 

 

184.   
 

  
0

0

t
f 0 dt 1 1

f t
. 

)   f x 0  x  f f 

   f 0 1 0    f x 0  x . 

 
 
t

f t
  f 

   
   

 
      

 


x

0

t x
f x dt 1

f t f x
     f x f x x  

     2f x f x 2x      
 2 2

f x x    2 2
f x x c , c .  

x 0      2
f 0 c c 1    2 2

f x x 1   f x 0   x  

   2
f x x 1, x . 

 x             
2 2

f x x 1 x 1 f x f  

   
 

  
0 0

f x dx f x dx .  x u  dx du x 0  u 0

 x   u .          
 

  
         

0 0 0

0 0
f x dx f x dx f u du f u du f x dx . 
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185.  
f

C   

   
1

f x  
f

C     
2

f x     
1 2

f x f x . 

   
   



2 1

AB

2 1

f x f x

x x
.  

   
   

  


2 1

1 2

2 1

f x f x
f x f x

x x
 (3). 

 f   1 2
x ,x   1 2

x ,x         3 2
f x 4x 6 x 6 x 1, 

 
1 2

x ,x   
   

  


2 1

2 1

f x f x
f

x x
. 

         
1 2

f x f x f . f   1
x ,  ,   2

,x  

 1
x ,   

2
,x             2 2

f x 12x 12 x 6 6 2x 2 x . 

Rolle    
1 1

x ,     
2 2

,x     
1

f 0  

   
2

f 0 f  f

f   

  0          2 2 2
4 8 0 4 8 2 . 

                   
2 2 22

11 1 1

x x xx

xx x x
xf x dx x f x dx xf x f x dx  

               
 

               
2 2

11

3
x x

2 2 1 1 2 2 1 1 2 1xx
xf x dx x f x x f x f x x f x x f x f x f x 0 . 

 

186.        
x x x

t x x t x t

1 1 1
f x e lntdt e e lntdt e e lntdt . 

     


       
x x

x t x t x x 2x

1 1
f x e e lntdt e e lntdt e e lnx f x e lnx       2x

f x f x e lnx . 

          2x
f x f x e lnx        2x 2x 1

f x f x 2e lnx e
x

 

         2x 2x 2x 1
f x f x e lnx 2e lnx e

x
 

        2x 2x 2x 1
f x f x e lnx 2e lnx e

x
 

   
 

      
 

2x 2x 2x1 1
f x f x 3e lnx e e 3lnx

x x
. 

 t 1   t
lnt 0 e lnt 0  

x
t

1
e lntdt 0    

x
x t

1
e e lntdt 0 f x 0 . 

      2x
f x f x e lnx   f x 0 x 1 f 

1, . 

             
           

 

2x

2x 2x 2xe 1
g x f x f x e f x 2e lnx f x e lnx

x x
. 

  g x 0    x 1,e  g   1,e   
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   
 

       
 

   
e e e e

1 1 1 1

1 1
E g x dx 2lnx dx 2 lnxdx dx

x x
 

                 
e ee e

1 11 1

1
E 2 lnx x dx lnx 2 xlnx 2 xdx lne ln1

x
 

           
e

1
E 2e 2 x 1 2e 2e 2 1 3  

 

187.      x
f x x e 1, x       x

f x 1 e 0  f   

   
 

    x

x x
lim f x lim x e 1     

 
    x

x x
lim f x lim x e 1  

f     
 

 
x x

f A lim , lim . 

 f  1 1 
1

f . 

 f  
      1

f x f x   

          x x
f x x x e 1 x e 1 x 0 1f f

C ,C  

 0,0     x
f x x e 1 0  x 0 . 

1f f
C , C  y x  

f
C  y x    0,e  1

f
C  

y x  

                
e e e

1 1

0 0 0
E f x f x dx f x dx f x dx . 

      1
f x u x f u   dx f u du  x 0   

   f u f 0  u 0  x e       f u e f 1  u 1 :  

                         
e 1 e 11

x

00 0 0 0
E f x dx uf u du x e 1 dx uf u f u du  

   
 

             
 



e
2

ee ex 4

00 0
0

x
e x f 1 u e 1 du

2

    
2

ee
e 1 e e

2
 

1
e

2
     

2

ee 5
1 1 e e

2 2
. 

 
               

g x g x lnx
e g x x lnx e g x 1 e lnx 1. 

    f g x f lnx  f  1 1   g x lnx , x 0 .  

  
 

 
x 1

G x dt
g t

 
 
1

g x
  

 
  

1 1
G x

g x lnx
. 

G    x,x 1     x,x 1  

 
   

     

 

 

 
       

     
x 1 x x 1

x

G x 1 G x 1 1 1 1 1
G dt dt dt

x 1 x ln g t g t ln g t
 

 
 

            
 

1 1 1
x x 1 lnx ln ln x 1

lnx ln ln x 1
 

     



 
 

x 1

x

1 1 1
dt

g x 1 g t g x
. 
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  g    e,    
0

x e,   

 
        

   
 

0

0

g g e g 11
g x

e x e
      


0

0

1 1 1
0 e x

e x
  

   
 
          

 

e e
1 g 1 1 g 2

e e
. 

 

188. i. x 0                 f 0 f 0 0 f 0 1 0 f 0 0  

ii. 
0

x    0
f x 0   1  

0
x x   

              
0 0 0 0 0 0

f x f x x f x 0 x x 0    f 0 0    

  f x 0  x  f   

   f 0 1 0    f x 0  x .  

 i.  
       

 

    
 

2

f x f x f x f x
h x

f x
.  

     f x f x x  x   

     f x f x x   1  
 
 

 
  

    
2

x x
h x 0 h x c

f x
. 

ii.  
 
 

 
f 0

h 0 1
f 0

          h x 1 f x f x   2  1 ,  2   

                       2 2 2 2
f x f x x 2f x f x 2x f x x f x x c . 

x 0 c 1   f x 0    2
f x x 1, x . 

              
  

 
33 3

2 2

0 02 0

x
E dx x 1 dx x 1 2 1 1

x 1
. 

  2     
 

  
0 0

f x dx f x dx .  

 x u  dx du   x 0 u 0    x u .  

       


  
      

0 0 0

0
f u du f x dx f x dx f x dx . 

     
x

0
g x f t dt , x     

    g x f x 0 g .     x
h x e x 1, x . 

   x
h x e 1 x 0    

    h x 0 h 0, x 0  

  


     h x 0 h ,0 h x 0  

       


           

g

x x x
h x h 0 e x 1 0 e x 1 g e g x 1    



 
x

e x 1

0 0
f t dt f t dt . 

 

189.    
      2

f x 3x 1 0 f f  1 1. 

         
 

    
x x

f A lim f x , lim f x , . 
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 x y        x y f x f y 0 . x y    x,y

  x,y :  
        

      
 

2
f x f y f x f y

f 3 1
x y x y

.  

   
   


          



2 2
f x f y

3 1 3 1 1 f x f y x y
x y

   1  

x y  1
f x  y 

 1
f y :                       1 1 1 1

f f x f f y f x f y x y f x f y    2 .  

 1 ,  2              1 1
f x f y x y f x f y . x y . 

 
0

y x         1 1

0 0
f x f x x x  

          1 1

0 0 0
x x f x f x x x             1 1 1

0 0 0 0
f x x x f x f x x x .  

    




0

1 1

0
x x
lim f x f x . 

    


 


 

1
f

1 1

x 2
lim f x f 2 0    f 0 2    1

f 2 0  

   
 

   
 

 

  

    

    

    
     

       

1 1 1 1 1

1 1 1x 2 x 2 x 2

f x f x f x f x f x
lim lim lim

x 2 x 2f x f x f f x 2
 

   1
f x  


1

x 2
lim f x 0  0 . 

 
 



  

      
                

1

3x 2 0 0

f x
lim lim lim

x 2 f 2 

 


0
lim

  

 
    
  
 

2
1 1 1

1
. 

                             1 1 1
f 2 0 f 2 f f f 2 f 2 . 

      h x f 2x x ,   x 0,2 h   0,2  

         h 2 f 4 2 68 0 ,      h 0 f 0 2 0

   0,2           1
h 0 f 2 0 . 

              3 3
h x f 2x x 8x 2x 2 x 8x 3x 2  

 


        
2

h x 24x 3 0 h 0,2  

     3
f x x x 2 0    x 2,4      1

f x x f x    x 2,4 . 

                 
4 4 4

1 1

2 2 2
E f x f x dx f x dx f x dx .  

      1
f x u x f u   dx f u du .  

        x 2 f u 2 f 0 u 0          x 4 f u 4 f 1 u 1.  

        
 

            
 

  

4
4 2

4 1 1
3 2

2 0 0
2

x x 273
E x x 2 dx uf u du 2x u 3u 1 du ...

4 2 4
. 

 

190.              
2

f x f x f x 1   1 f    
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 0,8  f   0,8   0,8    f 0 . 

 1   x       
2

f 1 f  

   f 4 4 0    f x 0   x 0,8 . 

                       1
1 f x f x x f x f x x c x 4  c 4   

                      2 2
f x f x 4 x 2f x f x 8 2x f x 8x x     2 2

2
f x 8x x c   

x 4      
2 2

16 32 16 c c 0 ,    2 2
f x 8x x    f x 0  

    2
f x 8x x . 

          2 2 2
f x y 8x x y 8x x y         

22 2 2
x y 8x 16 16 x 4 y 16 , 

y 0  f  

x x  

 K 4,0    4

f
C     AB 2 AB 8 . 

  
4

2

0
I 8x x dx   


  

2
4

I 4
4

. 

   f x 0   4 x 0    x 0,4    g x 0    x 0,4 .  

                 
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2 x 2x
x f x 2x 2x 2x

x 1x 1
      f x 2x x . 
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 
         
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p p 0
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        


               
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 
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    

p
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p
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



3

2

x x

x 1
           , 1 1,1 1,    3 1,   

  
h

A 1,   
    

    
  

 

t2 2 2
t t

23 3
3

x x 1 x t 9
h t dx xdx

2 2x 1
.  


    

2

2t 9
8 t 25 t 5

2
  t 5  t 5 . 

196.  x   

                      x x x x
f x f x 4xe f x f x 4xe f x e f x e 4x  

            
      x 2 x 2 2 x

f x e 2x f x e 2x c f x 2x c e . 

x 0  c 0     2 x
f x 2x e  

 f    

  x 0,  
 

 
 

  x

x x

f x
lim lim 2xe

x
 

f
C  

   x ,0   

     

 
 
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       
     



2

2 x x
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2x 4x 4
lim f x lim 2x e lim lim lim lim 4e 0
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y 0   .  

       x
f x 2e x x 2  

 x 2  x 0    
      f x 0 f , 2   0, . 
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

      f x 0 f 2,0 . 

f    x 2      2
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1 0
. 
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  

x 2 u

x u u
lim f x 2 lim f u 0  

  



x

x 2x
lim f t dt 0 . 

 

197.   


 
x
lim f x  

 


 
x

f x
lim

x
,  

 
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     
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       
  

1 x x 1 4
f x f x 1 1 x

2 2 2 2
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 

   


   

1

2

1 1DLH
2 2

1 1
lim 1 e lim lim 0

e e

. 

 

198.  
 

 


 


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2
2

4 4 x
f x

x 4
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 
 
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x 4
  



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lim f x 0 .  
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f
C . 

i. 
 

  

    
         
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 
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
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
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 
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   
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2 2

2 2

y x y 4 y x y 4 y x
ln ln

2 2 2x 4 x 4
. 
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 x 2 .  

    f x 1   x    
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2

f x 1 0     f x 1  x 2 . 
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1 2
x x 2 . 
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199. i.                       2 2 2
f x 2f x 6f x 9 f x f x f x 6f x 9  
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f x f x f x 3 0      x ,  f       , . 
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
f                         f f f 3f 2f 0 f 0  
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   
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 
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       
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  f 2                 f x f 2 2f x 4 2f x 3 1 0  

           f x 2f x 2f x 3 0    f x 0 f   

   1 1
A x ,f x ,   2 2

B x ,f x    3 3
  

1 2 3
x x x   

AB//B  
        


 

2 1 3 2

2 1 3 2

f x f x f x f x

x x x x
   2 . 



 

 

 

 

 593 
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200.            f x f x x 2f x f x 2x          
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x 1
 

     
 

  
3

1 1 1
2 2 2

1
0 0 02 2

x x
I dx x dx x x 1 dx

x 1 x 1

    
   

1 1
2 2 2

00

x x 1 2x x 1dx  

     
1

2 2

0
2 x 1 x 1dx

 
 

 
   

       
  

 

1

3 2
2 1

3
2

0

0

x 1 2 2 2
2 2 x 1

3 3 3

2

. 

ii. 
   


 




    


  

2 1
1 1 1

2 2 2

0 0 02

x x
I dx x dx x x 1 dx

f x x 1
 

           
    

1 1 1
2 2 2 1 2 2 1

0 00

x x 1 2 x x 1dx 2 2 x f x dx . 

iii.   2      
1

3 2

2
0

I 2 4 x x 1dx .  

    2 2
x 1 u x u 1 2xdx du   

 

    
1

2 2

2
0

I 2 2 x x 1 2xdx         
2 2 2

3 2 1 2

1 1 1
2 2 u 1 udu 2 2 u du 2 u du  

x  0  1 

u  1 2  

 

x               0               

f      

f  
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   
   

                   
   
   

2 2

5 5

2 22 2
5 3

1 1

1 1

4 4 4 4
2 2 2 2 4 4

5 3 5 3

2 2

 

    
     

4 4 7 2 8
2 4 2 1 2 2 1

5 3 15
. 

 

201.  
 

 
       


        



2 2

2

xf x 9 1
2xf x 18 2 f x f x 2xf x 16

22 f x
 

             
22 2 2 2

f x 2xf x x x 16 f x x x 16 .  

     x f x x      2 2
x x 16 0    x 0    

      0 f 0 4 0    x 0  

         2 2
x x 16 f x x x 16  

i.         2
h x lnf x ln x x 16 .  

x ,       2 2
x x 16 x x x x 0  

h
A . 

ii.  
 
 

  
       

    
2 2 2

f x 1 2x 1
h x 1 0

f x x x 16 2 x 16 x 16
 h  


  

 

   
 

            

y
e x 0

2 y 2 2 y
y h x ln x x 16 e x x 16 x 16 e x ,  


        

2y

2 2y y 2 y 2y

y

e 16
x 16 e 2xe x 2xe e 16 x

2e
   


2x

1

x

e 16
h x

2e
. 


      

2y

y y 2y

y

e 16
e x 0 e e 16

2e
  

  


2x

1

x

e 16
h x

2e
, x . 

                   


 
3 3 3

1 00 02

1
I dx h x dx h x h 3 h 0

x 16
      lnf 3 lnf 0 ln8 ln4 ln2 .  

 


    
  

  
2 2

3 3 3

2 1
0 0 02 2 2

x 1 x 16
I 16I dx 16 dx dx

x 16 x 16 x 16
 

3
2

3
0

x 16 dx I . 

           
   

  
33 3 3

2 2 2

3
0 0 0 20

x
I x 16 dx x x 16 dx x x 16 dx

x 16
 

       



2

3

3 2 3 2
0 2

x
15 dx I 15 I I I 15

x 16
. 

 
  


   

2 3

2 3 1

I I 15

I I 16I

 

  

2 3

2 3

I I 15

I I 16ln2
,  

2

15
I 8ln2

2
  

3

15
I 8ln2

2
. 

 

202.                     f x x f x 1 x 2 f x x f x 1 2x     
   

  
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    
2 2

f x x x c x 0  c 1     
2 2

f x x x 1.  

     x f x x ,     2 2
x x 1 0   x 0    

      0 f 0 1 0    x 0  

               2 2 2
x x 1 f x x x 1 f x x 1 x , x . 

 x           2 2
f x x 1 x x x x x 0    f x 0  x . 

   x 0,                   f x f x f x f x f x f x .  

 
 

    
   

2 2

2

2 2

x 1 x 1
f x x 1 x

x 1 x x 1 x
 

 
  

  
  

   
 

2x x x

2

1 1
lim f x lim lim 0

1x 1 x
x 1 1

x

,  

   


 
x
lim f x 0 . 

 f    
  

     
  

2

2 2 2

f x2x x x 1
f x 1 0

2 x 1 1 x x 1
   3 . 

f  


   1 1,  

 
  

              
y 0 y x 0

2 2 2 2 2
f x y y x 1 x y x x 1 y 2xy x x 1   2

2xy 1 y


 

2
1 y

x
2y

. 
 

      
2 2

1 y y 1
y x 0 y 0 0

2y y
   y f x 0 . 

  


2

1 1 y
f y

2y
, y 0    


2

1 1 x
f x

2x
, x 0 . 

  3
 
 


  

2

f x 1

f x x 1
.  

 
 

 
 

 
    


  

0 0 2 2

2 2 2 2 02

f x f x1
I dx dx dx

f x f xx 1
    

2 2

0
lnf x  

      lnf 2 2 ln1 ln 3 2 2 . 

 

203.              
2 2 22 2 2

0 0
I f x dx f x dx f 0 f 2    1 ,  

                     
2 2 2 222

0 0 0 0
I f x dx f x dx 2f x f x dx 2f x f x dx  

                       
2 222 2

0 0
f x f x 2f x f x dx f x dx  

           
2 22 2

00
f x f x dx f x             

2 2 2 2

0
f x f x dx f 2 f 0  

                
2 22 2

0 0
I f x f x dx I f x f x dx 0 . 

     
2

f x f x 0    x 0,2    0
x 0,2  

    
0 0

f x f x 0       
2 2

0
f x f x dx 0    
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    f x f x 0    2    x 0,2  

       
 

             
2

2 2 22

0 0 0
f x dx f x f x dx f x f x dx  

   
 

    
 

      
  



2
2

2
2 2

0

0

f x 1
f x f x dx f 0 f 2

2 2
   3 . 

 1   3  

              
2

2 2 2 2 2

0

1
f x dx f 0 f 2 f 0 f 2

2
       

2
2 2 2

0

1
f x dx f 0 f 2

2
   4 . 

 3   4              
2 2 22 2 2

0 0

1
f x dx f x dx f 0 f 2

2
 

              

x
e

x x
f x f x 0 e f x e f x 0     

  x x
e f x 0 e f x c .  

x 1  2
c e ,       x 2 2 x

e f x e f x e ,   x 0,2 . 

 

204.  
 

   




 0

f x
I dx

f x f x
 u x   dx du   

 
   

 
 

   
 

   

 



  
   

       
0

0 0

f u f u f x
I du du dx

f u f u f u f u f x f x
. 

i.  
    
            

   
f x f x x x x x 0

2 2
 

 
 
 

x 0,
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 

   

 

  

 
 

  
   

      
      

   

  2 2 2
1

0 0 0

f x
f xx 2

I dx dx dx
x x

f x f x f x f x
2 2

 




 
  2

3
0

x
dx I

x x
,  

1 3
I I    

   
    

     
        2 2 2 2

1 3
0 0 0 0

x x x x
I I dx dx dx 1dx

x x x x x x 2
,  

 
  

1 1
2I I

2 4
. 

ii.                f x h x f x h x f x h x ,   

                x h x x h x x h x  

          x h x x x h x
 
 

 

 

h x x

h x x x
.  

 
 

   
   

  2 2
2 1

0 0
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. 

iii.   

 
 
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   
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0
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    x lnh x  
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205.  
 

  
  

    
x 0 x

t t tx x 0

t t t
I dt dt dt

1 e 1 e 1 e
.  





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0

1 tx

t
I dt

1 e
  t u   dt du   

 
 

    
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   
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u
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1

e
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   
          

     
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1

3 3 3 3
2f x 3f x 2x 3x x 4 2x 3x 2x 2x 4 0  

        2
x 1 2x 2x 4 0 x 1,   2

2x 2x 4 0      0 , 

1

f f
C ,C   1,1 . 

  1  x 0       
 

    


3

2

4
27 0 3f 0 4 f 0 0

27 0 3
  x 5  

     
 


        
 

3

2

1
27 5 3f 5 1 f 5 0

2f 5 3
. f    5,0  

      f 0 f 5 0  Bolzano 

  5,0    f 0 . 

  


 
1

4
I f x dx       1

u f x x f u     
 1

dx f u du  

  2
dx 6u 3 du  x 4        1 1

f u 4 f 0  u 0    x 1 

 u 1. 

   
   

           
   

 

1 1
4 2

1 1
2 3

0 0
0 0

u u 6 3
I u 6u 3 du u 6u 3u du 6 3 3

4 2 4 2
. 

 

211.               
                 

 

x x
2

x

1

1 e e
f x f x f x e f x f x f x f x c

2 2 2
,  

x 0   
1

1
c

2
, 

            
          

x

x 2 xe 1
f x f x 2f x f x e 1 f x e x

2
    2 x

2
f x e x c .  

x 0  
2

c 0    2 x
f x e x . 
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    x
h x e x     x

h x e 1   

x      h x h 0 1, 

  h x 0 .     2 x
f x e x 0  

f  f   

   f 0 1 0    f x 0 ,  

   x
f x e x . 

 
   




2

xln3

f x f x
I dx

e 1
, x 0            

2
x1

f x f x e f x
2

  


 


x

x

e 1
f x

2 e x
. 

 
 
 




    
    

      

2
x

x
2

x
x x x

2 2 2 2

x x x xln3 ln3 ln3 ln3

e 11
1 e

e f x 2 4 e x 1 e 1 e 12I dx dx dx dx
2 4e 1 e 1 e 1 e x

 

       
   

2 2
x x

ln3 ln3

1 1
ln e 1 ln e x

2 4
 

           2 21 1 1 1
ln e 1 ln2 ln e 2 ln 3 ln3

2 2 4 4
. 

 

212.   f t       
x

0
F x f t dt   

    F x f x  f     
 F x   F  . 

   
x

0
G x g t dt       G x g x   g x  



    


 G x   G  .  

       h x F x G x    0,   

              h x F x G x f x g x         h 0 F 0 G 0 0 , 

          h F G 0 , Rolle   0,   

           h 0 f g . 

  
 

 
F x

x
x

  0,  

 
          

  
2 2

F x x F x xf x F x
x

x x
.  

F    0,x    
1

0,x  

 
   

 
 

     
1 1

F x F 0 F x
F f

x x
.  

 
1

x  f  

   
 

                 
1

F x
f f x f x xf x F x xf x F x 0

x
  

  x 0     0, . 

    
      

  
 

G G
G

2 2
. 

   0   

h      

h  
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   G  
 

 
 

,
2

 

 
 

 
,

2
 

 
  
 

1
x ,

2
 

 
  
 

2
x ,

2
 

 
 

 
  

  
1

G G
2

G x

2

  
 

 
   

  
2

G G
2

G x

2

 


1 2

x x  


G  

     
1 2

G x G x    
            

           
     

G G
G G G G G

2 2 2 2
. 

   
      

 
 

G G
G

2 2
. 

  
 

 
G x

x
x

,   x 0,  

 
         

  
2 2

xG x G x xg x G x
x

x x
G    0,x  

   
   

 
 

      
2 2 2

G x G 0 G x
0, x : G g

x x
. 

 
2

x  


g      
2

g g x  
 

        
G x

g x xg x G x 0
x

,  

  x 0   


 x   0, . 

 x          x   

 y  


       y .  

 
   

 
 

      
 

F G
            

x y

0 0

1 1
x y f t dt g t dt

x y
. 

 

213.  H 
  2

5

1 3f t
    

 



x

20

5
f x dt

1 3f t
  

  
 

 
 2

5
f x

1 3f t
. x   

                  2 3
f x 3f x f x 5 f x f x 5x      3

f x f x 5x c .  

 
 

 


0

20

5
f 0 dt 0

1 3f t
 x 0           2

f 0 f 0 5 0 c c 0   

    3
f x f x 5x    1 . 

  
 

  
 2

5
f x 0

1 3f x
 f   1 1 f   

      1
f x y x f y   1    3 1

y y 5f y ,   


3

1 x x
f x

5
. 
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 

  


2

20

5
I dt f 2

1 3f t
.  1  x 2  

    3
f 2 f 2 10 ,               2

f 2 2 f 2 2f 2 5 0 f 2 2 . 
 




2

20

5
dx 2

1 3f x
. 

)     
x

2

0

5
h x f t dt x

2
, x   

   
 

    
1

3
h x f x 5x f x .  

           




        

f

x 0 f x f 0 0 h x 0 h 0,   

         



         

f

x 0 f x f 0 0 h x 0 h ,0 . 

   x               
x x

2 2

0 0

5 5
h x h 0 f t dt x 0 f t dt x

2 2
. 

) i.   x ,0         
 

 
    



2

2

f x 5
1 f x f x 1 5x

x f x 1
. 

       
   

3

1 y y
f x y x f y

5
 x   1

f y  y  

  


  2

x
lim f x 1  

 


2x

5
lim 0

f x 1
,  

 



x

f x
lim 0

x
. 

ii.   x ,0   x ,0          3
1 f x 5x f x  

   
 

3
f x f x

5
x x

  

   
 

 
      

 

3

x x

f x f x
lim lim 5 5 0 5

x x
. 

 

214. ) x   
   

         
f x f x

t t

00
e 2 dt x 2 e 2t x 2  

               
f x f x

e 2f x 1 x 2 e 2f x x 1   1 . 

 f   1   

              
          



f x f x

f x

1
e f x 2f x 1 f x e 2 1 f x 0

e 2
   2 , f  

  

1 1        1
f x y x f y   1  

          y 1 1 y
e 2y f y 1 f y e 2y 1,     1 x

f x e 2x 1, x    3 . 

  2  f   
   
  


   



f x

2
f x

e f x
f x 0

e 2

 

f  .  3  x 0        1
f 0 2 f 2 0  

f   x 2         f x f 2 f x 0  x 2  

       f x f 2 f x 0 . 

 f    2,e 3     x 2,e 3    f x 0 .  

   


  
e 3

2
E f x dx .  
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         1 u
f x 4 x f u x e 2u 1   u

dx e 2 du   

  f 2 0     1
f 1 e 3 .  

                     
1 1 1 11 1

u u u u 2

0 00 0 0 0
E u e 2 du ue du 2udu ue e du u  

     e e 1 1 2 . 

 f    2, x    2, x  

 
     

   
 

f x f 2 f x
f

x 2 x 2
f  



f   

   2 x      
 

 
 

    
  

             


x 2 0f x1 x 2
f 2 f f x f x f x f x x 2

3 x 2 3
. 

 

215.   f x   0,   
x

1
f t dt   

 


f t

t 1
  0,   

 



u

1

f t
g u dt

t 1
, u 0  

 
 

 


f u
g u

u 1
  

x

1
g u du   

 
  

       
  

x x u

1 1 1

f tx
f t dt xln dt du x 1 ln4

4 t 1
  

 
 

     


x

1

f tx 1 1
f x ln x dt 1

x4 4 t 1

4

  1  
 

 


x

1

f tx
f x ln dt

4 t 1
  

 
 

 
 

       
 

f x f x1 1
f x f x

x x 1 x 1 x

     

   

 
  


2

x 1 f x f x 1

x x 1x 1
 

   
      

f x 1 1

x 1 x 1 x
,  x 0

 
  

 
 

             

f x f x
ln x 1 lnx ln x 1 lnx c

x 1 x 1
  2 . 

 1  x 1     
1

f 1 ln ln4
4

  2  x 1 

 
      

f 1 ln4
ln2 c ln2 c c 0

2 2
. 

 
     


     



f x x 1
ln x 1 lnx f x x 1 ln

x 1 x
. 

 f   0,  

   
  

       

x 1 1 x 1
f x ln x 1

x 1x x

x

 


 
x 1

ln x 1
x 

x

x 1


x  x 
2

1

x


 

x 1 1
ln

x x
. 

  t lnt    x,x 1 , x 0  

   
     

     
 

x 1 x
x, x 1 :

x 1 x
 

x  2  e 3  

u  0  1 
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 


    
 

1 1 x 1
ln x 1 lnx ln

x
      



1 1
0 x x 1

x
 

 
   

1 x 1 x 1 1
ln ln 0

x x x x
   f x 0  



f   0, . 

   
  

 
    

 x 0 x 0

x 1
lim f x lim x 1 ln

x
 

 

    
      

    x 0 x 0

x 1 1
lim ln lim ln 1

x x
 

   
 

 

 
    

    

   
    

          
 

0

20 0

x x x x x

2

x 1x 1
ln

x 1 xx 1 xxlim f x lim x 1 ln lim lim lim 1
1 1x x 1

x 1 x 1

, 



f   0,          
 

  
x x 0

f A lim f x , lim x 1, . 

   
2014

x 1x 1 xe , x 0   

   
  

       


2014

x 1
x 1 x 1 2014 x 1

e ln x 1 ln 2014 f x 2014
x x x 1 x

. 

f  


   2014 f A   0, . 

    
 

   
 

x 1
h x f x 2f ln4

2
, x 0   

 0,       
    

          
   

x 1 1 x 1
h x f x 2f f x f

2 2 2
. 

 
 

      
                

2 2 2 2

x 1 1 1 x 1 1 x 1 1 1
f x ln 0

x 1x x x x 1x x x x x 1

x

, 

h  h  .  

x 0              h x h 1 h x f 1 ln4   

   
 

      
 

x 1
h x 0 f x ln4 2f

2
. 

 

                
2014 2014 x x

x x 2014 2014
x tf t dt x f t dt x f t dt tf t dt  

              
x x

2014 2014
x f t dt xf x xf x x f t dt       x f x 0 ,   x  

   0,2014 .  

 0 x 2014             x 2014 x 0  


 x   0,2014  

x 2014           x 2014 x 0     
2014 2014

x x
tf t dt x f t dt . 

 

216.  f    0,2    2 0,2   
x

2
f t dt    

 0               1               

h      

h  
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  0,2   x,f x    0,2  

          
x

2
f x xf x f t dt 1    0,2  

                     f x f x xf x f x f x 2 x xf x . 

  1  x 0           
0 2

2 0
f 0 f t dt f t dt   1  x 2  

    f 2 2f 2 f    0,2  

  0,2  

 
   

 
   

     
 

          




2

2
0

0

2f 2 f t dtf 2 f 0 1
f f f f 2 f t dt

2 2 2
. 

           


     
x x

2 2
f x xf x f t dt f x x f t dt ,     

x

2
f x x f t dt c    2 . 

x 0    f 0 c ,  x 2    f 2 c    f 0 f 2 . 

 f   
0

x 0,2  Fermat  

     
 

               
0 0

1
x x

0 0 0 0 0
2 2

f x 0 x f x f t dt 0 f t dt x f x    3 . 

 2  
0

x x   c f 2   

           
   

 


        
0 0 0x x x

0

0 0 0 0
2 2 2

0

f x f 2
f x x f t dt f 2 f x f 2 x f t dt f t dt

x
   4 . 

 3 ,  4  

   
       


      

0 2

0 0 0 0 0

0

f x f 2
x f x f x f 2 x f x

x
      

 
   



2

0 0 0 2

0

f 2
f x x 1 f 2 f x

x 1
. 

 

217.  




2
t t

t

e e

e 1
    

x  x    






2

t t
x

tx

e e
f x dt

e 1
 

   
 

 
     

  
2 2

t t t t
x x

t tx x

e e e e
f x dt dt f x

e 1 e 1
 f  

. 

  
 

 
  

2 2
t t t t

x x

t t0 0

e e e e
f x dt dt

e 1 e 1
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      





            
   



2

2 2 2 2 2
x

x x x x x x x x x xx

x x x x

x

1
e

e e e e e e e e e e 1ef x x
1e 1 e 1 e 1 e 1

1
e

 

   
   

  


2

2

x x

x

x

e 1 e 1
e 1

e 1
, 

     
2

x
f x e 1 0  

f     f 0 0 .  

          x 0 f x f 0 f x 0           x 0 f x f 0 f x 0 . 

       
2 2

x x
f x 1 e e 2x  f   ,0 , 

0,   0,0 . 

 i.  f t   
2

x   

     
2

x

1
g x f t dt   

     2
g x f x 2x .                  

1 1 11

00 0 0
g x dx x g x dx xg x xg x dx  

         
1 1

2 2

0 0
g 1 x2xf x dx x2xf x dx . 

 

2
x u  x u  du 2xdx    

 

              
1 1 1 1

0 0 0 0
g x dx uf u du g x dx xf x dx 0    1 . 

ii.         
x x

0 0
x g t dt t f t dt   

  0,1         x g x xf x    0 0 ,      
 

    
1

1 1

0 0
1 g t dt t f t dt 0 . 

     0 1  Rolle   0,1  

       
 

            


g
0 g f 0 f .    0,1  

             
1

x g x f x xf x
2 x

        
2

2 x1
2xf x f x x e 1 0

2 x
  0,1  

x 0    f x 0 .      0,1    0,1   

 

218.    


t
lnx

t0

e
H x dt

e 2x
  t

u e 2x   t
du e dt   

   


        
3x 3x

1 2x1 2x

du 3x
H x ln u ln3x ln 2x 1 ln

u 2x 1
. 

 H x   0,  

 
 

   

    
     

   


2

3 2x 1 2 3x1 3x 2x 1 1
H x 0

3x 2x 1 3x x 2x 12x 1

2x 1

,  

  H x   0, . 

 0  

f      

f  

   

 

x  0  1 

u  0  1 

 

x  0  lnx  

u  1 2x  3x  
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   H 1 0   H x  
   0 x 1  

       H x H 1 H x 0,  x 1        H x H 1 H x 0 . 

  H x    H x 0          x ,1 0,1   

           
 



           
1

11 1
E H x dx x H x dx xH x xH x dx  

 
 

 
 

            11

1 3
H x dx ln ln 2x 1

x 2x 1 2 1
 

                   ln3 ln 2 1 ln 2 1 ln3 ln3 1 ln 2 1 ln3 . 

  e t x    
H x   

   
       

      
1 1 1 1

0 H t H x 0
H t H x H t H x

, 
   

 
   

 


x

e

1 1
dt 0

H t H x
, 

   


1 1

H t H x
 0 ,  

       


     
x x x

e e e

1 1 1 x e
dt dt dt 0

H t H x H t H x
. 

 

219.   
 

 
 





x

0

x

0

th t dt
x

h t dt

   
x

0
h t dt 0 .  

t     h t 0 , x 0    
x

0
h t dt 0 ,  

x 0        
0 x

x 0
h t dt 0 h t dt 0 .  

x 0    
0

0
h t dt 0   

   
   D ,0 0, . 

  h t   th t    
x

0
h t dt  

 
x

0
th t dt    x  

 
       

  


  

 



x x

0 0

2
x

0

xh x h t dt h x th t dt
x

h t dt

     

  
   

  

 
  


 

 

x x

0 0

2 2
x x

0 0

h x x h t dt th t dt h x w x

h t dt h t dt

. 

       
x x

0 0
w x x h t dt th t dt                

x x

0 0
w x xh x h t dt xh x h t dt .  

x 0    w x 0 x 0    w x 0 .  

x         w x w 0 w x 0   

  h x 0    x 0    

     ,0 0, . 

            0               

w      

w  
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 x 0   
 

 
 





x

0

x

0

th t dt
x

h t dt

  

 
 

 

 
 

 

 
 
 

  
     





0x

0
0

xx 0 x 0 x 0

0

th t dt xh x
lim x lim lim 0 0

h xh t dt

   . 

 f     f x 0  f   

  f x 0  
     3 0 2          3 0 2   

 
 

 
 

 

   

  
   

3 2

2 3
f x dx 0 f x dx 0     f x 0  x . 

            


   
x

t x
K x x g e dt x f e g x   

   ,       



   

t
K g e dt ,            K f e g ,  

                   


 


            

2 2t
K K g e dt f e g f e g K  

   



  

t
g e dt 0    f x 0    f e 0 . 

g    g x 0  g   

   



  

t
g g e dt 0   g ,  




t

g e dt  

Bolzano     ,   
     







   
 


t

g e dt f e g
K 0   

     






                


t

g e dt f e g
. 

 

220.  g  
0

x 2     



x 2
limg x g 2    1 .  

 f t   
x

2
f t dt   

  
   

 

 
 
 

  
   




0x

0
2

x 2 x 2 x 2

f t dt f x
limg x lim lim f 2 2

x 2 1
 1    g 2 2 ,  

 
 



 
  

 
t 2

f t 2
lim f t 2

t 2
.  

 
 

 
   

 
    

 

f t 2 f t 2
h t f t h t f t

t 2 t 2
  

 
   

 


      t 2 t 2

f t 2
lim lim h t f t 2 2 0

t 2
,   f 2 0 . 

 
   

 
   

 

 
 
 

  

     
  




x

0x2

0
2

2x 2 x 2 x 2

f t dt
2 f t dt 2 x 2g x g 2 x 2lim lim lim

x 2 x 2 x 2
 

 
 

 



  

x 2

f x 2 1
lim f 2 0

2 x 2 2
,   g 2 0 . 



 

 

 

 

 611 

 f    f  
  2,    f 2 0   

  f x 0 . x 2           f x f 2 f x 0   

f  
  2, . 

 x 2   
      

 

   
      
 

 
x x

2 2

2

f t dt f x x 2 f t dt
g x

x 2 x 2
. 

          
x

2
x f x x 2 f t dt    2 0   

                    x f x x 2 f x f x f x x 2 0  x 2    

x 2          x 2 x 0    g x 0  
g    2, . 

 x 2          
 

    
2x 5 2x 8

2 2
x 6 f t dt 2x 3 f t dt

   
 

 
 

 
2x 5 x 8

2 2
f t dt f t dt

2x 3 x 6
 

   
 

  
   

 
2x 5 x 8

2 2
f t dt f t dt

2x 5 2 x 8 6
     g 2x 5 g x 8  

g      2x 5 x 8 x 3 . 

x 2,3 . 

 

221.  f       x
f x e 4 .  

      x
f x 0 e 4 x ln4 . f  

f   

f  x ln4   

         ln4
f ln4 e 4ln4 4 4ln4 4 1 ln4 0 . 

    
 

   x

x x
lim f x lim e 4x  


x

x
lim e 0   

   
  

  
       

  

x x

xx x x

4x
lim f x lim e 4x lim e 1

e
, 


 x

x
lim e  

 
 
 

 
 

x xx x

4x 4
lim lim 0

e e
.     0

f 0 e 1 0 , 
 

   
 

e

4
e

f e e 0
4

 e 4  

  
e

14
e

1 e e
4

   
 

  
 

e
f 0 f 0

4
 Bolzano 


 

     
 

1

e
0, ,ln4

4
 f  



   ,ln4  
1
 

        f ln4 4 4ln4 4 1 ln4 0 ,     3
f 3 e 12 0  

3
e 19,6  f  ln4,  Bolzano   

2
ln4,3  

  f x 0   

  
 




u u
lnx

u1

e e 4u
h x du

e 4u

 



u u

u

e e 4u

e 4u
 

        
1 1 2 2

,p p ,p p ,      
1 2

e
0 p 1 ln4 p

4
.  

           ln4             

f      

f  
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 
1 2

1 p ,p      1 2p p

1 2
p lnx p e x e    1 . 

           1 2 1p p p

1 2 1 2 1
f p f p 0 e 4p e 4p 0 e 4p  2p

2
e 4p ,  1  

 
1 2

4p x 4p , h   
h 1 2

D 4p ,4p . 

 h  
h

D   
  

   


lnx lnx

lnx

e e 4lnx 1 x 4lnx
h x

x x 4lnxe 4lnx
 

 
   

 

 

 

   
             

 
2 2

4 4
1 x 4lnx 1 x 4lnx

8 1 lnxx x
h x

x 4lnx x 4lnx
 

       h x 0 1 lnx 0 x e h  


0

x e    h e 0  

) 

 
1 2

4p ,4p      


   


e 4
h x h e 0

e 4
   h x 0  



h . 

 h     ,     ,   

 
     

  


h h
h ,    

        
     

 

e 4 0h h e 4
h h e

e 4
 

           
 

  





            


u u

ln

4ln

e e 4u
e 4 h h e 4 e 4 du e 4

e 4u
. 

 

222.        f f 0  f    ,    , ,  

Rolle    ,      f 0 . f f  

                           f f f f 0 f ,  

      f f 0 . 

    x f

                    f f x f f f x 0 f    , . 

   x ,         f f x f      f x f 0 . 

  x f  

                    f f x f 0 f x f f    , . 

  x           f f x f 0   f x 0     x , . 

    f x f x     x ,              x x
f x f x 0 e f x e f x 0 , 

     
x

e f x 0 .     x
g x e f x ,     x ,         

x
g x e f x 0 ,  

g    , .         g g  

        e f e f 0 0     

   
0

x ,     
0 0

f x f x . 

 1
4p           e          

2
4p  

h      

h  

 
  

h  

   

 



 

 

 

 

 613 

  



  f x dx       

  

  
     f t f x dx dt f x dx 2 0  

 



     f t dt 2 0  




        

2
f t dt 2 0 2 0 2 0  

  2   1.   f x 0     x ,   



 f x dx 0 ,  

 



    f x dx 2 .    




   E f x dx 2  

i    


 
x

F x f t dt ,     x , . f    , F 

   ,   

 
     



   
       



 f x dxF F 2 1
F

4 4 2
   2f 1 0 . 

ii.    


 
u

g u F t dt ,     u , .  

   
1

x,x 1      
2

x 1,x 2  

 
   

       
 

 

 
       

    
x 1 x x 1

1 1
x

g x 1 g x
g F F t dt F t dt F t dt

x 1 x
  

 
   

       
  

  

  
       

     
x 2 x 1 x 2

2 2
x 1

g x 2 g x 1
g F F t dt F t dt F t dt

x 2 x 1
 

    g u F u          g u F u f u 0 g

  x,x 2 ,     x , 4     



        
g

1 2 1 2
g g    

 


 

x 1 x 2

x x 1
F t dt F t dt . 

 


