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Εφαρµογή του 2
ου
 Νόµου σε σύνθετη κίνηση 

Πώς εφαρµόζουµε τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής σε µια σύνθετη κίνηση; ∆ουλεύουµε µε 
αλγεβρικές τιµές των µεγεθών ή µε τα µέτρα τους; Έστω για παράδειγµα ότι θέλουµε να µελε-
τήσουµε την κίνηση ενός κυλίνδρου που κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 
Οι γνωστές µας σχέσεις ω=υ·R και αcm=αγων· R συνδέουν τα µέτρα των µεγεθών αφού τα διανύ-
σµατα είναι µεταξύ τους ασύµβατα κάθετα (υ┴ω  και αcm ┴ αγων.) 
Για να µην µπλέξουµε λοιπόν τα πρόσηµα των µεγεθών αυτών προτείνεται να χρησιµοποιούµε 
τις εξισώσεις αφού ορίσουµε κάθε φορά θετικές φορές (για την µεταφορική και για την περι-
στροφική κίνηση) µε τέτοιο τρόπο ώστε να µην προκύπτουν αρνητικές τιµές για την επιτάχυνση 
του κέντρου µάζας και για την γωνιακή επιτάχυνση. Ας το δούµε µε ένα παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα 
Έστω ότι αφήνουµε σε ένα κεκλιµένο επίπεδο έναν κύλινδρο, γύρω 
από τον οποίο έχουµε τυλίξει ένα αβαρές νήµα στο άκρο του οποίου 
ασκούµε δύναµη <F παράλληλη στο επίπεδο, όπως στο σχήµα. Να 
µελετηθεί η κίνηση του κυλίνδρου, µε δεδοµένο ότι δεν θα ολισθή-
σει, αν δίνεται η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονά 

του 2mR
2

1
I = . 

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
1) Για ποια τιµή του µέτρου της δύναµης <F ο κύλινδρος ισορροπεί; 
Αφού ο κύλινδρος ισορροπεί: 
                   ΣFx=0  → F+Τ-wx= 0 (1) 
  ΣF=0 ή  
                   ΣFy=0 
Και Στ=0 → -F·R + Τ·R= 0 → Τ=F µε φορά όπως στο σχήµα, οπότε από την (1) έχουµε: 

2F= wx →   F=
2

wx . 

∆ηλαδή αν ασκήσουµε δύναµη παράλληλη προς το επίπεδο, µε µέτρο ίσο µε το µισό της συνι-
στώσας wx του βάρους, τότε και η στατική τριβή είναι της ίδιας κατεύθυνσης µε την δύναµη <F 
και έχει το ίδιο µέτρο. 

 
 
2) Το µέτρο της δύναµης είναι µικρότερο από το µισό της συνιστώσας του βάρους wx, δηλαδή  

F<
2

wx . 

 Αφού wx> F ο κύλινδρος τείνει να κινηθεί προς τα κάτω, εποµένως και πάλι η στατική τριβή 
είναι προς τα πάνω, όπως στο σχήµα. Η δύναµη είναι τώρα µικρότερη από αυτή που εξασφαλί-
ζει ισορροπία, εποµένως ο κύλινδρος κυλίεται προς τα κάτω και στρέφεται αριστερόστροφα. 
Θεωρώ για την µεταφορική κίνηση θετική την προς τα κάτω κατεύθυνση και θετικές τις αρι-
στερόστροφες ροπές, οπότε εφαρµόζοντας ξανά τον 2ο Νόµο του Νεύτωνα έχουµε για τις δύο 
κινήσεις: 
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ΣFx=m·a → wx-F-Τ= m·acm  (3) και 

Στ=Ι·αγων → Τ·R-F·R= γων

2 amR
2

1
⋅  → Τ-F= ½ macm (4) 

Με πρόσθεση των (3) και (4) κατά µέλη έχουµε: 

Wx-2F = cmαm
2

3
 → acm=

m3

)F2w(2 x −  

Οπότε από την (4) παίρνουµε για το µέτρο της τριβής:  

Τ= F+ ½ m
m3

)F2w(2 x − =F +
3

F

3

w

3

F2

3

w xx
+=− >0 

Προσέξτε η τριβή έχει κατεύθυνση προς τα πάνω και αυτό το έχουµε χρησιµοποιήσει µε κα-
τάλληλο πρόσηµο τόσο στην εξίσωση (3), όσο και στην (4). 
 
3) Το µέτρο της δύναµης είναι µεγαλύτερο από το µισό της συνιστώσας του βάρους wx, δηλαδή  

F>
2

wx . 

Η δύναµη είναι τώρα µεγαλύτερη από αυτήν που εξασφαλίζει ισορροπία, εποµένως ο κύλινδρος 
κυλίεται προς τα πάνω και στρέφεται δεξιόστροφα. Έστω ότι και πάλι η τριβή είναι προς τα 
πάνω. Θεωρώ για την µεταφορική κίνηση θετική την προς τα πάνω κατεύθυνση και θετικές τις 
δεξιόστροφες ροπές, οπότε εφαρµόζοντας ξανά τον 2ο Νόµο του Νεύτωνα έχουµε για τις δύο 
κινήσεις: 
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ΣFx=m·a → F+Τ-wx= m·acm  (1) 

Στ=Ι·αγων → F·R-T·R= γων

2 amR
2

1
⋅ → F-T= ½ macm   (2) 

2F-wx= 3/2 macm → acm=
m3

)wF2(2 x−
 

και από την (2) παίρνουµε: 

Τ=F- ½ m ·
m3

)wF2(2 x−
 = F-

3

w

3

F2 x
+ = 

3

w

3

F x
+ >0 

πράγµα που σηµαίνει ότι πράγµατι η τριβή είναι όπως στο σχήµα. 
 
 



Ζεύγος δυνάμεων. Και ρυθμοί μεταβολής. 

Ράβδος µήκους L και µάζας  M ηρεµεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Σε µια στιγµή  δέχεται την 

επίδραση ζεύγους οριζοντίων δυνάµενων F1=F2=F, όπως στο σχήµα.  

 

 F2 

 F1 

   L 

 

Οι ρυθµοί µεταβολής της ορµής και της στροφορµής είναι αντίστοιχα:  

i. µηδέν και διαφορος του µηδενός   

ii. διαφορος του µηδενός και µηδεν  

iii. µηδέν και µηδέν 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας: 

Λύση: 

Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής 
dp

F
dt

=∑  είναι 0 αφού η συνισταμένη των 

δυνάμεων είναι μηδενική. 

Ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμης είναι: 
dL

FL
dt

τ= =∑  

Άρα σωστή είναι η πρόταση i. 

                                                                                          Κοσµίδης Γιώργος 

                                                 giorgakis_91@hotmail.com 



Από την περιστροφή στην κύλιση… 

 

O τροχός του σχήµατος είναι οµογενής και έχει τη µάζα του συγκεντρωµένη στην περιφέρεια. 

Προσφέρουµε ενέργεια στον τροχό όποτε αυτός περιστρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο. Στην 

συνεχεία τον τοποθετούµε αργά στο οριζόντιο δάπεδο και αυτός κυλά χωρίς να ολισθήσει ή να 

αναπηδήσει. Αποδείξτε ότι χάσαµε τη µισή ενέργεια! 

 

 

Απάντηση: 

Παραδοχές: 

• Θεωρούµε την επαφή στο δάπεδο ως στιγµιαία κρούση του κατώτατου σηµείου του 

τροχού µε σηµειακή ανωµαλία του εδάφους ώστε να µην υπάρξει ολίσθηση εξ αιτίας 

της επαφής. 

• Θεωρούµε ότι κατώτατο σηµείο ακινητοποιείται στιγµιαία εξ’ αιτίας της κρούσης. 

• Θεωρούµε ότι ο τροχός αµέσως µετά την κρούση ικανοποιεί τη συνθήκη κύλισης χωρίς 

ολίσθηση. 

 



 

 

 

Από αρχή διατήρησης στροφορµής για την κρούση του τροχού ως προς το σηµείο επαφής έ-

χουµε: 

 

ΜΕΤΠΕΡΠΕΡ
′+′= LLL  

)2(

)1(
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Από (1) και (2) 

)3(
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1
=
′

ω

ω
 

 

( Οι στροφορµές λόγω ιδιοπεριστροφής είναι ανεξάρτητες του σηµείου επιλογής διότι ο άξονας 

που είναι κάθετος στο επίπεδο του τροχού και περνά από το κέντρο µάζας αποτελεί άξονα πρω-

τεύουσας αδρανείας.) 
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Από (1),(2),(3) 
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Κώστας Μυρσίρης 

 



Κίνηση αυτοκινήτου 

Σε ένα αυτοκίνητο µε κίνηση στους πίσω τροχούς ασκείται ροπή στρέψης 

τ και το  Κ.Μ. του είναι σε ύψος h απ’ το έδαφος. Η οριζόντια απόσταση 

του Κ.Μ. από τους µπροστινούς και πίσω τροχούς είναι d1 και d2 

αντίστοιχα. ∆ίνεται ότι  R είναι η ακτίνα των τροχών του και µ ο 

συντελεστής στατικής τριβής µε το δρόµο και  οι τροχοί του κυλίονται 

χωρίς ολίσθηση. Επίσης µάζα του αυτοκινήτου είναι m και ο κάθε τροχός 

έχει ροπή αδράνειας I ως προς το κέντρο περιστροφής του. Να βρείτε: 

1. την επιτάχυνση µε την οποία θα ξεκινήσει το αυτοκίνητου 

2. τη στατική τριβή στους µπροστινούς και πίσω τροχούς. 

3. να δικαιολογήσετε γιατί το αυτοκίνητο ανασηκώνει το µπροστινό 

του τµήµα κατά την εκκίνηση. 

ΛΥΣΗ 

h

Κd1 d2

Ν2 Ν1
Τ2 Τ1

 

1. Αν υποθέσουµε ότι το αυτοκίνητο κατευθύνεται προς τα δεξιά, τότε στο 

ξεκίνηµα η δύναµη από το έδαφος θα έχει τέτοια φορά ώστε η στατική τριβή 

Τ2 να κατευθύνεται προς τα δεξιά. Αυτό προκύπτει από το ότι στο ξεκίνηµα η 

πίσω ρόδα τείνει να κινηθεί προς τα αριστερά (το σηµείο επαφής µε το 

οδόστρωµα όταν ασκείται η ροπή στον άξονα των τροχών). Αντίθετα η 

δύναµη από το έδαφος στους µπροστινούς τροχούς θα είναι προς τα αριστερά 

γιατί οι τροχοί αυτοί τείνουν να κινηθούν προς τα δεξιά. Αν είναι Ν2 και Ν1 οι 

κάθετες δυνάµεις στους πίσω και εµπρός τροχούς αντίστοιχα τότε θα έχουµε 

για τη δυναµική της κίνησης. 

Τ2-Τ1 = mα (1) 

Ν2 + Ν1- mg = 0 (2) 

(T2-T1)h + N1d2-N2d1 = 0 (3) 

Εφαρµόζοντας τις εξισώσεις για τη στροφική κίνηση στους πίσω και εµπρός τροχούς 

θα έχουµε: 



τ- Τ2R = 2Iαγ (4) 

Τ1R = 2Iαγ  (5) 

α = αγR (6) 

Από τις εξισώσεις (1), (4), (5) και (6) βρίσκουµε την επιτάχυνση του αυτοκινήτου: 

24 mRI

R
a

+
=

τ
  (7)    και  

24 mRI
a

+
=

τ
γ

  (8) 

2. Γνωρίζοντας την επιτάχυνση του Κ.Μ. του αυτοκινήτου α τότε από τις 

εξισώσεις (2) και (3) βρίσκουµε τις κάθετες δυνάµεις από το έδαφος στους 

τροχούς. 
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2 α
  (12) 

3. Από τις τιµές των Ν1 και Ν2 που βρίσκουµε στις εξισώσεις (9) και (10) 

προκύπτει ότι στην εκκίνηση του αυτοκινήτου το Ν2 αυξάνεται και η Ν1 

µειώνεται και µάλιστα αυτές οι µεταβολές είναι τόσο πιο µεγάλες όταν 

αυξάνεται η επιτάχυνση α. Αυτό γίνεται αντιληπτό από το ανασήκωµα του 

µπροστινού µέρους του αυτοκινήτου. 

 

Κυριάκος Κουγιουµτζόπουλος 6ο Λύκειο Καλλιθέας 

 

 

 



Ισορροπία ράβδου και κρούση 
 

A   

m 
2

m 

l/4

1  

Γ

O

h

B

Νήµα

 
 
Για το παραπάνω σχήµα δίνονται m1  = 4Kg,  m2=1kg, η οµογενής ράβδος ΑΒ 
έχει µάζα  M=9kg και µήκος L=2m, ΟΓ= L/4, ΑΟ=L/2, Iράβδου (cm)= ΜL2/12 και 
g=10m/s2  
Α)  Εάν το σύστηµα ισορροπεί να υπολογιστεί το µέτρο της τάσης του 

νήµατος. 
Β) Από ποιο ύψος θα πρέπει να αφεθεί το σώµα µάζας m2 έτσι ώστε αφού 

συγκρουστεί πλαστικά µε τη ράβδο, το άκρο Β µόλις που να ακουµπήσει 
στο έδαφος; 

 
 
 
Απάντηση   
 

A) Στ(0)=0 άρα Τ
2

L
=m1g

2

L
 άρα Τ=40Ν 

 
B) 

 Ιολ= 2ML
12
1

+m1 ( )2L/2 + m2( )2L/2 =8 kg m2 

    
Για την πτώση του σώµατος µάζας   m2  ∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας 

  m2gh=
2

1
 m2 υΒ

2  άρα h=
2g
υ2
Β   (1) 

Για την κρούση αρχή διατήρησης στροφορµής m2 υΒ (ΟΒ)= Ιολ ω  (2) 
Για την κίνηση του συστήµατος έως ότου το άκρο Β µόλις που να ακουµπήσει 

το έδαφος  ∆ιατήρηση µηχανικής, µε επίπεδο αναφοράς το έδαφος. 

2

1
 Ιολ ω

2+ m1g  OΓ +Μρ g  OΓ  +m2 g OΓ =0  + Μρ g  OΓ  + m1g  L ηµ300 (3) 

 (η οξεία γωνία που σχηµατίζει η ράβδος όταν το άκρο Β ακουµπήσει στο 
έδαφος από το τρίγωνο ΟΓΒ  είναι 300) 

Από τη σχέση (3) βρίσκουµε ότι   ω= 15  /2  rad/s 

Από την (2) έχουµε υΒ=4 15 m/s 
Από την (1) h=12m 
 
 

Σιόντης Στέφανος   Φυσικός 



d

Α

υ

∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ  ΟΡΜΗΣ  & ΣΤΡΟΦΟΡΜΗΣ  ΣΤΗΝ  ΚΡΟΥΣΗ 

 
 

Ράβδος µήκους L και µάζας M µπορεί να στρέφεται ελεύθερα σε 
κατακόρυφο επίπεδο γύρω από ένα στήριγµα που βρίσκεται στο πάνω 
άκρο της Α. Ένα βλήµα µάζας m µε ταχύτητα υ, χτυπάει τη ράβδο σε 
απόσταση d από το άκρο Α και σφηνώνεται σε αυτή. Αν το κέντρο 
µάζας του συστήµατος ράβδος-βλήµα µετά την κρούση βρίσκεται σε 

απόσταση 2
L

md M
x

m M

+

=
+

 από το άκρο Α, να χαρακτηρίσετε ως σωστές 

ή λανθασµένες τις παρακάτω προτάσεις: 
 

1) Το σύστηµα ράβδος-βλήµα µετά την κρούση στρέφεται σε κατακόρυφο 
επίπεδο γύρω από το στήριγµα που βρίσκεται στο άκρο Α µε αρχική γωνιακή 

ταχύτητα: 
2 2

3

3

m

ML md

υ
ω =

+
 

 
     2)  Η ορµή του συστήµατος ράβδος-βλήµα αµέσως  µετά την κρούση δίνεται από 

τη σχέση: ( )
2

L
p md M ω= + , 

          όπου ω η γωνιακή ταχύτητα του  συστήµατος ράβδος-βλήµα, αµέσως µετά την                     
 κρούση. 

 
     3)  Η ορµή του συστήµατος ράβδος-βλήµα είναι αδύνατο να διατηρείται κατά την   

 κρούση. 
 

4) Η απώλεια µηχανικής ενέργειας κατά την κρούση είναι ίση µε: 
 

                    
2

2
2 2

1

2 3M

ML
E m

ML md
υ∆ =

+
 

 
∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το µέσο 

της και είναι κάθετος σε αυτή: 21

12cmI ML= . 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ 
 
1) Επειδή κατά την κρούση δεν αναπτύσσονται ροπές εξωτερικών δυνάµεων, 
διατηρείται η στροφορµή του συστήµατος ράβδος-βλήµα ως προς άξονα 
περιστροφής που διέρχεται από το στήριγµα στο άκρο Α: 

 

        

2 2 2
2 2

( ) ( )

2 2

1 3
( )
12 4 3

3

3

L ML md
L L m d ML M md m d

m d

ML md

ολ πριν ολ µετα υ ω υ ω

υ
ω

+
= ⇒ = + + ⇒ = ⇒

⇒ =
+

 

 



     Άρα η πρόταση είναι λανθασµένη   
2) Θεωρούµε όλη τη µάζα του συστήµατος ράβδος-βλήµα συγκεντρωµένη στο 

κέντρο µάζας, το οποίο εκτελεί κυκλική κίνηση γύρω από το άκρο Α, µε 
γραµµική ταχύτητα: 

 

                                 2
L

md M
x

M m
υ ω ω

+

= =
+

 

 
   Η ορµή του συστήµατος  εκφράζεται: 
 

                    2( ) ( ) ( )
2

L
md M L

p M m M m p md M
M m

υ ω ω
+

= + = + ⇒ = +
+

 

 

      όπου  
2 2

3

3

m d

ML md

υ
ω =

+
, η γωνιακή ταχύτητα του  συστήµατος ράβδος-βλήµα,                        

      
 αµέσως µετά την κρούση. 

 
       Άρα η πρόταση είναι σωστή. 

 
3)  Η ορµή του συστήµατος ράβδος-βλήµα µπορεί να διατηρηθεί κατά την κρούση, 
στην περίπτωση που η ράβδος ξεκολλήσει από το στήριγµα κατά την κρούση, 
οπότε παύει να ασκείται εξωτερική δύναµη από το στήριγµα και η ράβδος είναι 
ελεύθερη να εκτελέσει µεταφορική κίνηση. 
 
  Άρα η πρόταση είναι λανθασµένη. 
 
4)  Η απώλεια µηχανικής ενέργειας κατά την κρούση είναι ίση µε: 
 

    

2 2 2
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υ υ
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  Άρα η πρόταση είναι σωστή. 
  

 
              Θοδωρής Παπασγουρίδης 



ΣΥΝΘΗΚΗ ΑΝΑΤΡΟΠΗΣ ΜΙΑΣ ∆ΟΚΟΥ -  ΠΡΟΣΗΜΑ ΡΟΠΩΝ ΣΕ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΚΑΙ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ 

Η οµογενής δοκός του σχήµατος που έχει µάζα m=7 kg και µήκος (Α∆)=d=6 m, ισορροπεί οριζόντια µε την βοήθεια ενός στη-

ρίγµατος Γ και ενός αβαρούς µη ελαστικού νήµατος δεµένου στο Β και στο ταβάνι. 

 
 
 
 
  A                                                                                                                                                                   ∆ 
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I.  Να υπολογίσετε την τάση T
r
 του νήµατος και την αντίδραση N

r
 του στηρίγµατος στο σηµείο Γ. 

II.  Αν κάποιος µετακινηθεί ανάµεσα στα σηµεία Β και Γ της δοκού, αυτή θα συνεχίσει να ισορροπεί οριζόντια. Όµως αριστερό-

τερα του Β και δεξιότερα του Γ, κάθε βήµα κρύβει τον κίνδυνο ανατροπής της δοκού. Και για τις δυο περιπτώσεις, να βρείτε µέ-

χρι ποια απόσταση x - µετρηµένη από το άκρο Α - µπορεί να περπατήσει ένα αγόρι βάρους wA=210 N, ώστε να µην ανατραπεί 

η δοκός. 

III.  Αν στο άκρο ∆ σταθεί ένα κοριτσάκι βάρους wK=210 N, η δοκός ανατρέπεται αµέσως περιστρεφόµενη περί του Γ. Τη στιγ-

µή που αρχίζει την περιστροφή της η δοκός (ενώ ακόµη βρίσκεται οριακά σε οριζόντια θέση), να υπολογίσετε : 

                 i.  Το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής της. 

                ii.  Τη γωνιακή της επιτάχυνση. 

∆ίνονται : (ΑΒ)=1,5 m, (Γ∆)=1 m, g=10 m/s2, Ιcm=
1
12

⋅m⋅d2. 

 

 

ΛΥΣΗ 

∏ Ι.  Αφού η δοκός ισορροπεί οριζόντια, ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις Στ(Γ)=0 και ΣFΨ=0. 

ΣFΨ=0 ⇒ +T+N−mg=0 ⇒ 40+Ν=7⋅10 ⇒  N=30 N . Στ(Γ)=0 ⇒ −Τ⋅(ΒΓ)+mg⋅(ΟΓ)=0 ⇒ −Τ⋅3,5+7⋅10⋅2=0 ⇒  Τ=40 N . 
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∏ II.  ΠΕΡΙΟΧΗ ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΗΣ ΑΒ (0 ≤ x < 1,5 m) : Έστω πως η ανατροπή γύρω από το σηµείο Β, αρχίζει όταν το αγόρι βρε-

θεί στο σηµείο Σ. ∆ηλαδή η ζητούµενη (οριακή) απόσταση είναι (ΑΣ)=x. 

Την στιγµή της ανατροπής η δοκός χάνει την επαφή της µε το 

στήριγµα Γ (συνεπώς N'
r
=0), ενώ η τάση του νήµατος θ' αυξη-

θεί σε µια νέα τιµή Τ'>Τ ! 

Εφόσον θ' αρχίσει αριστερόστροφη (θετική δηλαδή) περιστροφή 

περί του Β, πρέπει η Στ(Β)≥0. 
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Συνεπώς, Στ(Β)≥0 ⇒ +wA⋅(AB−x)−mg⋅(ΒΟ)≥0 ⇒ 210⋅(1,5−x)−7⋅10⋅1,5≥0 ⇒ 315−210⋅x−105≥0 ⇒ 

⇒ 210−210⋅x≥0 ⇒ 1−x≥0 ⇒ 1≥x ⇒ x≤1 m. 



� ΠΕΡΙΟΧΗ ΜΕΤΑΚΙΝΗΣΗΣ Γ∆ (5 m < x ≤ 6 m) : Έστω πως η ανατροπή γύρω από το σηµείο Γ, αρχίζει όταν το αγόρι βρεθεί 

στο σηµείο Σ. ∆ηλαδή η ζητούµενη (οριακή) απόσταση είναι (ΑΣ)=x. 

Την στιγµή της ανατροπής χαλαρώνει το νήµα (συνεπώς T'
r
=0), 

ενώ η αντίδραση του στηρίγµατος Γ θ' αυξηθεί σε µια νέα τιµή 

Ν'>Ν ! 

Εφόσον θ' αρχίσει δεξιόστροφη (αρνητική δηλαδή) περιστροφή 

περί του Γ, πρέπει η Στ(Γ)≤0. 
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Συνεπώς, Στ(Γ)≤0 ⇒ +mg⋅(ΟΓ)−wA⋅(x−AΓ)≤0 ⇒ 7⋅10⋅2−210⋅(x−5)≤0 ⇒ 140−210⋅x+1050≤0 ⇒ 1190≤210⋅x ⇒ x≥17
3
 m. 

Συµπερασµατικά, κίνηση µε ασφάλεια επιτυγχάνεται στην περιοχή :  1 m < x < 17
3
 m . 

 

∏ ΙΙΙ.  Η ράβδος θ' αρχίσει να περιστρέφεται περί του Γ µε την βοήθεια των ροπών που προκαλούν οι δυνάµεις mg
r
 και Κw

r
 

(τότε η T''
r

=0 και η αντίδραση N''
r

 στο Γ, δεν προκαλεί ροπή περί του Γ). 
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i.  Σύµφωνα µε την γενικότερη διατύπωση του θεµελιώδη νόµου της στροφικής κινησης, ισχύει πως dL
dt

=Στεξ(Γ). 

∗ Η συνισταµένη ροπή - εφόσον υπάρχει περιστροφή - ∆ΕΝ ακολουθεί την σύµβαση για τα πρόσηµα που εφαρµόζεται στην ι-

σορροπία. Όποια ροπή βοηθά την περιστροφή λαµβάνει πρόσηµο "+", όποια την δυσκολεύει λαµβάνει πρόσηµο "−". 

� Εποµένως - εφόσον προκαλείται δεξιόστροφη περιστροφή - θα ισχύει : 

dL
dt

=Στεξ(Γ) = +wK⋅(Γ∆)−mg⋅(ΟΓ) = 210⋅1−7⋅10⋅2 ⇒  dL
dt

=+70 kg⋅m2/s2 (ή N⋅m) . 

ii.  Έχοντας αλλαγή περιστροφικής κατάστασης µε αιτία εξωτερικές ροπές, τη γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου υπολογίζει ο θε-

µελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης περί του σηµείου Γ. 

∆ηλαδή : Στεξ(Γ)=Ι(Γ)⋅αγων ⇒ αγων=
εξ (Γ)

(Γ)

Στ

Ι
. 

� Σύµφωνα µε τον κανόνα των παραλλήλων αξόνων του Steiner, προκύπτει : 

Ι(Γ)=Ιcm+m⋅(OΓ)
2 +mk(Γ∆)

2 = 1
12

⋅m⋅d2+m⋅(OΓ)2 + mk(Γ∆)
2 = 1

12
⋅7⋅62+7⋅22 +21·1= 1

12
⋅7⋅62+7⋅22 +21= 21+28+21 ⇒  

Ι(Γ)=70 kg⋅m
2. 

Αντικαθιστώντας … αγων=70/70 ⇒  αγων=1 rad/s
2 . 

 

© by cmd1964@msn.com 



Έργο ζεύγους δυνάµεων. 

 

Μια σφαίρα µάζας 10kg και ακτίνας 0,2m, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο 

επίπεδο µε ταχύτητα κέντρου µάζας υcm=10m/s. Σε µια στιγµή ασκούµε πάνω της µια 

σταθερή ροπή, ενός ζεύγους δυνάµεων, οπότε η σφαίρα σταµατά σε απόσταση x=7m, 

χωρίς να ολισθήσει στη διάρκεια του φρεναρίσµατος.  

i) Πού οφείλεται η µείωση της ταχύτητας του κέντρου µάζας; 

ii) Να σχεδιάστε ένα σχήµα στο οποίο να φαίνεται το διάνυσµα της ροπής. 

iii) Να υπολογιστει το µέτρο της ασκούµενης ροπής. 

 

Απάντηση: 

i) Αφού στη διάρκεια της επιβράδυνσης της σφαίρας δεν υπάρχει ολίσθηση, η α-

σκούµενη τριβή, είναι στατική και είναι η δύναµη που µειώνει την ταχύτητα της 

µεταφορικής κίνησης. Αυτό συµβαίνει γιατί η συνισταµένη του ζεύγους είναι 

µηδενική και άρα δεν υπάρχει άλλη δύναµη να επιβραδύνει την σφαίρα. 

ii) Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται το διάνυσµα της ροπής, κάθετο στο επίπεδο µε 

φορά προς τα έξω, αφού η γωνιακή ταχύτητα είναι κάθετη στο επίπεδο µε φορά 

προς τα µέσα και για να µειωθεί, θα πρέπει η γωνιακή επιτάχυνση να έχει αντί-

θετη φορά.  

ω

υ cm

→
T

Ο
O

→
τ

 

Να σηµειωθεί ότι η γωνιακή επιτάχυνση θα έχει την φορά της ασκούµενης συ-

νολικής ροπής, αλλά η φορά της ροπής της τριβής είναι προς τα µέσα. Προσέξτε 

λοιπόν ότι η ασκούµενη ροπή του ζεύγους θα πρέει να είναι προς τα έξω και να 

έχει µέτρο µεγαλύτερο από το µέτρο της ροπής της τριβής. 

iii) Εφαρµόζουµε για την σύνθετη κίνηση της σφαίρας το Θ.Μ.Κ.Ε και έχουµε: 

Κτελ-Καρχ= Ww+WΝ+WΤ+Wτ (1) 

Αλλά Ww=WΝ =0 αφού είναι κάθετες στην µετατόπιση και δεν έχουν ροπή ως 

προς τον άξονα περιστροφής, ενώ WΤ=0 αφού η τριβή είναι στατική και ασκεί-

ται σε σηµείο που έχει ταχύτητα µηδέν. 



Έτσι από την (1) έχουµε: 

τθωI
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1
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2

1 22

cm
−=−−  

όπου θ η γωνία περιστροφής µέχρι να σταµατήσει η σφαίρα. Έτσι αφού η σφαί-

ρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει θα ισχύει υcm=ω·R, ενώ θ=x/R θα έχουµε: 
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                                    ΕΡΓΟ  ΣΤΑΤΙΚΗΣ  ΤΡΙΒΗΣ   

 
       Σε ένα πλάγιο επίπεδο γωνίας κλίσης φ αφήνεται από ύψος h, ένα στερεό σώµα µε 

κατανοµή µάζας συµµετρική ως προς το κέντρο του. ( Το στερεό µπορεί να είναι συµπαγής 

σφαίρα, συµπαγής κύλινδρος, κοίλη σφαίρα, κούφιος κύλινδρος, δίσκος, δακτύλιος). Το στερεό 

κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και φθάνει στη βάση του πλάγιου επιπέδου. Να υπολογίσετε την 

ταχύτητα της µεταφορικής (υ) και περιστροφικής (ω) κίνησης τη στιγµή που φθάνει στη βάση 

του πλάγιου επιπέδου. 

Η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του (για το δίσκο 

και το δακτύλιο είναι και κάθετος στο επίπεδό τους, ενώ για τους κυλίνδρους συµπίπτει µε τον 

άξονα συµµετρίας τους) δίνεται από τη σχέση: 2I MRλ= , όπου λ θετική αδιάστατη σταθερά. 

 

 

ΛΥΣΗ  Μια συνηθισµένη λύση είναι αυτή που βασίζεται στην 

Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας. Εφόσον το 

στερεό κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, η τριβή που 

αναπτύσσεται είναι στατική και δεν παράγει έργο αφού 

εφαρµόζεται στο σηµείο επαφής σώµατος-δαπέδου το οποίο 

έχει µηδενική ταχύτητα. Έτσι η µόνη δύναµη που παράγει 

έργο είναι η συντηρητική δύναµη του βάρους, οπότε η 

αρχική δυναµική ενέργεια λόγω θέσης στο βαρυτικό πεδίο της 

Γης είναι ίση µε την τελική κινητική ενέργεια της σύνθετης 

κίνησης του στερεού: 
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Εφόσον το στερεό κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ισχύει: 

 

1 2

1

gh
R

R R

υ
υ ω ω ω

λ
= ⇒ = ⇒ =

+
 

           

   Στην πιο πάνω κοµψή και λυτή λύση νοµίζω ότι γεννάται το εξής ερώτηµα: αφού η στατική 

τριβή δεν παράγει έργο, η µόνη δύναµη που παράγει έργο είναι το βάρος και συγκεκριµένα η 

Wx συνιστώσα, οπότε η ελάττωση της δυναµικής ενέργειας θα έπρεπε να µετατρέπεται 

αποκλειστικά σε κινητική µεταφορικής κίνησης (αφού η Wx δεν δηµιουργεί ροπή ως προς τον 

άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο ή συµπίπτει µε τον άξονα συµµετρίας), τότε η 

κινητική λόγω περιστροφικής κίνησης από το έργο ποιας δύναµης προέρχεται;  
 

Η απάντηση νοµίζω ότι προκύπτει, αν βασιζόµενοι στην αρχή ανεξαρτησίας των κινήσεων, 

εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας για κάθε κίνηση χωριστά. 

 

Εφαρµόζοντας το ΘΜΚΕ για τη µεταφορική κίνηση έχουµε: 

 

2 21 1
0

2 2xw TK K W W M Mg x Tx M Mgh Txτελ αρχ υ ηµϕ υ− = + ⇒ − = − ⇒ = −   (1) 

 



αφού εξετάζοντας µόνο τη µεταφορική κίνηση το σηµείο εφαρµογής της στατικής τριβής 

µετατοπίζεται κατά: 
h

x
ηµϕ

=  

 

Εφαρµόζοντας το ΘΜΚΕ για την περιστροφική κίνηση έχουµε: 

 

2 2 2 21 1 1

2 2 2T TK K W I MR TR M Txτελ αρχ τ ω τ θ λ ω θ λ υ− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =   (2) 

 

αφού εξετάζοντας µόνο την περιστροφική κίνηση η ροπή της στατικής τριβής στρέφει το στερεό 

κατά γωνία: 
x

R
θ =  όπου x η µετατόπιση του κέντρου µάζας, η οποία συµπίπτει µε το τόξο 

περιστροφής ενός σηµείου της περιφέρειας. 

 

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1)+(2) έχουµε: 

 

2 2 21 1 1 2
(1 )

2 2 2 1

gh
Mgh M M Mgh Mυ λ υ υ λ υ

λ
= + ⇒ = + ⇒ =

+
 

 

δηλαδή φθάνουµε στο ίδιο συµπέρασµα όπως και µε τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας, 

µόνο που τώρα είναι κατανοητό από τα έργα ποιων δυνάµεων προκύπτουν οι διάφορες µορφές 

ενέργειας. 

 

Νοµίζω ότι η φράση: « η στατική τριβή κατά τη διάρκεια της κύλισης χωρίς ολίσθηση δεν 

παράγει έργο, διότι το σηµείο επαφής σώµατος δαπέδου έχει µηδενική ταχύτητα οπότε δε 

µετατοπίζεται το σηµείο εφαρµογής της» παραπλανά. Η στατική τριβή επιβραδύνει τη 

µεταφορική κίνηση και επιταχύνει την περιστροφική. Ενεργειακά η απώλεια κινητικής 

µεταφορικής λόγω του έργου της στατικής τριβής, µετατρέπεται σε κινητική περιστροφής 

µέσω του έργου της ροπής της τριβής. Άρα η φράση η στατική τριβή δεν παράγει έργο, δεν 

λέει όλη την αλήθεια. Επειδή τα έργα της στατικής τριβής στη µεταφορική και στην 

περιστροφική κίνηση είναι ίσα κατά απόλυτη τιµή, δεν υπάρχει απώλεια ενέργειας υπό µορφή 

θερµότητας, παρά µόνο µετατροπή κινητικής µεταφορικής σε κινητική περιστροφικής κίνησης. 

Αν θέλουµε να είµαστε πιο ακριβείς στη διατύπωση είναι καλύτερα να λέµε: κατά τη 

διάρκεια της κύλισης χωρίς ολίσθηση η στατική τριβή δεν προκαλεί απώλεια ενέργειας 

υπό µορφή θερµότητας, οπότε διατηρείται η µηχανική ενέργεια του στερεού. Μια αντίστοιχη  

φραστική ασάφεια υπάρχει στη διατύπωση: «στο σώµα δεν ασκούνται δυνάµεις» για την 

περίπτωση όπου: ΣF=0. 

 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης. 



ΕΡΓΟ  ΤΡΙΒΗΣ  ΟΛΙΣΘΗΣΗΣ 
 

  Ας εξετάσουµε τώρα την περίπτωση όπου το στερεό εκτελεί 

κύλιση µε ολίσθηση καθώς κατεβαίνει το πλάγιο επίπεδο. 

Όπως έχουµε δείξει σε προηγούµενη ανάρτηση, για να 

κυλίεται το στερεό χωρίς να ολισθαίνει πρέπει ο συντελεστής 

οριακής στατικής τριβής να έχει τιµή:  
1

λ
µ εϕϕ

λ
>

+
 . Στην 

αντίθετη περίπτωση το στερεό εκτελεί κύλιση µε ολίσθηση, 

οπότε η τριβή που δέχεται είναι τριβή ολίσθησης και οι 

επιταχύνσεις υπολογίζονται εφαρµόζοντας το θεµελιώδη νόµο της µηχανικής χωριστά για κάθε 

κίνηση. 

  Για τη µεταφορική κίνηση ισχύει: 

 

( )x cm cm cmW T Ma Mg Mg Ma a gηµϕ µ συνϕ ηµϕ µσυνϕ− = ⇒ − = ⇒ = −  (1) 

 

Για την περιστροφική αντίστοιχα: 

 

2 g
TR Ia Mg R MR a

R
γων γων γων

µ συνϕ
τ µ συνϕ λ α

λ
Σ = = ⇒ = ⇒ =   (2) 

 

  Αν εκφράσουµε την Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας θα έχουµε ότι η αρχική δυναµική έχει 

µετατραπεί σε κινητική µεταφορικής κίνησης, σε κινητική περιστροφικής κίνησης και σε 

θερµότητα:  

 

2 2 21 1

2 2
Mgh M MR Qυ λ ω Θ= + +  (3) 

 

Όµως το έργο ποιας δύναµης εκφράζει την εκλυόµενη θερµότητα; 

 

Η απάντηση νοµίζω ότι προκύπτει, αν βασιζόµενοι στην αρχή ανεξαρτησίας των κινήσεων, 

εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας για κάθε κίνηση χωριστά. 

 

Εφαρµόζοντας το ΘΜΚΕ για τη µεταφορική κίνηση έχουµε: 

 

2 21 1
0

2 2xw TK K W W M Mg x Tx M Mgh Txτελ αρχ υ ηµϕ υ− = + ⇒ − = − ⇒ = −    (4) 

 

αφού εξετάζοντας µόνο τη µεταφορική κίνηση το σηµείο εφαρµογής της τριβής µετατοπίζεται 

κατά: 
h

x
ηµϕ

= . 

 

Εφαρµόζοντας το ΘΜΚΕ για την περιστροφική κίνηση έχουµε: 

 

2 2 21 1

2 2T TK K W I MR TRτελ αρχ τ ω τ θ λ ω θ− = ⇒ = ⇒ =   (5) 

 

Προσθέτοντας τις (4)+(5) έχουµε: 

 



2 2 2 2 2 21 1 1 1
( )

2 2 2 2
M MR Mgh Tx TR M MR T x R Mghυ λ ω θ υ λ ω θ+ = − + ⇒ + + − =   (6) 

 

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (3) και (6) βλέπουµε ότι η εκλυόµενη θερµότητα είναι ίση µε: 

 

( ) ( )Q T x R T x sθΘ = − = −  

 

αφού κατά τη διάρκεια της κύλισης µε ολίσθηση, η µετατόπιση x του κέντρου µάζας είναι 

µεγαλύτερη από το µήκος του τόξου s που διαγράφει ένα σηµείο της περιφέρειας του στερεού, 

κάτι που δε συµβαίνει στην κύλιση χωρίς ολίσθηση. Συνεπώς, η απώλεια κινητικής 

µεταφορικής λόγω του έργου της τριβής ολίσθησης,  δε µετατρέπεται πλήρως σε κινητική 

περιστροφικής µέσω του έργου της ροπής της τριβής, αλλά ένα µέρος εκλύεται στο 

περιβάλλον υπό µορφή θερµότητας. 

 

Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε να φθάσουµε ξεκινώντας από τη σχέση (3) και αντικαθιστώντας 

για την οµαλά επιταχυνόµενη µεταφορική: 

 
2

2 2 21 1 1
( ) 2

2 2 2
cm cm cm

cm cm

x a t x a x xa
a a

υ υ
υ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 

Οµοίως για την οµαλά επιταχυνόµενη περιστροφική: 

 

2 2 21 1
( ) 2

2 2
tγων γων γων

γων

ω
θ α α ω θα

α
= = ⇒ =  

 

Οπότε έχουµε: 

 

2 21 1
2 2

2 2

( )

( ) ( )

cm cm

x

Mgh M xa MR Q Mgh Ma x MR Q

Mgh W T x TR Q Mgh Mg x Tx TR Q

Q T x R Q T x s

γων γωνλ θα λ α θ

θ ηµϕ θ

θ

Θ Θ

Θ Θ

Θ Θ

= + + ⇒ = + + ⇒

= − + + ⇒ = − + + ⇒

⇒ = − ⇒ = −

 

 

  Ο υπολογισµός της γωνίας που διαγράφει το στερεό µέχρι να φθάσει στη βάση του πλάγιου 

επιπέδου µπορεί να γίνει από τις εξισώσεις κίνησης  21

2
cmx a t=   και  21

2
tγωνθ α=  αν τις 

διαιρέσουµε κατά µέλη:   

 

( ) ( )cm

g

xRx x
a g R

γων

µ συνϕ
α µσυνϕλθ θ θ

ηµϕ µσυνϕ λ ηµϕ µσυνϕ
= ⇒ = ⇒ =

− −
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ  4 

 

Άνθρωπος µάζας  m τρέχοντας σε οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα υ πηδά στο εσωτερικό 

ακίνητου κατακόρυφου τροχού ακτίνας  R. Ο τροχός έχει ροπή αδράνειας  I, ως προς 

οριζόντιο άξονα κάθετο στο επίπεδό του που διέρχεται από το κέντρο του. Να βρεθεί 

ποια είναι η ελάχιστη ταχύτητα του ανθρώπου ώστε αυτός αγκαλιάζοντας τον τροχό να 

φθάσει στο ψηλότερο σηµείο. Οι τριβές στον άξονα περιστροφής θεωρούνται 

αµελητέες. ∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g, καθώς και ότι οι διαστάσεις του 

ανθρώπου είναι πολύ µικρές σε σχέση µε την ακτίνα του τροχού οπότε µπορεί να 

θεωρηθεί υλικό σηµείο. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Ο άνθρωπος πηδά στο κατώτερο σηµείο του 

εσωτερικού του τροχού, δηλαδή έχουµε µια µορφή 

πλαστικής κρούσης.  Προφανώς στον άξονα του 

τροχού τη στιγµή της κρούσης αναπτύσσονται 

δυνάµεις οι οποίες όµως δε δηµιουργούν ροπή ως 

προς τον άξονα αυτό. 

Έτσι µπορούµε να υπολογίσουµε την αρχική γωνιακή 

ταχύτητα του συστήµατος τροχός-άνθρωπος µε βάση 

την Αρχή ∆ιατήρησης της Στροφορµής ως προς τον 

άξονα του τροχού: 

 

2

( ) ( ) 2
( )

m R
L L m R I mR

I mR
ολ πριν ολ µετα

υ
υ ω ω= ⇒ = + ⇒ =

+
  (1) 

 

Μετά την κρούση και εφόσον δεν υπάρχουν τριβές διατηρείται 

η Μηχανική ενέργεια του συστήµατος τροχός-άνθρωπος. Από 

τη σχέση (1) προκύπτει ότι η ελάχιστη ταχύτητα υ προκαλεί την 

ελάχιστη ω, η οποία θα έχει ως συνέπεια ο άνθρωπος να φθάσει 

στο ανώτατο σηµείο της τροχιάς µε µηδενική ταχύτητα. Έτσι 

η αρχική κινητική ενέργεια του συστήµατος τροχός-άνθρωπος θα 

έχει µετατραπεί σε δυναµική βαρυτική ενέργεια του ανθρώπου: 

 

   

2 2 2
2 2 2 min

( ) ( ) min 2 2

2

min

1 1
( ) 2 ( ) 2

2 2 ( )

4
( )

m R
E E I mR mg R I mR mg R

I mR

g
I mR

mR

ολ αρχ ολ τελ

υ
ω

υ

= ⇒ + = ⇒ + = ⇒
+

= +

 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  5 

 

Οµογενής ράβδος µήκους l και µάζας M βρίσκεται σε λεία οριζόντια επιφάνεια. Μικρό 

σώµα µάζας m κινούµενο µε ταχύτητα Uo, η διεύθυνση της οποίας είναι κάθετη στη 

ράβδο, χτυπά ελαστικά στο άκρο της.  Α) Ποια φυσικά µεγέθη διατηρούνται κατά την 

κρούση;  Β) Να υπολογισθεί η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου γύρω από το 



υ0
→ υ

υcm

1

ω
πριν µετά

κέντρο µάζας της και η ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης.  Γ) Να βρεθεί η σχέση 

µαζών m, M ώστε το σώµα µάζας m να συνεχίσει να κινείται µετά την κρούση κατά τη 

φορά της κίνησής του πριν την κρούση. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο που διέρχεται από 

το µέσο της:   21

12
I Ml=  

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Α) Εφόσον το σύστηµα είναι µονωµένο και η διάρκεια 

της κρούσης αµελητέα, διατηρούνται η ορµή και η 

στροφορµή του συστήµατος. Επιπλέον αφού η κρούση 

είναι ελαστική διατηρείται και η κινητική ενέργεια του 

συστήµατος. 

 

Β) Η ράβδος µετά την κρούση θα αποκτήσει ταχύτητα 

µεταφορικής κίνησης Ucm ενώ ταυτόχρονα θα 

αποκτήσει γωνιακή ταχύτητα ω λόγω περιστροφικής 

κίνησης γύρω από άξονα που διέρχεται από το µέσο της 

και είναι κάθετος στο επίπεδο που ορίζουν η ράβδος και η 

ταχύτητα του σώµατος m.  

 

Λόγω διατήρησης της ορµής ισχύει: 

 

( ) ( ) 0 1 cmp p m m Mολ πριν ολ µετα υ υ υ= ⇒ = +    (1) 

 

όπου U1 η ταχύτητα του σώµατος m µετά την κρούση. 

 

Λόγω διατήρησης της στροφορµής ως προς τον άξονα περιστροφής ισχύει: 

 

2

( ) ( ) 0 1

1

2 2 12

l l
L L m m Mlολ πριν ολ µετα υ υ ω= ⇒ = +      (2) 

 

Λόγω διατήρησης της κινητικής ενέργειας ισχύει: 

 

         2 2 2 2 2

( ) ( ) 0 1

1 1 1 1 1

2 2 2 2 12
cmK K m m M Mlολ πριν ολ µετα υ υ υ ω= ⇒ = + +    (3)    

 

Από τις σχέσεις  (1) , (2) έχουµε: 

 

0 1

0 1

(1) ( )

1
(2) ( )

6

1
: (4)

6 6

cm

cm cm

m M

m Ml

l
Ά M Ml

υ υ υ

υ υ ω

ω
ρα υ ω υ

⇒ − =

⇒ − =

= ⇒ =

 

 

Αντικαθιστώντας στην (3) την (4) έχουµε: 

 



2 2
2 2

0 1
9

M l
m m

ω
υ υ− =    (5) 

 

Αντικαθιστώντας στην (1) την (4) έχουµε: 

 

1 0 1 0
6 6

l M l
m m M

m

ω ω
υ υ υ υ= − ⇒ = −    (6) 

 

Αντικαθιστώντας στην (5) την (6) και λύνοντας ως προς ω  µετά από πράξεις 

καταλήγουµε: 

 

012

( 4 )

m

l M m

υ
ω =

+
  (7) 

 

 Η ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης υπολογίζεται αν στην (4) αντικαταστήσουµε την 

(7): 

 

02

4
cm

m

M m

υ
υ =

+
     (8) 

 

Γ) Η ταχύτητα του σώµατος m µετά την κρούση υπολογίζεται αν αντικαταστήσουµε 

στην (6) την (7): 

 

1 0

4

4

m M

m M
υ υ

−
=

+
    (9) 

 

Προφανώς το σώµα µάζας m θα συνεχίσει να κινείται µετά την κρούση κατά τη φορά 

της κίνησής του πριν την κρούση αν: 

 

1 0 4
4

M
m M mυ > ⇒ > ⇒ >  

 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  6 

 

Οµογενής ράβδος µάζας Μ στηρίζεται στο µέσο 

της. Στο ένα της άκρο υπάρχει σάκος (1) µε 

άµµο µάζας m. Η ράβδος συγκρατείται 

οριζόντια. Από ύψος H πέφτει στο άλλο άκρο 

της ένας δεύτερος σάκος (2) µε άµµο ίσης µάζας 

m, οπότε η ράβδος ανατρέπεται γύρω από το 

σηµείο στήριξης. Σε ποιο ύψος θα αναπηδήσει ο 

σάκος (1); 

 ∆ίνεται η ροπή αδράνειας ράβδου ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο που διέρχεται από 

το µέσο της:   21

12
I Ml=  

 

ΛΥΣΗ 



Α B

Γ∆

Ο

υ

 

Η ταχύτητα του σάκου (2) οριακά πριν την κρούση υπολογίζεται µε χρήση του ΘΜΚΕ 

κατά τη διάρκεια της πτώσης: 

 

21
0 2

2
BK W m mgH gHυ υ∆ = ⇒ − = ⇒ =     (1) 

 

Το σύστηµα ράβδος-σάκοι αµέσως µετά την 

κρούση εκτελεί περιστροφική κίνηση γύρω 

από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το 

µέσο της ράβδου. Η γωνιακή ταχύτητα που 

αποκτά αµέσως µετά την κρούση, 

υπολογίζεται µε χρήση της Αρχής ∆ιατήρησης της Στροφορµής γύρω από τον άξονα 

περιστροφής, αφού το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών που δηµιουργούν τα βάρη από 

τα σακιά είναι µηδέν: 

 
2

2

( ) ( )

2

1
( 2 )

2 12 4

6 26

2 12 ( 6 )

l l
L L m Ml m

m gHl M m
m l

M m l

ολ πριν ολ µετα υ ω

υ ω ω

= ⇒ = +

+
⇒ = ⇒ =

+
(2) 

  

Την ίδια στιγµή ο σάκος (1) έχει κατακόρυφη προς τα πάνω ταχύτητα ίση µε τη 

γραµµική ταχύτητα του άκρου της ράβδου: 

 

1 1

3 2

2 6

m gHl

M m
υ ω υ= ⇒ =

+
        (3) 

 

 

Το ύψος στο οποίο θα ανέβει υπολογίζεται µε χρήση ΘΜΚΕ κατά τη διάρκεια της 

ανόδου: 

 

             
2

2 21
1 max max max

1 3
0 ( )

2 2 6
B

m
K W m mgh h h H

g M m

υ
υ∆ = ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =

+
           

           

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  7 

 

Λεπτή τετράγωνη ΑΒΓ∆ πλάκα µάζας m 

βρίσκεται σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Στο άκρο Α 

χτυπάει σώµα µικρών διαστάσεων µάζας m, µε 

ταχύτητα υ κάθετη στην πλευρά Α∆ και κολλάει 

σ’ αυτό. Υπολογίστε: α) την ταχύτητα του 

κέντρου µάζας του συστήµατος πλάκα-σώµα µετά 

την κρούση  β) τη θερµότητα που ελευθερώνεται 

κατά την κρούση. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας τετράγωνου ως προς 

άξονα κάθετο σ’ αυτό που διέρχεται από το 



Α B

Γ∆

Ο

υ
Κ

cm

ω

κέντρο του: 21

6
I ma=  όπου α η πλευρά του τετράγωνου. Το κέντρο µάζας του 

συστήµατος πλάκα-σώµα βρίσκεται πάνω στη διαγώνιο ΑΓ και σε απόσταση 
2

4

a
 

από το άκρο Α. 

 

ΛΥΣΗ 

 

Επειδή ο φορέας της ταχύτητας υ του µικρού σώµατος δε 

διέρχεται από το κέντρο της πλάκας, το σύστηµα πλάκα-

σώµα µετά την κρούση θα εκτελέσει µεταφορική και 

περιστροφική κίνηση γύρω από άξονα κάθετο στην 

πλάκα, ο οποίος διέρχεται από το κέντρο µάζας του 

συστήµατος. Η ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης 

υπολογίζεται µε χρήση της Αρχής ∆ιατήρησης της 

Ορµής: 

 

( ) ( ) 2
2

cm cmp p m mολ πριν ολ µετα

υ
υ υ υ= ⇒ = ⇒ =   (1) 

 

Η γωνιακή ταχύτητα υπολογίζεται µε χρήση της Αρχής ∆ιατήρησης της Στροφορµής 

γύρω από τον άξονα περιστροφής.  Η απόσταση του φορέα της ταχύτητας από το 

κέντρο µάζας είναι: 

 

 02 2 2
45

4 4 2 4

a a a
d dηµ= = ⇒ =  

 

Οπότε: 

                       

2 2
2

( ) ( )

2

1
( )

4 6 8 8

5 3

4 12 5

a a a
L L m ma m m

a
m ma

a

ολ πριν ολ µετα υ ω

υ
υ ω ω

 
= ⇒ = + + ⇒ 

 

= ⇒ =

       (2) 

 

Η θερµότητα που ελευθερώνεται είναι ίση µε την ελάττωση της κινητικής ενέργειας του 

συστήµατος: 

 

       

2 2 2

( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2

2

1 1 1
( 2 )

2 2 2

1 1 5 9 1 13 7
( )

2 2 12 25 4 2 40 40

cmQ K K K m I m

Q m ma m m m Q m
a

θ πριν µετα ολ

θ θ

υ ω υ

υ υ
υ υ υ υ

= ∆ = − = − + ⇒

= − + = − ⇒ =
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                          ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΣΤΗ  ΣΤΑΤΙΚΗ  ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ 1 

 

Από τον φίλο και συνάδελφο Θοδωρή Παπασγουρίδη πήρα τρεις Ασκήσεις που ανα φέρονται 

στην ισορροπία στερεού. Η µια συνδιάζει την ισορροπία µε κυκλική κίνηση και η άλλη την 

ταλάντωση µε την ισορροπία του στερεού. Θα ήθελα και από την θέση αυτή να τον 

ευχαριστήσω για την προσφορά του αυτή. 

Η πρώτη από αυτές είναι η παρακάτω: 

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ  1 

 

Ισοπαχής οµογενής ράβδος βάρους W=300 N κάµπτεται σε σηµείο Α, ώστε να σχηµατίσει ορθή 

γωνία. Τα µήκη των δύο τµηµάτων συνδέονται µε τη σχέση: (ΑΓ)=2(Α∆). Η ράβδος κρεµιέται 

από το σηµείο Α, µέσω ιδανικού µη εκτατού νήµατος, το άλλο άκρο του οποίου συνδέεται σε 

οροφή. Ποιο βάρος Wx πρέπει να κρεµάσουµε στο άκρο ∆, ώστε η ράβδος να ισορροπεί και τα 

δύο σκέλη της να σχηµατίζουν την ίδια γωνία φ µε την οριζόντια διεύθυνση; 

 

ΛΥΣΗ 

 

Έστω d το µήκος της ράβδου. Τα δύο σκέλη της έχουν µήκη: 

(ΑΓ)+(Α∆)=d. Όµως (ΑΓ)=2(Α∆). Αντικαθιστώντας έχουµε: 

3(Α∆)=d. Οπότε: (Α∆)=d/3 και (ΑΓ)=2d/3. 

 

Εφόσον η ράβδος είναι οµογενής και ισοπαχής τα βάρη των 

τµηµάτων Α∆ και ΑΓ είναι αντίστοιχα: W1=W/3,  W2=2W/3. 

 

Σηµείο εφαρµογής του κάθε βάρους είναι το µέσο του 

αντίστοιχου σκέλους τα οποία απέχουν από το σηµείο Α:  

(ΑΜ)=(Α∆)/2=d/6  και (ΑΜ)=(ΑΓ)/2=d/3. 

 

Στο άκρο ∆ ασκείται δύναµη ίση µε το βάρος Wx του 

κρεµασµένου σώµατος. Εφόσον η ράβδος ισορροπεί ΣF=0 και Στ=0 ως προς οποιοδήποτε 

σηµείο του επιπέδου των δυνάµεων. Επιλέγουµε το σηµείο Α όπου η άγνωστη δύναµη F δε 

δηµιουργεί ροπή. Έτσι: 

               

( ) 1 2

1
1 2 2

0 ( ) ( ) ( ')

2
150

3 6 3 2 3 6 2

x

x x x x x

W W W

Wd d d W W W
W W W W W W W W N

τ συνϕ συνϕ συνϕ
Α

Σ = ⇒ Α∆ + ΑΜ = ΑΜ ⇒

+ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ  2 

 

Στο άκρο Α ράβδου Α∆ κρεµιέται µέσω ιδανικού νήµατος σώµα µάζας M=10 Kg. Στο άλλο 

άκρο ∆ κρεµιέται µέσω ιδανικού νήµατος µήκους l=1,5 m σώµα µάζας  m=6 Kg. Η ράβδος Α∆ 

στηρίζεται σε σηµείο Γ, µεταξύ του άκρου Α και του µέσου Ο, ενώ µπορεί να στρέφεται γύρω 

από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το µέσο της. Κατά ποια γωνία θ, µετρηµένη από την 

κατακόρυφο, πρέπει να εκτραπεί το νήµα στο οποίο είναι συνδεδεµένο το σώµα m, ώστε µόλις  

αυτό διέρχεται από την κατακόρυφο η ράβδος να χάσει οριακά την επαφή της µε το στήριγµα 

στο σηµείο Γ; Ποια είναι τότε η ταχύτητα της µάζας m;  

∆ίνεται:  g=10m/s
2
. 

 

 
ΛΥΣΗ 

 

Κάθε στιγµή στο σώµα µάζας  m ασκείται η τάση του νήµατος  και το βάρος του. Η 

συνισταµένη δύναµη στην ακτινική διεύθυνση συµπεριφέρεται ως κεντροµόλος. Τη στιγµή που 

το νήµα γίνεται κατακόρυφο ισχύει: 

 

                        
2

2 KF T W F T mg m
l

υ
Σ = − = ⇒ = +        (1) 

 

Κατά τη διάρκεια της κυκλικής κίνησης , η τάση είναι διαρκώς κάθετη στη µετατόπιση και δεν 

παράγει έργο, οπότε διατηρείται η µηχανική ενέργεια του σώµατος µάζας m: 

 

                  2 2 2

( ) ( )

1
2 2 (1 )

2
U K mgh m gh glβαρ αρχ τελ υ υ υ συνθ= ⇒ = ⇒ = ⇒ = −   (2) 

 

Αντικαθιστώντας τη (2) στην (1) έχουµε: 

 

                 2 (1 ) 3 2T mg m g mg mgσυνθ συνθ= + − ⇒ Τ = −     (3) 

 

Στο άκρο Α της ράβδου ασκείται δύναµη ίση µε το βάρος του σώµατος Μ, στο άκρο ∆ δύναµη 

ίση µε την τάση του νήµατος, ενώ στο µέσο της Ο ασκείται το βάρος της W και άγνωστη 

δύναµη F από τον άξονα περιστροφής. Τη στιγµή που το νήµα διέρχεται από την κατακόρυφο, η 

ράβδος χάνει οριακά την επαφή της µε το στήριγµα στο σηµείο Γ, άρα η δύναµη επαφής 

µηδενίζεται. Την ίδια στιγµή η ράβδος οριακά ισορροπεί. Άρα: 

 



               
( ) 0 3 2

2 2

3 3 2

2 2 3

l l
Mg T Mg mg mg

mg Mg m M

mg m

οτ συνθ

συνθ συνθ συνθ

Σ = ⇒ = ⇒ = − ⇒

− −
= ⇒ = ⇒ =

 

 

Η ταχύτητα της µάζας m όταν το νήµα διέρχεται από την κατακόρυφο υπολογίζεται από τη 

σχέση (2): 

 

                       2 (1 ) 10
m

gl
s

υ συνθ υ= − ⇒ =  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ  3 

 

Οµογενής ράβδος ΑΕ µήκους l=4m βάρους W1=200 N ισορροπεί οριζόντια, συνδεδεµένη µέσω 

άρθρωσης Α µε τον κατακόρυφο τοίχο και µέσω αβαρούς ράβδου Γ∆ µε την οριζόντια οροφή, 

σε σηµείο Γ όπου (ΑΓ)=1m. Στο άκρο Ε είναι συνδεδεµένο το πάνω άκρο ιδανικού 

κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς k=400 N/m. Στο άλλο άκρο του ελατηρίου είναι συνδεδεµένο 

σώµα µάζας m2=4 Kg, το οποίο συνδέεται µέσω αβαρούς τεντωµένου νήµατος  ZH µε το 

έδαφος. Αρχικά το σύστηµα ισορροπεί και το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί κατά ∆lo=0,2m. 

Α) Να υπολογίσετε την τάση του νήµατος ΖΗ και τις δυνάµεις που δέχεται η ράβδος στα σηµεία 

στήριξης Α και Γ.   

Β) Κάποια στιγµή που τη θεωρούµε ως αρχή µέτρησης του χρόνου (t=0) κόβουµε το νήµα ΖΗ 

οπότε το σώµα m2 αρχίζει να εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Αν θεωρήσουµε θετική φορά 

προς τα πάνω, να γράψετε την εξίσωση κίνησης του m2 και να υπολογίσετε τις δυνάµεις που 

ασκούνται στη ράβδο τη χρονική στιγµή t=T/2, όπου Τ η περίοδος, µετά την έναρξη της 

ταλάντωσης. 

∆ίνεται:  g=10 m/s2 

 

ΛΥΣΗ 

 

 
Α) Εφόσον το ελατήριο έχει υποστεί επιµήκυνση, ασκεί στο σώµα m2 και στο άκρο Ε της 

ράβδου δύναµη µέτρου: 

 

                               0 400 0, 2 80F k l F Nελ ελ= ∆ ⇒ = × =  

 

Επειδή το σώµα m2 ισορροπεί ισχύει: 

 

    2 2 20 0 40F F W T T F W F m g T Nελ ελ ελΣ = ⇒ − − = ⇒ = − = − ⇒ =  

 

Επειδή η ράβδος ισορροπεί ισχύει: ΣF=0 και Στ=0 ως προς οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου 

των δυνάµεων. Άρα: 

 



                    ( ) 1 1 10 ( ) ( ) ( ) 440F W F F Nελτ ΓΣ = ⇒ ΑΓ = ΓΜ + ΓΕ ⇒ =  

Επίσης: 

                    2 1 1 20 720F F F W F F NελΣ = ⇒ = + + ⇒ =  

 

Β)  Μόλις κοπεί το νήµα το σώµα m2 αρχίζει να εκτελεί ΑΑΤ µε σταθερά επαναφοράς D=k  και 

θέση ισορροπίας που αντιστοιχεί σε επιµήκυνση: 

 

                       1 2 10 0,1F k l m g l mΣ = ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =  

 

Επειδή ξεκινά από την ηρεµία, η αρχική θέση είναι ακρότατη, οπότε το πλάτος της ταλάντωσης 

είναι ίσο µε:                              

 

                        0 1 0,1A l l m= ∆ −∆ =  

 

Τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην αρνητική ακρότατη θέση:  y=-A=-0,1m, οπότε η αρχική 

φάση της ταλάντωσης είναι:  φ=3π/2. 

Η κυκλική συχνότητα είναι: 

 

     2

2

2

10
k rad

D k m
m s

ω ω ω= = ⇒ = ⇒ =  

 

Οπότε η εξίσωση κίνησης γράφεται:    
3

0,1 (10 )( . )
2

y t S I
π

ηµ= +  

 

Τη χρονική στιγµή t=T/2  το m2 θα βρίσκεται στη συµµετρική ακρότατη θέση (y=+A=+0,1m), η 

οποία συµπίπτει µε τη θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου, όπου Fελ=0. Τότε: 

 

              ( ) 1 1 1 1 10 ( ) ( ) 200F W F W F Nτ ΓΣ = ⇒ ΑΓ = ΜΓ ⇒ = ⇒ =  

Επίσης: 

              2 1 1 20 400F F F W F NΣ = ⇒ = + ⇒ =  
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Ζεύγος δυνάµεων. 

Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο βρίσκεται µια ράβδος µήκους 

l=4m, η οποία µπορεί να στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα, 

ο οποίος διέρχεται από το µέσον της Ο. Ασκούµε πάνω της δύο 

οριζόντιες δυνάµεις µε ίσα µέτρα F1=F2=20Ν, όπως στο σχήµα, 

όπου (ΟΓ)=(ΓΒ). 

i) Βρείτε την συνολική ροπή που ασκείται στη ράβδο ως προς τον άξονα περιστροφής. 

ii) Υπολογίστε την οριζόντια δύναµη που δέχεται η ράβδος από τον άξονα. 

iii) Πόση η συνολική ροπή των δυνάµεων F1-F2 ως προς το άκρο Α; 

iv) Για να µην περιστραφεί η ράβδος ασκούµε πάνω της οριζόντια δύναµη F3 στο άκρο Α, 

παράλληλη προς τις F1, F2.  

α)   Να σχεδιάστε την δύναµη F3. 

β)   Πόση οριζόντια δύναµη δέχεται τώρα η ράβδος από τον άξονα; 

 

Απάντηση: 

 

i) Αν F η δύναµη που δέχεται η ράβδος από τον άξονα περιστροφής, έχουµε  

τολ= τF+ τ1 + τ2 =FK0+ F1K(ΟΓ) – F2K(ΟΒ) = 20ΝK1m-20ΝK2m= - 20ΝKm.  

Στην πραγµατικότητα ροπή έχει το ζεύγος των δυνάµεων <F1 και <F2, οπότε θα µπορού-

σαµε να πάρουµε:     

  τ= -|F1|Kd= -20ΝK1m= - 20ΝKm. 

Το αρνητικό πρόσηµο δείχνει ότι µε την επίδραση των δύο δυνάµεων η ράβδος τείνει να 

περιστραφεί µε την φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού. 

ii) Επειδή η ράβδος  στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα, o οποίος περνά από το κέντρο 

µάζας Ο,  ισχύει: 

 ΣF=0 ! 

 F+F1-F2 = 0 ! F=0.  

 

∆ηλαδή η ράβδος δεν δέχεται δύναµη από τον άξονα περιστροφής, 

iii) Ως προς το σηµείο Α έχουµε:  

τολ = F1K(ΑΓ) – F2K(ΑΒ) = 20ΝK3m- 20ΝK4m= -20Νm.  

Βλέπουµε ότι η ροπή του ζεύγους είναι ίδια είτε υπολογίζεται ως προς το Ο, είτε ως 

προς το Α. 

iv) Για να µην περιστρέφεται η ράβδος, θα πρέπει να ασκηθεί 

µια δύναµη στο άκρο Α, η οποία να προκαλεί ροπή 

+20Νm και να εξουδετερώνει τη ροπή του ζεύγους. 

Άρα η φορά της είναι αυτή του διπλανού σχήµατος και 

αφού η ράβδος δεν στρέφεται:  

ΣτΟ =0 ! 

- F3K(ΑΟ) –F1K(ΟΑ) + F2K(ΟΒ) = 0! 

- F3K2 -20K1+20K2 ! F3=10Ν. 

Αφού η ράβδος δεν µεταφέρεται ΣF=0 ! F+F1-F3-F2 =0 ! F=10Ν δηλαδή τώρα η 

ράβδος δέχεται δύναµη από τον άξονα.  

Προσέξτε ότι η δύναµη <F  σχηµατίζει ζεύγος δυνάµεων µε την <F3.  



∆ηλαδή για εξουδετερωθεί η δράση του ζεύγους των δυνάµεων F1 –F2 απαιτήθηκε η εξά-

σκηση ενός νέου ζεύγους δυνάµεων και όχι µια µόνο δύναµη. 

 

dmargaris@Gmail.com 



ΖΗΤΗΜΑΤΑ ΠΟΥ ΠΡΟΚΑΛΟΥΝ ΟΙ… ΤΡΙΒΕΣ 
Η φορά της στατικής τριβής. 
Ένα από τα ζητήματα που πολλές φορές μας δυσκολεύουν είναι η σχεδίαση της 
στατικής τριβής  και ο σωστός προσδιορισμός της φοράς της. Κάποιες φορές είναι 
εφικτό (και σχετικά εύκολο) να προσδιορίσουμε την κατεύθυνση της στατικής τριβής 
ενώ άλλες φορές δεν πειράζει και … να κάνουμε λάθος. Ας δούμε όμως τα πράγματα 
λίγο πιο αναλυτικά. 
Η σκέψη-κλειδί :  Εάν έχουμε κύλιση χωρίς ολίσθηση, τα μέτρα της ταχύτητας του 
κέντρου μάζας και της γωνιακής ταχύτητας συνδέονται με τη σχέση :  ucm=ω∙R. 
Επομένως εάν το μέτρο της μιας ταχύτητας αυξάνεται ή μειώνεται ή μένει σταθερό το 
ίδιο συμβαίνει αντίστοιχα και στο μέτρο της άλλης. 
Και η προϋπόθεση για να σχεδιάσουμε σωστά τη στατική τριβή : Η στατική τριβή 
είναι η μόνη δύναμη που μπορεί να προκαλέσει είτε την επιτάχυνση του κέντρου 
μάζας στη μεταφορική κίνηση, είτε τη γωνιακή επιτάχυνση ενός στερεού σε 
στροφική κίνηση. 
 
Παράδειγμα 1 
Εξασκούμε κατακόρυφη δύναμη F μέσω του αβαρούς νήματος 
και ο αρχικά ακίνητος δίσκος αρχίζει να κυλίεται χωρίς να 
ολισθαίνει στο οριζόντιο δάπεδο.  
Ο δίσκος αποκτά γωνιακή επιτάχυνση λόγω της ροπής της 
δύναμης F. Επομένως και το κέντρο μάζας θα επιταχυνθεί προς 
τα δεξιά. Το βάρος w, η δύναμη F και η κάθετη αντίδραση N 
είναι δυνάμεις κατακόρυφης διεύθυνσης οπότε δεν μπορούν να 
επιταχύνουν τον δίσκο προς τα δεξιά. Έτσι η μόνη δύναμη που 
μπορεί να επιταχύνει τον δίσκο είναι η στατική τριβή. 
Επομένως η φορά της στατικής τριβής είναι προς τα δεξιά. 
(γιατί το μέτρο της στατικής τριβής πρέπει να είναι μικρότερο του 
μέτρου τής F ;)     
 
Έχουμε λοιπόν : 
Tστ=m∙acm   και   F΄∙R-Tστ ∙R=I∙αγων. 
Εάν τώρα σχεδιάζαμε λανθασμένα τη στατική τριβή προς τ’ αριστερά θα γράφαμε : 
Tστ=m∙acm   και   F΄∙R+Tστ∙R=I∙αγων και θα οδηγούμασταν σε λανθασμένο 
αποτέλεσμα. 
Στο σωστό θα καταλήγαμε γράφοντας : 
-Tστ=m∙acm   και   F΄∙R+Tστ ∙R=I∙αγων  (θα βρίσκαμε Τστ<0)που όμως προϋποθέτει ότι 
έχουμε «ψυλλιαστεί» το λάθος μας και δεν θα το κάναμε! 
 
 
Παράδειγμα 2  
Το στερεό του σχήματος (κύλινδρος, δίσκος, 
δακτύλιος, σφαίρα) αφήνεται ελεύθερο να κινηθεί 
πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο οπότε κυλίεται χωρίς να 
ολισθαίνει. 
Γνωρίζουμε ότι το κέντρο μάζας του στερεού 
επιταχύνεται προς τα κάτω. Επομένως και η γωνιακή 
ταχύτητά του πρέπει να αυξάνεται (αφού    ucm=ω∙R). 
Έτσι κάποια δύναμη πρέπει να προκαλεί ροπή που 
περιστρέφει το στερεό σύμφωνα με τη φορά 
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περιστροφής των δεικτών του ρολογιού. Η μόνη δύναμη που μπορεί να προκαλέσει 
ροπή είναι η στατική τριβή έτσι πρέπει να έχει κατεύθυνση προς τα πάνω.  
 
Παράδειγμα 3 
Το στερεό τώρα βάλλεται από τη βάση του κεκλιμένου 
επιπέδου και ανεβαίνει κυλιόμενο χωρίς να ολισθαίνει. 
Γνωρίζουμε ότι η ταχύτητα του κέντρου μάζας μειώνεται 
κατά μέτρο επομένως και η γωνιακή ταχύτητα θα πρέπει να 
μειώνεται κατά μέτρο μια και ισχύει ucm=ω∙R. Για να 
συμβεί αυτό θα πρέπει να υπάρχει ροπή που προκαλεί 
γωνιακή επιβράδυνση, δηλαδή να τείνει να περιστρέψει το 
σώμα σύμφωνα με τη φορά περιστροφής των δεικτών του 
ρολογιού. Η μόνη δύναμη που μπορεί να προκαλέσει 
ροπή είναι η στατική τριβή οπότε η κατεύθυνσή της 
πρέπει και πάλι να είναι προς τα πάνω. 
Από τα παραδείγματα 2 και 3 βλέπουμε ότι είτε το στερεό σώμα ανεβαίνει είτε 
κατεβαίνει, η στατική τριβή έχει κατεύθυνση προς τα πάνω.  
ΠΡΟΣΟΧΗ ΟΜΩΣ : Αυτό ισχύει όταν δεν υπάρχουν άλλες δυνάμεις πέρα από το 
βάρος και τις δυνάμεις από το κεκλιμένο επίπεδο, όπως άλλωστε θα φανεί στα 
παραδείγματα που ακολουθούν. 
Αποδεικνύεται μάλιστα πως το μέτρο της επιτάχυνσης στην άνοδο και την κάθοδο είναι 
το ίδιο. (Φανταστείτε ότι βλέπουμε την κάθοδο σε βίντεο. Αν πατήσουμε το rewind 
παρακολουθούμε την άνοδο. Κανένα από τα διανύσματα δεν έχει αλλάξει κατεύθυνση ! 
Κάτι τέτοιο θα συνέβαινε για παράδειγμα με την τριβή εάν είχαμε ολίσθηση χωρίς 
περιστροφή ) 

Ας κάνουμε όμως τα πράγματα λίγο πιο περίπλοκα…   (κι άλλο ; …) 
 Παράδειγμα 4 
Το στερεό του παραδείγματος 3 τραβάει και πάλι την 
ανηφόρα μόνο που τώρα στο παιχνίδι μπαίνει και η δύναμη 
F που φαίνεται στο σχήμα. Παρατηρούμε ότι η δύναμη F 
διέρχεται από το κέντρο μάζας οπότε η ροπή της είναι 
μηδενική. Πώς όμως θα καταλάβουμε αν το κέντρο μάζας 
επιταχύνεται ή επιβραδύνεται ; Απλό… Συγκρίνουμε το 
μέτρο της  F με το μέτρο της wx. Στο σχήμα μας είναι F > 
wx οπότε το μέτρο της ταχύτητας του κέντρου μάζας 
αυξάνεται και το ίδιο πρέπει να συμβαίνει με το μέτρο της 
γωνιακής ταχύτητας. Η στατική τριβή λοιπόν τώρα πρέπει 
να έχει κατεύθυνση προς τα κάτω ώστε η ροπή της να μην φρενάρει αλλά να 
«γκαζώνει» το σώμα περιστροφικά. 
Αν λοιπόν στην εκφώνηση αναφερόταν ότι F=2w/3 ενώ  φ=300, θα είχαμε 
wx=w∙ημφ=w/2  δηλαδή F > wx και …αυτή είναι η περίπτωση που μελετήσαμε. 
 
 
Παράδειγμα 5 
Έστω τώρα ότι στην εκφώνηση αναφέρεται ότι  F=w/3 και  
φ=300 οπότε wx=w∙ημφ=w/2  και άρα F < wx. Τι σημαίνει 
αυτό ; Η ταχύτητα του κέντρου μάζας θα μειώνεται κατά 
μέτρο. Το ίδιο θα πρέπει λοιπόν να συμβαίνει και με το 
μέτρο της γωνιακής ταχύτητας οπότε έχουμε γωνιακή 
επιβράδυνση και έτσι Tστ προς τα επάνω !   
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Παράδειγμα 6 
Ε, φυσιολογικό είναι να σκεφτούμε τώρα : Αν η F έχει ίσο 
μέτρο με την wx τι συμβαίνει με τη στατική τριβή ;  
Το κέντρο μάζας κινείται τώρα με σταθερή ταχύτητα αφού 
ΣF=0 και έτσι σταθερή πρέπει να είναι και η γωνιακή 
ταχύτητα. Θα πρέπει δηλαδή να ισχύει και Στ=0 και αφού η 
μόνη δύναμη που προκαλεί ροπή είναι η Τστ θα πρέπει η 
στατική τριβή να είναι μηδενική. Απλό…   
 
 

 Εάν η δύναμη F δεν ήταν παράλληλη με το κεκλιμένο 
επίπεδο θα την αναλύαμε σε δύο συνιστώσες και θα ασχολούμασταν μόνο με τη 
συνιστώσα την παράλληλη με το κεκλιμένο επίπεδο. 
 

Και τώρα περιπτώσεις στις οποίες δεν μπορούμε να είμαστε σίγουροι για τη 
φορά της στατικής τριβής αλλά δεν μας νοιάζει ! 

Παράδειγμα 8 
Στο διπλανό σχήμα ασκούμε στο αβαρές νήμα 
δύναμη F οπότε στο στερεό ασκείται μέσω 
του νήματος δύναμη F΄ (F=F΄) και ο δίσκος 
αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στο 
οριζόντιο δάπεδο. 
Ποιο είναι το πρόβλημα που έχουμε τώρα και 
δεν μπορούμε να αποφασίσουμε για τη σωστή 
φορά της στατικής τριβής ;  Ροπή προκαλεί και η F΄ όχι μόνο η στατική τριβή. 
 
Η φορά της στατικής τριβής εξαρτάται τόσο 
από το σημείο εφαρμογής της F΄ όσο και από 
τη ροπή αδράνειας του στερεού. Για την 
περίπτωση του σχήματος η σωστή φορά 
αποδεικνύεται ότι είναι (η απόδειξη θα δοθεί 
στο τέλος) προς τα δεξιά όπως φαίνεται στο 
σχήμα.  
Οι εξισώσεις μας λοιπόν γράφονται : 
F΄+Τστ= m∙acm και 
F΄∙R-Tστ ∙R=I∙αγων  
 
Αλλά και αν … μαντέψουμε λάθος και 
σχεδιάσουμε τη στατική τριβή προς τ’ αριστερά 
δεν πειράζει. Οι εξισώσεις μας τώρα γίνονται : 
F΄-Τστ= m∙acm και 
F΄∙R+Tστ∙ R=I∙αγων  
 Το …καλό είναι ότι κάναμε λάθος και στις δύο 
εξισώσεις, όχι μόνο στη μία !!! 
Όταν κάνουμε λοιπόν τις πράξεις θα βρούμε αρνητικό αποτέλεσμα για τη στατική 
τριβή έχοντας όμως βρει το σωστό μέτρο. Θα αναφέρουμε λοιπόν ότι το σωστό θα 
ήταν να έχουμε σχεδιάσει τη στατική τριβή προς τ’ αριστερά και … ούτε γάτα ούτε 
ζημιά ! 

R

φ

φ

w

wημφ

wσυνφ

Ν

ω

F

R

R

R



 
Ηθικό δίδαγμα (αμφιβόλου αξίας !) : Μερικές φορές καλύτερα να κάνουμε 2 λάθη 
παρά ένα !  
 
 
Ισχυριστήκαμε προηγουμένως ότι αποδεικνύεται πως στην περίπτωση του σχήματος 
η στατική τριβή έχει φορά προς τα εμπρός. Ας το διερευνήσουμε. 
 

Διερεύνηση της φοράς της στατικής τριβής στην περίπτωση κύλισης χωρίς 
ολίσθηση σε οριζόντιο δάπεδο κάτω από την επίδραση οριζόντιας δύναμης F . 

 
Υποθέτουμε ότι ο φορέας της δύναμης απέχει 
από το κέντρο μάζας απόσταση x (πάνω από 
το κέντρο μάζας) όπως φαίνεται στο σχήμα. 
Έστω ακόμη ότι η φορά της στατικής τριβής 
είναι προς τα δεξιά (εμπρός). Το στερεό έχει 
ροπή αδράνειας ως προς άξονα που περνάει 
από το κέντρο μάζας του και είναι κάθετος 
στο επίπεδο του σχήματος Ι=λΜR2 (για κύλινδρο και δίσκο λ=1/2 , για δακτύλιο λ=1, 
ενώ για σφαίρα λ=2/5). Έχουμε : 
 
Για τη μεταφορική κίνηση :   F-Tστ=Μ∙acm  (1)    
 

Για την περιστροφική κίνηση :  cm
στ στ

aF x-T R=I F x-T R=I
R

a



         (2) 

 
Διαιρώντας τις σχέσεις (1) και (2) κατά μέλη παίρνουμε : 
 

2

2

2 2

2

(1 ) ( 1)
-

1 11

111 1

F T M R M R M R M R x M RF T F x T R T F
F x T R I I I I I

x M R xx M R
M R RIT F T F T F

M R M R
I M R


  



  
 



      
            

 

    
      

   
 

 
Διερευνούμε λοιπόν τη σχέση αυτή : 
Ο παρονομαστής είναι πάντα θετικός, έτσι το πρόσημο καθορίζεται από τον 
αριθμητή. 

 Εάν 1 0    x x R
R




    


η στατική τριβή είναι μηδέν. 

 

 Εάν 1 0    x x R
R




    


η στατική τριβή είναι θετική δηλαδή προς τα δεξιά. 

 

 Εάν 1 0    x x R
R




    


η στατική τριβή είναι αρνητική δηλ. προς τ’ 

αριστερά. 
 

R x



 Για 0 x  δηλαδή κάτω από το κέντρο μάζας η στατική τριβή ανεξάρτητα από την 
τιμή του λ έχει φορά προς τα πίσω (αριστερά). 

 
Ας συνοψίσουμε τα αποτελέσματα σε πίνακα. 
 
ΔΙΣΚΟΣ , ΚΥΛΙΝΔΡΟΣ 

λ=1/2 
ΣΦΑΙΡΑ                     

λ=2/5 
ΔΑΚΤΥΛΙΟΣ               

λ=1 
Μοχλοβραχίονας 

x 
Φορά 

Τστ 

Μοχλοβραχίονας 
x 

Φορά 
Τστ 

Μοχλοβραχίονας 
x 

Φορά 
Τστ 

2
RR x     2

5
RR x     x R  Tστ=0 

2
Rx   Tστ=0 

2
5
Rx   Tστ=0 

2
R x R      2

5
R x R      

R x R      

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι για ένα δακτύλιο (ή μία στεφάνη) η στατική τριβή έχει 
πάντα κατεύθυνση προς τα πίσω και μόνο στην περίπτωση που η δύναμη F ασκείται στο 
ανώτατο σημείο η τιμή της στατικής τριβής μηδενίζεται ! 
 
 
 
Σταύρος Ε. Πρωτογεράκης 
protogst@otenet.gr 
protogerakiss@rpschool.gr 
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Σε µια µπάλα του µπιλιάρδου µε κατάλληλο χτύπηµα τη χρονική 

στιγµή t=0 προσδίδουµε γωνιακή ταχύτητα ωο και γραµµική 

ταχύτητα υo σύµφωνα µε το σχήµα.  
 

α. Να µελετηθεί η κίνηση και να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις 

υcm=f(t) και ω=f(t), µέχρι ν’ αρχίσει η κύλιση χωρίς ολίσθηση. 
 

β. Να υπολογισθεί το έργο της τριβής ολίσθησης. 
 

Τα µεγέθη ω0, υ0, m, µ, g θεωρούνται γνωστά και για τη µπάλα δίνεται I=(2/5)mR
2. 

 

Λύση 

α. Το σηµείο επαφής σφαίρας-δαπέδου αµέσως µετά το χτύπηµα 

(t=0) έχει δύο ταχύτητες τη u0 και τη γραµµική ω0R, οι οποίες 

είναι οµόρροπες µε φορά προς τα δεξιά, οπότε και η ολική 

ταχύτητα έχει φορά προς τα δεξιά. Άρα η τριβή ολίσθησης έχει 

φορά προς τ’ αριστερά.  
 

Η τριβή επιβραδύνει τη µεταφορική κίνηση:  

x cm cm cm cmΣF mα T mα µmg mα a µg= → = → = → =  

 

Η αλγεβρική τιµή της µεταφορικής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται: 

cm 0 cm cm 0u u a t u u µgt= − → = −  

 

Η ροπή της τριβής επιβραδύνει την περιστροφική κίνηση.  

2
γων γων γων

5µg2
Στ Iα TR mR α α

5 2R
= → = → =   

Η αλγεβρική τιµή της γωνιακής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται:  

0 γων 0

5µg
ω ω a t ω ω t

2R
= − → = −   

 

∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις ανάλογα µε τις τιµές των ωο και υo. Μπορεί να µηδενιστούν 

ταυτόχρονα ή να µηδενιστεί πρώτα γωνιακή ταχύτητα ή να µηδενιστεί πρώτα η ταχύτητα του 

κέντρου µάζας. 
 

Χρόνος µηδενισµού της ucm: 
0

0 µ.cm µ.cm

u
0 u µgt t

µg
= − → =  

Χρόνος µηδενισµού της ω: 
0

0 µ.ω µ.ω

2
ω R5µg 50 ω t t

2R µg
= − → =  

 

1. Αν 
0

0
0 0

2
ω Ru 25 u ω R

µg µg 5
= → = , οι δύο ταχύτητες µηδενίζονται ταυτόχρονα και η µπάλα 

ακινητοποιείται. 
 

Κ

0u

0ω

Γ

Κ

0u

0ω

ΓΤ

0ω R

0u
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2. Αν 
0

0
0 0

2
ω Ru 25 u ω R

µg µg 5
> → > , µηδενίζεται πρώτα η γωνιακή 

ταχύτητα.  

Τότε η ροπή της τριβής ολίσθησης θ' αρχίσει να επιταχύνει τη 

µπάλα δεξιόστροφα (ανάποδα), ενώ η τριβή θα εξακολουθεί να 

µειώνει το µέτρο της  ταχύτητας του κέντρου µάζας. Όταν το 

µέτρο της  ταχύτητας του κέντρου µάζας γίνει ίσο µε το µέτρο της 

γραµµικής ταχύτητας των σηµείων της περιφέρειας θ' αρχίσει η κύλιση χωρίς ολίσθηση (προς 

τα δεξιά).  

Προσοχή στο µείον, η γραµµική ταχύτητα έχει αλλάξει φορά!!! 
 

( ) ( )0 0
cm 0 κ 0 γων κ 0 κ 0 κ k

2 u ω R5µg
u ωR u µgt ω a t R u µgt ω t R t

2R 7µg

+ 
= → − = − − ⋅ → − = − − ⋅ → = 

 
  

 

 
 

 

3. Αν 
0

0
0 0

2
ω Ru 25 u ω R

µg µg 5
< → < , µηδενίζεται πρώτα η ταχύτητα 

του cm.  

Tότε η τριβή ολίσθησης θ' αρχίσει να επιταχύνει τη µπάλα 

µεταφορικά προς τα αριστερά (πίσω), ενώ η ροπή της τριβής θα 

εξακολουθεί να µειώνει το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας. Όταν 

το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας γίνει ίσο µε το µέτρο 

της γραµµικής ταχύτητας των σηµείων της περιφέρειας θ' αρχίσει η κύλιση χωρίς ολίσθηση 

(προς τα αριστερά).  

Προσοχή στο µείον, η ταχύτητα του κέντρου µάζας έχει αλλάξει φορά!!!  
 

( ) ( ) ( )0 0
cm 0 κ 0 γων κ 0 κ 0 κ k

2 u ω R5µg
u ωR u µgt ω a t R u µgt ω t R t

2R 7µg

+ 
= → − − = − ⋅ → − + = − ⋅ → = 

 
  

 

cmu

tΚt

0u 0ω

tΚtµ.ωt

ω

cmu

0u

t0u

µg

0ω

ω

t
02ω R

5µg

Κ

cmu
ω

ΓΤ

ωR

cmu

Κ

cmu

ω

ΓΤ

ωRcmu
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β. Σε κάθε περίπτωση, επειδή η τριβή ολίσθησης είναι η µόνη δύναµη που εκτελεί έργο κατά τη 

διάρκεια της κύλισης µε ολίσθηση, αυτό µπορεί να υπολογισθεί εύκολα µε εφαρµογή του 

Θ.Μ.Κ.Ε. για τη σύνθετη κίνηση:  

2 2 2 2
ΑΡΧ cm 0 0T TΤΕΛ

1 1 1 1
K Κ W mu Iω mu Iω W

2 2 2 2
   − = → + − + =   
   

  

όπου ucm και ω η ταχύτητα του κέντρου µάζας και η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής αντίστοιχα 

τη χρονική στιγµή που αρχίζει η κύλιση χωρίς ολίσθηση ή που συµβαίνει ακινητοποίηση, 

δηλαδή: 

Για την 1η περίπτωση που έχουµε ακινητοποίηση, ucm = 0 και ω = 0. 
 

Ενώ για τη 2η και τη 3η περίπτωση: 

( )0 0
cm 0 0 0 0k

2 u ω R 5 2
u u µgt u µg u u ω R

7µg 7 7

+
= − = − ⋅ → = −  

( )0 0 0
0 γων 0 0k

2 u ω R5µg u2 5
ω ω a t ω ω ω ω

2R 7µg 7 7 R

+
= − → = − ⋅ → = − ⋅  

Στη 2η περίπτωση θα προκύψει ω<0  ενώ στη 3η περίπτωση ucm<0, εδώ όµως τα πρόσηµα δεν 

µας απασχολούν διότι οι ταχύτητες υψώνονται στο τετράγωνο. 

 

Νίκος Ανδρεάδης 

cmu

tΚt

0u
0ω

tΚtµ.cmt

ω



h

→
w

→
w

→→ NT

xθ

θ

Η σφαίρα  κυλίεται σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Από το ίδιο ύψος h σε ένα κεκλιµένο επίπεδο, αφήνουµε ταυτόχρονα δύο σφαίρες Α και Β, οι 

οποίες κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν. Η σφαίρα Α έχει µάζα m και ακτίνα R, ενώ η Β έχει 

µάζα 3m και ακτίνα  R/2. 

 

i) Για τα χρονικά  διαστήµατα tΑ και tΒ που απαιτούνται για να φτάσουν στη  βάση του επι-

πέδου ισχύει: 

α)  tΑ< tΒ         β)  tΑ = tΒ        γ) tΑ > tΒ. 

ii) Για τις τελικές ταχύτητες υΑ και υΒ ισχύει: 

α)  υΑ < υΒ      β) υΑ=υΒ          γ) υΑ > υΒ. 

iii) Ο λόγος ΚΑ/ΚΒ, όπου ΚΑ και ΚΒ οι τελικές κινητικές ενέργειες των δύο σφαιρών λόγω 

περιστροφής, είναι ίσος µε: 

α)  1  β) 3  γ) 1/3 

Για τη σφαίρα  Ιcm = 2/5 mR2.   

 

Απάντηση: 

Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκού-

νται σε µια σφαίρα που κυλίεται κατά µήκος ενός κεκλιµένου 

επιπέδου. 

Για την µεταφορική κίνηση της σφαίρας ο 2ος  νόµος του Νεύ-

τωνα δίνει: 

ΣFx=m·αcm ! 

mgηµθ – Τ = mαcm (1) 

Αντίστοιχα για την στροφική κίνηση και θεωρώντας τις δεξιόστροφες ροπές θετικές έχουµε: 



Στ= Ι·αγων ! 

Τ·R= 2/5 mR2·αγων  ! 

Τ= 2/5 m·R·αγων  (2) 

Αλλά αφού η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει αcm=αγων·R και η (2) γίνεται: 

Τ= 2/5 m·αcm (3) 

Με πρόσθεση των (1) και (3) κατά µέλη παίρνουµε: 

cmma
5

7
mg =ηµθ ! 

ηµθg
7

5
acm =  (4) 

Η σχέση (4) µας λέει ότι η µεταφορική κίνηση της σφαίρας είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυ-

νόµενη, όπου η επιτάχυνση δεν εξαρτάται ούτε από την µάζα της, ούτε από την ακτίνα της. 

Έτσι για τη σφαίρα ισχύουν: 

x= ½ αcm·t2  και υcm=αcm·t 

Αφού οι δύο σφαίρες διανύουν ίσες αποστάσεις θα φτάσουν στον ίδιο χρόνο στη βάση του επι-

πέδου µε ίσες ταχύτητες κέντρου µάζας. Έτσι οι σωστές απαντήσεις είναι: 

i)  β)  και ii)   β). 

iii)  Για το λόγο των κινητικών ενεργειών λόγω περιστροφής έχουµε: 

3

1

3

2

R
m3

5

2

mR
5

2

I
2

1

I
2

1

K

K
2
B

2
A

2
B

2

2
A

2

2
BB

2
AA

B

A ==









==

υ
υ

ω

ω

ω

ω
 

Σωστή πρόταση η γ). 

 

dmargaris@sch.gr 



Ισορροπία-ροπές και κάθετη αντίδραση. 

 

Ας ξεκινήσουµε µε ένα ερώτηµα: 

∆ίνεται η παρακάτω πρόταση: 

«Αν ένα αρχικά ακίνητο στερεό σώµα, στο οποίο ασκούνται διάφορες οµοεπίπεδες δυ-

νάµεις, δεν στρέφεται, τότε το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών όλων των δυνάµεων, ως 

προς οποιοδήποτε σηµείο είναι ίσο µε µηδέν». 

Είναι σωστή ή λανθασµένη η πρόταση αυτή; 

Η πρόταση είναι λάθος… 

Η πρόταση είναι λανθασµένη γιατί δεν αναφέρει τίποτα για την συνισταµένη δύναµη. 

Αν η συνισταµένη δύναµη είναι µηδέν, τότε αν υπάρχουν ροπές αυτές θα οφείλονται σε 

ζεύγη δυνάµεων και για να µην αρχίσει να περιστρέφεται θα πρέπει το αλγεβρικό ά-

θροισµα των ροπών να είναι µηδέν. Και αφού µιλάµε για ζεύγη δυνάµεων έχουµε το 

δικαίωµα να πάρουµε τις ροπές ως προς οποισήποτε σηµείο, αφού η ροπή ενός ζεύγους 

είναι ανεξάρτητη του σηµείου αναφοράς µας. 

Αλλά αν η συνισταµένη δύναµη δεν είναι µηδενική; Αν δηλαδή το σώµα επιταχύνεται; 

Τότε θα πρέπει να πάρουµε υποχρεωτικά το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών ως προς 

προς το κέντρο µάζας του στερεού, γιατί αν το στερεό περιστραφεί, θα περιστραφεί 

γύρω από άξονα κάθετον  στο επίπεδο των δυνάµεων που περνά από το κέντρο µάζας 

του. Ως προς άλλα σηµεία µπορεί η συνολική ροπή να είναι διάφορη του µηδενός, αλλά 

αυτό δεν µας απασχολεί. 

 

Παράδειγµα 1
ο
: 

Αφήνουµε µια οµογενή ράβδο ΑΓ να πέσει ελεύθερα, από µικρό ύψος, από οριζόντια 

θέση. Προφανώς η ράβδος εκτελεί ελεύθερη πτώση, χωρίς να περιστρέφεται. 

 

Να υπολογιστεί η συνολική ροπή που ασκείται πάνω της: 



α) Ως προς το µέσον της Ο. 

β) Ως προς το ένα της άκρο Α. 

Απάντηση: 

α) Ως προς το µέσον της Ο: Στ= w·d= w·0=0 

β) Ως προς το άκρο Α:  Στ= - w ·l/2  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η ροπή ως προς άκρο Α δεν είναι µηδέν, χωρίς αυτό να ση-

µαίνει ότι η ράβδος θα αρχίσει να περιστρέφεται. 

 

Παράδειγµα 2
ο
: 

Ένας κύβος πλευράς α=1m και βάρους w=1000Ν ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο µε το 

οποίο παρουσιάζει συντελεστές τριβής µ=µs=0,4.  

1) Να βρείτε τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο. 

2) Ασκούµε πάνω του οριζόντια δύναµη F=300Ν, όπως στο σχήµα, όπου (ΒΕ)=(ΕΓ) 

και ο κύβος δεν κινείται.  

i) Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο και να υπολογίστε τα µέ-

τρα τους. 

ii) Να βρεθεί το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών που ασκούνται στο κύβο ως προς: 

 

 

α) Το κέντρο Ο του κύβου. 

β) Της κορυφής Α. 

Απάντηση: 

1) Ο κύβος ισορροπεί συνεπώς: 

ΣF= 0 (1) 

Στ=0 (2) 

Οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο είναι το βάρος του w και η κάθετη αντίδραση 

του επιπέδυο Ν. Με βάση την σχέση (1) Ν=w=1000Ν. 

Παίρνοντας τις ροπές ως προς το κέντρο Ο, έχουµε: 



w·0 + Ν·x= 0 → x=0, όπου x η απόσταση του Ο από τον φορέα της Ν. Η κάθετη α-

ντίδραση λοιπόν ασκείται στο κέντρο της βάσης Μ. 

Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύβο. 

 

2) Η µέγιστη τιµή της τριβής που µπορεί να ασκηθεί στον κύβο είναι η οριακή τριβή 

Τορ=µs·Ν (1), αλλά στον κατακόρυφο άξονα ο κύβος ισορροπεί εποµένως ΣFy=0 ή 

Ν=w=1000Ν, οπότε: 

Τορ= µs·Ν = 0,4·1000Ν=400Ν. 

Στον άξονα x οι ασκούµενες δυνάµεις είναι η F και η τριβή. Αφού η δύναµη που 

ασκούµε είναι µικρότερη από 400Ν, ο κύβος δεν θα επιταχυνθεί στον άξονα x, οπό-

τε: 

ΣFx=0 → F-Τ=0 → Τ=Τστ=F=300Ν. 

Ας πάρουµε τώρα το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών ως προς το κέντρο Ο του κύ-

βου: 

Στ=τw+ τΤ+τF+τΝ= w·0 - Τ·α/2 + F·0 + Ν·x = Ν·x - Τ·α/2 

Αλλά αφού ο κύβος ισορροπεί Στ=0 → 

Ν·x - Τ·α/2  =0 → 

1000x=300·0,5 → 

x=0,15m 

Τι βρήκαµε; Η κάθετη αντίδραση του επιπέδου Ν δεν περνά από το κέντρο Ο, αλλά 

είναι µετατοπισµένη κατά x=0,15m προς τα δεξιά όπως στο σχήµα. 



 

Γιατί να συµβαίνει αυτό; Στην πραγµατικότητα η Ν είναι η συνισταµένη των δυνά-

µεων που ασκούνται στον κύβο από το δάπεδο. Στο α΄υποερώτηµα το έδαφος πιέζε-

ται από το σώµα οµοιόµορφα οπότε και οι δυνάµεις που δέχεται από το δάπεδο είναι 

όπως στο σχήµα (α), µόλις ασκηθεί πλάγια δύναµη όµως οι δυνάµεις δεν ασκούνται 

οµοιόµορφα, αλλά όπως στο σχήµα (β), όποτε στην (α) η συνισταµένη περνά από το 

µέσον, ενώ στην (β) όχι. 

 

Παίρνοντας τις ροπές τώρα ως προς την κορυφή Α έχουµε: 

ΣτΑ= -w·α/2 -Τ·α + F·α/2+Ν·(α/2+x) 

ΣτΑ=-1000·0,5-300·1+300·0,5+1000·0,65 =0 

Συµπέρασµα αφού η ΣF=0, ως προς οποιοδήποτε σηµείο και αν πάρουµε το αλγε-

βρικό άθροισµα των ροπών θα είναι µηδέν. 

 

Παράδειγµα 3
ο
: 

Αν η δύναµη F στο προηγούµενο παράδειγµα είχε µέτρο F=500Ν, να βρεθεί η συνολική 

ροπή ως προς την κορυφή Α. 

Απάντηση: 

∆εν ξέρουµε τώρα αν ισορροπεί ο κύβος. Αν κάνει µόνο µεταφορική ή και στροφική 

κίνηση (αν ανατρέπεται). Οι δυνάµεις είναι ξανά αυτές του παρακάτω σχήµατος. 



 

Αφού F>Τορ ο κύβος επιταχύνεται προς τα δεξιά και η ασκούµενη τριβή είναι τριβή ο-

λίσθησης µε µέτρο Τολ=µ·Ν= 400Ν. 

∆ηλαδή ο κύβος αποκτά επιτάχυνση που υπολογίζεται από τον 2
ο
 Νόµο του Νεύτωνα: 

ΣFx=m·αcm → acm= (F-T)/m =2m/s
2
. 

Έστω ότι ο κύβος επιταχύνεται µεν προς τα δεξιά χωρίς όµως να στρέφεται. Τότε ως 

προς το κέντρο µάζας Ο θα ισχύει Στ=0 → 

w·0+Ν·x-T·α/2 +F·0 = 0 → 

x=Τ·α/2Ν = 400·1/2·1000m = 0,2m. 

∆ηλαδή ο φορέας της Ν περνάει από την βάση στήριξης και απλά είναι µετατοπισµένος 

κατά 0,2m από το µέσον Μ, πράγµα που µπορεί να συµβαίνει. Παρατηρήστε ότι η από-

σταση αυτή έχει αυξηθεί σε σχέση µε το προηγούµενο παράδειγµα που ήταν 0,15m. 

Αν πάρουµε τώρα τις ροπές ως προς το Α έχουµε: 

ΣτΑ= -w·α/2 -Τ·α + F·α/2+Ν·(α/2+x)→ 

ΣτΑ=-1000·0,5 - 400·1+600·0,5+1000·0,7 =+100Ν·m 

Όταν λοιπόν επιταχύνεται µεταφορικά ο κύβος χωρίς να περιστρέφεται, η συνολική ρο-

πή είναι µηδέν, µόνο ως προς το κέντρο µάζας Ο και όχι ως προς οποιοδήποτε σηµείο. 

 

Παράδειγµα 4
ο
: 

Και πότε µπορεί να ανατραπεί ο κύβος; 

Αυξάνουµε το µέτρο της δύναµης F. Ποια η ελάχιστη τιµή του µέτρου της F για την 

οποία ο κύβος ανατρέπεται; 

Απάντηση: 

Είδαµε ότι αυξάνοντας το µέτρο της ασκούµενης δύναµης η κάθετη αντίδραση Ν απο-

µακρύνεται από το µέσον Μ της βάσης προς τα δεξιά. Συνεπώς θα έλθει κάποια στιγµή 

που θα ασκείται στην κορυφή Γ, όπως στο σχήµα. 



 

Στην κατάσταση αυτή ο κύλινδρος είναι έτοιµος να ανατραπεί. Στην πραγµατικότητα 

ακουµπά στο έδαφος µόνο κατά µήκος της ακµής που περνά από την κορυφή Γ.   

Όταν ο κύλινδρος θα ανατραπεί σηµαίνει ότι θα περιστραφεί γύρω γύρω από άξονα που 

περνά από το Γ και για να συµβεί αυτό πρέπει η δεξιόστροφη ροπή της F να είναι µεγα-

λύτερη της αριστερόστροφης ροπής του βάρους, κατά µέτρο (οι ροπές της Ν και της 

τριβής είναι µηδενικές): 

F·α/2>w·α/2 → 

F>w 

Συνεπώς πρέπει η δύναµη F να είναι µεγαλύτερη από 1000Ν, ώστε να ανατραπεί ο κύ-

βος. 

 

 

dmargaris@sch.gr 

 

 



Και αν η σκάλα γλιστράει; 

. 

Αυστηρώς Ακατάλληλη ......... για µαθητές. 

Μόνο για καθηγητές. 

 

Από ανώνυµο αναγνώστη ζητήθηκε να λυθεί µια άσκηση σαν το πρόβληµα 4.58 του 

βιβλίου στην περίπτωση που η σκάλα ολισθαίνει. 

Στο µεταξύ µεσολάβησε η ανάρτηση Ολίσθηση ράβδου.  της συναδέλφου Ελευθερίας 

Νασίκα µε παρόµοιο θέµα και η οποία προτείνεται να µελετηθεί πριν την παρούσα ά-

σκηση. 

 

Μια οµογενής ράβδος µήκους l αφήνεται από την κατακόρυφη θέση να ολισθήσει, σε 

επαφή µε ένα κατακόρυφο λείο τοίχο, µέχρι να φτάσει στο επίσης λείο έδαφος. 

 

Ζητούνται σε συνάρτηση µε την γωνία θ που σχηµατίζει η ράβδος µε το έδαφος: 

1) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας και η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου. 

2) Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας καθώς και η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου. 

∆ίνεται Ιcm=ml
2
/12. 

Απάντηση: 

1) Έστω η ράβδος σε µια τυχαία θέση που σχηµατίζει γωνία θ µε το έδαφος. Στο σχήµα 

φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω της. 



 

Από τον 2
ο
 Νόµο του Νεύτωνα για την µεταφορική κίνηση παίρνουµε: 

ΣFx=m·αx → Ν2= m·αx (1) 

ΣFy= m·αy → w –N1 = m·αy (2) 

Ενώ αντίστοιχα για την στροφική κίνηση έχουµε: 

Στ=Ι·αγων → 

 

 

Για το σηµείο Α: 

Συx=0 → 

υcmx=υγρx=υγρηµθ → 

υcmx=ωRηµθ → 

 



Για το άκρο Γ: 

Συy=0→ 

υcmy=ωR·συνθ → 

 

Από (4) και (5) έχουµε: 

 

Εφαρµόζοντας την Α∆ΜΕ µεταξύ της αρχικής κατακόρυφης θέσης και της θέσης που 

φαίνεται στο σχήµα έχουµε, θεωρώντας στο οριζόντιο επίπεδο που περνά από το Ο ως 

U=0 έχουµε: 

 

Από την (7) και (6) παίρνουµε: 

 

2) Οµοίως για τις επιταχύνσεις µε βά-

ση το διπλανό σχήµα έχουµε: 

 

Για το άκρο Α: 



 

Από τις (1), (2), (3) και (8), (9) παίρνουµε: 

 

 

Από τον συνάδελφο Γιώργο Ρούση έλαβα ένα αρχείο, το οποίο µελετά το χάσιµο της 

επαφής της ράβδου µε τον κατακόρυφο τοίχο, κατά την εξέλιξη της κίνησης, το οποίο 

µπορείτε να κατεβάσετε σε pdf, αλλά και ένα αρχείο Ιp το οποίο αναπαριστά το φαινό-

µενο. Μπορείτε να κατεβάσετε και αυτό το αρχείο από εδώ. 

Θα ήθελα να τον ευχαριστήσω για την προσφορά του αυτή. 

dmargaris@sch.gr 

 

 



Και αν θέλουµε τον χρόνο κίνησης; 
 

Από τον συνάδελφο Θωµά Ζωνιόπουλο  µια ερώτηση προσθήκη στο 

παρ. 4.12 του σχολικού βιβλίου, σελ. 128. Να τον ευχαριστήσω για 

την προσφορά του αυτή. 

------------------- 

 

Ο χρόνος που χρειάστηκε η ράβδος για να µετακινηθεί από την 

οριζόντια στην κατακόρυφη θέση είναι: 

α) t<0.05π s  β) t=0.05π s  γ) t>0.05π s ; 

 

Απάντηση: 

Αν η κίνηση ήταν οµαλή στροφική µε γωνιακή ταχύτητα ω=10 rad/s 

(όση υπολογίζεται ότι είναι στην κατακόρυφη θέση) τότε φ=ωt 

δηλαδή π/2=ωt και t=π/20 s= 0.05π s 

Προφανώς ο ζητούµενος χρόνος θα είναι µεγαλύτερος, άρα σωστό 

είναι το (γ). 

 

 

Θωµάς Ζωνιόπουλος   



ΑΠΛΗ ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 
ΣΩΜΑΤΟΣ 

 
1η Άσκηση 

 
Οµογενής και συµπαγής κύλινδρος, µάζας 
M=200g και ακτίνας R=4cm, ισορροπεί σε 
οριζόντιο επίπεδο. Το στερεό είναι 
συνδεδεµένο µε ιδανικό οριζόντιο ελατήριο 
σταθεράς k=30N/m µέσω του κυρίου άξονα συµµετρίας του (ο άξονας ο οποίος είναι 
κάθετος στη βάση του κυλίνδρου και διέρχεται από το κέντρο µάζας του). Το στερεό 
µπορεί να περιστρέφεται ελεύθερα γύρω από τον άξονα συµµετρίας του χωρίς τριβές.  
Το ελατήριο αρχικά βρίσκεται στην κατάσταση ελευθέρου µήκους και στη συνέχεια 
εκτρέπουµε τον κύλινδρο οριζόντια κατά απόσταση A=8cm και αφήνουµε το σύστηµα 
ελεύθερο. Θεωρείστε ότι σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του ο κύλινδρος κυλίεται στο 
οριζόντιο επίπεδο χωρίς να ολισθαίνει. 
i. Να δείξετε ότι το σύστηµα ελατηρίου-κυλίνδρου θα εκτελέσει µεταφορικά απλή αρµονική 
ταλάντωση µε πλάτος A και να υπολογίσετε την σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης. 
ii. Να γράψετε την εξίσωση αποµάκρυνσης-χρόνου της ταλάντωσης του συστήµατος. 
iii. Να υπολογίσετε τη µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 
iv. ∆ίνεται ότι ο συντελεστής οριακής τριβής κυλίνδρου-επιπέδου είναι µs=0,6. Να βρείτε το 

άνω όριο του µεγίστου δυνατού πλάτους ταλάντωσης Αmax του συστήµατος για το οποίο 
δεν παρατηρείται ολίσθηση του στερεού στο οριζόντιο επίπεδο. 
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2 και η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω 

από τον άξονα περιστροφής του Ιcm=
2

2

1
RΜ . 

 
Λύση: 
 

i. Στην  θέση ισορροπίας του συστήµατος, η οποία ταυτίζεται και µε την θέση φυσικού 
µήκους του ελατηρίου, ασκούνται: 

• Το βάρος του κυλίνδρου w=mg 

• H κάθετη αντίδραση του δαπέδου Ν 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Ο κύλινδρος ξεκινά από την ηρεµία στη θέση µέγιστης αποµάκρυνσης Α και κινείται προς 
τ’ αριστερά. Στην θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x από την θέση ισορροπίας στον κύλινδρο 
ασκούνται: 

• Το βάρος w=mg 

• H κάθετη αντίδραση του δαπέδου Ν 

• Η δύναµη της στατικής τριβής Tστ, η οποία έχει κατεύθυνση προς τ’ αριστερά, διότι 
ο κύλινδρος κυλίεται αριστερόστροφα και η δύναµη της στατικής τριβής είναι η µοναδική 
που µπορεί να δηµιουργήσει αυτή την αριστερόστροφη ροπή 

• Η δύναµη του ελατηρίου Fελατ µε φορά προς τ’ αριστερά, αφού τείνει να επαναφέρει 
τον κύλινδρο προς την θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου. 

 

w 

Fελατ 

Tστ 

Ν 

 

 

 



Θεωρώντας θετικές αποµακρύνσεις προς τα δεξιά, οπότε θετικές τις ροπές τις 
δεξιόστροφές, ο θεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης και ο Θεµελιώδης Νόµος της 
Μηχανικής γράφονται: 

Στ=Ι.αγων ⇒ -ΤστR=
2

1
MR2αγων ⇒ -Τστ=

2

1
Mαcm (1) 

ΣF=Μ.αcm ⇒ Tστ-Fελατ = Mαcm ⇒ Tστ-kx=Mαcm (2) 

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) έχουµε: -kx=
2

3
Mαcm ⇒ αcm=

3Μ

2k
− x (3) 

Έτσι, η συνισταµένη των δυνάµεων στη τυχαία θέση αποµάκρυνση x από την Θ.Ι. έχουµε: 

ΣF=Μ.αcm ⇒ ΣF=
3Μ

2k
Μ− x ⇒ ΣF=

3

2k
− x 

Άρα το σύστηµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς D=
3

2k
⇒ 

D=20N/m 

 
ii.  Ο κύλινδρος την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην θέση µέγιστης θετικής 

αποµάκρυνσης(x=+A) οπότε η ταλάντωσή του έχει αρχική φάση  rad
2

π
φο = . 

srad
m

D
/10

2,0

20
=⇒== ωω  

Εποµένως, η χρονική εξίσωση αποµάκρυνσης θα είναι: 

x=Aηµ(ωt + φο) ⇒ x=0,08ηµ 






 +
2

π
10t  

iii. Ο κύλινδρος αποκτά τη µέγιστη µεταφορική ταχύτητά του στη θέση ισορροπίας και 

υπολογίζεται από τον τύπο: ucm,max=ωΑ. 
Ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, οπότε κάθε χρονική στιγµή θα ισχύει: ucm=ωR. 
Εποµένως, η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής είναι: 

04,0

08,010max,

max

⋅
=

Α
==
RR

u
cm ω

ω  ⇒ ωmax=20rad/s 

iv. Το µέτρο της στατικής τριβής µεταξύ κυλίνδρου και δαπέδου από τις σχέσεις (1),(2) και 
(3) είναι: 

kx
3

1
Tx

3M

2k
M

2

1
Μα

2

1
Τ στcmστ =⇒







−−=−=  

Το µέτρο της οριακής τριβής µεταξύ κυλίνδρου και δαπέδου είναι: 
Τορ=µΝ=µMg=0,6.0,2.10=1,2N 

O κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει εφόσον η στατική τριβή είναι µικρότερη ή ίση 
από την οριακή τριβή: 

k

T
A

k

T
xTkx

ορορ
ορορστ

33

3

1
max =⇒≤⇒≤⇒Τ≤Τ ⇒ Α=0,12m=12cm 

 
 

Πέτρος Καραπέτρος 
 



2
η
 Άσκηση 

Στο διπλανό σχήµα το ελατήριο δεν έχει 
µάζα, η σταθερά του ισούται µε k=100Ν/m 
και το ένα του άκρο είναι δεµένο µε αβα-
ρές και µη εκτατό νήµα, το οποίο διέρχεται 
από το αυλάκι τροχαλίας µάζας Μ=4kg και 
ακτίνας R=0,15m. Στο άλλο άκρο του νή-
µατος έχουµε δέσει ένα µικρό σώµα µάζας 
m=2kg το οποίο βρίσκεται σε ύψος h=1m 
από το έδαφος. Η τροχαλία µπορεί να πε-
ριστρέφεται γύρω από οριζόντιο ακλόνητο 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο της και 
η ροπή αδράνειάς της ως προς τον άξονα 
αυτό υπολογίζεται από τον 

 τύπο: Ι=
2

1
ΜR2. Αρχικά κρατάµε ακίνητο 

το σώµα, ενώ το ελατήριο βρίσκεται στην κατάσταση φυσικού του µήκους, όπως φαίνεται στο 
σχήµα. Κάποια στιγµή αφήνουµε ελεύθερο το σώµα να κινηθεί.  
  
i. Να αποδειχθεί ότι το σύστηµα θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση και να υπολογιστεί η πε-
ρίοδος της ταλάντωσης. 
  
ii. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σώµατος Σ όταν αυτό βρίσκεται σε ύψος h1=80cm από το έδα-
φος.  
 
iii. Να υπολογιστεί το µικρότερο ύψος από το έδαφος, στο οποίο θα κατέβει το σώµα Σ.  
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2.  
 

Λύση: 
 

i. Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στα σώ-

µατα θέση ισορροπίας του συστήµατος(διπλανό 

σχήµα) και έχουµε: 

Για το σώµα:   ΣF=0 ⇒w-T1=0 ⇒ w=T1 

Για την τροχαλία: Στ=0 ⇒ Τ1R-T2R=0 ⇒ T1=T2 

Για το ελατήριο: ΣF=0⇒ Fελατ=T2 ⇒ T2=k
.∆ℓ 

Άρα w=k∆ℓ (1) 

 

 

 

Για την θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x κάτω από την θέση ισορροπίας έχουµε: 

 

 T1 

w 

T2 

T1 

T2 
Fελατ 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για το ελατήριο:  ΣF=mελατ
.αcm⇒T2’-Fελατ’=0 ⇒ Τ2’=k(∆ℓ+x) (2) 

Για την τροχαλία:  Στ=Ι.αγων⇒Τ1’R-Τ2’R=
2

1
MR2.αγων  

και επειδή η επιτρόχια (εφαπτοµενική) επιτάχυνση των σηµείων της περιφέρειας της τροχαλίας ι-

σούται µε την επιτάχυνση του σώµατος Σ θα είναι αcm=αε=αγων
.R οπότε: 

Τ1’-Τ2’=
2

1
Μαcm (3) 

Για το σώµα:   ΣF=m.αcm ⇒ w-T1’=mαcm (4) 

Με πρόσθεση κατά µέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουµε: 

T1’-T2’+w-T1’= 







+Μ m

2

1
αcm ⇒ w-T2’= 







 +

2

2mM
αcm 

και λόγω της σχέσης (2) 

w-k(∆ℓ+x)= 






 +

2

2mM
αcm ⇒ w-k∆ℓ-kx= 







 +

2

2mM
αcm 

 

 

T1’ 

w 

T2’ 

T1’ 

T2’ 

x 

Θ.Φ.Μ 
Τυχαία 

θέση 
∆ℓ+x 

Fελατ’ 

Θ.I. 

Τυχαία 

θέση 

 



και λόγω της (1) 

αcm= x
mM

k

2

2

+
−  

Εποµένως για την συνισταµένη των δυνάµεων στη θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x ισχύει: 

ΣF=w-T1’=mαcm=-m x
mM

k

2

2

+
⇒ ΣF= Dxx

mM

km
−=

+
−

2

2
 

 Άρα το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς 

mN
mM

km
D /50
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2
=

⋅+

⋅⋅
=

+
=  

Η περίοδος ταλάντωσης θα είναι: 

s
D

m
T

5

2

50

2
22

π
ππ =Τ⇒== ⇒ Τ= 0,4πs 

 

 

ii. Θεωρώντας ως επίπεδο µηδενικής βαρυτικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο του ε-
δάφους εφαρµόζουµε την Α.∆.Μ.Ε. από την αρχική κατάσταση όπου το σώµα βρίσκεται σε ύψος 
h=1m µέχρι την χρονική στιγµή που απέχει από το έδαφος h1=80cm. 
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                                                      ⇒ ucm=1m/s 
 

iii. Στην θέση όπου το σώµα απέχει την µικρότερη απόσταση από το έδαφος η ταχύτητά του στιγ-
µιαία µηδενίζεται (ουσιαστικά πρόκειται για την κάτω ακραία θέση της ταλάντωσης που εκτελεί το 
σύστηµα). Έστω h2 το ελάχιστο ύψος του σώµατος από το έδαφος. Εφαρµόζουµε την Α.∆.Μ.Ε. 
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⇒⇒⇒⇒ h2=0,6m 
 

Πέτρος Καραπέτρος 



                                ΚΙΝΗΣΗ  ΜΠΑΛΑΣ  ΜΠΙΛΙΑΡ∆ΟΥ    
 
Μπάλα µπιλιάρδου που θεωρείται σφαίρα µάζας M ακτίνας R, ηρεµεί σε οριζόντιο 
δάπεδο µε το οποίο παρουσιάζει συντελεστή τριβής ολίσθησης µ. Χτυπάµε ακαριαία τη 
µπάλα σε ύψος h πάνω από το κέντρο µάζας της , οπότε αποκτά ορµή p. Να µελετηθεί 
η κίνησή της. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας σφαίρας ως προς µια διάµετρό της: 22

5
I MR=  

 
ΛΥΣΗ  Επειδή το χτύπηµα (ώθηση) δεν περνά από το κέντρο µάζας της µπάλας, θα 
εκτελέσει  ταυτόχρονα µεταφορική και περιστροφική κίνηση. Το κέντρο µάζας αµέσως 
µετά το χτύπηµα αποκτά ταχύτητα: 
 

                               
p

p M
M

ο ου υ= ⇒ = ,  

 
ενώ ταυτόχρονα αποκτά γωνιακή ταχύτητα: 
 

               
2

2

5

2 2

5

ph ph
L ph I

MR
MR

ο ο οω ω ω= = ⇒ = ⇒ =  

 
Το σηµείο επαφής σφαίρας δαπέδου έχει αρχική  
ταχύτητα: 
 

2

5 5
(1 )

2 2

p ph p h
R R

M MR M R
ο ου υ ω υ= − = − ⇒ = −    (1) 

 
 
∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
 

Α)  
5 5 2

1 0 1
2 2 5

h h R
h

R R
− = ⇒ = ⇒ =   

 
Το σηµείο επαφής σφαίρας δαπέδου έχει µηδενική ταχύτητα 
( Rο ου ω= ) οπότε η µπάλα αρχίζει αµέσως να κυλίεται χωρίς 

να ολισθαίνει. 
 
 

Β)  
5 2

1 0
2 5

h R
h

R
− < ⇒ > .   

Σε αυτή την περίπτωση το σηµείο επαφής σφαίρας 
δαπέδου έχει  ταχύτητα αντίρροπη της Uο ( Rο ου ω< ), 

οπότε εµφανίζεται τριβή ολίσθησης µεταξύ µπάλας-
δαπέδου οµόρροπη µε την Uο.  
Η τριβή επιταχύνει τη µεταφορική κίνηση: 
 



   cm cm cmF T Ma Mg Ma a gµ µ σταθΣ = = ⇒ = ⇒ = =  

 
Η στιγµιαία τιµή της µεταφορικής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται: 
 
               cm o cma t gtου υ υ µ= + = +      (2) 

 
Η ροπή της τριβής επιβραδύνει την περιστροφική κίνηση. Για την περιστροφική κίνηση 
ισχύει: 
 

    22 2 5

5 5 2

g
Ia TR MR a Mg MRa a

R
γων γων γων γων

µ
τ µ σταθΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =  

 
Η στιγµιαία τιµή της  γωνιακής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται: 
 

               
5

2

g
a t t

R
ο γων ο

µ
ω ω ω ω= − ⇒ = −    (3) 

 
Η µπάλα αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει τη στιγµή όπου µηδενίζεται η 
ταχύτητα του σηµείου επαφής σφαίρας-δαπέδου: 
 

5 7
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2 2

7 5 2 5
( 1) ( 1)

2 2 7 2

cm

g
R gt R Rt gt R

R

p h p h
gt t

M R Mg R

ο ο ο ο

µ
υ υ ω υ µ ω µ ω υ

µ
µ

= ⇒ = ⇒ + = − ⇒ = − ⇒

= − ⇒ = −

 

 

Γ)  
5 2

1 0
2 5

h R
h

R
− > ⇒ < .  Σε αυτή την περίπτωση το σηµείο 

επαφής σφαίρας δαπέδου έχει  ταχύτητα οµόρροπη της Uο 
( Rο ου ω> ), οπότε εµφανίζεται τριβή ολίσθησης µεταξύ 

µπάλας-δαπέδου αντίρροπη µε την Uο.  
Η τριβή επιβραδύνει τη µεταφορική κίνηση: 
 
   cm cm cmF T Ma Mg Ma a gµ µ σταθΣ = = ⇒ = ⇒ = =  

 
Η στιγµιαία τιµή της µεταφορικής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται: 
 

cm o cma t gtου υ υ µ= − = −      (4) 

 
Η ροπή της τριβής επιταχύνει την περιστροφική κίνηση. Για την περιστροφική κίνηση 
ισχύει: 
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µ
τ µ σταθΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =  

 
Η στιγµιαία τιµή της  γωνιακής ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο εκφράζεται: 
 



5
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µ
ω ω ω ω= + ⇒ = +    (5) 

 
Η µπάλα αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει τη στιγµή όπου µηδενίζεται η 
ταχύτητα του σηµείου επαφής σφαίρας-δαπέδου: 
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Κίνηση ράβδου. 

 

Μια οµογενής δοκός µήκους l=2m κινείται ελεύθερα οριζόντια πάνω σε µια παγωµένη 

λίµνη, χωρίς τριβές και για t=0 δίνονται οι ταχύτητες του µέσου Ο και του άκρου Α, 

υ0=10m/s και υΑ=4m/s αντίστοιχα. Να βρεθούν οι ταχύτητες των παραπάνω σηµείων τη 

χρονική στιγµή t1=π/6s. 

Απάντηση: 

Αφού οι ταχύτητες των δύο σηµείων είναι διαφορετικές, η δοκός δεν κάνει µεταφορική 

κίνηση. Αν έκανε µόνο στροφική κίνηση θα στρέφοταν γύρω από κατακόρυφο άξονα 

που περνά από το κέντρο µάζας Ο και η ταχύτητα του cm θα ήταν µηδενική. Συνεπώς η 

δοκός εκτελεί σύνθετη κίνηση µε υcm=υ0=10m/s και γωνιακή ταχύτητα ω. Έτσι το άκρο 

Α έχει και ταχύτητα ίδια µε το Ο, υ0 και γραµµική ταχύτητα υγρ=ω·R, όπου: 

@υΑ=@υ0+ @υγρ 

και αφού η ταχύτητα του Α είναι µικρότερη από την ταχύτητα υ0, σηµαίνει ότι οι δύο 

ταχύτητες έχουν αντίθετη φορά όπως στο παρακάτω σχήµα. 

 

Συνεπώς: 

υΑ=υ0-ωR → ω=(υ0-υΑ)/R=(10-4)/1 rad/s = 6 rad/s, 

αφού R=l/2 µιας και η δοκός στρέφεται γύρω από άξονα που περνά από το Ο. 

Μετά από χρόνο t1=π/6s η δοκός έχει περιστραφεί κατά: 

θ=ωt= π rad 



και η εικόνα είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

Συνεπώς η ταχύτητα του κέντρου Ο συνεχίζει να είναι είναι υ0=10m/s, ενώ  του Α είναι: 

υΑ=υ0+ωR=10+6·1=16m/s. 

 

dmargaris@sch.gr 

 

 



Κινητική ενέργεια  κυλίνδρου. 

 

Γύρω από έναν οµογενή κύλινδρο µάζας m, τυλίγουµε ένα αβαρές νήµα. 

Τραβάµε το νήµα ασκώντας στο άκρο του Α σταθερή κατακόρυφη δύναµη 

F=mg/2, ενώ ταυτόχρονα αφήνουµε τον κύλινδρο να κινηθεί. Αν ως προς 

τον άξονα του κυλίνδρου Ι= ½ mKR2 και ο κύλινδρος µετατοπισθεί κατακό-

ρυφα κατά h, τότε η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου θα είναι ίση: 

i)  µε το έργο του βάρους. 

ii) µε τη µείωση της δυναµικής ενέργειας του κυλίνδρου. 

iii) µε 2mgh 

iv) µε 1,5mgh. 

 

Απάντηση: 

Σωστή πρόταση είναι η iv) 

Για την µεταφορική κίνηση του κυλίνδρου: 

ΣF=mαcm → mg-F=macm → αcm= g/2 

Με φορά προς τα κάτω. 

Για την στροφική κίνηση: 

Στ=Ιαγων → 

FR= ½ mR2 · αγων → 

αγων= g/R 

Παίρνοντας το ΘΜΚΕ έχουµε: 

Κτελ-Καρχ= Ww+ WF + WτF  (1) 

Όπου WF το έργο της δύναµης για την µεταφορική προς τα κάτω κίνηση, ενώ WτF το έργο της 

ροπής της δύναµης. Έτσι η (1) γίνεται: 

Κ= mgh - F·h + F·R·θ (2) 



Αλλά h= ½ αcm·t2 και θ= ½ αγων·t
2, οπότε µε διαίρεση κατά µέλη παίρνουµε: 

R

2

α

a

h

θ

cm

γων
==  → θR=2h 

και η (2) γίνεται: 

Κ=mgh – ½ mgh + ½ mg·2h = mgh
2

3
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Κυκλική κίνηση 

Τι πρέπει να ξέρει ένας µαθητής πριν αρχίσει να διδάσκεται την Μηχανική στερεού, από την 

κυκλική κίνηση υλικού σηµείου, την οποία διδάχτηκε ή θα έπρεπε να διδαχτεί στην Α΄Λυκείου. 

 

Ένα υλικό σηµείο εκτελεί κυκλική κίνηση σε οριζόντιο επίπεδο, µε ακτίνα R γύρω από το ση-

µείο Ο, όπως στο σχήµα. 

Ο

 
Πώς µπορούµε να µελετήσουµε την κίνηση του υλικού σηµείου; Με δύο διαφορετικούς τρό-

πους: 

1)  Με χρήση γραµµικών µεγεθών.  

Ποια είναι αυτά; Το µήκος του τόξου που διαγράφει σε κάποιο χρονικό διάστηµα, τον ρυθµό 

µεταβολής του µήκους του τόξου αυτού, που είναι η ταχύτητα του υλικού σηµείου, και του 

ρυθµού µεταβολής της ταχύτητάς του, δηλαδή η επιτάχυνσή του. 

 
Αναφερόµενοι λοιπόν στο παραπάνω σχήµα, αν το σώµα σε χρόνο dt µετακινείται από τη θέση 

Α στην Β διαγράφοντας το τόξο ds, ορίζουµε την ταχύτητά του (που από εδώ και πέρα θα ονο-

µάζουµε γραµµική ταχύτητα) από την σχέση: 

dt

sd
υ

r
r
=  

Η γραµµική ταχύτητα είναι πάνω στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς, εφαπτόµενη στον κύκλο 

(πράγµα που σηµαίνει κάθετη στην ακτίνα σε κάθε σηµείο). 

Η ταχύτητα του υλικού σηµείου σε µια κυκλική κίνηση µεταβάλλεται ΠΑΝΤΑ. Ακόµη και αν 

το µέτρο της παραµένει σταθερό θα αλλάζει η κατεύθυνσή της, αφού θα είναι πάντα εφαπτόµε-

νη του κύκλου. Συνεπώς πάντα υπάρχει επιτάχυνση. Ορίζεται από την γνωστή σχέση: 

dt

υd
a

r
r
=  

Ενώ η κατεύθυνσή της είναι προς το εσωτερικό µέρος της κυκλικής τροχιάς. Η επιτάχυνση αυ-

τη µεταβάλλει και το µέτρο και την κατεύθυνση της ταχύτητας. Μπορούµε λοιπόν να αναλύ-

σουµε την επιτάχυνση αυτή σε δύο συνιστώσες. Μια στη διεύθυνση της ταχύτητας, η οποία θα 

µεταβάλλει το µέτρο της ταχύτητας και µια κάθετη στην ταχύτητα µε φορά προς το κέντρο του 

κύκλου, η οποία µεταβάλλει την κατεύθυνση της ταχύτητας. 

 
Η συνιστώσα αε που είναι κάθετη στην ακτίνα ονοµάζεται επιτρόχια επιτάχυνση και αν έχει 

την ίδια κατεύθυνση µε την ταχύτητα θα είναι υπεύθυνη για την αύξηση του µέτρου της ταχύ-

τητας (επιταχυνόµενη κίνηση), ενώ αν έχει αντίθετη φορά, θα µειώνει το µέτρο της ταχύτητας 

(επιβραδυνόµενη κίνηση). 

Η συνιστώσα ακ ονοµάζεται κεντροµόλος επιτάχυνση το µέτρο της οποίας δίνεται από την 

εξίσωση: 



R

υ
a

2

κ =  

Να τονίσουµε ότι αυτή ευθύνεται για την αλλαγή στην κατεύθυνση της ταχύτητας, είναι αυτή 

που κρατά το σώµα σε κυκλική τροχιά. 

Είναι προφανές ότι για έχει το σώµα επιτάχυνση, θα πρέπει να δέχεται και αντίστοιχη συνιστα-

µένη δύναµη, σύµφωνα µε τον δεύτερο νόµου του Νεύτωνα. ∆ηλαδή η συνισταµένη θα έχει την 

κατεύθυνση της επιτάχυνσης και συνεπώς και αυτή θα µπορούσαµε να την αναλύσουµε επίσης 

σε δύο συνιστώσες, µια εφαπτοµενική ΣFε=m·αε και µια προς το κέντρο του κύκλου, την οποία 

λέµε και κεντροµόλο δύναµη, ΣFR=m·ακ. 

 

2) Με χρήση γωνιακών µεγεθών. 

Αν το υλικό µας σηµείο µετακινείται από την θέση (Α) στη θέση (Β), η επιβατική ακτίνα (η 

ακτίνα που δίνει κάθε στιγµή τη θέση του κινητού) διαγράφει την επίκεντρη γωνία dθ. Γνωρί-

ζοντας λοιπόν τη γωνία που διαγράφει το κινητό γνωρίζουµε κάθε στιγµή και την θέση του. 

Μπορούµε και εδώ να ορίσουµε τον ρυθµό µε τον οποίο µεταβάλλεται η παραπάνω γωνία. Το 

µέγεθος που προκύπτει ονοµάζεται Γωνιακή ταχύτητα. Αυτή είναι κάθετη στο επίπεδο της κυ-

κλικής τροχιάς, στο κέντρο του κύκλου, µε φορά που καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού 

χεριού, όπως στο σχήµα: 

 
Και το µέτρο της οποίας θα είναι: 

dt

θd
ω =  

µε µονάδα µέτρησης το 1 rad/s. 

Αν µεταβάλλεται η γωνιακή ταχύτητα, τότε ορίζουµε το ρυθµό µεταβολής της, τον οποίο ονο-

µάζουµε γωνική επιτάχυνση: 

dt

ωd
aγων

r
r

=  

Η γωνιακή επιτάχυνση είναι επίσης κάθετη στο επίπεδο της κυκλικής τροχιάς στο κέντρο του 

κύκλου, ενώ η φορά της µπορεί να είναι ίδια µε την φορά της γωνιακής ταχύτητας (σχ.1) ή α-

ντίθετης φοράς (σχ.2). Στην πρώτη περίπτωση η γωνιακή ταχύτητα του σώµατος αυξάνεται (ε-

πιταχυνόµενη κίνηση) ενώ στην δεύτερη µειώνεται (επιβραδυνόµενη κίνηση). 

 
 



3)   Πώς συνδέονται τα παραπάνω µεγέθη; 

Η επίκεντρη γωνία dθ και το αντίστοιχο µήκος του τόξου στο οποίο βαίνει συνδέονται µε την 

σχέση: 

R

ds
θd =   (1) 

Παρατηρείστε ότι η γωνία είναι αδιάστατο µέγεθος, συνεπώς δεν έχει µονάδες. Καταχρηστικά 

και για λόγους διευκόλυνσης µετράµε τις γωνίες σε rad, όπου όταν µια επίκεντρη γωνία βαίνει 

σε τόξο µε µήκος ίσο µε την ακτίνα του κύκλου, λέµε ότι είναι ίση µε 1 ακτίνιο (rad). 

Από την (1) και δουλεύοντας µε µέτρα παίρνουµε: 

ds=dθ·R  →  

R
dt

θd

dt

ds
⋅=  → 

υ=ω·R (2) 

Προσέξτε ότι η σχέση (2) συνδέει τα µέτρα της γραµµικής και γωνιακής ταχύτητας. Μην ξε-

χνάµε ότι τα διανύσµατα είναι όπως λέµε ασύµβατα κάθετα. Το ένα οριζόντιο το άλλο κατακό-

ρυφο, χωρίς να περνάνε από το ίδιο σηµείο. 

Παραγωγίζοντας την εξίσωση (2) παίρνουµε: 

→⋅=   R
dt

ωd

dt

υd
 

αε=αγων·R  (3) 

Βλέπουµε ότι το dυ/dt είναι ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της γραµµικής ταχύτητας που συν-

δέεται µε την επιτρόχια επιτάχυνση. Προσοχή λοιπόν και η σχέση (3) συνδέει επίσης τα µέτρα 

της επιτρόχιας και της γωνικής επιτάχυνσης. 

 

4) ∆ύο εύκολες κυκλικές κινήσεις. 

 

Α) Οµαλή κυκλική κίνηση: 

Αν το υλικό µας σηµείο στρέφεται µε ταχύτητα σταθερού µέτρου, τότε η κίνηση ονοµάζεται 

οµαλή κυκλική κίνηση. Αλλά τότε δεν θα υπάρχει επιτρόχια επιτάχυνση και θα µπορούσαµε να 

γράψουµε: 

→==
t∆

s∆

dt

ds
υ  

∆s= υ·∆t και αν t0=0 και s0=0 θα είχαµε s=υ·t 

Ή αναφερόµενοι σε γωνιακά µεγέθη, αφού η γραµµική ταχύτητα έχει σταθερό µέτρο, από την 

σχέση (2) προκύπτει ότι και το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας παραµένει σταθερό, οπότε αντί-

στοιχα θα έχουµε: 

→==
t∆

∆θ

dt

θd
ω  

∆θ=ω·∆t  και αν t0=0 και θ0=0 θα είχαµε και θ=ωt (σας θυµίζει τίποτα;). 

 

Β) Οµαλά µεταβαλλόµενη κυκλική κίνηση: 

 

Αν ο ρυθµός µεταβολής της γραµµικής ταχύτητας είναι σταθερός, δηλαδή αε=σταθερή και η 

γωνιακή επιτάχυνση είναι σταθερή, όπως προκύπτει από τη σχέση (3) και η κίνηση θα είναι είτε 

κυκλική οµαλά επιταχυνόµενη, είτε κυκλική οµαλά επιβραδυνόµενη και τότε: 

Για τα γραµµικά µεγέθη θα ισχύουν οι γνωστές µας σχέσει για το µέτρο της ταχύτητας και για 

το µήκος του διανυόµενου τόξου: 

   υ= υ0 ± αε·t    και  ∆s = υ0·t ± ½ αε·t
2
. 



Ενώ όσον αφορά τα γωνιακά µεγέθη θα έχουµε: 

→==   
t∆

∆ω

dt

ωd
aγων  

ω=ω0 ± αγων·∆t  και αν t0=0 θα έχουµε: 

ω = ω0 ± αγων·t ( 4) 

Αν τέλος κάνουµε τη γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας σε συνάρτηση µε το χρόνο 

(για την επιταχυνόµενη κίνηση) παίρνουµε το παρακάτω διάγραµµα: 

 
όπου το εµβαδόν του γκριζαρισµένου τραπεζίου είναι αριθµητική ίσο µε την γωνία: 

→
++

=
+

=   
2

taωω
t

2

ωω
 ∆θ

γων000  

και αν θ0=0 

2

γων0 tα
2

1
tωθ +=  
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Κύλιση  δίσκου 
 F 

φ 
 

Ο δίσκος του σχήµατος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει κατά µήκος του πλάγιου 

επιπέδου µε την επίδραση της δύναµης F στο ανώτερο σηµείο του και παράλληλα του 

πλαγίου επιπέδου. Αν γνωρίζετε ότι: F=0,55mg, φ=30°, g=10m/s
2
, m=1kg, R=0,5m 

και lcm=
2

1
mR

2
  αφού δικαιολογήσετε  την φορά της  στατικής τριβής  να  

υπολογίσετε: 

1.    Την επιτάχυνση του κέντρου µάζας του δίσκου καθώς και τη στατική τριβή 

που ενεργεί στο  δίσκο. 

2.  Τη µεταβολή της στροφορµής του δίσκου κατά τη διάρκεια ∆t= t2 - t1 =2s. 

3. Το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου λόγω περιστροφικής 

κίνησης τη χρονική στιγµή  t1=2s. 

4. Το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου λόγω µεταφορικής 

κίνησης τη χρονική στιγµή  t1=2s. 

5. Το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου τη χρονική στιγµή  

t1=2s.  

6. Το ρυθµό µεταβολής της δυναµικής  ενέργειας του δίσκου τη χρονική στιγµή  

t1=2s.  

7. Την ισχύ της  F  τη χρονική στιγµή  t1= 2s. 

 

Λύση 

Η στατική  τριβή δρα έτσι ώστε  να επιτυγχάνεται  κύλιση  χωρίς ολίσθηση. 

Εποµένως εάν  υπολογίσουµε τις επιταχύνσεις  αγρ  και  αcm  του  δίσκου  χωρίς να 

λάβουµε  υπόψιν  µας  την ύπαρξη  της  Τs  

είναι προφανές  ότι η   φορά της  Τs  θα είναι  

ίδια  µε τη  φορά της  µικρότερης  

επιτάχυνσης. 

ΣFx=mαcm→ F-mgηµφ= mαcm→ 

αcm=
m

F
-gηµφ 

Στ=Ιαγων→FR=
2

1
mR

2
 

αγων→F=
2

1
mαγρ→αγρ=

m

F2
.  Άρα αcm<αγρ  

Εποµένως η Τs θα έχει φορά προς τα πάνω. 

 

 

 

 F 

φ 

Τs 

 



1)  ΣFx=mαcm→ F+Ts-mgηµφ= mαcm 

Στ=Ιαγων→FR- TsR=
2

1
mR

2
 αγων→R(F- Ts)= 

2

1
mR

2

R

α cm

→ F-Ts=
2

1
mαcm.  

Από αυτά προκύπτει  αcm=0,4g=4m/s
2
. 

2) Επειδή έχουµε σταθερό ρυθµό µεταβολής της στροφορµής  µπορούµε να πούµε  

t∆

L∆
=Στ→∆L=Στ.∆t→∆L=I. 

αγων.∆t=
2

1
mR

2

R

α cm

∆t=
2

1
mRαcm∆t=

2

1
.1.0,5.4.2=2kg.m

2
/s. 

3)   
dt

dK περ
=Στ.ω=(FR-TsR)ω=(F-Ts)Rαγωνt=

2

1
mαcm Rαγωνt=

2

1
mαcm

2
t=16J/s 

4)    
dt

dK µετ
=ΣFx.υcm= (F+Ts-mgηµφ) υcm= mαcm.αcmt=32J/s 

5)    
dt

dK
=

dt

dK περ
+

dt

dK µετ
=48J/s 

6)   
dt

dU
= mgηµφ υcm= mgηµφ αcmt=40J/s 

7)  PF= PFµετ+ PFπερ=F.υcm + τF.ω= F.υcm+FRω= 2 F.υcm=88J/s. 

 

Ασηµακόπουλος  Χρήστος 



                    ΚΥΛΙΣΗ  ΣΤΕΡΕΟΥ  ΚΑΤΑ  ΜΗΚΟΣ  ΠΛΑΓΙΟΥ  ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ 
 

 
     Σε ένα πλάγιο επίπεδο γωνίας κλίσης φ κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει προς τα κάτω, 
ένα στερεό σώµα µε κατανοµή µάζας συµµετρική ως προς το κέντρο του. ( Το στερεό 
µπορεί να είναι σφαίρα, συµπαγής κύλινδρος, κούφιος κύλινδρος). Έχει ενδιαφέρον να 
υπολογίσουµε την επιτάχυνση της µεταφορικής προς τα κάτω κίνησης µε τρεις 
διαφορετικούς τρόπους, αποδεικνύοντας έτσι ότι οι διαφορετικές αυτές προσεγγίσεις 
παρουσιάζουν µεταξύ τους πλήρη συνέπεια.  
 
1) ΕΠΑΛΛΗΛΙΑ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΗΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΙΚΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΑΞΟΝΑ ΠΟΥ 
∆ΙΕΡΧΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΟ ΚΕΝΤΡΟ ΜΑΖΑΣ ΤΟΥ ΣΤΕΡΕΟΥ. 
 
  Η προσέγγιση αυτή του θέµατος παρουσιάζει ενδιαφέρον για τους µαθητές της Γ’ 
Λυκείου, αφού υπάρχουν αντίστοιχα θέµατα και στο σχολικό βιβλίο. Ο βαθµός δυσκολίας 
είναι µάλλον περιορισµένος, αφού αποτελεί θεµελιώδη γνώση για κάθε σοβαρό 
υποψήφιο. 
 
Στο σώµα ασκούνται το βάρος του W, το οποίο έχει 
αναλυθεί σε Wχ και Wψ συνιστώσα, η κάθετη 
αντίδραση Ν και η στατική τριβή. Εφόσον το σώµα 
κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ισχύει ότι: υ(cm)=ωR  
και α(cm)=α(γων)R. Η φορά της στατικής τριβής είναι 
προς τα πάνω, διότι πρέπει να προκαλέσει δεξιόστροφη 
ροπή ώστε να επιταχύνει την περιστροφική κίνηση. 
 
Εφαρµόζοντας το θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για 
τη µεταφορική κίνηση έχουµε: 
 
    x x cm cmF W T Ma Mg T MaηµϕΣ = − = ⇒ − =     (1) 

 
Η µόνη δύναµη που δηµιουργεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής που διέρχεται από 
το κέντρο µάζας του σώµατος είναι η στατική τριβή. Εφαρµόζοντας το θεµελιώδη νόµο 
της Μηχανικής για την περιστροφική κίνηση έχουµε: 
 

     
2

cm cma a
TR Ia TR I T I

R R
γωντΣ = = ⇒ = ⇒ =      (2) όπου Ι η ροπή αδράνειας του σώµατος 

ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του. 
Υπενθυµίζεται ότι, ο θεµελιώδης νόµος της περιστροφικής κίνησης όταν ο άξονας 
περιστροφής µετατοπίζεται, ισχύει εφόσον ο άξονας διέρχεται από το κέντρο µάζας, είναι 
άξονας συµµετρίας και δεν αλλάζει κατεύθυνση κατά τη διάρκεια της κίνησης. 
 
Προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (2) έχουµε: 
 

    
2 2

2

( ) (1 )

1
cm cm cm

I I g
Mg M a Ma a

IR MR

MR

ηµϕ
ηµϕ = + = + ⇒ =

+
  (3) 
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2
I MR=  από την (3) έχουµε: 

2

1 3
1
2

cm

g
a g

ηµϕ
ηµϕ= =

+
. 

Για κούφιο κύλινδρο όπου 2I MR=  από την (3) έχουµε: 
1

1 1 2
cm

g
a g

ηµϕ
ηµϕ= =

+
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5
I MR=  από την (3) έχουµε: 

5

2 7
1
5

cm

g
a g

ηµϕ
ηµϕ= =

+
 

 
2)  ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΣΤΙΓΜΙΑΙΟ ΑΞΟΝΑ ΠΟΥ ∆ΙΕΡΧΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΟ ΣΗΜΕΙΟ 
ΕΠΑΦΗΣ ΣΩΜΑΤΟΣ-∆ΑΠΕ∆ΟΥ 
 
    Η προσέγγιση αυτή του θέµατος παρουσιάζει µεγαλύτερο βαθµό δυσκολίας, 
απευθύνεται σε µαθητές που αναζητούν πληρέστερη πληροφόρηση από αυτή που δίνεται 
στο σχολικό και πιθανόν σε άλλα βιβλία, τα οποία αναφέρουν αλλά δεν εξηγούν το θέµα. 
Νοµίζω ότι ο βαθµός δυσκολίας του θέµατος ξεφεύγει από τα συνηθισµένα θέµατα στις 
γενικές εξετάσεις, σαν προσέγγιση όµως παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και είναι 
απόλυτα συµβατή µε την ύλη της Γ’ Λυκείου. 
 
 
Η κίνηση του στερεού µπορεί να θεωρηθεί σαν 
περιστροφική αποκλειστικά γύρω από στιγµιαίο 
άξονα που διέρχεται από το σηµείο επαφής (Γ) του 
σώµατος µε το πλάγιο επίπεδο. Η διεύθυνση του άξονα 
περιστροφής είναι σταθερή, η θέση του όµως 
µετατοπίζεται προς τα κάτω στην επιφάνεια του πλάγιου 
επιπέδου. 
Η επιτάχυνση της µεταφορικής κίνησης µπορεί να υπολογιστεί µε χρήση του 2ου Νόµου 
του Νεύτωνα στη γενικευµένη µορφή του, απαιτώντας το αλγεβρικό άθροισµα των 
ροπών ως προς το σηµείο (Γ) να είναι ίσο µε το ρυθµό µεταβολής της 
στροφορµής ως προς το σηµείο αυτό. 
 
     Η στροφορµή του σώµατος ως προς άξονα που διέρχεται από το σηµείο (Γ) είναι ίση 
µε:   L I ωΓ= . Η ροπή αδράνειας ως προς τον ίδιο άξονα υπολογίζεται από το θεώρηµα 

παράλληλων αξόνων:  2I I MRΓ = + , όπου Ι η ροπή αδράνειας του σώµατος ως προς 

άξονα που διέρχεται από το κέντρο του και είναι παράλληλος στον άξονα περιστροφής. Η 
στιγµιαία γωνιακή ταχύτητα συνδέεται µε τη στιγµιαία µεταφορική ταχύτητα του κέντρου 

µάζας µε τη σχέση:  cm
cm R

R

υ
υ ω ω= ⇒ = , αφού το κέντρο µάζας λόγω περιστροφής του 

στερεού εκτελεί κυκλική κίνηση ακτίνας R γύρω από το εκάστοτε σηµείο επαφής 
σώµατος-δαπέδου. 
 
    Η µόνη δύναµη που δηµιουργεί ροπή ως προς το (Γ) είναι η συνιστώσα του βάρους 
στον άξονα Χ, τον παράλληλο στο πλάγιο επίπεδο, αφού οι φορείς όλων των άλλων 
δυνάµεων διέρχονται από το (Γ):   ( ) xW R Mg Rτ ηµϕΓΣ = = . 

 



φ

ω

Γ

υγρ

υcm

υcmx

υ
cmy

φ

    Εφαρµόζοντας το 2ο Νόµο του Νεύτωνα στη γενικευµένη µορφή του, λαµβάνοντας 
υπόψη τα σταθερά µεγέθη έχουµε: 
 

      

2
2

( )

2 2

2
2

2 2

( ) ( )

(1 ) 1

cm cm

cm cm

ddL d I MR
I MR Mg R Mg R

dt dt R R dt

Mg R Mg R g
a a

I II MR
MR

MR MR

υ υ
τ ηµϕ ηµϕ

ηµϕ ηµϕ ηµϕ

Γ

+ = Σ ⇒ + = ⇒ = ⇒  

= = ⇒ =
+ + +

 

    
             

3) ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΗ  ΘΕΩΡΗΣΗ            
 
   Σαν τρίτο τρόπο υπολογισµού της επιτάχυνσης της µεταφορικής κίνησης 
χρησιµοποιούµε την Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας. Η προσέγγιση αυτή 
απευθύνεται κυρίως σε συναδέλφους (για να θυµηθούµε και τα φοιτητικά µας χρόνια) 
αφού γίνεται χρήση παραγώγου, κάτι που σε επίπεδο φυσικής Λυκείου αποφεύγεται χωρίς 
να απαγορεύεται, αλλά και σε µαθητές που θέλουν να γνωρίσουν κάτι διαφορετικό.         
 
    Η ολική-µηχανική ενέργεια του σώµατος  αποτελείται 
από την κινητική λόγω µεταφορικής κίνησης, την 
κινητική λόγω περιστροφικής κίνησης γύρω από άξονα 
που διέρχεται από το κέντρο µάζας και τη δυναµική 
ενέργεια βαρύτητας: 
 

2 21 1

2 2
cmE K K U M I Mghολ µετ περ βαρ υ ω= + + = + + (1) όπου 

h το ύψος πάνω από το οριζόντιο επίπεδο, το οποίο 
έχει εκλεγεί ως επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας. 
 
   Κατά την κύλιση χωρίς ολίσθηση, η γραµµική ταχύτητα των σηµείων της περιφέρειας 
έχει ίσο µέτρο µε την ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης:  cmRγρυ ω υ= =  , άρα το 

εκάστοτε σηµείο επαφής σώµατος δαπέδου έχει µηδενική ταχύτητα:   

                         0cm cm Rγρυ υ υ υ υ ωΓ Γ= + ⇒ = − =
uur uuur uur

 

 Συνεπώς η στατική τριβή δε µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της, οπότε δεν παράγει 
έργο. Έτσι διατηρείται η µηχανική ενέργεια του σώµατος. 
 
  Αφού η ολική ενέργεια διατηρείται σταθερή, ο ρυθµός µεταβολής της , δηλαδή η 
χρονική της παράγωγος, είναι ίση µε µηδέν.  Παραγωγίζοντας τη σχέση (1) έχουµε:     
 

                              
2 21 1

0
2 2

cmdE d d dh
M I Mg

dt dt dt dt

ολ υ ω
= + + =  

 
 Αναλύοντας την ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης σε δύο συνιστώσες, µία οριζόντια και 
µία κατακόρυφη, για την κατακόρυφη ισχύει: 
 

                                 cm cm

dh dh

dt dt
ψυ υ ηµϕ υ ηµϕ= − = ⇒ = −  



Άρα:  
                     

                 
2 2

2

1 1
2 2 0

2 2

(1 )

1

cm cm
cm cm cm cm cm

cm cm cm cm

d d
M I Mg M a I a Mg

dt dt R

I I g
Ma a Mg Ma Mg a

IR MR

MR

γων

υ υω
υ ω υ ηµϕ υ υ ηµϕ

ηµϕ
ηµϕ ηµϕ

+ − = ⇒ + = ⇒

+ = ⇒ + = ⇒ =
+

 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
 
   Αν στην εκφώνηση της άσκησης δεν αναφέρεται ότι το σώµα εκτελεί κύλιση χωρίς 
ολίσθηση, τότε πρέπει να εξετάσουµε τι είδους κίνηση εκτελεί. Ας  δούµε το 
ακόλουθο παράδειγµα: 
          Σε πλάγιο επίπεδο γωνίας κλίσης φ=30 αφήνουµε σφαίρα µάζας M και ακτίνας 
R=0,1m. Αν η σφαίρα κυλίεται, να υπολογίσετε την επιτάχυνση του κέντρου µάζας καθώς 
και τη γωνιακή επιτάχυνση της σφαίρας. Ο συντελεστής µέγιστης στατικής τριβής που 
θεωρείται ίσος µε το συντελεστή τριβής ολίσθησης, µεταξύ σφαίρας δαπέδου είναι µ=0,1. 
Η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της είναι: 

22

5
I MR=  

 Λύση 
 
Έστω ότι η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Τότε: 
 

  22 2 5

5 5 2

cm
cm cm

a T
Ia TR MR T Ma Ma

R
γωντΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 
αφού:  cma a Rγων= . Επίσης: 

 

     
5 7 2

2 2 7
cm

T T
Mg T Ma Mg T Mg T Mgηµϕ ηµϕ ηµϕ ηµϕ− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =  

 
Για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πρέπει η τριβή να είναι στατική, δηλαδή µικρότερη 
από την οριακή στατική: 
 

             
2 2 2 3

0,165
7 7 7 3

T T Mg N Mgορ ηµϕ µ µ συνϕ µ εϕϕ µ< ⇒ < = ⇒ > ⇒ > =  

 
Αυτό όµως είναι αδύνατο, αφού µ=0,1, άρα η σφαίρα κυλίεται και ταυτόχρονα ολισθαίνει. 
Η τριβή που δέχεται είναι τριβή ολίσθησης. Για τη µεταφορική κίνηση ισχύει: 
 

       
2

( ) 4,1x cm cm cm cm

m
W T Ma Mg Mg Ma a g a

s
ηµϕ µ συνϕ ηµϕ µσυνϕ− = ⇒ − = ⇒ = − ⇒ =  

Για την περιστροφική αντίστοιχα: 
 

      2

2

2 5
21,65

5 2

g rad
TR Ia Mg R MR a a

R s
γων γων γων γων

µ συνϕ
τ µ συνϕ αΣ = = ⇒ = ⇒ = ⇒ = . 



 
Προφανώς δεν ισχύει ότι cma a Rγων= . Η εφαπτοµενική (παράλληλη στο πλάγιο επίπεδο) 

επιτάχυνση του σηµείου επαφής σφαίρας-δαπέδου είναι:  
 

                                      
2

4,1 2,165 1,935cm cm

m
a a a a a R a

s
ε γων= − = − ⇒ = − =  
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ΚΥΛΙΣΗ ΚΑΙ DOPPLER 

 

Από την κορυφή κεκλιµένου επιπέδου γωνίας κλίσης φ, αφήνουµε ελεύθερο να κινηθεί ένα 

συµπαγή κύλινδρο µάζας 2kg και ακτίνας 0.2m, στο κέντρο του οποίου έχουµε προσαρµόσει 

δέκτη ηχητικών κυµάτων αµελητέας µάζας. Ένας ποµπός ηχητικών κυµάτων βρίσκεται στη 

βάση του κεκλιµένου επιπέδου, σε διεύθυνση παράλληλη στο κεκλιµένο επίπεδο που 

διέρχεται από το κέντρο µάζας του κυλίνδρου και εκπέµπει κύµατα συχνότητας 680Hz. O 

κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και ελάχιστα πριν φτάσει στη βάση του κεκλιµένου ο 

δέκτης µετρά τη συχνότητα των ηχητικών κυµάτων ίση µε 688Hz. 

α.  Να βρεθεί η ταχύτητα µε την οποία φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου ο 

κύλινδρος. 

β.  Να βρεθεί το ύψος του κεκλιµένου επιπέδου από το οποίο αφέθηκε ο κύλινδρος. 

γ.  Να βρείτε την επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου. 

δ.  Να παραστήσετε γραφικά τη συχνότητα του ήχου που µετράει ο δέκτης ηχητικών 

κυµάτων µέχρι τη στιγµή που φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου, σε 

συνάρτηση µε το χρόνο t και να υπολογίσετε τη στροφορµή του κυλίνδρου τη χρονική 

στιγµή που η συχνότητα που µετράει ο δέκτης είναι 684Hz. 

∆ίνονται: H ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα που είναι κάθετος στο επίπεδό 

του και διέρχεται από το κέντρο µάζας του Ιcm=1/2 ΜR², ηµφ=0.3, g=10m/s² και η ταχύτητα 

διάδοσης του ήχου ως προς τον ακίνητο αέρα υηχ. =340 m/s. 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

 

α. Η συχνότητα που µετράει ο δέκτης κινούµενος προς την ακίνητη πηγή µε ταχύτητα υcm 

δίνεται από την σχέση : 

.

340
688 680 4 /

340

cm cm
A S cm

u u u
f f u m s

u

ηχ

ηχ

+ +
= ⇒ = ⇒ =  

β. Για την σύνθετη κίνηση του κυλίνδρου στο κεκλιµένο επίπεδο εφαρµόζω την αρχή 

διατήρησης της µηχανικής ενέργειας , γιατί η στατική τριβή παρόλο που είναι µη διατηρητική 

δύναµη δεν προκαλεί θερµικές απώλειες και το συνολικό της έργο είναι µηδενικό, άρα:   

Eµηχ.(αρχ.) = Εµηχ.(τελ.)    ή 

ΚA + UA = ΚT + UT        ή 

Μgh = 1/2·M·ucm² + 1/2·Icm·ω²  (1) 

 

Λόγω της κύλισης : ucm =ω·R  →  ω= ucm/R 

και    αcm = αγων. ·R → αγων. = αcm /R 

Και τελικά από την (1) έχουµε : 

Μgh = 1/2·M·ucm² + 1/2·1/2·M·R²· (ucm/R)²  ή 

N

Wx Tστ

W
Wy

φ

h

ποµπός

ucm



gh= 3/4 ·ucm²   ή 

h= 1.2m 

 

γ. Για την σύνθετη κίνηση του κυλίνδρου 

εφαρµόζουµε θεµελιώδη νόµο µεταφορικής και στροφικής κίνησης, δηλαδή : 

. (2)x cm cmF M a Mg M aστηµφΣ = ⋅ ⇒ −Τ = ⋅  και 

2

. . . . .

1 1 1
(3)

2 2 2
cm cma R M R a M R a M aγων στ γων στ γωντΣ = Ι ⋅ ⇒ Τ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ Τ = ⋅ ⋅ = ⋅  

Από (2) και (3) προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε :  

23 2
2 /

2 3
cm cm cm

g
Mg M a a m s

ηµφ
ηµφ α= ⋅ ⇒ = ⇒ =  

 

δ. Για τη συχνότητα που καταγράφει ο δέκτης ισχύει : 

.

cm

A S

u u
f f

u

ηχ

ηχ

+
=     και   ucm = αcm ·t 

Όταν φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου πέρασε χρόνος t = ucm / αcm =2 s 

εποµένως θα είναι : 

. .

340 2
680 680 4 ( . .)(4)

340

cm cm

A S A S

A A

u u u a t
f f f f

u u

t
f f t S I

ηχ ηχ

ηχ ηχ

+ + ⋅
= ⇒ = ⇒

+
= ⇒ = +

 

                                          όπου   0 ≤ t ≤ 2 s 

 

Όταν ο δέκτης µετράει συχνότητα fA =684 Hz από την (4) προκύπτει ότι : 

684=680 +4t   ή  t = 1s 

και επειδή  ω= αγων. · t = αcm /R. · t = 10 rad/s 

Άρα η στροφορµή του κυλίνδρου την στιγµή t = 1s θα είναι: L = Icm · ω = 1/2Μ·R²·ω   ή 

L = 0.4kg·m²/s 

 

Στελίου Κωνσταντίνος 

fA (Hz)

t(s)

680

0
2

688



Κύλιση σφαίρας 
 

Μια ομογενής σφαίρα με μάζα m και ακτίνα r κυλίεται χωρίς ολίσθηση πάνω σε οριζόντιο 

επίπεδο περιστρεφόμενη γύρω από έναν οριζόντιο άξονα ΟΑ (βλέπε σχήμα). Το κέντρο της 

σφαίρας κινείται με ταχύτητα υ σε κύκλο με ακτίνα R . Να βρεθεί η κινητική ενέργεια της 

σφαίρας. 

 

 

Απάντηση: 
 

Η συνολική ενέργεια θα είναι το άθροισμα  

• της κινητικής ενέργειας από περιστροφή γύρω από τον κατακόρυφο άξονα που 

διέρχεται από το σημείο Ο με γωνιακή ταχύτητα ω1 = υ/r και 

• της κινητικής ενέργειας από περιστροφή γύρω από άξονα που διέρχεται από τον 

οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας  με γωνιακή ταχύτητα 

ω2=υ/R  και ροπή αδράνειας που υπολογίζεται από το θεώρημα των παραλλήλων 

αξόνων ως προς το σημείο Ο. 

 

 

 

Οι τρεις όροι αθροίσματος εκφράζουν κινητική ενέργεια  

• από περιστροφή γύρω από το κέντρο μάζας με γωνιακή ταχύτητα ω1 

• από περιστροφή γύρω από το κέντρο μάζας με γωνιακή ταχύτητα ω2 

• από μεταφορική κίνηση του κέντρου μάζας της σφαίρας με ταχύτητα υ. 

Αν θέσουμε την ροπή αδράνειας (2/5)mR
2
: 

 

 



ΚΥΛΙΣΗ  ΧΩΡΙΣ  ΟΛΙΣΘΗΣΗ  ΣΤΟ  ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  Ο∆ΗΓΟΥ 

 

Ένας κούφιος κύλινδρος µε λεπτά τοιχώµατα,  µάζας Μ=1Kg και 

ακτίνας R=0,1m, αφήνεται ελεύθερος στο σηµείο Α από ύψος  

h=1,8m. Ο κύλινδρος κυλά χωρίς να γλιστρά στο εσωτερικό 

του οδηγού του σχήµατος. Ο οδηγός έχει τέτοια κλίση ώστε στο 

άκρο Γ, γίνεται κατακόρυφος. Ο κύλινδρος φθάνει στο άκρο Γ, 

το οποίο απέχει απόσταση  h/3 από το οριζόντιο επίπεδο, οπότε 

ξεφεύγει από τον οδηγό και κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω. Να υπολογίσετε: 

Α) Το µέγιστο ύψος στο οποίο θα ανέβει ο κύλινδρος, καθώς και τον αριθµό των περιστροφών που θα 

εκτελέσει, από τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό µέχρι να φθάσει στο µέγιστο ύψος. 

Β)  Την ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης τη στιγµή που διέρχεται από το κατώτερο σηµείο της τροχιάς 

του στο εσωτερικό του οδηγού καθώς και τη στατική τριβή που δέχεται από τον οδηγό εκείνη τη στιγµή. 

Γ)  Το µέτρο της µεταφορικής και γωνιακής επιβράδυνσης τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό στη 

θέση Γ, καθώς και το ρυθµό µεταβολής της κινητικής περιστροφικής, της κινητικής µεταφορικής και 

της δυναµικής βαρυτικής του ενέργειας, την ίδια στιγµή. Να επαληθεύσετε την Αρχή ∆ιατήρησης της 

Ενέργειας  εκείνη τη στιγµή. 

∆ίνεται: g=10m/s2 

 

ΛΥΣΗ 

 

Εφόσον ο κύλινδρος είναι κούφιος µε λεπτά τοιχώµατα, όλη η µάζα του είναι συγκεντρωµένη στην 

περιφέρειά του. Άρα η ροπή αδράνειας υπολογίζεται από τη σχέση: 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2... ... ( ...)I m r m r I m R m R I m m R I MR= + + ⇒ = + + ⇒ = + + ⇒ =    (1) 

 

Α)  Η στατική τριβή που δέχεται ο κύλινδρος από τον οδηγό, δεν προκαλεί απώλεια ενέργειας υπό 

µορφή θερµότητας, άρα διατηρείται η µηχανική του ενέργεια. Τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό 

στη θέση Γ, έχει γωνιακή ταχύτητα: 

 



       

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 02

1 1 2 1 1

3 2 2 3 2 2

2 2 1 2
20 3

3 3 3

h h
E E Mgh Mg M I Mg M R MR

h gh gh rad
Mg M R

R R s

ολ ολ υ ω ω ω

ω ω ω ω

Α Γ= ⇒ = + + ⇒ = + ⇒

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

 (2) 

Μόλις ο κύλινδρος εγκαταλείψει τον οδηγό, η µόνη δύναµη που δέχεται είναι το βάρος του, το οποίο όµως 

δεν προκαλεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής. Άρα δεν έχει γωνιακή επιτάχυνση και έτσι η γωνιακή 

του ταχύτητα διατηρείται σταθερή. Το βάρος όµως επιβραδύνει τη µεταφορική κίνηση, προκαλώντας 

επιβράδυνση σταθερού µέτρου: α=g. Συνεπώς η σύνθετη κίνηση που εκτελεί µόλις εγκαταλείψει τον οδηγό 

περιλαµβάνει µια οµαλή περιστροφική και µια οµαλά επιβραδυνόµενη µεταφορική. Στο µέγιστο ύψος 

φθάνει τη στιγµή που µηδενίζεται η µεταφορική του ταχύτητα: 

 

2 2

( ) ( ) max 0 max 2

max max max

1 1 2

2 2 3

2 2
1,2

3 3

H

gh
E E Mgh Mgh I Mgh Mgh MR

R

h
Mgh Mgh h h m

ολ ολ ωΑ = ⇒ = + ⇒ = + ⇒

= ⇒ = ⇒ =

   (3) 

 

Τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό στη θέση Γ έχει ταχύτητα:  0 0 0

2

3

gh
Rυ ω υ= ⇒ =  

Εφόσον εκτελεί οµαλά επιβραδυνόµενη µεταφορική ισχύει: 

 

0
0 0

2
0

3

h
gt gt t t

g g

υ
υ υ υ= − ⇒ = − ⇒ = ⇒ =  

 

Ο αριθµός των περιστροφών που θα εκτελέσει, από τη στιγµή που εγκαταλείπει τον οδηγό µέχρι να φθάσει 

στο µέγιστο ύψος, υπολογίζεται από: 

 

0

1 2 2 6
2

3 3 3

gh h h
t N N N έ

R g R
θ ω π περιστροϕ ς

π π
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 

Β)  Τη στιγµή που διέρχεται από το κατώτερο σηµείο της τροχιάς του στο εσωτερικό του οδηγού, έχει 

µεταφορική ταχύτητα: 

⇒++=⇒= 22

)Ζ(ολολ(Α) ωΙ
2

1
υM

2

1
MgRghΜΕE  

⇒+=− 222 ωMR
2

1
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1
)Rh(gΜ  

⇒+=− 22 υM
2

1
υM

2

1
)Rh(gΜ  



⇒=− 2υM)Rh(gΜ  

s/m17)1,08,1(10)Rh(gυ =−=−=  

 

Από τη θέση Α µέχρι τη θέση Ζ ο κύλινδρος επιταχύνεται. Στη θέση Ζ η αρχική δυναµική βαρύτητας έχει 

µετατραπεί πλήρως σε κινητική, οπότε έχει αποκτήσει µέγιστη ταχύτητα. Την ίδια στιγµή η επιτάχυνσή 

του µηδενίζεται: 

max 0
d

a
dt

υ
υ υ= ⇒ = =  

Στην ίδια θέση µηδενίζεται στιγµιαία η στατική τριβή, αφού µηδενίζονται η µεταφορική και η γωνιακή 

επιτάχυνση. 

 

Γ)  Από τη θέση Ζ µέχρι τη θέση Γ αυξάνεται η δυναµική και µειώνεται η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου, 

άρα ο κύλινδρος επιβραδύνεται. Στη θέση Γ η στατική τριβή είναι κατακόρυφη µε φορά προς τα πάνω, 

ώστε να δηµιουργεί αριστερόστροφη ροπή και να επιβραδύνει τη δεξιόστροφη περιστροφή. Στη θέση Γ 

ισχύει: 
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Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 
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Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής µεταφορικής ενέργειας είναι ίσος µε: 

 

5 2 3 10 3
dK dK J

F
dt dt s

µετ µετ
υ= −Σ ⋅ ⇒ = − ⋅ = −  

 

Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής περιστροφικής ενέργειας είναι ίσος µε: 

 

0,5 20 3 10 3
dK dK dK J

TR
dt dt dt s

περ περ περ
τ ω ω= −Σ ⋅ ⇒ = − ⋅ ⇒ = − ⋅ = −  

 

Ο ρυθµός µεταβολής της δυναµικής βαρυτικής ενέργειας είναι ίσος µε: 

 



0180 10 2 3 20 3W

dU dU dU J
P Mg Mg

dt dt dt s
υ συν υ= − = − ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ =  

 

Ισχύει ότι: 

 

0 0
dK dK dEdU

E ή
dt dt dt dt

µετ περ ολ
ολ σταθερ+ + = ⇒ = ⇒ =  

 

δηλαδή ο ρυθµός ελάττωσης της κινητικής είναι ίσος µε το ρυθµό αύξησης της δυναµικής. 
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Αντώνης Αντωνίου 



αcm
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αγρ
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B

Κύλιση τροχού. 

 

Ένας τροχός ακτίνας R=0,5m, κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο επίπεδο µε σταθερή 

επιτάχυνση 2m/s
2
 ξεκινώντας από την ηρεµία. Μετά από χρονικό διάστηµα t=5s, να βρείτε: 

i) Την ταχύτητα του κέντρου µάζας του τροχού Ο. 

ii) Την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του τροχού. 

iii) Τη ταχύτητα και την οριζόντια επιτάχυνση του σηµείου επαφής του τροχού µε το έδαφος, 

σηµείο Α, καθώς και του αντιδιαµετρικού του σηµείου Β. 

 

Απάντηση 

 

i) Όταν αναφέρεται η επιτάχυνση του τροχού, υπονοείται η µεταφορι-

κή επιτάχυνσή του, η οποία είναι η επιτάχυνση του κέντρου Ο του 

τροχού @αcm.  

Για την µεταφορική κίνηση ο τροχός αντιµετωπίζεται σαν υλικό 

σηµείο, το οποίο εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, 

οπότε ισχύουν οι εξισώσεις:  

  υcm = υ0 + αcmKt  (1) και  x = υ0t + 0
1
2
 αcmKt

2
.  (2)  

Οπότε από την εξίσωση (1) παίρνουµε υ= υ0 + αcmKt= 0+2K5m/s = 10m/s.   

Όλα τα σηµεία του τροχού έχουν κάθε στιγµή ταχύτητα εξαιτίας της µεταφορικής κί-

νησης,  ίση µε την υcm. 

ii) Επειδή ο τροχός κυλίεται χωρίς ολίσθηση ισχύει αcm=αγωνKR ! αγων= 1
α
R

cm = 4rad/s
2
.  

Άρα ο τροχός εκτελεί και στροφική οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, οπότε: 

και ω=αγωνKt=20rad/s.  

Την ίδια τιµή θα βρούµε χρησιµοποιώντας την εξίσωση: 

υcm =ωR !   ω=0
υ
R
 =1

1
0,
0
5
= 20rad/s. 

iii) Το σηµείο Α έχει µια ταχύτητα προς τα δεξιά, την υcm αλλά και µια ταχύτητα προς τ’ 

αριστερά εξαιτίας της στροφικής κίνησης υγρ=ωKR =20K0,5m/s = 10m/s.  

Άρα η συνολική ταχύτητα του σηµείου Α είναι ίση µε µηδέν.   

Αυτό είναι και το βασικό κριτήριο για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει ο τροχός.  

Με την ίδια λογική το σηµείο Β θα έχει ταχύτητα υΒ=υcm+υγρ = 20m/s.  

Για τις επιταχύνσεις των δύο σηµείων:  

Το σηµείο Α έχει εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης επιτάχυνση 

αcm και εξαιτίας της στροφικής κίνησης µια επιτρόχια επιτάχυνση 

µε φορά προς τ’ αριστερά, η οποία είναι ίση µε αεπ=αγρ =αγωνKR  = 

4K0,5m/s
2
 = 2m/s

2
.  

Άρα η συνολική επιτάχυνση του σηµείου Α είναι: 

   αΑ=αcm - αγρ = 0.   

Ενώ για το σηµείο Β:   αΒ= αcm+αγρ= 2m/s
2
 + 2m/s

2
 =4m/s

2
. 

 

Σχόλιο: Αφού το σηµείο επαφής µε το έδαφος έχει ταχύτητα µηδενική, µπορούµε να θεωρή-

σουµε ότι είναι ένα σηµείο ενός ΣΤΙΓΜΙΑΙΟΥ ΑΞΟΝΑ  περιστροφής του τροχού. 

Έτσι η κίνηση του τροχού µπορεί να θεωρηθεί µόνο στροφική (γύρω από τον στιγ-



µιαίο άξονα περιστροφής) και όχι σύνθετη. 
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ΚΥΛΙΣΗ ΤΡΟΧΟΥ ΚΑΙ ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΣΗΜΕΙΟΥ 

Τροχός ακτίνας R, κυλίεται-χωρίς να 

γλιστράει-σε οριζόντιο δάπεδο έτσι ώστε 

το κέντρο του να γράφει οριζόντια 

ευθεία µε σταθερή ταχύτητα υ. Βρείτε:  

a)  Τη θέση του Α (σηµείο του 

τροχού που ακουµπά στο 

δάπεδο) σχετικά µε το Β (σηµείο του δαπέδου κάτω ακριβώς απ’ το Α) µετά 

από χρόνο t   

b) Την ταχύτητα του Α µετά από χρόνο t 

c) Το διάστηµα που διανύει το σηµείο Α του τροχού µέχρι να ξανασυναντήσει το 

έδαφος.  

ΛΥΣΗ 

B

y

x

Α φ

vt
K Κ΄

Λ

Λ΄
O

Γ

Σχήµα 1

 

a) Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του τροχού είναι 
R

v
=ω   (1) διότι 

κυλίεται χωρίς ολίσθηση. Σε χρόνο t το Α διαγράφει γωνία φ=ωt (2).  

Το σηµείο Α τώρα σχετικά µε το Β έχει συντεταγµένες (σχήµα 1) x=ΒΚ και 

y=ΒΛ. 

Αλλά απ’ το σχήµα ΒΚ=ΒΚ΄-ΚΚ΄⇒ x=vt-Rηµφ και λόγω της (1) και (2) τελικά 

θα είναι 
R

vt
Rvtx ηµ−=  (3) 

 ΒΛ=ΒΛ΄-ΛΛ΄⇒y=R-Rσυνφ και τελικά )1(
R

t
Ry

ν
συν−=  (4)  

A

B

v



Για το διάνυσµα θέσης του Α µπορούµε να γράψουµε: 

j
R

vt
Ri

R

vt
Rvtr

rrr
)1()( συνηµ −+−=  

b) 1
ος

 τρόπος 

 Η ταχύτητα του Α 

βρίσκεται αν συνθέσουµε 

την ταχύτητα µεταφορικής 

κίνησης και την ταχύτητα 

λόγω περιστροφής οι 

οποίες έχουν τα ίδια µέτρα 

v.  Η γωνία που 

σχηµατίζουν οι δύο ταχύτητες είναι π-φ και από το νόµο των συνιµητόνων 

)(222

1 φπσυν −⋅⋅++= vvvvv  αλλά συν(π-φ)=-συνφ και εποµένως 

συνφνσυνφννν 2222 22

1 −=−=  και από τον τύπο του διπλάσιου τόξου 

2
21 2 φηµσυνφ −=  απ’ όπου προκύπτει ότι 

2
21

φ
ηµvv = . Η διεύθυνση της 

ταχύτητας στο Α διέρχεται απ’ το αντιδιαµετρικό σηµείο του Κ. 

2
ος

 τρόπος 

Η ταχύτητα του Α µπορεί να προκύψει αν δεχθούµε ότι ο τροχός κάνει 

περιστροφική κίνηση περί στιγµιαίο άξονα περιστροφής που διέρχεται απ’ το 

σηµείο επαφής µε το δάπεδο.Τότε µπορούµε να γράψουµε για την ταχύτητα 

rv ω=1  όπου 
2

2
φ

ηµRr =ΑΚ=  και επειδή v=ωR προκύπτει ότι 

2
21

φ
ηµvv =  

c)  Το διάστηµα που διαγράφει το σηµείο Α µεταξύ δύο επαφών του µε το 

δάπεδο βρίσκεται απ’ το µήκος της κυκλοειδούς καµπύλης του σχήµατος 

 

 

    

  

  

  

v

v

π-φ

φ/2

A

K

Σχήµα 2

B Β΄

A

Σχήµα 3



Κυκλοειδές είναι το σχήµα που προκύπτει όταν οι συντεταγµένες του είναι αυτές που 

δίδονται απ’ τις εξισώσεις (3) και (4). 

Το µήκος της καµπύλης ΒΒ΄ βρίσκεται αν υπολογίσουµε το ∫
T

dtv
0

1 και 

αντικαταστήσουµε το t µε το φ απ’ τη σχέση φ=ωt 

RRd
R

dvdtvs

T

8)0(4)
2

(
2

4
)

2
(

2
2

2
2

0

2

00

1 =−==== ∫∫∫ συνσυνπ
φφ

ηµ
ω
ωφφ

ηµ
ω

ππ

 

 

Κυριάκος Κουγιουµτζόπουλος 6
ο
 Λύκειο Καλλιθέας 

 



Κίνηση ράβδου. 

 

Μια οµογενής δοκός µήκους l=2m κινείται ελεύθερα οριζόντια πάνω σε µια παγωµένη 

λίµνη, χωρίς τριβές και για t=0 δίνονται οι ταχύτητες του µέσου Ο και του άκρου Α, 

υ0=10m/s και υΑ=4m/s αντίστοιχα. Να βρεθούν οι ταχύτητες των παραπάνω σηµείων τη 

χρονική στιγµή t1=π/6s. 

Απάντηση: 

Αφού οι ταχύτητες των δύο σηµείων είναι διαφορετικές, η δοκός δεν κάνει µεταφορική 

κίνηση. Αν έκανε µόνο στροφική κίνηση θα στρέφοταν γύρω από κατακόρυφο άξονα 

που περνά από το κέντρο µάζας Ο και η ταχύτητα του cm θα ήταν µηδενική. Συνεπώς η 

δοκός εκτελεί σύνθετη κίνηση µε υcm=υ0=10m/s και γωνιακή ταχύτητα ω. Έτσι το άκρο 

Α έχει και ταχύτητα ίδια µε το Ο, υ0 και γραµµική ταχύτητα υγρ=ω·R, όπου: 

@υΑ=@υ0+ @υγρ 

και αφού η ταχύτητα του Α είναι µικρότερη από την ταχύτητα υ0, σηµαίνει ότι οι δύο 

ταχύτητες έχουν αντίθετη φορά όπως στο παρακάτω σχήµα. 

 

Συνεπώς: 

υΑ=υ0-ωR → ω=(υ0-υΑ)/R=(10-4)/1 rad/s = 6 rad/s, 

αφού R=l/2 µιας και η δοκός στρέφεται γύρω από άξονα που περνά από το Ο. 

Μετά από χρόνο t1=π/6s η δοκός έχει περιστραφεί κατά: 

θ=ωt= π rad 



και η εικόνα είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

Συνεπώς η ταχύτητα του κέντρου Ο συνεχίζει να είναι είναι υ0=10m/s, ενώ  του Α είναι: 

υΑ=υ0+ωR=10+6·1=16m/s. 
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Στρεφόµενο σύστηµα και µια γραφική παράσταση. 

Ένας κύλινδρος µπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα, που 

περνά από τα κέντρα των δύο βάσεών του, ο οποίος απέχει 6m από το έδαφος. 

Γύρω από τον κύλινδρο έχουµε τυλίξει δύο ανεξάρτητα αβαρή νήµατα 

ικανού µήκους, στα άκρα των οποίων δένονται τα σώµατα Α, Β και Γ, όπως 

στο σχήµα. Το σύστηµα ισορροπεί, ενώ είναι γνωστές οι µάζες των σωµάτων 

Α και Β, m1=2kg και m2=1kg αντίστοιχα, τα οποία βρίσκονται σε ύψος h=2m, 

από το έδαφος. ∆ίνεται η ακτίνα του κυλίνδρου R=0,2m, η ροπή αδράνειάς 

του ως προς τον άξονά του  Ι= ½ MR2
και g=10m/s2. 

i) Να αποδείξτε ότι η µάζα του σώµατος Γ είναι 1kg. 

ii)  Σε µια στιγµή t=0 κόβουµε το νήµα που συνδέει τα σώµατα Β και Γ και 

παρατηρούµε ότι το σώµα Α φτάνει στο έδαφος τη στιγµή t1=2s, όπου και 

ακινητοποιείται. Να αποδείξτε ότι η κίνησή του ήταν ευθύγραµµη οµαλά 

επιταχυνόµενη και να υπολογίσετε την µάζα του κυλίνδρου. 

iii)  Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του κυλίνδρου καθώς και ο ρυθµός 

µεταβολής της, τη χρονική στιγµή t2=1s. 

iv) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στροφορµής του κυλίνδρου σε συνάρτηση µε το χρόνο από 0-4s. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε 

σώµα. Από την ισορροπία των σωµάτων Α, Β και Γ έχουµε: 

ΣF1=0 → Τ1=m1g  (1), όπου Τ1=Τ1΄η τάση του νήµατος. 

ΣF3=0 → Τ3=m3g (2), όπου Τ3=Τ3΄η τάση του νήµατος µεταξύ του Β και 

Γ. 

ΣF2=0 → Τ2=Τ3΄+m2g → Τ2=Τ2΄= (m3+m2)g  (3). 

Αλλά και ο κύλινδρος ισορροπεί: 

ΣτΟ=0 → Τ1΄R-Τ2΄R=0 → Τ1΄= Τ2΄ (4) 

Από (1), (3) και (4) παίρνουµε  m1g= (m3+m2)g → m1g= (m3+m2)g → 

m3= m1-m2=2kg-1kg=1kg. 

ii)  Κόβοντας το νήµα που συνδέει τα σώµατα Β και Γ, το σώµα Α κινείται 

προς τα κάτω, οπότε ο κύλινδρος στρέφεται αντίθετα από τους  δείκτες 

του ρολογιού και το νήµα που δένεται το σώµα Β, µαζεύεται, οπότε αυτό 

κινείται προς τα πάνω. Οι δυνάµεις είναι οι ίδιες, αλλά οι τάσεις των 

νηµάτων έχουν διαφορετικά µέτρα.  

Εφαρµόζουµε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για τα σώµατα Α και Β και για την στροφική κίνηση του 

κυλίνδρου και παίρνουµε (θεωρούµε την φορά περιστροφής του κυλίνδρου θετική, όπως και την φορά 
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κατά την οποία κινείται θετική, για κάθε σώµα): 

ΣF1=m1α1 → m1g-Τ1=m1α1 (4) 

ΣF2=m2α2 → Τ2-m2g = m2α2  (5) 

Στ=Ιαγων → Τ1΄R-Τ2΄R = ½ ΜR2
αγων → Τ1-Τ2= ½ ΜRαγων  (6) 

 Αλλά έστω τα σηµεία ∆,Ε,Ζ και Η του διπλανού σχήµατος, για τα οποία, ανά δύο 

(∆, Ε)  και (Ζ, Η) έχουν ταχύτητες µε ίσα µέτρα, αφού είναι σηµεία του ίδιου 

νήµατος, ενώ τα Ε και Ζ έχουν επίσης ταχύτητες ίσου µέτρου αφού υΕ=ωR και 

υΖ=ωR, µιας και είναι και σηµεία της περιφέρειας του κυλίνδρου. Άρα: 

υ∆= υΕ=υΖ=υΗ  ή  υ∆= ωR=υΗ   και µε παραγώγιση παίρνουµε: 

( ) Hd dd R

dt dt dt

υ υω
∆ = =  ή α1=α2=αγων·R   (7) 

Με πρόσθεση των (4)+(5)+(6) και µε την βοήθεια της (7) παίρνουµε: 

m1g-m2g=(m1+m2+ ½Μ)·α    (8) 

Από την εξίσωση (8) προκύπτει ότι η επιτάχυνση του σώµατος Α είναι ευθύγραµµη οµαλά 

επιταχυνόµενη. 

Για την κίνηση του Α λοιπόν, µέχρι να φτάσει στο έδαφος θα ισχύει  h= ½ αt2 → 

2 2
2 2

2 2 2
/ 1 /

2

h
a m s m s

t

⋅
= = =  

Λύνοντας εξάλλου την (8) ως προς Μ παίρνουµε: 

1 2
1 2

2( ) 2(2 1) 10
2( ) 2(2 1) 14

1

m m g
M m m kg kg kg

a

− − ⋅
= − + = − + =  

iii)  Τη στιγµή t1=1s το σώµα Α έχει ταχύτητα υ1=α·t1=1m/s, οπότε ο κύλινδρος θα έχει γωνιακή ταχύτητα  

1
/ 5 /

0,2
A rad s rad s

R R
γρυ υ

ω = = = =  

Συνεπώς έχει κινητική ενέργεια Κ= ½ Ιω2 = ½ ½ ΜR2
ω

2= ¼ ΜυΑ
2 και µε αντικατάσταση: 

Κ= ¼ 14·1J=3,5J. 

Εξάλλου ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής του ενέργειας είναι: 

(6)
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) A

dK
T R T R T T R T T

dt
τ ω ω ω υ= Σ ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ →  

1 1
14 1 1 / 7 /

2 2A

dK
Ma J s J s

dt
υ= ⋅ = ⋅ ⋅ =

 

iv) Μόλις το σώµα Α φτάσει στο έδαφος, ο κύλινδρος αρχίζει να επιβραδύνεται (ροπή και κατά συνέπεια 

γωνιακή επιτάχυνση κάθετη στο επίπεδο της σελίδας µε φορά προς τα µέσα) εξαιτίας της ροπής της 

τάσης του νήµατος που κρέµεται το Β σώµα. ∆ουλεύοντας λοιπόν µε τα µέτρα των µεγεθών έχουµε:  

Για το σώµα Β: ΣF=m2·α1 → m2g-Τ= m2·α1  (9) 

Για τον κύλινδρο: Στ=Ι·αγων1 → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ ΜR·αγων  (10) 
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Αλλά και εδώ έχουµε α1=αγων·R, οπότε µε πρόσθεση των (9) και (10) παίρνουµε: 

m2g = (m2+ ½ Μ)·α1 → 2 22
1

2

10 5
/ /

1 1 41 142 2

m g
a m s m s

m M
= = =

+ +  

Με βάση αυτά για την στροφορµή του κυλίνδρου έχουµε: 

Από 0-2s:  L=Ι·ω= ½ ΜR2
·αγων·t = ½ ΜR·α·t =1,4t  (µονάδες στο S.Ι.) 

Από 2s-4s: L=Ι·ω= ½ ΜR2
·(ω0-αγων1·∆t) 

Όπου 1
0

1 2
/ 10 /

0,2
A at

rad s rad s
R R

υ
ω

⋅
= = = = , αγων1=α1/R=25/4rad/s2 και ∆t=t-2, συνεπώς: 

L=Ι·ω= ½ ΜR2
·(ω0-αγων1·∆t)= ½ 14·0,22

·[10-
25

4
(t-2)] =6,3-3,5t (S.I.)  

Έτσι κάποιες χαρακτηριστικές τιµές της στροφορµής φαίνονται στον πίνακα, ενώ η ζητούµενη γραφική 

παράσταση είναι του διπλανού σχήµατος:  

 

t(s) L (kgm2/s 

0,0 

2,0 

3,6 

4,0 

0,0 

2,8 

0,0 

-0,7 
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Ένας τροχός πάνω σε σανίδα . 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένας τροχός µάζας Μ=10kg, πάνω 

σε µια σανίδα µάζας m=5kg. Οι συντελεστές τριβής µεταξύ τροχού 

και σανίδας είναι ίσοι µ=µs=0,2. Σε µια στιγµή t0=0 ασκούµε στο κέ-

ντρο του τροχού, µια οριζόντια σταθερή δύναµη F=50Ν, µέχρι τη 

χρονική t1=2s, οπότε παρατηρούµε ότι ο τροχός αρχίζει να κυλίεται (χωρίς να ολισθαίνει), ενώ ταυτόχρονα η 

σανίδα ολισθαίνει πάνω στο επίπεδο. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής 

του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

i)  Να σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στον τροχό και στην σανίδα. 

ii) Να βρεθεί η επιτάχυνση του κέντρου Ο του τροχού. 

iii) Να υπολογιστεί η ενέργεια που µεταφέρθηκε στο σύστηµα, µέσω του έργου της δύναµης F. 

iv) Πώς κατανέµεται η παραπάνω ενέργεια σε τροχό και σανίδα; 

v) Θέλουµε στο παραπάνω χρονικό διάστηµα t1=2s να πετύχουµε την µέγιστη δυνατή µετακίνηση του άξο-

να του τροχού. Για να το πετύχουµε αυξάνουµε το µέτρο της ασκούµενης δύναµης F, χωρίς όµως να ο-

λισθήσει ο τροχός πάνω στην σανίδα. Ποιο το κατάλληλο µέτρο της δύναµης F και ποιο είναι το ελάχι-

στο αναγκαίο µήκος της σανίδας; 

Απάντηση: 

 

i) Στο παραπάνω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις σε κάθε σώµα χωριστά, όπου Τ η στατική τριβή που 

ασκείται στον τροχό και Ν η κάθετη αντίδραση από την σανίδα και όπου  έχουµε τα ζευγάρια δράσης 

αντίδρασης Τ-Τ΄, Ν-Ν΄.  

ii)  Για την µεταφορική κίνηση του τροχού εχουµε: ΣFx=Μαcm → F-Τ=Μαcm  (1) 

Για την περιστροφική κίνηση: Στ=Ι·αγων → Τ·R= ½ ΜR2
·αγων →  2Τ=  ΜR·αγων  (2) 

Για την σανίδα: ΣF=mα → Τ=mα (3) 

Τι σηµαίνει τώρα ότι ο τροχός δεν ολισθαίνει; Ας πάρουµε ένα σηµείο Α, επαφής 

του τροχού µε την σανίδα. ∆εν ολισθαίνει, σηµαίνει ότι το σηµείο αυτό, δεν έχει 

ταχύτητα ως προς τη σανίδα ή ισοδύναµα έχει κάθε στιγµή ίδια ταχύτητα µε την 

σανίδα. 

Αλλά το σηµείο Α, θεωρώντας ότι ο τροχός εκτελεί σύνθετη κίνηση, έχει µια ταχύτητα υcm εξαιτίας της 

µεταφορικής κίνησης του τροχού και µια υγρ λόγω της κυκλκής του κίνησης, όπως εµφανίζονται στο δι-
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πλανό σχήµα. Συνεπώς υ=υcm-υγρ → υ=υcm- ω·R, οπότε µε παραγώγιση παίρνουµε: 

cmdυdυ dω
R

dt dt dt
= −  ή 

α=αcm-αγων·R  (4) 

Με αφαίρεση των (1) και (2) κατά µέλη λαµβάνουµε: 

F-3Τ= Μ(αcm-αγων·R) → F-3Τ=Μα (5) 

Οπότε µε βάση την (3) η παραπάνω εξίσωση γίνεται F-3mα=Μα →  

2 2F 50
a m / s 2m / s

3m M 3 5 10
= = =

+ ⋅ +
 

iii)  Η ενέργεια που µεταφέρθηκε στο σύστηµα µέσω της  δύναµης είναι ίση µε το έργο της F. Αλλά από την 

εξίσωση (5) βρίσκουµε  
F Ma 50N 10 2N

T 10N
3 3

− − ⋅
= = =  και από την (1) παίρνουµε: 

F-Τ=Μαcm  → 2 2
cm

F T 50 10
a m / s 4m / s

M 10

− −
= = =  

Έτσι το κέντρο του τροχού στο χρονικό διάστηµα των 2s µετατοπίζεται κατά: 

xcm= ½ αcmt2= ½ 4·22m=8m → 

WF=F·x= 50·8J=400J. 

iv) Από την εξίσωση (4) παίρνουµε αγων·R=αcm-α=2m/s2. Αλλά τότε τη στιγµή t1=2s ο τροχός έχει ταχύτητα 

κέντρου µάζας υcm=αcm·t=4·2 m/s=8m/s  και γωνιακή ταχύτητα ω=αγων·t. 

Έτσι ο κύλινδρος έχει κινητική ενέργεια: 

Κ= ½ Μυcm
2 + ½ Ιω2 = ½ Μυcm

2 + ½ ½ ΜR2
αγων

2
·t2 = ½ 10·82J + ¼ 10·22

·22J=320J+40J=360J. 

Αντίστοιχα η ταχύτητα της σανίδας είναι υ=αt=2·2m/s=4m/s, συνεπώς η κινητική της ενέργεια είναι: 

Κσ= ½ mυ2 = ½ 5·42J=40J. 

v) Για να πετύχουµε την µεγαλύτερη δυνατή µετατόπιση του κέντρου του τροχού θα αυξήσουµε το µέτρο 

της ασκούµενης δύναµης F, αλλά υπάρχει ένας περιορισµός. Όταν αυξάνουµε την δύναµη αυξάνεται 

και η τριβή. Αλλά η µέγιστη δυνατή τιµή της τριβής είναι η οριακή τριβή Τορ =µs·Ν=µs·Μg=20Ν. 

Αλλά τότε από την (3) παίρνουµε για την σανίδα oρ 2 2T 20
a m / s 4m / s

m 5
′ = = = , ενώ η εξίσωση (2) µας 

δίνει  2Τ=  ΜR·αγων  → ΄ 2 2
γων

2T 2 20
Ra m / s 4m / s

M 10

⋅
= = = , οπότε  από την (4) παίρνουµε: 

 α=αcm-αγων·R  → α΄cm=α΄+α΄γων·R= 8m/s2, συνεπώς από την (1) θα έχουµε: 

Fmax=Τ+Μαcm = 20Ν+10·8Ν=100Ν. 

Στην περίπτωση αυτή το κέντρο του τροχού θα µετακι-

νηθεί κατά: 

x΄cm= ½ α΄cm·t
2= ½ ·8·22m=16m. 

Η σανίδα εξάλλου θα έχει µετατοπισθεί κατά: 

x΄= ½ α΄t2 = ½ 4·22m=8m. 
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Αλλά το ελάχιστο δυνατό µήκος της σανίδας θα είναι αυτό, που ο τροχός θα ξεκινά από το ένα της άκρο 

και στο χρονικό διάστηµα της επιτάχυνσης θα φτάνει στο άλλο της άκρο, όπως στο σχήµα. 

Άρα ΄

min cmx x 16m 8m 8m′= − = − =l . 

dmargaris@sch.gr 
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Υπερπήδηση εμποδίου. 

Σαν συμπληρωματικά στοιχεία πάνω στην άσκηση 4.57 του σχολικού βιβλίου, αλλά και σαν συνέχεια της 

ανάρτησης «Μια ισορροπία κυλίνδρου με εμπόδιο» ας εξετάσουμε πώς επηρεάζεται η υπερπήδηση ενός 

εμποδίου από ένα κύλινδρο, από το αν αναπτύσσεται ή όχι τριβή μεταξύ κυλίνδρου και εμποδίου. 

 

Εφαρμογή 1η: 

Ο τροχός του διπλανού σχήματος, ακτίνας R και βάρους 100Ν, 

εμποδίζεται να κινηθεί από εμπόδιο ύψους h= ½ R, όταν δέχεται 

δύναμη στο κέντρο του Ο, μέσω νήματος, στο άλλο άκρο του ο-

ποίου έχουμε κρεμάσει ένα σώμα Σ, μάζας m=4kg. 

Δίνεται ότι ο τροχός δεν παρουσιάζει τριβές ούτε με το επίπεδο, 

ούτε με το εμπόδιο. 

i)  Να βρεθεί η δύναμη (μέτρο και κατεύθυνση) που ασκείται στον τροχό από το εμπόδιο. 

ii) Αν αντικαταστήσουμε το σώμα Σ, με άλλο βαρύτερο, μπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εμπόδιο; 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι  δυνάμεις που α-

σκούνται στα σώματα. Αφού η τροχαλία ισορροπεί: 

Στ=0 ή Τ·R-Τ1·R=0 →  Τ=Τ1. 

Αλλά και το σώμα Σ ισορροπεί, συνεπώς Τ1=mg=40Ν 

Και ο τροχός ισορροπεί, συνεπώς: 

ΣF=0 και Στ=0 

Αλλά το βάρος, η κάθετη αντίδραση Ν και η τάση του νήματος διέρχονται από τον άξονα ( κέντρο Ο του 

τροχού), έχοντας μηδενική ροπή, οπότε και η ροπή της δύναμης που δέχεται ο τροχός από το εμπόδιο, 

περνάει από το σημείο Ο. Αναλύοντας τη δύναμη αυτή F από το εμπόδιο σε μια οριζόντια και μια κατα-

κόρυφη συνιστώσα έχουμε: 

ΣFx=0 → Τ-Fx=0 → Fx=Τ=40Ν και 

ΣFy=0 → Ν+Fy-w=0 (1) 

Αλλά ΣτΚ=0 →w·x-Ν·x+Τ·y=0 (2) 

Αλλά y=R-h=R- ½ R= ½ R  και 
2

2 2 2 3

4 2

R R
x R y R      

Και από (2):  100·
3

2

R
-Ν·

3

2

R
+40·

2

R
=0 → Ν≈76,9Ν και από (1) Fy=w-Ν≈23,1Ν, οπότε: 

2 2 2 240 23,1 46, 2x yF F F N N      

ii) Ναι, μπορεί να υπερπηδήσει το εμπόδιο, αρκεί να αυξήσουμε το βάρος του σώματος Σ. Πράγματι στην 

περίπτωση αυτή ο τροχός θα χάσει την επαφή με το έδαφος (Ν=0) και αρκεί |τΤ|≥|τw| ή Τ·y ≥ w·x ή 
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Συνεπώς αν το βάρος του σώματος Σ γίνει μεγαλύτερο από 173Ν, ο τροχός τείνει να υπερπηδήσει το εμπό-

διο. 

 

Σχόλιο: 

Μέχρι ποιο ύψος μπορεί να έχει το εμπόδιο ώστε ο τροχός να υπερπηδήσει το εμπόδιο;  

Το εμπόδιο αρκεί να έχει ύψος μικρότερο της ακτίνας του τροχού, ώστε η ροπή της τάσης του νήματος, ως 

προς το σημείο Κ, να υπερνικήσει τη ροπή του βάρους. Σε κάθε περίπτωση είτε υπάρχουν είτε όχι τριβές, με 

εξάσκηση κατάλληλης δύναμης στο κέντρο, ο τροχός θα υπερπηδήσει το εμπόδιο. 

 

Εφαρμογή 2η: 

 Γύρω από έναν τροχό  ακτίνας R και μάζας  Μ=8kg, τυλίγουμε ένα 

νήμα, το οποίο αφού περαστεί από μια αβαρή τροχαλία, στο άλλο 

άκρο του κρεμάμε ένα σώμα Σ μάζας m=4kg. Ο τροχός εμποδίζεται 

να κινηθεί από ένα εμπόδιο ύψους h= ½R. Δίνεται ότι ο τροχός δεν 

παρουσιάζει τριβές ούτε με το επίπεδο, ούτε με το εμπόδιο. 

i)  Να βρεθεί η δύναμη (μέτρο και κατεύθυνση) που ασκείται στον 

τροχό από το εμπόδιο, και το οριζόντιο επίπεδο. 

ii) Αν αντικαταστήσουμε το σώμα Σ, με άλλο βαρύτερο, μπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εμπόδιο; 

Ποια είναι τότε η ελάχιστη τιμή της δύναμης που δέχεται ο τροχός από το εμπόδιο; 

Δίνεται g=10m/s2 και η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι  δυνάμεις που ασκού-

νται στα σώματα. Αφού η τροχαλία δεν έχει μάζα (καλύτερα 

έχει αμελητέα μάζα): 

Στ=0 ή Τ·R-Τ1·R=0 →  Τ=Τ1. 

Τι κάνει ο τροχός; Αφού η δύναμη που δέχεται από το εμπόδιο 

περνά από το κέντρο Ο (τριβές δεν υπάρχουν), ασκείται ροπή ως 

προς τον άξονα Ο του τροχού, οπότε ο τροχός περιστρέφεται και 

το σώμα Σ επιταχύνεται προς τα κάτω. Έτσι έχουμε: 

Για το σώμα Σ: ΣF=m·α → mg-Τ1=m·α (1) 

Για τον τροχό και θεωρώντας θετική τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού έχουμε: 

Στ=Ι·αγων  Τ·R= ½ ΜR2·αγων → Τ= ½ ΜRαγων (2) 

Ενώ όλα τα σημεία του νήματος κινούνται με την ίδια ταχύτητα άρα υγρτρ=υΣ→ υ=ωR →  

d d
R a a R

dt dt 
 
    (3) 

Από (1), (2) και (3) παίρνουμε α=5m/s2 και Τ=20Ν.  
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Αλλά ΣFx=0 → Fx=Τ=20Ν και ΣFy=0→ N+Fy-w=0  (4) 

Με βάση το διπλανό σχήμα ημθ=y/R= ½ οπότε συνθ= xF

F
→ 

20 40 3

33
2

xF
F


     και Fy=F·ημθ =

20 3

3
  και από (4) 

Ν≈68,5Ν. 

ii) Ναι μπορεί, αρκεί ο τροχός θα χάσει την επαφή με το έδαφος (Ν=0) 

οπότε Fy=w=80Ν, αλλά τότε F=160Ν. 

 

Σχόλιο: 

Παρατηρούμε ότι, όταν δεν υπάρχουν τριβές και η δύναμη ασκείται στο ανώτερο σημείο του τροχού και πά-

λι ο τροχός μπορεί να υπερπηδήσει το εμπόδιο, όπου την ανύψωσή του θα επιφέρει μια συνιστώσα της κά-

θετης αντίδρασης από το εμπόδιο, αρκεί το ύψος του εμποδίου να είναι μικρότερο από την ακτίνα του τρο-

χού. 

 

Και αν υπάρχουν τριβές; 

Εφαρμογή 3η: 

 Γύρω από έναν τροχό  ακτίνας R και μάζας  Μ=8kg, τυλίγουμε 

ένα νήμα, το οποίο αφού περαστεί από μια αβαρή τροχαλία, στο 

άλλο άκρο του κρεμάμε ένα σώμα Σ μάζας m. Ο τροχός εμποδί-

ζεται να κινηθεί από ένα εμπόδιο ύψους h=R.  

i)  Αν δεν αναπτύσσεται τριβή μεταξύ τροχού και εμποδίου, 

μπορεί ο τροχός να υπερπηδήσει το εμπόδιο; 

ii) Αν  μεταξύ τροχού και εμποδίου ο συντελεστής  τριβής είναι μ=0,5, να βρεθεί η ελάχιστη οριζόντια δύ-

ναμη F, που πρέπει να ασκηθεί μέσω του νήματος, ώστε ο τροχός  να χάσει την επαφή με το οριζόντιο 

επίπεδο, χωρίς να υπερπηδά το εμπόδιο. Πόση γωνιακή επιτάχυνση αποκτά στην περίπτωση αυτή ο 

τροχός; Δίνεται R=0,5m και η ροπή αδράνειας του τροχού ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάμεις που ασκούνται 

στα σώματα, όπου F η τάση του νήματος και Τ η τριβή από το 

εμπόδιο, στην περίπτωση που μηδενίζεται η αντίδραση του ορι-

ζοντίου επιπέδου. 

i) Αν δεν υπάρχουν τριβές, προφανώς δεν υπάρχει κατακόρυφη 

δύναμη να εξουδετερώσει το βάρος, πολύ περισσότερο να 

ανασηκώσει τον τροχό. Συνεπώς ο τροχός δεν υπερπηδά το 

εμπόδιο. 

ii) Όταν χάνεται η επαφή με το οριζόντιο επίπεδο, οριακά Τ=w=Μg=80Ν.  
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Συνεπώς   Τ=μ·F1 → F1=Τ/μ=160Ν. 

Αλλά τότε ΣFx=0 → F=F1=160Ν. 

Θεωρώντας θετική τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού έχουμε: 

Στ=Ι·αγων → F·R-Τ·R= ½ ΜR2·αγων  αγων=
2 22( ) 2(160 80)

/ 40 /
8 0,5

F T
rad s rad s

MR

 
 

  

Σχόλιο: 

Παρατηρούμε ότι όταν το εμπόδιο έχει ύψος ίσο με την ακτίνα του τροχού, ανυψωτική δύναμη που μειώνει 

την κάθετη αντίδραση του οριζοντίου επιπέδου, είναι μόνο η τριβή. Αν δεν υπάρχει, ο τροχός δεν θα ανυ-

ψωθεί, αν υπάρχει, τότε όταν αυξάνεται η οριζόντια δύναμη που ασκείται μέσω του νήματος, αυξάνεται και 

η κάθετη αντίδραση στο Κ και κατά συνέπεια η τριβή. Τριβή η οποία θα είναι μικρότερη από την ασκούμενη 

δύναμη, αν μ<1, οπότε ο τροχός πριν αρχίσει να ανυψώνεται, θα έχει αρχίσει να περιστρέφεται. 

dmargaris@sch.gr 



Κινηµατική στερεού. 

Ένα στερεό αποτελείται από δύο οµογενείς, από διαφορετικό υλικό ράβδους, οι οποίες είναι 

συνδεδεµένες, όπως στο σχήµα. Οι  ράβδοι έχουν µήκη (ΑΒ)=0,8m και (Γ∆)= 1,2m. Το  στερεό 

κινείται σε κατακόρυφο επίπεδο εκτελώντας σύνθετη κίνηση γύρω από οριζόντιο άξονα κάθετο 

στη ράβδο που περνά από το κέντρο µάζας του Κ, όπου (ΚΓ)=0,3m και σε µια στιγµή βρίσκεται 

σε µια θέση, όπου τα σηµεία Μ και ∆, όπου Μ το µέσον της ράβδου, έχουν οριζόντιες ταχύτη-

τες µε µέτρα υΜ=1m/s και υ∆=5m/s, όπως στο σχήµα. 

 

i)  Να υπολογίστε την ταχύτητα του κέντρου µάζας Κ και του άκρου Γ της  ράβδου ∆Γ. 

ii) Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας του άκρου Β. 

iii) Να βρεθεί η θέση ενός σηµείου Ο του στερεού η ταχύτητα του οποίου είναι µηδενική. 

Ποια η γωνία µεταξύ της (ΟΒ) και της ταχύτητας του άκρου Β; 

Απάντηση: 

 

Γ

∆

O

Κ
υ

υ

υ γρ

υ
cm

cm

cmυυ γρ

B

B

θ φ

 

i) Η σύνθετη κίνηση του στερεού µπορεί να µελετηθεί µε βάση την  αρχή της επαλληλίας 

ως σύνθεση µιας µεταφορικής µε ταχύτητα υcm και µιας στροφικής  γύρω από άξονα 

που διέρχεται από το κέντρο µάζας Κ µε γωνιακή ταχύτητα ω. Έτσι στο σχήµα έχουν 

σηµειωθεί οι ταχύτητες των σηµείων ∆, Μ, Κ και Γ, όπου υcm η ταχύτητα του κέντρου 

µάζας του στερεού Κ και υγρ=ω·R η γραµµική ταχύτητα κάθε σηµείου, λόγω στης κυ-



κλικής κίνησης που εκτελεί συµµετέχοντας στην στροφική κίνηση του στερεού. 

Με βάση τι σχήµα: 

υΜ= υcm-ω·(ΚΜ)        

υ∆= υcm-ω·(Κ∆) 

και µε αντικατάσταση: 

1= υcm-ω·3  (1)   και   -5 = υcm-ω·9  (2) 

Από (1) και (2) βρίσκουµε υcm=4m/s και ω=10rad/s. 

Κατά συνέπεια η ταχύτητα του σηµείου Γ είναι υΓ= υcm+ω·(ΚΓ)=7m/s. 

ii) Στο δεύτερο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι ταχύτητες του άκρου Β, όπου υγρ=ω·(ΚΒ). 

Αλλά από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΓΒ έχουµε mKB 5,0)()( 22 =ΓΒ+ΚΓ= . 

 Συνεπώς:  

υγρΒ= 10·0,5m/s= 5m/s και: 

smsmcmcmB /65/
5,0
3,0

542542 2222 =⋅⋅⋅++=++= συνφυυυυυ γργρ  

Ας σηµειωθεί ότι η γωνία φ µεταξύ των συνιστωσών υcm και υγρ είναι συµπληρωµατική 

της γωνίας θ, όπου ηµθ=0,3/0,5=συνφ. 

iii) Έστω ένα σηµείο Ο σε απόσταση x από το κέντρο µάζας Κ, όπου η ταχύτητά του είναι 

µηδενική, συνεπώς: 

υcm=υγρ=ω·x →  

x=υcm/ω=0,4m. 

Αφού το σηµείο Ο έχει µηδενική ταχύτητα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι από το ση-

µείο αυτό, διέρχεται ένας στιγµιαίος άξονας, κάθετος στο επίπεδο της σελίδας, γύρω 

από τον οποίο στρέφεται το στερεό µας. Συνεπώς το σηµείο Β εκτελεί κυκλική τροχιά 

µε κέντρο το Ο, άρα η ΟΒ θα είναι κάθετη στην ταχύτητα του σηµείου Β. 

dmargaris@sch.gr 

 



Σύνθετη κίνηση ράβδου. 

Α B

Α

B

Ο

h

θ

(1)

(2)

 

Μια οµογενής ράβδος µήκους ℓ=48/5π m≈3 m εκτοξεύεται από το έδαφος κατακόρυφα προς τα 

πάνω και φτάνει σε ύψος Η. Στο σχήµα, η πάνω θέση της ράβδου θέση (1), αντιστοιχεί στο µέ-

γιστο ύψος, ενώ µετά από λίγο η ράβδος φτάνει στη θέση (2) έχοντας στραφεί κατά γωνία 

θ=π/3, έχοντας κατέλθει κατά h=0,8m. 

i)   Βρείτε το χρονικό διάστηµα για την µετακίνηση της ράβδου από τη θέση (1) στη θέση (2). 

ii)  Πόση είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ράβδου; 

iii)  Να υπολογίστε τις ταχύτητες των άκρων Α και Β της ράβδου στις δύο παραπάνω θέσεις 

και να τις σχεδιάστε πάνω στο σχήµα. 

∆ίνεται  g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Αφού η θέση (1) είναι η ανώτερη θέση, η ταχύτητα του µέσου της ράβδου Ο θα είναι 

µηδενική. Από κει και πέρα η ράβδος εκτελεί ελεύθερη πτώση, όσον αφορά τη µεταφο-

ρική της κίνηση, ενώ στρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα, αφού δεν δέχεται καµιά 

ροπή. Συνεπώς: 

h= ½ gt2 →  

ss
g

h
t 4,0

10

8,022
=

⋅
==  

ii)  Στο παραπάνω χρονικό διάστηµα η ράβδος έχει περιστραφεί κατά γωνία θ=π/3, άρα: 

sradsradsrad
t

/
6

5
/
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/
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ω ====  

iii)  Η ταχύτητα του κέντρου µάζας της ράβδου στη θέση (2) είναι ίση µε : 

υ=gt = 10·0,4m/s=4m/s. 

Στη θέση (1) τα άκρα Α και Β έχουν γραµµικές ταχύτητες µε µέτρο υ=ω·R ή 

υ= ω·
π

π

5

24

6

5

2
⋅=

l
=4m/s 



µε κατεύθυνση όπως στο σχήµα (1). 

 

Στο διπλανό σχήµα (2) έχουν σχεδιαστεί για τα άκρα της ράβδου, η ταχύτητα υcm λόγω 

της µεταφορικής ταχύτητας και η υγρ, εξαιτίας της περιστροφικής κίνησης. Στο άκρο Α 

η  γωνία των δύο ταχυτήτων είναι ίση µε 60°, ενώ στο σηµείο Β ίση µε 120°. 

Έτσι έχουµε: 

smcmcmcmA /343602 222 ==°++= υσυνυυυυυ γργρ  

και επειδή το παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος η διαγώνιος διχοτοµεί τη γωνία,  συνεπώς 

η ταχύτητα έχει κατεύθυνση που σχηµατίζει γωνία 30° µε την κατακόρυφο. 

smcmcmcmB /41202 222 ==°++= υσυνυυυυυ γργρ  

και εδώ το παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος η διαγώνιος διχοτοµεί τη γωνία,  συνεπώς η 

ταχύτητα έχει κατεύθυνση που σχηµατίζει γωνία 60° µε την υγρ ή γωνία 30° µε την ρά-

βδο. 

dmargaris@sch.gr 
 

 



 

Κεντροµόλος και  επιτρόχια επιτάχυνση. 

∆υο στάθηκαν οι αφορµές για την παρούσα άσκηση. Η µια είναι η συζήτηση που πραγµατο-

ποιείται στο δίκτυο για τον στιγµιαίο άξονα περιστροφής. Η άλλη ήταν ερώτηση που µου τέθη-

κε από φίλο, πάνω στην ανάρτηση «Σύνθετη κίνηση στερεού.».  

Αν πάρουµε τη ράβδο σε µια τυχαία θέση, η ταχύτητα του άκρου µεταβάλλεται κατά µέτρο. 

Ποια είναι η επιτρόχια επιτάχυνση που µεταβάλλει το µέτρο της ταχύτητας; 

………………………………………………….. 

 

Μια οµογενής ράβδος µήκους ℓ=2m κινείται στην επιφάνεια µιας παγωµένης λίµνης, χωρίς τρι-

βές και σε µια στιγµή βρίσκεται στη θέση του σχήµατος (α). Στη θέση αυτή η ταχύτητα του µέ-

σου Ο της ράβδου είναι 2m/s, ενώ του άκρου Α 4m/s. Οι δύο παραπάνω ταχύτητες έχουν την 

ίδια κατεύθυνση, κάθετες στη ράβδο. Μετά από λίγο η ράβδος βρίσκεται στη θέση (β) έχοντας 

στραφεί κατά 60°.  

Ο
υ

υ
A

Ο

Α

θ
Ο

Α

B

B

(α) (β)
 

Για τη θέση αυτή να βρεθούν: 

i)   Η ταχύτητα του άκρου Α. 

ii)  Η επιτάχυνση του Α. 

iii) Ο ρυθµός µεταβολής  του µέτρου της ταχύτητας του Α. 

iv)  Η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς του άκρου Α. 

 

Απάντηση: 

 

i) Αφού οι ταχύτητες των σηµείων Ο και Α είναι διαφορετικές η ράβδος εκτελεί σύνθετη κί-

νηση. Μια µεταφορική µε ταχύτητα κέντρου µάζας υcm=υΟ=2m/s και µια στροφική γύρω 

από κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο µάζας Ο µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. 
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Στην αρχική θέση (α) η ταχύτητα του άκρου Α προκύπτει από την σύνθεση της ταχύτητας 

του κέντρου µάζας λόγω µεταφορικής κίνησης και µιας γραµµικής ταχύτητας µέτρου: 

υγραµ=ω·R.  Έτσι 

υΑ=υcm+υγραµ →  

υγραµ=υΑ-υcm=2m/s 

Ερχόµαστε τώρα στη θέση (β). Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι ταχύτητες του άκρου Α, ό-

που µεταξύ της ταχύτητας κέντρου µάζας και της γραµµικής ταχύτητας σχηµατίζεται γωνία 

θ=60°. Συνεπώς η ταχύτητα του σηµείου Α είναι: 

συνθυυυυυ γργρ cmcmA 222 ++=  → 

smsmA /32/
2

1
22222 22 =⋅⋅⋅++=υ  

Εξάλλου το σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο έχει ίσες πλευρές, συνεπώς είναι ρόµβος και 

η διαγώνιος διχοτοµεί την γωνία και η ταχύτητα του Α σχηµατίζει γωνία φ= 30° µε την ορι-

ζόντια διεύθυνση. 

ii)  Η µεταφορική κίνηση του κέντρου Ο είναι ευθύγραµµη οµαλή, συνεπώς δεν υπάρχει επιτά-

χυνση. Λόγω όµως της στροφικής κίνησης το σηµείο Α εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση έχο-

ντας κεντροµόλο επιτάχυνση: 

22
22

/4/
1

2
smsm

R
a ===

γρυ  

µε κατεύθυνση προς το µέσον Ο της ράβδου, όπως στο παρακάτω σχήµα. 



 

iii)  Αναλύουµε την επιτάχυνση σε δύο συνιστώσες µια αx που έχει τη διεύθυνση της ταχύτητας 

και µια αy µε διεύθυνση κάθετη στην ταχύτητα. (Η γωνία µεταξύ της επιτάχυνσης α και της 

αy είναι ίση µε 30°, αφού µε την φ έχουν τις πλευρές κάθετες µία προς µία και οι γωνίες εί-

ναι οξείες).  Τα µέτρα τους είναι: 

αx= α·ηµφ=4· ½ m/s2 = 2m/s2 και 

αy=α·συνφ = 22 /32/
2

3
4 smsm =⋅  

Η συνιστώσα αx µεταβάλλει το µέτρο της ταχύτητας και στην περίπτωσή µας επειδή έχει 

αντίθετη φορά από την ταχύτητα, µειώνει το µέτρο της. Συνεπώς το µέτρο της ταχύτητας 

µειώνεται µε ρυθµό 2
s

sm /
. 

iv) Η συνιστώσα της επιτάχυνσης αy είναι κάθετη στην ταχύτητα, συνεπώς µεταβάλλει την κα-

τεύθυνσή της, παίζοντας το ρόλο της κεντροµόλου επιτάχυνσης για την κίνηση του σηµείου 

Α. Άρα: 
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Σχόλιο µόνο για καθηγητές: 

Η κίνηση της ράβδου µπορεί να θεωρηθεί µόνο στροφική γύρω από ένα στιγµιαίο άξονα περι-

στροφής που περνά από ένα σηµείο Κ. Το σηµείο Κ µπορεί να προσδιοριστεί σαν το σηµείο 

τοµής της ευθείας που είναι κάθετη στην ταχύτητα του σηµείου Ο, στο Ο και της κάθετης της 



ταχύτητας του σηµείου Α, που περνά από το Α. (Και το σηµείο Ο και το Α θα εκτελούν κυκλι-

κή κίνηση γύρω από το σηµείο Κ, συνεπώς οι ταχύτητες είναι κάθετες στις ακτίνες). 

θ
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Το τρίγωνο ΑΟΚ είναι ισοσκελές αφού φ=30° και η γωνία ΑΟΚ=120°, συνεπώς και η γωνία Κ 

είναι επίσης 30°. Από το νόµο των συνηµιτόνων έχουµε: 

°−+= 120))((2)()()( 22 συνOKAOOKAOAK  

και µε αντικατάσταση 

(ΑΚ) = m3 . 

Αλλά η απόσταση (ΚΑ) είναι η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του σηµείου Α, οπότε για την τα-

χύτητα θα έχουµε: 

υΑ=ω·RΑ → 

υΑ=2· m3 /s 

∆ηλαδή µπορούµε να βρούµε την ταχύτητα περιστροφής του σηµείου Α γύρω από το στιγµιαίο 

άξονα περιστροφής. ∆εν µπορούµε να υπολογίσουµε όµως την επιτάχυνση αφού δεν είναι µόνο 

η αy  αλλά και η αx. Εξάλλου και η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς δεν συµπίπτει µε την α-

κτίνα της τροχιάς. Η τροχιά του σηµείου Α δεν είναι κύκλος. 

Προσοχή λοιπόν, άλλο ακτίνα καµπυλότητας και άλλο η απόσταση του σηµείου Α από τον 

στιγµιαίο άξονα περιστροφής. Για περισσότερα πάνω στο θέµα µπορείτε να παρακολουθείστε 

την περσινή συζήτηση από εδώ. 

 

dmargaris@sch.gr 

 



Ερωτήσεις  Κινηµατικής Στερεού 

1) Ένα  στερεό που στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα µπορεί να έχει υcm=10m/s; 

2) Ένας τροχός αυτοκινήτου, µάζας Μ, που κινείται µε ταχύτητα υ, έχει σε ένα του σηµείο 

κολληµένη µια µάζα m. Η ταχύτητα του κέντρου µάζας είναι ίση µε υ; 

 

 

3) Ένα ελεύθερο στερεό σώµα εκτελεί σύνθετη κίνηση, όπως στο παρακάτω σχήµα. 

 

α)  Να σηµειώστε στο σχήµα την ταχύτητα του σηµείου Σ. 

β)  Να σχεδιάστε στο σχήµα την επιτάχυνση του σηµείου Σ στις εξής περιπτώσεις: 

i)    Το σώµα έχει σταθερή ταχύτητα υ και σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. 

ii)   Το σώµα έχει σταθερή επιτάχυνση προς τα δεξιά και σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. 

iii)  Το σώµα έχει σταθερή ταχύτητα υ και σταθερή γωνιακή επιτάχυνση οµόρροπη της 

γωνιακής του ταχύτητας ω. 

iv)  Το σώµα έχει σταθερή επιτάχυνση προς τα δεξιά και σταθερή γωνιακή επιτάχυνση ο-

µόρροπη της γωνιακής του ταχύτητας ω. 

Απάντηση: 

1) Προφανώς ναι, αρκεί ο άξονας περιστροφής να µην περνά από το κέντρο µάζας. Θα πρέπει 

οι µαθητές να µην µπερδεύουν την ταχύτητα του κέντρου µάζας, µε τη µεταφορική ταχύτη-

τα ενός στερεού που εκτελεί σύνθετη κίνηση. 

2) Όχι το κέντρο µάζας του συστήµατος δεν είναι πλέον το κέντρο Ο του τροχού, αλλά ένα 

σηµείο µεταξύ του κέντρου και του σηµείου που έχει κολλήσει η µάζα m. Συνεπώς έχει, 

εκτός της ταχύτητας υ (µεταφορική) και τη υγρ=ω·r, όπου r  η απόσταση του κέντρου µάζας 

από το κέντρο του τροχού. 

3) α)  Να σηµειώστε στο σχήµα την ταχύτητα του σηµείου Σ. 
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β)  Να σχεδιάστε στο σχήµα την επιτάχυνση του σηµείου Σ στις εξής περιπτώσεις: 

i)    Το σώµα έχει σταθερή ταχύτητα υ και σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. 

 

Προφανώς η µόνη επιτάχυνση είναι η κεντροµόλος 

ii)   Το σώµα έχει σταθερή επιτάχυνση προς τα δεξιά και σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. 
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iii)  Το σώµα έχει σταθερή ταχύτητα υ και σταθερή γωνιακή επιτάχυνση οµόρροπη της 

γωνιακής του ταχύτητας ω. 

cm

→
υ

ω

Σ
→
α

→
α

→
α

επ

κ

 

iv)  Το σώµα έχει σταθερή επιτάχυνση προς τα δεξιά και σταθερή γωνιακή επιτάχυνση ο-



µόρροπη της γωνιακής του ταχύτητας ω. 

 

Σχόλιο: 

Στο τελευταίο σχήµα αποφεύγω να σχεδιάσω τη συνολική επιτάχυνση αφού η κατεύθυνσή της 

εξαρτάται από τις τιµές της επιτρόχιας και της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας λόγω µεταφορι-

κής κίνησης. 

dmargaris@sch.gr 
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Ισορροπία και επιτάχυνση ράβδου. 

Ένα φύλλο εργασίας. 

Μια ομογενής δοκός ΑΒ μήκους 3m και μάζας 4kg, μπορεί να 

στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα, ο οποίος περνά από σημείο 

Κ, σε απόσταση (ΑΚ)=1m, ισορροπεί δε σε οριζόντια θέση, 

δεμένη στο άκρον της Β με κατακόρυφο νήμα, όπως στο σχήμα. 

Αν g=10m/s2: 

i) Να σχεδιάστε τις δυνάμεις που ασκούνται στη δοκό και να υπολογίστε τα μέτρα τους. 

Από ΣF=0 και Στ=0 έχουμε: 

F+Τ-mg=0  και Τ(ΚΒ)-mg(ΚΜ)=0, από όπου Τ=10Ν και F=30Ν. 

Σε μια στιγμή κόβουμε το νήμα. Για τη χρονική στιγμή αμέσως μετά. Να βρεθούν: 

ii) Η γωνιακή επιτάχυνση της δοκού. Δίνεται η ροπή αδράνειας της δοκού, ως προς άξονα 

κάθετον σε αυτήν που περνά από το μέσον της Ιcm= 21
m

12
 . 

Από 2ο νόμο έχουμε Στ=Ι∙αγων ή mg(ΚΜ)=( 21
m

12
 +m(ΚΜ)2)∙αγων → αγων=5rad/s2. 

iii) Οι επιταχύνσεις των άκρων Α και Β και του μέσου Μ της 

δοκού. Σχεδιάστε τις πάνω στο διπλανό σχήμα. 

αA=αγων∙(ΑΚ)=5m/s2, αcm= αγων∙(ΜΚ)=2,5 m/s2 και 

αΒ=αγων∙(ΚΒ)=10m/s2. 

iv) Η δύναμη που ασκεί ο άξονας στη δοκό. 

ΣF=mαcm → w-F=m∙αcm →F=30N 

Μετά από λίγο η δοκός σχηματίζει με την οριζόντια διεύθυνση γωνία 

φ=60° στρεφόμενη με ω=6rad/s.  Για τη θέση  αυτή: 

v) Σχεδιάστε τη δύναμη που ασκείται στη δοκό από τον άξονα και 

κατόπιν, αναλύστε τις δυνάμεις σε δυο άξονες, έναν 

παράλληλον στη δοκό και έναν κάθετο σε αυτήν. 

vi) Να βρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση της δοκού.  

Στ=I∙αγων→ mgσυνφ(ΚΜ)= ( 21
m

12
 +m(ΚΜ)2)∙αγων 

αγων=2,5rad/s2. 

vii)  Να βρεθεί η επιτρόχια επιτάχυνση (ο ρυθμός μεταβολής του μέτρου της ταχύτητας) του 

μέσου Μ της δοκού και η κεντρομόλος επιτάχυνσή του. 

αεπ=αγων∙(ΚΜ)=1,25 m/s2   και ακ=ω2∙R= 18 m/s2 

viii) Να εφαρμόστε το 2ο νόμο του Νεύτωνα για το κέντρο μάζας (το μέσον Μ) της 
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δοκού, για να υπολογίστε τις δυο συνιστώσες της δύναμης από τον άξονα, που έχετε 

σχεδιάσει στο σχήμα. 

ΣFx=m∙ακ → Fx-mgημφ=m∙ακ →  Fx≈106,6Ν και 

ΣFy=m∙αε → mgσυνφ-Fy=mαεπ → Fy =15Ν 

ix) Η κίνηση της δοκού είναι στροφική ομαλά επιταχυνόμενη; Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Η γωνιακή επιτάχυνση μεταβάλλεται και η κίνηση δεν είναι στροφική ομαλά επιταχυνόμενη 

 

dmargaris@sch.gr 
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Θα ανατραπεί  ο κύβος; 
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Ένας κύβος πλευράς α=1m και βάρους w=600Ν ηρεµεί σε οριζόντιο επίπεδο µε το οποίο πα-

ρουσιάζει συντελεστές τριβής µ=µs=0,2. Σε µια στιγµή δέχεται την επίδραση σταθερής οριζό-

ντιας δύναµης  µέτρου F=180Ν, η οποία ασκείται στο µέσον Κ της ακµής ΒΓ, όπως στο σχήµα.  

Α) Τότε ο κύβος: 

i) Παραµένει ακίνητος.  

ii) Επιταχύνεται προς τα δεξιά    

iii) Επιταχύνεται προς τα δεξιά και  ανατρέπεται. 

Β) Η συνολική ροπή των δυνάµεων ως προς το µέσον Μ της ακµής Α∆ έχει µέτρο: 

α)  µηδέν  β) 30Ν·m   γ)   50Ν·m 

Απάντηση: 

Α) ∆εν ξέρουµε αν ισορροπεί ο κύβος. Αν κάνει µόνο  µεταφορική 

ή και στροφική κίνηση (αν ανατρέπεται). Οι δυνάµεις που ασκού-

νται στον κύβο  είναι αυτές του διπλανού σχήµατος. 

Στον κατακόρυφο άξονα ο κύβος ισορροπεί, άρα ΣFy=0 ή  

Ν=w=600Ν, 

 συνεπώς η µέγιστη τιµή της στατικής τριβής (η µέγιστη τιµή που 

µπορεί να πάρει η τριβή) είναι Τορ=Τολ=µΝ=120Ν. 

Αφού F>Τορ ο κύβος επιταχύνεται προς τα δεξιά και η ασκούµενη τριβή είναι τριβή ολίσθησης 

µε µέτρο Τολ= 120Ν. 

∆ηλαδή ο κύβος αποκτά επιτάχυνση προς τα  δεξιά, η οποία υπολογίζεται από τον 2ο Νόµο του 

Νεύτωνα: 

ΣFx=m·αcm → acm= 2/1
60

120180
sm

m

TF
=

−
=

−
 

Έστω ότι ο κύβος επιταχύνεται µεν προς τα δεξιά χωρίς όµως να στρέφεται. Τότε ως προς το 

κέντρο µάζας Ο θα ισχύει: 

Στ=0 → 

w·0+Ν·x-T·α/2 -F·α/2 = 0 → 

Nx=Τ·α/2+F·α/2  → 
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∆ηλαδή ο φορέας της Ν περνάει από την βάση στήριξης και απλά είναι µετατοπισµένος κατά 

x=0,25m από το κέντρο Ο, πράγµα που µπορεί να συµβαίνει. Συνεπώς πράγµατι ο κύβος δεν 

ανατρέπεται. Σωστή η β) πρόταση. 

Β) Αν πάρουµε τώρα τις ροπές ως προς το Μ έχουµε: 

ΣτΑ= -w·α/2 -Τ·α + F·0+Ν·(α/2+x)→ 

ΣτΑ=-600·0,5 - 120·1+600·(0,5+0,25) =+30Ν·m. 

Σωστή η β) πρόταση. 
Μια αναλυτικότερη µελέτη, µπορείτε να δείτε από εδώ: 

http://dmargaris2.blogspot.com/search?updated-max=2009-04-

28T16%3A23%3A00%2B03%3A00&max-results=10 
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Μια ισορροπία και µια περιστροφική κίνηση. 

 

Ένα στερεό Κ αποτελείται από δύο οµοαξονικούς κυλίνδρους και µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 

σταθερό οριζόντιο άξονα, που συµπίπτει µε τον άξονα των δύο κυλίνδρων, ακτίνων R=0,5m και r=0,2m. Γύ-

ρω από τον κύλινδρο µε την µικρότερη ακτίνα έχουµε τυλίξει ένα αβαρές νήµα στο κάτω άκρο του οποίου 

έχουµε δέσει ένα σώµα Σ1 µάζας 2kg. Το στερεό Κ ισορροπεί, όταν πάνω του στηρίζεται µια οµογενής  δοκός 

(ΑΒ) µήκους 4m και µάζας 6kg, η οποία συνδέεται µε άρθρωση στο άκρο της Α. Η δοκός είναι οριζόντια και 

στηρίζεται στο  στερεό σε σηµείο Γ, όπου (ΓΒ)=1m, όπως στο σχήµα. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µε-

ταξύ δοκού και στερεού Κ είναι µ=0,3. 

i)  Να βρεθεί η οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που δέχεται η δοκός από την άρθρωση. 

Λύνουµε το σώµα Σ1 και το αντικαθιστούµε µε άλλο σώµα Σ µάζας 10kg, το οποίο αφήνουµε να κινηθεί, από 

ύψος h=2m από το έδαφος. Το σώµα Σ χρειάζεται 2s για να φτάσει στο έδαφος. 

ii)   Να αποδειχθεί ότι η κίνηση του σώµατος Σ είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη. 

iii)  Να βρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση του στερεού Κ στη διάρκεια της πτώσης. 

iv)  Να υπολογιστεί η ροπή αδράνειας του στερεού Κ. 

v)  Τι ποσοστό της αρχικής δυναµικής ενέργειας του σώµατος Σ, µετατρέπεται σε θερµική ενέργεια εξαιτίας 

της τριβής; 

 Θεωρείστε µηδενική τη δυναµική ενέργεια στο έδαφος και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στη 

δοκό και στο στερεό (δεν έχει σχεδιαστεί η δύναµη από τον άξονα 

επειδή δεν µας χρειάζεται και για να µην επιβαρυνθεί περαιτέρω το 

σχήµα) 

i) Το σώµα Σ1 ισορροπεί, οπότε ΣF=0 ή 

Τ1=m1g=20Ν=Τ2. 

Το στερεό Κ ισορροπεί οπότε Στ=0 ή 

Τ2·r-T·R=0  ή NN
R

rT
T 8

5,0

2,0202 =
⋅

=
⋅

=  

Όπου Τ η δύναµη στατικής τριβής που ασκείται στο Κ από τη δοκό, οπότε η δοκός δέχεται την αντίδρασή 

της Τ΄ µε φορά προς τα αριστερά. 

Αλλά και η δοκός ισορροπεί, οπότε: 

ΣFx=0,   ΣFy=0   και Στ=0 → 

Fx- Τ΄=0  ή Fx= Τ΄ = Τ=8Ν 



Fy+N-Mg = 0  (1) 

ΣτΑ=0 → Ν·(ΑΓ) – w·(ΑΜ) =0  ή NN
A

AMMg
N 40

3

260

)(

)(
=

⋅
=

Γ

⋅
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Άρα από την (1) Fy=Μg-Ν= 20Ν. 

ii)  Μόλις τη θέση του Σ1 πάρει το σώµα Σ, οι δυνάµεις είναι ξανά αυτές του σχήµατος µε τη διαφορά ότι  η 

ασκούµενη τριβή  είναι τριβή ολίσθησης για την οποία Τ=µΝ=0,3·40Ν=12Ν. 

Το σώµα Σ επιταχύνεται προς τα κάτω, οπότε: 

ΣF=m·α ή mg-Τ1=m·α (2). 

Το στερεό Κ στρέφεται µε φορά αντίθετη από τους δείκτες του  ρολογιού, οπότε µε εφαρµογή του 2ου νό-

µου του Νεύτωνα για την στροφική του κίνηση παίρνουµε: 

Τ2·r-T·R= I·αγων  (3) 

Όπου αφού το νήµα είναι αβαρές Τ1=Τ2 (ίσα µέτρα). 

Εξάλλου η ταχύτητα του σώµατος Σ είναι ίση µε την ταχύτητα κάθε σηµείου του νήµατος συνεπώς και µε 

την γραµµική ταχύτητα ενός σηµείου του κυλίνδρου ακτίνας r.  

υ= υγρ ή υ=ω·r  ή raar
dt

d

dt

d
γων

ωυ
=→⋅=   (3) 

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) παίρνουµε: 

Imr

TRrmgr
a

+

−
=

2

2

 (4) 

Η παραπάνω εξίσωση µας λέει ότι η επιτάχυνση είναι σταθερή, οπότε η κίνηση του Σ είναι Ε.Ο.Ε.Κ. 

iii)  Για την κίνηση του σώµατος Σ λοιπόν θα ισχύουν: 

υ=α·t  και ∆y= ½ α·t2, από όπου 22
22

/1/
2

222
smsm

t

h
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⋅
==  

οπότε από την (3) βρίσκουµε 22 /5/
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1
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iv) Από την σχέση (4) βρίσκουµε: 
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v) Η παραγόµενη θερµότητα είναι κατ’ απόλυτο τιµή ίσο µε το έργο της τριβής. 

Q=|WΤ| = τ·θ = Τ·R· ½ αγων·t
2 και µε αντικατάσταση: 

Q= Τ·R· ½ αγων·t
2= 12·0,5· ½ 5·22 J = 60J 

Ενώ η αρχική δυναµική ενέργεια του σώµατος είναι U=mgh = 10·10·2J=200J. 

Συνεπώς το ζητούµενο ποσοστό είναι; 

π= %30%100
200

60
%100 ==

U

Q
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Ένας κύλινδρος σε επαφή µε τοίχο. 

F
→

θ

 

Ο κύλινδρος του σχήµατος έχει µάζα 20kg και ακτίνα R=0,5m και παρουσιάζει µε τον τοίχο 

συντελεστές τριβής µ=µs=0,2.Γύρω του έχουµε τυλίξει ένα αβαρές νήµα, στο άκρο του οποίου 

ασκούµε µια µεταβλητή δύναµη. Παρατηρούµε ότι για να αρχίσει να στρέφεται ο κύλινδρος 

απαιτείται να του ασκήσουµε  δύναµη τουλάχιστον F=50Ν, όπως στο σχήµα, όπου ηµθ=0,6. 

i)    Να βρεθεί η οριζόντια και η κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκείται στον κύ-

λινδρο από τον άξονα περιστροφής του. 

ii)   Αν αυξήσουµε το µέτρο της  δύναµης στην τιµή F=60Ν, παρατηρούµε ότι ο κύλινδρος 

αποκτά γωνιακή ταχύτητα ω=20rad/s σε χρονικό διάστηµα 5s. Υπολογίστε στην περί-

πτωση αυτή την οριζόντια και την κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης που ασκείται 

στον κύλινδρο από τον άξονα περιστροφής του. 

∆ίνεται για τον κύλινδρο ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που 

ασκούνται στον κύλινδρο, όπου η ασκούµενη στο άκρο 

του νήµατος δύναµη έχει µεταφερθεί στον κύλινδρο και 

έχει αναλυθεί σε δύο συνιστώσες Fx και Fy, ενώ F1x και 

F1y οι δυο συνιστώσες της δύναµης που ασκεί  στον κύ-

λινδρο ο άξονας. Ο κύλινδρος ισορροπεί οπότε: 

ΣFx=0 ή Ν+Fx-F1x = 0    (1)  και 

ΣFy=0  ή F1y-Τ-w-Fy= 0    (2) 

Αλλά αφού ο κύλινδρος µε την επίδραση της δύναµης F 

τείνει να περιστραφεί η ασκούµενη τριβή είναι η ορια-

κή. Εξάλλου αφού ο κύλινδρος ισορροπεί Στ=0 ή 

-F·R+Τ·R=0 ή Τ= F=  50Ν 

Όµως Τορ=µs·Ν  → Ν= N
T

s

o 250=
µ

ρ  



Και οι εξισώσεις (1) και (2) δίνουν: 

F1x=Ν+F·ηµθ = 250Ν+50·0,6Ν = 280Ν  και 

F1y=Τ+w+F·συνθ*
 = 50N+200N+50·0,8Ν= 290Ν 

ii)  Οι ασκούµενες δυνάµεις είναι ξανά οι ίδιες, µε τη διαφορά ότι τώρα η τριβή, είναι τριβή 

ολίσθησης, για την οποία Τ=µ·Ν. Το κέντρο µάζας του κυλίνδρου δεν επιταχύνεται συνε-

πώς ισχύουν ξανά οι σχέσεις (1) και (2): 

ΣFx=0 ή Ν+Fx-F1x = 0    (1)  και 

ΣFy=0  ή F1y-Τ-w-Fy= 0    (2) 

Για την στροφική κίνηση εξάλλου από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα παίρνουµε: 

F·R-Τ·R= Ι·αγων 

F-Τ= ½ ΜR·αγων (3) 

Αλλά αγων=
2/4

0
srad

ttdt

d
=

−
=

∆

∆
=

ωωω
 

Και από την (3) παίρνουµε: 

Τ= F – ½ ΜR·αγων= 60Ν- ½ 20·0,5·4Ν= 40Ν 

Αλλά τότε Ν= N
T

200=
µ

 

Και οι σχέσεις  (1) και (2) δίνουν: 

F1x=Ν+F·ηµθ = 200Ν+60·0,6Ν = 236Ν  και 

F1y=Τ+w+F·συνθ = 40N+200N+60·0,8Ν= 288Ν 

* 
ηµθ=0,6 και αφού ηµ2

θ+συν2
θ=1 → συνθ=0,8 
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Ισορροπία και επιβράδυνση στερεών. 

 

Ένας οµογενής κύλινδρος µάζας Μ=80kg και ακτίνας  R=1m περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύ-

τητα ω0=10rad/s, γύρω από τον άξονά του, που  συνδέει τα κέντρα των  δύο του βάσεων, όπως 

στο σχήµα. Σε µια στιγµή φέρνουµε σε επαφή µε τον κύλινδρο µια οµογενή δοκό µάζας 

m=30kg και µήκους 4m, το άκρο της οποίας συνδέεται µε άρθρωση σε κατακόρυφο τοίχο. Στη 

θέση αυτή η δοκός είναι οριζόντια, ενώ (ΑΓ)=1m. Αν ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ 

δοκού και κυλίνδρου είναι µ=0,2 και g=10m/s2, 

i)   Να βρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση (επιβράδυνση) του κυλίνδρου. 

ii)  Πόσες περιστροφές θα εκτελέσει ο κύλινδρος µέχρι να σταµατήσει; 

iii) Να βρεθεί η γωνία που σχηµατίζει µε τη δοκό η διεύθυνση της δύναµης που ασκείται 

από την άρθρωση, στη διάρκεια της επιβράδυνσης του κυλίνδρου. 

∆ίνεται για τον κύλινδρο Ιcm= ½ MR2. 

Απάντηση: 

 

i) Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί χωριστά οι δυνάµεις σε κύλινδρο και δοκό, όπου F1 

η δύναµη που ασκείται στον κύλινδρο από τον άξονα περιστροφής. 

 Η δοκός ισορροπεί, άρα ΣτΒ=0 ή 

-Ν·(ΓΒ) + w·(ΚΒ) = 0 ή 

3Ν=2mg  ή Ν=200Ν 

Αλλά Τ΄=µ·Ν = 40Ν = Τ  (Η Τ ασκείται στον κύλινδρο και η αντίδρασή της Τ΄ στη δοκό). 

Αλλά για τον κύλινδρο ισχύει ο 2ος νόµος του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση (δουλεύου-

µε µε µέτρα: 

Στο=Ι·αγων  → 
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µε κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο του σχήµατος και φορά προς τα µέσα.  

ii)  Η κίνηση λοιπόν του κυλίνδρου είναι στροφική οµαλά µεταβαλλόµενη (επιβραδυνόµε-

νη), για την οποία ισχύουν: 

ω=ω0-αγων·t  (1) και  θ=ω0·t – ½ αγων·t
2   (2) 

Όταν ω=0 → t=ω0/αγων= 10s, οπότε θ=10·10rad- ½ 1·100rad = 50rad και 

ςστροφ
ππ

θ
έN

25

2
==  

iii)  Η δοκός ισορροπεί  

 

Αλλά µε βάση το σχήµα: 

5,2==
x

y

F

F
εφθ  

Η γωνία που σχηµατίζει η διεύθυνση της δύναµης  αυτής µε τη δοκό, είναι η παραπλη-

ρωµατική της θ, συνεπώς εφθ΄=-2,5. 
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ΣF
r

=0     
ΣFx=0  → Fx –T΄ =0   → Fx=40N 
 
ΣFy= 0   → N+Fy-w1=0  → Fy=100N 



Ισορροπία στερεού. Ερωτήσεις. 

1) Η ράβδος του σχήµατος ισορροπεί δεµένη µε νήµα που σχηµατίζει γωνία θ=30°. Τότε και η 

δύναµη από την άρθρωση σχηµατίζει γωνία 30° µε τη ράβδο. 

 

2) Στην παραπάνω ράβδο κρέµεται µέσω νήµατος µια σφαίρα. Σε ποιο από τα παρακάτω σχή-

µατα έχει σχεδιαστεί σωστά η δύναµη από την άρθρωση; 

  

Α
B

θ

→
w

→
F
→

T

 

3) Ο κύλινδρος του σχήµατος ισορροπεί σε κεκλιµένο επίπεδο δεµένος µε νήµα παράλληλο 

στο επίπεδο. 

 

Ποια πρόταση είναι σωστή. 

 i) το επίπεδο είναι λείο. 

ii)  Στον κύλινδρο ασκείται τριβή µε φορά προς τα πάνω. 

iii) Στον κύλινδρο ασκείται τριβή µε φορά προς τα κάτω. 

 

Απαντήσεις: 

1) Η πρόταση είναι σωστή.  

Αν Ο το σηµείο τοµής του φορέα του βάρους και της τάσης 

του νήµατος, τότε αφού η ράβδος ισορροπεί θα ισχύει 

Στο=0. Αλλά αφού οι ροπές του βάρους και της τάσης είναι 



µηδενικές, πρέπει και η ροπή της δύναµης από την άρθρωση F να είναι επίσης µηδενική. 

Συνεπώς και η δύναµη F κατευθύνεται προς το Ο. Αλλά τότε το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισο-

σκελές, αφού η διάµεσος (ο φορέας του βάρους) είναι και µεσοκάθετος. Άρα η δύναµη F 

σχηµατίζει γωνία θ=30° µε τη ράβδο. 

2) Σωστό σχήµα είναι το τρίτο, αφού για να ισορροπεί η ράβδος θα πρέπει το αλγεβρικό ά-

θροισµα των ροπών ως προς το σηµείο Ο, το σηµείο τοµής του φορέα της δύναµης F1 και 

της τάσης να είναι µηδέν. 

 

Αλλά θεωρώντας τις ροπές που τείνουν να στρέψουν τη ράβδο αντίθετα από τους δείκτες 

του ρολογιού θετικές, η ροπή του βάρους είναι αρνητική, αλλά τότε η ροπή της F πρέπει να 

είναι θετική και ο φορέας της πρέπει να «περνά» από σηµείο του νήµατος χαµηλότερα του 

Ο. 

3) Σωστή πρόταση είναι  η ii). Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι ασκούµενες δυνάµεις. 

 

Αφού ο κύλινδρος ισορροπεί Στκ=0 και αφού τw=τΝ=0, πρέπει  +Τ·R – Τρ·R =0, συνεπώς η 

τριβή είναι προς τα πάνω και µάλιστα έχει το ίδιο µέτρο µε την τάση του νήµατος. 

dmargaris@sch.gr 



Ισορροπία και τριβές. 

 

Η λεπτή οµογενής δοκός ΑΓ του σχήµατος έχει µήκος 6m, µάζα Μ=2kg και ισορροπεί οριζό-

ντια στηριζόµενη στα σηµεία ∆ και Ε σε περιστρεφόµενο κύλινδρο και σε τρίποδο. Τα σηµεία 

∆ και Ε απέχουν 1m από τα άκρα της ράβδου. Ένα σώµα Σ µάζας 0,5kg, που θεωρείται υλικό 

σηµείο, εκτοξεύεται για t=0 από το  σηµείο ∆ και φτάνει µέχρι το σηµείο Ε, όπου σταµατά. Ο 

συντελεστής τριβής ολίσθησης, τόσο µεταξύ δοκού και σώµατος Σ, όσο και µεταξύ δοκού και 

κυλίνδρου είναι ίσος µε µ=0,2 και σε όλη τη διάρκεια της κίνησης η δοκός ισορροπεί. 

i)   Ποια η αρχική ταχύτητα του σώµατος Σ και πόσο χρόνο διαρκεί  η κίνησή του; 

ii)  Να βρεθεί η τριβή που ασκείται στη δοκό από το τρίποδο σε συνάρτηση µε το χρόνο και 

να γίνει η γραφική της παράσταση από 0-3s. 

iii) Ποιος ο ελάχιστος συντελεστής στατικής οριακής τριβής µεταξύ δοκού και τρίποδου για 

να ισορροπεί η δοκός; 

∆ίνεται g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκού-

νται στο σώµα Σ. Αφού στον κατακόρυφο άξονα ισορροπεί, 

ΣF=0 ή Ν1=mg=5Ν, αλλά τότε Τ1=µΝ1=1Ν. 

Αλλά, θεωρώντας την προς τα δεξιά κατεύθυνση θετική, τότε 

το  σώµα αποκτά επιτάχυνση: 
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−
==  

Άρα το σώµα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά µεταβαλλόµενη (επιβραδυνόµενη) κίνηση και ι-

σχύουν: 

υ= υ0+α·t  (1)  και ∆x = υ0t + ½ αt2    (2) 

Τη στιγµή που το σώµα φτάνει στο σηµείο Ε σταµατά, άρα υ=0, οπότε λύνοντας την (1) ως 

προς t και αντικαθιστώντας στην (2) παίρνουµε: 

2α

υ
x

2
0−=∆  → smsm /4/422x20 =⋅⋅=∆⋅−= αυ  

Εξάλλου: 



 t= s
a

20 =
−

υ
 

ii)   Έστω τη χρονική στιγµή t το σώµα Σ απέχει κατά (∆Ζ)= x από το σηµείο ∆. Στο παρακάτω 

σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται (µόνο) στη δοκό τη στιγµή αυτή. 

 

(Το ανώτερο σηµείο του κυλίνδρου έχει ταχύτητα προς τα δεξιά, συνεπώς η ασκούµενη από 

τη δοκό τριβή έχει φορά προς τ’ αριστερά. Η αντίδρασή της Τ2 έχει φορά προς τα δεξιά. 

Εξάλλου Ν1΄είναι η αντίδραση της Ν1 και Τ1΄η αντίδραση της Τ1 που ασκείται στο σώµα Σ). 

 

Αφού η ράβδος ισορροπεί το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών ως προς οποιοδήποτε σηµείο 

είναι µηδέν. Παίρνουµε το ΣτΕ=0 και έχουµε: 

-Ν2·(∆Ε) +Ν1΄·(ΖΕ) + W·(ΟΕ) = 0 ή 

-4Ν2 + 5(4-x) + 20·2 = 0  (µονάδες στο S.Ι.) 

Αλλά x= υ0t + ½ αt2 =4t –t2 και η παραπάνω σχέση γίνεται: 

-4Ν2 + 5(4-4t+t2) + 40 = 0  → Ν2=15 -5t + 1,25 t2  (µονάδες στο S.Ι.) 

Άρα η ασκούµενη από τον κύλινδρο ροπή έχει µέτρο: 

Τ2=µ·Ν2= 3-t+0,25t  (µονάδες στο S.Ι.) 

Και από την εξίσωση (3) παίρνουµε: 

 Τ3= Τ1+Τ2= 4-t+ 0,25t2   (µονάδες στο S.Ι.) 

Η γραφική παράσταση της παραπάνω σχέσης είναι 

µια παραβολή µε τα κοίλα άνω, όπου για t=0, Τ3=4Ν 

και για t=2s Τ3=3Ν. Όµως µετά την ακινητοποίηση 

του σώµατος Σ στο σηµείο Ε, παίρνοντας ΣτΕ=0 βρί-

σκουµε: 

-Ν2·4+W·2 = 0 ή Ν2=10Ν 

και Τ2=µ·Ν2=2Ν 

Με αποτέλεσµα η ζητούµενη γραφική παράσταση να 

Αλλά αφού ισορροπεί η δοκός ισχύει: 
 

ΣF
r

=0     
ΣFx=0  → T2+T1-T3=0  (3) 
 
ΣFy= 0   → N2+N3-N1΄-W=0  (4) 



είναι όπως στο διπλανό διάγραµµα. 

iii)   Από την παραπάνω µελέτη προκύπτει ότι η µέγιστη τριβή που ασκείται στη δοκό από το 

τρίποδο έχει µέτρο 4Ν όταν το σώµα Σ ξεκινά την κίνησή του. Για να ισορροπεί η ράβδος 

δεν πρέπει να ολισθαίνει στο σηµείο Ε, άρα η τριβή αυτή πρέπει να είναι στατική: 

Τ3 ≤Τορ   ή  Τ3 ≤ µs· Ν3 

Αλλά από την εξίσωση (4) για Ν2=15Ν παίρνουµε Ν3=10Ν  οπότε: 

4,0s
3

3 ≥→≥ µµ
N

T
s  

∆ηλαδή η ελάχιστη τιµή του συντελεστή οριακής στατικής τριβής είναι ίσος µε 0,4 

dmargaris@sch.gr 

 

 



Μια ισορροπία αλλά και τι συµβαίνει αν κοπεί το  νήµα; 

Η οµογενής ράβδος ΑΒ µήκος 4m και µάζας 30kg ισορροπεί οριζόντια, όπως στο σχήµα, στη-

ριζόµενη σε τρίποδο στο σηµείο Γ, όπου (ΒΓ)=1m και δεµένη στο άλλο άκρο της Α µε νήµα, 

που σχηµατίζει µε τη ράβδο γωνία θ, όπου ηµθ=0,8. 

 

i)   Βρείτε την τριβή που ασκείται στη ράβδο από το τρίποδο. 

ii)  Υπολογίστε τον ελάχιστο συντελεστή οριακής στατικής τριβής µεταξύ τρίποδου και ρά-

βδου για να εξασφαλίζεται η ισορροπία. 

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα. Για τη στιγµή αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος, να βρε-

θούν: 

iii)  Η επιτάχυνση του άκρου Α. 

iv)  Η δύναµη που ασκεί το τρίποδο στη ράβδο. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας οµογενούς ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέ-

σον της Ι=mℓ2/12  και g=10m/s2. 

 

Απάντηση: 

 

i) Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στη ράβδο, όπου Fx 

και Fy οι συνιστώσες της τάσης του νήµατος F. 

 

Από την ισορροπία της ράβδου έχουµε ΣF=0: 



ΣFx=0 ή 

Τ-Fx=0 →  

Τ= F·συνθ (1) 

ΣFy=0  ή 

N+Fy-w=0 ή 

Ν=mg-F·ηµθ (2)  

 

Αλλά και το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών όλων των δυνάµεων, ως προς οποιοδήποτε 

σηµείο θα είναι µηδενική: 

ΣτΓ=0 → 

F·ηµθ·(ΑΓ) – mg·(ΓΟ) = 0 → 

F=30·10·1/3·0,8 Ν =125Ν 

Με αντικατάσταση στις (1) και (2) λαµβάνουµε: 

Τ= 125Ν·0,6= 75Ν 

(υπενθυµίζεται ότι ηµ2
θ+συν2

θ=1 από όπου συνθ=0,6) 

και Ν=300Ν-125Ν·0,8=200Ν 

ii)  Για να εξασφαλίζεται η ισορροπία της ράβδου θα πρέπει η ασκούµενη τριβή να είναι 

στατική, συνεπώς: 

Τ  ≤ Τορ → 

Τ  ≤ µs·Ν→ 

µs ≥Τ/Ν ή   µs≥ 0,375 

Άρα ο ελάχιστος συντελεστής οριακής στατικής τριβής για να ισορροπεί η ράβδος είναι  

n=0,375 

iii)  Μόλις κοπεί το νήµα η ράβδος θα περιστραφεί γύρω από το σηµείο στήριξης Γ και από 

το θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη στροφική κίνηση παίρνουµε: 

Στ=Ι·αγων  (3) 

Αλλά από τον κανόνα του Steiner έχουµε: 

Ι=Ιcm+md2 = 1/12 mℓ2+mℓ2/16 = m
48

7
ℓ
2 

Και η εξίσωση (3) µας δίνει: 

mg·ℓ/4 = m
48

7
ℓ
2 ·αγων → 

αγων= =

l

g

7

12
30/7 rad/s2. 

Το άκρο Α της ράβδου όµως εκτελεί κυκλική κίνηση κέντρου Γ και έχει επιτρόχια επι-

τάχυνση 

αΑ= αγων·R= 90/7m/s2. 

 

iv) Θεωρώντας ότι όλες οι δυνάµεις ασκούνται στο κέντρο µάζας της ράβδου έχουµε: (συ-

νιστάται η µελέτη της ανάρτησης ∆ύναµη από τον άξονα περιστροφής.) 



ΣFx= mυ2/R  και ΣFy= mαcmy   (4) 

Όπου το κέντρο µάζας Ο της ράβδου εκτελεί κυκλική κίνηση µε κέντρο το Γ και ακτίνα 

την (ΓΟ) και τη στιγµή αυτή έχει µηδενική ταχύτητα, ενώ έχει επιτάχυνση: 

αcmy= αγων·(ΓΟ) = 30/7 m/s2. 

Έτσι οι εξισώσεις  (4) δίνουν: 

Τ=0  και 

mg-Ν=mαcmy  ή 

Ν=m(g-αcmy) 

Και µε αντικατάσταση: N= 1200/7 Ν. 

∆ηλαδή µόλις κοπεί το νήµα, η κατάσταση αλλάζει συνολικά, η τριβή δεν υπάρχει πλέον, ενώ 

και η δύναµη στήριξης Ν αλλάζει µέτρο. 

 

Σχόλιο: 

Στόχοι της παραπάνω άσκησης, πέρα από τη µελέτη της ισορροπίας µιας ράβδου, είναι το ξε-

καθάρισµα για τη σχέση µεταξύ της στατικής και της οριακής τριβής, αλλά και η εφαρµογή του 

θεµελιώδη νόµου της µηχανικής στη περίπτωση ενός στερεού, όταν στρέφεται γύρω από άξονα 

ο οποίος δεν περνά από το κέντρο µάζα του. Η κατανόηση δηλαδή ότι µπορούµε να θεωρήσου-

µε ότι όλη η µάζα του στερεού, είναι συγκεντρωµένη στο κέντρο µάζας, σηµείο στο οποίο µε-

ταφέρουµε ουσιαστικά και όλες τις ασκούµενες δυνάµεις. Πόσοι αλήθεια από τους µαθητές µας 

µπορούν να κατανοήσουν ότι µια µικρή αλλαγή στα δεδοµένα της άσκησης, µπορεί να επιφέρει 

στην εξαφάνιση µιας υπάρχουσας δύναµης τριβής; 
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Ρυθµός µεταβολής της στροφορµής. 

Η οµογενής ράβδος ΟΑ µήκους ℓ=2m και µάζας Μ=12kg µπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο 

επίπεδο γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα ο οποίος περνά από το άκρο της Ο και ισορροπεί σε 

οριζόντια θέση, όπως στο σχήµα, όπου το σώµα Σ έχει µάζα m=4kg.  

 

Το σώµα Σ είναι δεµένο στο πάνω άκρο ιδανικού ελατηρίου και κρέµεται από ένα νήµα. 

i)  Υπολογίστε τις δυνάµεις που ασκούνται στη ράβδο και στο σώµα Σ. 

ii)  Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα που κρέµεται το σώµα Σ. Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της 

στροφορµής, ως προς τον άξονα (κατά τον άξονα) περιστροφής που περνά από το Ο, α-

µέσως µετά,  του συστήµατος ράβδος-ελατήριο-σώµα Σ. 

iii) Ποιος ο αντίστοιχος ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του σώµατος Σ; 

∆ίνεται: g=10m/s
2
. 

Απάντηση: 

Στο σχήµα εµφανίζονται οι δυνάµεις που ασκούνται στη ράβδο και στο σώµα Σ. 

 

 

i) Από την ισορροπία της ράβδου έχουµε: 

FΣ
→

=0   



οπότε: 

ΣFx=0 ή 

Fx=0 

 Συνεπώς η δύναµη F από τον άξονα στο άκρο Ο, δεν έχει οριζόντια συνιστώσα, αλλά 

είναι κατακόρυφη. 

Ακόµη ΣFy=0 ή 

F+Fελ-w=0  (1) 

Ακόµη για τις ροπές ως προς το άκρο Ο έχουµε: 

Στ=0 ή 

Fελ·ℓ-Μg·ℓ/2 =0 ή 

Fελ=Μg/2= 60Ν. 

Έτσι η (1) δίνει: 

F=w-Fελ= 60Ν 

Αλλά και το σώµα Σ ισορροπεί: 

0=Σ
→

F  → 

Τ=mg+Fελ =100Ν 

ii) Για το ρυθµό µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος έχουµε: 

εξτΣ=
dt

dL
 

Αλλά οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα είναι η δύναµη F του άξονα 

και τα δύο βάρη, οπότε παίρνοντας ως θετικές τις δεξιόστροφες ροπές έχουµε:: 

22 /200
2

skgmmgl
l

Mg
dt

dL
=+⋅=  

iii) Για το σώµα Σ έχουµε: 

22

1 /200 smkglFlw
dt

dL
⋅=⋅+⋅=Σ= ελτ  

Σχόλιο: 

Ο στόχος της παρούσας άσκησης είναι να ξεδιαλύνουµε, πώς βρίσκουµε το ρυθµό µεταβολής 

της στροφορµής ενός υλικού σηµείου, αλλά και ενός συστήµατος. Τι σηµαίνει ότι τη µια φορά 

παίρνουµε τις ροπές όλως των δυνάµεων, ενώ την άλλη τις ροπές των εξωτερικών δυνάµεων.  

Στο παράδειγµά µας οι δύο ρυθµοί είναι ίσοι. Γιατί; 

Γιατί τη στιγµή αυτή η ράβδος ισορροπεί, αφού δεν έχει αλλάξει καµιά δύναµη από αυτές που 

ασκούνται πάνω της. Η ράβδος µετά από λίγο θα αποκτήσει γωνιακή επιτάχυνση, αφού θα αλ-

λάξει το µέτρο της δύναµης του ελατηρίου, αλλά αµέσως µετά το κόψιµο του νήµατος για τη 

ράβδο Στ=0. 
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Περιστροφή ενός δίσκου από δύο ροπές. 

Ένας οριζόντιος δίσκος ακτίνας 2m και µάζας 314kg µπο-

ρεί να στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνά 

από το κέντρο του Ο, χωρίς τριβές. Σε µια στιγµή ασκού-

νται πάνω του δύο οριζόντιες ίσες δυνάµεις, µέτρου 

F=40Ν, όπως  στο σχήµα, όπου η F1 δρα πάντα εφαπτοµε-

νικά, ενώ η F2 είναι πάντα παράλληλη προς την F1 και το 

σηµείο εφαρµογής της είναι πάνω στην ίδια διάµετρο µε το σηµείο εφαρµογής της F1. Τη χρο-

νική στιγµή t1 που ο δίσκος ολοκληρώνει 5 περιστροφές έχει γωνιακή ταχύτητα ω=2rad/s. 

i) Ποια η απόσταση του σηµείου εφαρµογής της δύναµης F2 από τον άξονα περιστροφής; 

ii)  Για τη στιγµή t1 να βρεθούν: 

α)  Η ισχύς της δύναµης F1. 

β)  Ο ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας του δίσκου. 

iii) Τη στιγµή t1 καταργείται η δύναµη F1. 

α)  Ποια η ισχύς της δύναµης F2 αµέσως µετά; 

β)  Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς τον άξονα περιστροφής του τη 

στιγµή t1+2s και ποια η στροφορµή του δίσκου τη στιγµή αυτή; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας του  δίσκου ως προς τον άξονα περιστροφής του Ι= ½ ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Εφαρµόζουµε για το δίσκο το Θ.M.Κ.Ε. και παίρνουµε: 

Κτελ-Καρχ= WF1 +WF2 

½ Ιω2 -0 = (F1R-F2x) θ  ή 

½ ½ ΜR2 ω2 = F1R·10π-F2·x·10π 

2

22

2

1

40 F

MR
R

F

F
x

π

ω
−=  

mmm
F

MR
R

F

F
x 1

4040
44100

2
40 2

22

2

1
=

⋅

⋅⋅
−=−=

π

π

π

ω
 

ii)       α)  ΡF1=τ·ω = F·R·ω= 160W 

β)   sJxFRF
dt

dK
/80)( 21 =⋅−=⋅Σ= ωωτ  

iii)       α) ΡF2= - τ·ω = - F2·x·ω = - 80W 

β)  Από το γενικευµένο νόµο του Νεύτωνα έχουµε: 

22
2 /40 skgmxF

dt

dL
−=⋅−=Σ= τ  

Αλλά ο παραπάνω ρυθµός είναι σταθερός, αφού είναι σταθερή η ροπή που  ασκείται στο 



δίσκο, άρα: 

xF
t

L

dt

dL
⋅−=

∆

∆
= 2  →  

L2-L1= - F2·x·∆t → 

L2= Ι·ω1- F2·x·∆t = ½ ΜR2
·ω1- F2·x·∆t ή 

L2=  ½ ΜR2
·ω1- F2·x·∆t = (½ 314·4·2-40·1·2) = 1176kg·m2/s 
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Περιστροφή του τροχού. 

Πάνω σε ένα τραπεζάκι, που µπορεί να στρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα 

χωρίς τριβές, βρίσκεται ένας άνθρωπος κρατώντας στο χέρι του ένα τροχό µάζας 

5kg και ακτίνας 0,6m, η µάζα του οποίου θεωρείται συγκεντρωµένη στην περιφέ-

ρειά του. Σε µια στιγµή ο άνθρωπος ασκώντας κατάλληλη ροπή στον τροχό τον 

θέτει σε περιστροφή µε γωνιακή ταχύτητα ω=40rad/s, όπως στο σχήµα. 

i) Να αποδείξετε ότι ο άνθρωπος µαζί µε το τραπέζι θα περιστραφούν αποκτώ-

ντας γωνιακή ταχύτητα αντίθετης φοράς, υπολογίζοντας και το µέτρο της. 

ii) Πόση χηµική ενέργεια του ανθρώπου µετετράπη σε µηχανική κατά τη διαδι-

κασία περιστροφής του τροχού; 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας ανθρώπου-τραπεζιού ως προς τον άξονα περιστροφής του τραπεζιού 

Ι1=8kgm2. 

Απάντηση: 

i) Στο σύστηµα τραπεζάκι- άνθρωπος- τροχός δεν ασκούνται εξωτερικές 

ροπές ως προς τον άξονα περιστροφής, συνεπώς η στροφορµή του συ-

στήµατος παραµένει σταθερή. 

ά
LL µετπριν

rr
=   ή 

0= τατρ −
+ LL
rr

  ή 

τροχτα LL
rr

−=
−

 

Η τελευταία εξίσωση µας λέει ότι το σύστηµα άνθρωπος-τραπεζάκι θα 

αποκτήσει στροφορµή κατά τον άξονα περιστροφής αντίθετης κατεύθυν-

σης από την στροφορµή του τροχού. Ή αλγεβρικά, αν Ι και Ι1 οι ροπές 

αδράνειας τροχού-υπόλοιπου συστήµατος: 

Ι1ω1=-Ι·ω ή 

 sradsrad
I

MR
/9.40

8

6,05 2

1

2

1 −=⋅
⋅

−=−= ωω  

ii)  Η χηµική ενέργεια που µετετράπη σε µηχανική είναι ίση µε την συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος: 

Κολ=Κτροχ+Κανθ-τρ= ½ Ιω2 + ½ Ι1·ω1
2 

Και µε αντικατάσταση: 

Κολ=½ ΜR2
ω

2 + ½ Ι1·ω1
2=  ½ 5·0,62

·402J+ ½ 8·92J=  1764J. 
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Το υλικό σηµείο και η σφαίρα. 

ΘΕΜΑ 2ο. 

 

Μια οµογενής λεπτή ράβδος µήκους ℓ και µάζας Μ, µπορεί να στρέφεται, χωρίς τριβές, σε κατακόρυφο 

επίπεδο, γύρω από οριζόντιο άξονα ο οποίος περνά από το άκρο της Ο. Στο µέσον Κ της ράβδου έχει 

προσδεθεί µια σφαίρα ίσης µάζας M (έχουµε τρυπήσει τη σφαίρα κατά µήκος µιας  διαµέτρου στην ο-

ποία εισχωρήσαµε τη ράβδο), δηµιουργώντας έτσι ένα νέο στερεό. Στο πρώτο σχήµα η  ακτίνα της 

σφαίρας είναι µικρή (στερεό Α), οπότε την θεωρούµε αµελητέα, ενώ στο  δεύτερο σχήµα (στερεό Β) η 

σφαίρα έχει ακτίνα R. Τα δύο στερεά συγκρατούνται σε θέση τέτοια, ώστε η ράβδος να είναι οριζόντια 

και σε µια στιγµή αφήνονται να κινηθούν. 

Οι παρακάτω προτάσεις είναι σωστές  ή λανθασµένες; Να δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας. 

i)  Μεγαλύτερη αρχική γωνιακή επιτάχυνση θα αποκτήσει το στερεό Α. 

ii) Μεγαλύτερη ταχύτητα κατά την κίνηση των στερεών θα αποκτήσει το σηµείο Γ. 

iii) Ο αρχικός ρυθµός µεταβολής της  στροφορµής ως προς τον άξονα περιστροφής είναι µεγαλύτερος 

για το Α στερεό. 

iv) Η σφαίρα µε τη µεγαλύτερη ακτίνα θα αποκτήσει και µεγαλύτερη µέγιστη κινητική ενέργεια. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι1= 1/3 Μℓ
2 και η ροπή αδρά-

νειας µιας σφαίρας ως της άξονα που συµπίπτει µε µια διάµετρό της Ι2= 2/5 ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται οι δυνάµεις που ασκούνται στα δύο στερεά. 

 

Παίρνοντας το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφική κίνηση του στερεού γύρω από το 

άκρο Ο έχουµε: 

Στ=Ι·αγων  ή 2Μg= Ι·αγων  ή αγων=
I

Mg2
  (1) 

Αλλά για τις ροπές αδράνειας έχουµε: 

ΙΑ=Ιρ+Ισ= 

2

2

23

1








+

l
l MM = .

12

7 2
lM  (2) 

ΙΒ=Ιρ+Ισ= +2

3

1
lM  22

2
2

5

2

12

7

25

2
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
+ l
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Από τις παραπάνω σχέσεις  βλέπουµε ότι µεγαλύτερη ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα περιστρο-

φής έχει το Β στερεό συνεπώς µε βάση την σχέση (1) θα αποκτήσει µικρότερη αρχική γωνιακή επι-

τάχυνση. Η πρόταση είναι σωστή. 

ii)  Τα στερεά επιταχύνονται µέχρι που η ράβδος να γίνει 

κατακόρυφη, οπότε αποκτούν και τη µέγιστη γωνιακή ταχύτητα. 

Η µηχανική ενέργεια ανάµεσα στην αρχική θέση και στη θέση 

που η ράβδος είναι κατακόρυφη, παραµένει σταθερή, αφού η µό-

νες δυνάµεις που παράγουν έργο είναι τα βάρη, που είναι συντη-

ρητικές δυνάµεις, οπότε έχουµε: 

Καρχ+Uαρχ= Κτελ+Uτελ ή 

2Μgh = ½ Ιω2  ή 

I

Mgl
=ω  

Τη µεγαλύτερη ταχύτητα την έχει το κατώτερο σηµείο της ράβδου: 

υγραµ= 
I

Mgl
ll =⋅ω  

Όµως το στερεό Α έχει µικρότερη ροπή αδράνειας, συνεπώς το κάτω άκρο του Γ θα αποκτήσει και 

τη µεγαλύτερη ταχύτητα. Η πρόταση είναι σωστή. 

iii)   Μόλις τα στερεά αφεθούν να κινηθούν, ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς τον άξονα 

περιστροφής είναι (θεωρούµε θετική τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού): 

2
2

l
⋅=Σ= Mg

dt

dL
τ  

Συνεπώς οι δυο ρυθµοί είναι ίσοι. Η πρόταση είναι λανθασµένη. 

iv) Η κινητική ενέργεια κάθε σφαίρας είναι µέγιστη στην κατώτερη θέση. Η κινητική αυτή ενέργεια για 

τη σφαίρα αµελητέας ακτίνας είναι: 

Κ1= ½ ΜυΚ
2 = 2

2
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Ενώ για την σφαίρα ακτίνας R είναι: 

Κ2= ½ ΜυΚ
2 + ½ Ισ·ω

2 = 222222
2
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Άρα η πρόταση είναι σωστή. 

Σχόλιο: 

Η κινητική ενέργεια της σφαίρας θα µπορούσε να υπολογιστεί σαν µόνο περιστροφική κινητική γύ-

ρω από τον άξονα στο άκρο Ο: 
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Χρόνος περιστροφής  ράβδων .  

ΘΕΜΑ 2ο. 
∆ύο οµογενείς ράβδοι ίδιου µήκους αλλά διαφορετικών µαζών Μ2>Μ1, µπορούν να στρέφονται σε 

κατακόρυφο επίπεδο, γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το ένα τους άκρο, χωρίς τριβές. Οι 

ράβδοι αφήνονται ταυτόχρονα να κινηθούν από την οριζόντια θέση.  

 

Αναφερόµενοι στις θέσεις που οι ράβδοι σχηµατίζουν γωνία θ µε την οριζόντια διεύθυνση: 

i)  Για τις γωνιακές ταχύτητες των  δύο ράβδων ισχύει: 

α) ω1<ω2  β)  ω1=ω2  γ) ω1 > ω2 

ii)  Για τις γωνιακές επιταχύνσεις  των  δύο ράβδων ισχύει: 

α) αγ1< αγ2  β)  αγ1=αγ2  γ) αγ1 >αγ2 

iii) Στη θέση αυτή θα φτάσει πιο γρήγορα: 

α) Η πρώτη ράβδος, β) η δεύτερη ράβδος γ) θα φτάσουν ταυτόχρονα. 

iv) Κατά τη διάρκεια της κίνησης των ράβδων, µεγαλύτερη στροφορµή ως προς (κατά) τον άξονα 

περιστροφής τους, θα αποκτήσει: 

α) Η πρώτη ράβδος, β) η δεύτερη ράβδος γ) θα αποκτήσουν ίσες στροφορµές. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας οµογενούς ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το άκρο της 

Ι= 1/3  Μℓ2. 

Απάντηση: 

i) Έστω µια ράβδος η οποία αφήνεται να  περιστραφεί από την αρχική 

θέση και µετά από λίγο σχηµατίζει µε την οριζόντια θέση γωνία θ, 

οπότε το κέντρο µάζας της έχει κατέλθει κατά h= ηµθ⋅
2

l
. Από την 

Α∆ΜΕ µεταξύ των δύο θέσεων και θεωρώντας µηδενική τη δυνα-

µική ενέργεια της ράβδου στην τελική θέση έχουµε: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ  ή 

0+Μgh = ½ Ι·ω2   ή   

Μg ηµθ⋅
2

l
 =  22

3

1

2

1
ωlM⋅  ή 

l

ηµθ
ω

⋅
=

g3
 (1) 

Από την σχέση αυτή βλέπουµε ότι η γωνιακή ταχύτητα δεν εξαρτάται από τη µάζα της ράβδου, 



συνεπώς οι δυο ράβδοι θα αποκτήσουν ίσες γωνιακές ταχύτητες. Σωστή απάντηση το β). 

ii)  Έστω σε µια στιγµή η ράβδος σχηµατίζει γωνία θ µε την αρχική διεύ-

θυνσή της. Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση παίρ-

νουµε: 

Στ= Ι·αγων  ή  

Μg· συνθ⋅
2

l
= γωνaM 2

3

1
l   ή 

αγων= συνθ
l2

3g
 

Παρατηρούµε ότι η γωνιακή επιτάχυνση µιας ράβδου ορισµένου µήκους, είναι ανεξάρτητη της 

µάζας,  συνεπώς σωστή πρόταση είναι η β)  

iii)  Η κίνηση βέβαια δεν είναι στροφική οµαλά επιταχυνόµενη για να µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τους γνωστούς τύπους για τη γωνία που διαγράφει µια ράβδος. Με βάση όµως τα προηγούµενα οι 

δύο ράβδοι σε κάθε θέση έχουν ίσες γωνιακές ταχύτητες και ίσες γωνιακές επιταχύνσεις, συνεπώς  

στο ίδιο χρονικό διάστηµα θα διαγράφουν και ίσες γωνίες. Άρα θα φτάσουν ταυτόχρονα στις θέ-

σεις που φαίνεται στο σχήµα όπου σχηµατίζουν γωνία θ µε την οριζόντια διεύθυνση. Σωστή γ). 

iv) Από την σχέση (1) παρατηρούµε ότι η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα προκύπτει όταν θ=90°, όπου: 

l

g3
=ω . 

Συνεπώς οι δυο ράβδοι θα φτάσουν ταυτόχρονα στην κατακόρυφη θέση µε την ίδια γωνιακή τα-

χύτητα, αλλά  

L=Ι·ω = 22

3

1
ωlM  

Συνεπώς η δεύτερη ράβδος που έχει µεγαλύτερη µάζα, θα έχει και µεγαλύτερη στροφορµή. Σωστή 

πρόταση η β). 
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Στροφορµή  και ρυθµός µεταβολής  της. 

Μια λεπτή δοκός ηρεµεί στηριζόµενη σε δύο τρίποδα στα σηµεία Α και Β. Πάνω στη δοκό, στο 

σηµείο Α ηρεµεί ένας κύλινδρος µάζας 20kg και ακτίνας 0,4m. Σε µια στιγµή δέχεται την επί-

δραση οριζόντιας σταθερής δύναµης, όπως στο σχήµα, οπότε αρχίζει να κυλίεται χωρίς να ολι-

σθαίνει και µετά από 2s φτάνει στη θέση Β. Στη διάρκεια της κίνησης η δοκός δεν κινείται. 

 

i)   Να υπολογιστεί η απόσταση (ΑΒ) 

ii)  Για τη στιγµή που ο κύλινδρος περνά από τη θέση Β να βρεθούν: 

α)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του κυλίνδρου ως προς τον άξο-

να περιστροφής του. 

β)  Η στροφορµή και ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του κυλίνδρου ως προς τον άξο-

να που περνά από το Α και είναι κάθετος στο επίπεδο του σχήµατος. 

∆ίνεται για τον κύλινδρο Ι= ½ ΜR2 ως προς τον άξονα περιστροφής του. 

Απάντηση: 

i) Οι δυνάµεις που ασκούνται στον κύλινδρο φαίνονται στο διπλανό σχή-

µα. Ο κύλινδρος εκτελεί σύνθετη κίνηση η οποία µπορεί να θεωρηθεί 

ότι αποτελείται από µια µεταφορική και µια στροφική. Στην κατακόρυ-

φη διεύθυνση ο κύλινδρος ισορροπεί οπότε ΣFy=0 ή Ν=Μg. Παίρνουµε 

τώρα το 2ο νόµο του Νεύτωνα: 

Για  τη µεταφορική κίνηση: 

ΣFx= Μ·αcm → F-T=M·αcm  (1) 

Για την στροφική κίνηση (θεωρούµε θετική τη φορά περιστροφής): 

Στ=Ι·αγων →  Τ·R= ½ ΜR2
·αγων → Τ= ½ Μ·αcm  (2) 

Αφού  για την κύλιση ισχύει αcm=αγων·R 

Με πρόσθεση των (1) και (2) κατά µέλη παίρνουµε: 

F = cmMa
2

3
 → 2/2

203

602

3

2
sm

kg

N

M

F
acm =

⋅

⋅
==  

Εποµένως η µεταφορική κίνηση του κυλίνδρου είναι ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη για 

την οποία: 

x= ½ αcm·t
2= ½ 2·22m= 4m  και 

υcm= αcm·t = 2·2 m/s= 4m/s 

Συνεπώς η απόσταση (ΑΒ)=4m. 



ii)  Αφού κυλίεται ο κύλινδρος ισχύει υcm= ω·R → ω=10rad/s, οπότε 

α)  Ως προς τον άξονα περιστροφής του έχουµε: 

L=Ι·ω = ½ ΜR2
·ω = ½ 20·0,42

·10 kg·m2/s = 16 kg·m2/s 

Και RMaFRT
dt

dL
cm ⋅−=⋅=Σ= )(τ  

Και µε αντικατάσταση  2222 / 8/ 4,0)22060( smkgsmkg
dt

dL
⋅=⋅⋅⋅−=  

Τα αντίστοιχα διανύσµατα έχουν τη διεύθυνση του άξονα περιστροφής του κυλίνδρου 

που διέρχεται από το κέντρο της βάσης του Ο και φορά όπως στο διπλανό σχήµα. 

β)  Ως προς τον άξονα κάθετο στο επίπεδο του σχήµατος που περνά από το Α έχουµε: 

LΑ=Ι·ω+ Μυcm·R 

Αφού ως προς τον άξονα αυτό έχει στροφορµή και λόγω της  ιδιοπεριστροφής του Ιω, 

αλλά και στροφορµή σαν υλικό σηµείο κινούµενο µε ταχύτητα υcm. Με αντικατάσταση 

παίρνουµε: 

LΑ = ½ ΜR2
·ω + Μυcm·R = (½ 20·0,42

·10 + 20·4·0,4) kg·m2/s = 48 kg·m2/s 

Ενώ 

 22 /24)()(0 smkgRFRFABNABWT
dt

dL
⋅=⋅=⋅+⋅−⋅+⋅=Σ= τ  

22 /24 smkgRFRF
dt

dL
⋅=⋅=⋅=  

Τα αντίστοιχα διανύσµατα έχουν επίσης τη διεύθυνση του άξονα και φορά προς τα µέ-
σα. 

→

dt
dL

Ο

→

L

→
υ
cm
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Κινητική ενέργεια  στερεού. 

Μια σφαίρα µάζας Μ και ακτίνας R είναι προσδεδεµένη µε ράβδο µήκους ℓ και µάζας m, όπως 

στο σχήµα (η σφαίρα έχει τρυπηθεί και το άκρο της ράβδου φτάνει στο κέντρο της σφαίρας Κ), 

έχοντας έτσι δηµιουργήσει ένα στερεό Π.  Το στερεό αυτό στρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο γύ-

ρω από κατακόρυφο άξονα που περνά από το άκρο Ο της ράβδου µε γωνιακή ταχύτητα ω. 

 

i)   Να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια του στερεού Π. 

ii)  Να υπολογιστεί η παραπάνω ενέργεια στις εξής περιπτώσεις: 

α)  m→0 

β) m→0 και R→0 

δίνεται η ροπή αδράνειας µιας σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ιcm= 
5

2
 MR2 και η αντίστοιχη 

της ράβδου ως προς άξονα κάθετο προς αυτήν που περνά από το µέσον της Ι1= 
12

1
 mℓ2. 

Απάντηση: 

i) Η ροπή αδράνειας του στερεού Π, ως προς τον κατακόρυφο άξονα που περνά από το άκρο 

Ο, µε εφαρµογή του θεωρήµατος του Steiner,  είναι ίση: 
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Έτσι η κινητική του ενέργεια είναι: 

Κ= 
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Κ= 222222
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ii) α) Από την εξίσωση (1) αν m→0, παίρνουµε: 

Κ= 2222

5

1

2

1
ωω MRM +l   (2) 

β)  m→0 και R→0 θα πάρουµε: 



Κ= 22

2

1
ωlM    (3) 

 

Σχόλια: 

1) Η σχέση (1) µπορεί να γραφεί: 

Κ= 22222

5

2

2

1

2

1

3

1

2

1
ωυω 







++








MRMm Kl  

Όπου ο πρώτος προσθετέος δίνει την κινητική ενέργεια της ράβδου, ο δεύτερος την κινητι-

κή ενέργεια της σφαίρας για µια µεταφορική κίνηση και ο τρίτος την κινητική ενέργεια της  

σφαίρας για περιστροφική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από άξονα που περνά από 

το κέντρο της.  

Αυτό µας δίνει το δικαίωµα να θεωρήσουµε την κίνηση της σφαίρας σαν σύνθετη. Μια µε-

ταφορική (κυκλική) µε ταχύτητα υΚ=ω·ℓ και µια στροφική γύρω από κατακόρυφο άξονα 

που περνά από το κέντρο της µε γωνιακή ταχύτητα ω. 

2) Η σχέση (2) µας δίνει την κινητική ενέργεια της σφαίρας όπου οι δύο προσθετέοι µπορούν 

να θεωρηθούν σαν η µεταφορική και η περιστροφική κινητική ενέργεια της σφαίρας (α-

παλλαγµένης από την ράβδο), ενώ η σχέση (3) οδηγεί στην αντιµετώπιση της σφαίρας σαν 

υλικό σηµείο, όπου το µόνο που µπορεί να κάνει είναι να εκτελεί µεταφορική κίνηση. 

3) Η γωνιακή ταχύτητα ενός  στερεού είναι πάντα ίδια ανεξάρτητα ως προς ποιον άξονα µελε-

τάται. Στην περίπτωσή µας η γωνιακή ταχύτητα ω της σφαίρας ως προς τον άξονα που 

περνά από το άκρο Ο της ράβδου είναι ίδια µε την γωνιακή ταχύτητα ω, ως προς κατακό-

ρυφο άξονα που περνά από  το κέντρο της. 
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Μια σφαίρα στο άκρο ράβδου . 

Μια σφαίρα µάζας Μ και ακτίνας R είναι προσδεδεµένη µε αβαρή ράβδο µήκους 

ℓ=4R, όπως στο σχήµα (η σφαίρα έχει τρυπηθεί και το άκρο της ράβδου φτάνει στο 

κέντρο της σφαίρας Κ). Το άλλο άκρο Ο της ράβδου µπορεί να στρέφεται γύρω από 

οριζόντιο άξονα, χωρίς τριβές. Φέρνουµε τη σφαίρα σε τέτοια θέση ώστε η ράβδος να 

είναι οριζόντια και την αφήνουµε να κινηθεί. Για τη θέση που η ράβδος  σχηµατίζει µε 

την κατακόρυφη γωνία θ: 

i) επιτρόχια επιτάχυνση του κέντρου Κ της ράβδου έχει µέτρο: 

α) α <   g·ηµθ  β) α =   g·ηµθ   γ) α >   g·ηµθ 

ii)  Η ταχύτητα του κέντρου Κ της ράβδου έχει µέτρο 

α) υ < συνθ⋅Rg8     β) υ = συνθ⋅Rg8    γ)  υ > συνθ⋅Rg8  

Για τη σφαίρα Ιcm=0,4 mR2. 

Απάντηση: 

i) Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στο στερεό (σφαίρα-

ράβδος). Εφαρµόζουµε το 2ο νόµο του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση: 

Στ=Ι·αγων 

Αλλά Ιο=Ιcm+mℓ
2 = 222

5

82
)4(

5

2
mRRmmR =+  οπότε: 

mgηµθ·ℓ = Ιο·αγων ή 

mg·ηµθ·4R= γωνamR ⋅2

5

82
 ή 

αΚ=αγων·4R= ηµθ⋅g
41

40
 <  g·ηµθ 

Σωστή η α) πρόταση. 

ii)  Εφαρµόζουµε την Α∆ΜΕ, ανάµεσα στην οριζόντια θέση και  στη θέση που η ράβδος σχηµατίζει γωνία θ 

µε την κατακόρυφη, θεωρώντας το οριζόντιο επίπεδο που περνάει από την χαµηλότερη θέση του κέ-

ντρου της  σφαίρας Κ, ως επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας. 

Καρχ+Uαρχ= Κτελ+Uτελ ή 

mgh  = ½ Ιο·ω
2 ή 

mg·4R·συνθ = 22

5

82

2

1
ω⋅⋅ mR   ή 

R

gσυνθ
ω

41

20
=  ή 

συνθυ RgK ⋅=
41

320
< συνθ⋅Rg8  

Σωστή η α) πρόταση. 

dmargaris@sch.gr 
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