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∆ΙΑ∆Ι∆ΟΝΤΑΙ ΣΤΟ Ι∆ΙΟ ΜΕΣΟ ΣΤΗΝ Ι∆ΙΑ ∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΚΑΙ ΦΟΡΑ 

 

 

  Θεωρούµε δύο πηγές αρµονικών κυµάτων 1 2,Π Π  σ’ ένα γραµµικό οµογενές ελαστικό 

µέσο. Οι πηγές απέχουν απόσταση 2d . Αρχή µέτρησης των αποστάσεων θεωρούµε το 

σηµείο Ο, που βρίσκεται στο µέσο της απόστασης των δύο πηγών, ενώ θετική φορά για τον 

άξονα χ’χ λαµβάνουµε προς τα δεξιά. Αρχή µέτρησης του χρόνου ( 0)t = θεωρούµε τη 

χρονική στιγµή που αρχίζουν να ταλαντώνονται εγκάρσια οι δύο πηγές, µε την ίδια 

συχνότητα f  και το ίδιο πλάτος A , εκτελώντας ΑΑΤ της µορφής: y A tηµω= . 

Τα κύµατα που προέρχονται από τις δύο πηγές διαδίδονται κατά την ίδια διεύθυνση και 

φορά για όλα τα σηµεία του άξονα χ’χ που βρίσκονται δεξιά της 2Π  και αριστερά της 1Π .  

 
   Έστω τυχαίο σηµείο Μ του ελαστικού µέσου σε απόσταση χ από το Ο, δεξιά της 2Π . Οι 

εξισώσεις ταλάντωσης του Μ λόγω των δύο κυµάτων που φθάνουν σ’ αυτό από τις πηγές 

1 2,Π Π  δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις: 
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Η συνολική αποµάκρυνση του Μ υπολογίζεται από την αρχή της επαλληλίας: 
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Με βάση τη γνωστή τριγωνοµετρική ταυτότητα: 
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Η τελευταία σχέση εµφανίζει και χρονική και τοπική περιοδικότητα στη φάση, αφού:  
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= − . Άρα αντιστοιχεί σε κύµα ίδιας συχνότητας µε τη συχνότητα των 

κυµάτων που συµβάλλουν, του οποίου το πλάτος: 
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απόσταση 2d  µεταξύ των πηγών. 

 

Παρατήρηση 

 



Για τα σηµεία που περιλαµβάνονται µεταξύ των δύο πηγών, τα κύµατα συµβάλλουν 

έχοντας ίδια διεύθυνση αλλά αντίθετη φορά. Τι συµβαίνει στην περίπτωση αυτή; 

Μέχρι πριν λίγο θα έλεγα ότι σχηµατίζεται στάσιµο. Μετά όµως από προβληµατισµό, 

τείνω να συµφωνήσω ότι δε δηµιουργείται στάσιµο, διότι αν σχηµατίζονταν στάσιµο, η 

ενέργεια θα παγιδευόταν µεταξύ των δεσµών, µε αποτέλεσµα δεξιά της  2Π  και αριστερά 

της 1Π  να διαδίδεται µόνο ένα κύµα. Κάτι τέτοιο φαίνεται να µην ισχύει, αφού σύµφωνα 

µε την αρχή της επαλληλίας τα κύµατα διαδίδονται ανεξάρτητα το ένα από το άλλο και ως 

εκ τούτου στο διάστηµα µεταξύ των πηγών η µελέτη πρέπει να βασίζεται στη συµβολή 

κυµάτων από σύγχρονες πηγές.  
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Συµβολή δύο παλµών. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου, διαδίδονται αντίθετα δύο αρµονικοί παλµοί και σε µια στιγ-

µή που θεωρούµε t0=0, η µορφή του µέσου, είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

Το χρονικό διάστηµα που διαρκεί η ταλάντωση του σηµείου Β είναι ∆t=1s. Αντλώντας δεδοµένα από το 

παραπάνω σχήµα, να υπολογίσετε για την χρονική στιγµή st
6

7
=′ , την αποµάκρυνση, την ταχύτητα και την 

επιτάχυνση του σηµείου Μ. 

Απάντηση: 

Το σηµείο Β θα ταλαντώνεται, για όσο χρόνο ο παλµός θα χρειαστεί να µετακινηθεί κατά d= ½ λ=1m, συνε-

πώς η ταχύτητα διάδοσης της κυµατοµορφής είναι sm
t

d
/1=

∆
=υ , ενώ λ=2m και Hzf 5,0==

λ
υ

. Με 

βάση αυτά η αποµάκρυνση του σηµείου Β θα είναι της µορφής yΒ=Αηµωt ή yΒ=0,6·ηµπt. Αλλά τότε η αντί-

στοιχη εξίσωση αποµάκρυνσης του σηµείου Μ, θεωρώντας σαν πηγή του κύµατος το σηµείο Β, θα είναι: 
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Εξάλλου, η αποµάκρυνση του σηµείου Γ, (το οποίο θα θεωρήσουµε πηγή του δεύτερου κύµατος που διαδί-

δεται προς τα αριστερά) είναι yΓ=Α2· ηµ(ωt+π)  ή yΓ=0,4·ηµ(πt+π). Οπότε η αποµάκρυνση του σηµείου Μ, 

που οφείλεται στο δεύτερο κύµα, θα είναι της µορφής: 
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Τη στιγµή λοιπόν t΄= 7/6s το σηµείο Μ εκτελεί σύνθετη ταλάντωση, αφού έχουν φτάσει και οι δυο κυµατο-

µορφές, οι οποίες συµβάλουν. Οπότε µε βάση την αρχή της επαλληλίας για την αποµάκρυνση έχουµε: 
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Για την ταχύτητα ταλάντωσης του Μ: 
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Τέλος για την επιτάχυνση του Μ έχουµε: 
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Σχόλιο: 

Τη στιγµή t΄ η κατάσταση στο σηµείο Μ, είναι αυτή που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, όπου έχουν σχεδια-

στεί οι επιµέρους αποµακρύνσεις, ταχύτητες και επιταχύνσεις του σηµείου Μ. 
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Από κία ετογόλο πεγή Π εθπέκποληαη ετεηηθά θύκαηα ηα οποία κπορούλ λα θηάζοσλ 

ζηολ αθροαηή Α ή απεσζείας (αθοιοσζώληας ηε δηαδροκή ΠΑ) ή αθού αλαθιαζηούλ 

ζηολ αλαθιαζηήρα Κ,  αθοιοσζώληας ηε δηαδροκή ΠΚΑ, όπως θαίλεηαη ζηο ζτήκα.  

Έηζη, ο αθροαηής Α αθούεη ζσγτρόλως θαη ηοσς δύο ήτοσς (ηολ απ’ εσζείας θαη ηολ από 

αλάθιαζε). Αρτηθά, ηο αποηέιεζκα ηες ζσκβοιής ηωλ δύο ήτωλ ζηα ασηηά ηοσ αθροαηή 

είλαη έλας ήτος κέγηζηες έληαζες. Αποκαθρύλοσκε αργά – αργά ηολ αλαθιαζηήρα, οπόηε 

ο αθροαηής δηαπηζηώλεη όηη ε έληαζε ηοσ ήτοσ βαζκηαία ειαηηώλεηαη θαη θάποηα ζηηγκή 

κεδελίδεηαη γηα πρώηε θορά. Τόηε ο αλαθιαζηήρας έτεη κεηαηοπηζηεί θαηά 42,5 cm.  

Αλ ε ηατύηεηα ηοσ ήτοσ είλαη σΗ = 340 m/sec, πόζο είλαη ηο κήθος θύκαηος θαη ε 

ζστλόηεηα ηοσ ήτοσ;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              Η απάντηση: 

ανακλαςτιρασ 
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Απάληεζε. 

 Με ηολ αλαθιαζηήρας ζηε ζέζε Κ ηζτύεη:   (ΠΚΑ) –  (ΠΑ) =  kι.                 (1) 

Όηαλ ο αλαθιαζηήρας έιζεη ζηε ζέζε Κ΄:  (ΠΚ΄Α) –  (ΠΑ) =  kι.+ 
2


          (2) 

Αθαηρώληας ηελ (1) από ηε (2) βρίζθοσκε: 

                                               (ΠΚ΄Α) –  (ΠΚΑ) = 
2


 

                                                   → 2(ΚΚ΄)  =  
2


 

                                                   →  (ΚΚ )́  =  
4


 

                                                   → ι = 4(ΚΚ΄) = 1,7 m 

                                            Άρα:  
340

1,7
200 Hf z
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Παρατιρθςθ 1θ :  Η άςκθςθ προφανώσ ςασ κυμίηει τθ 2.47 ςελ.83 του ςχολικοφ. 

Παρατιρθςθ 2θ :  Επειδι ο ανακλαςτιρασ μετατοπίηεται αργά- αργά το φαινόμενο 

Doppler είναι αμελθτζο. 

   

                                                                                                                                  Τάσος Τζανόπουλος 

 

           

 

                  Email to:   tasos_tzanopoulos@yahoo.com 

http://httpmyphysics.blogspot.com/
mailto:tasos_tzanopoulos@yahoo.com


Στιγµιότυπο κύµατος και φάσεις. 

∆ίνεται το στιγµιότυπο (α) του παρακάτω  σχήµατος κάποια χρονική στιγµή t0, για ένα κύµα 

που διαδίδεται προς τα δεξιά, χωρίς αρχική φάση, ξεκινώντας από την πηγή που θεωρούµε ότι 

βρίσκεται στη θέση x=0.  

x
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Β ∆
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xΓ Ε

y

(α)

(β)

 

i)   Ποια η φάση του σηµείου ∆; 

ii)  Για πόσο χρόνο ταλαντώνεται το σηµείο Β; 

iii) Πόσες ταλαντώσεις έχει εκτελέσει η πηγή του κύµατος; 

iv) Αναφερόµενοι στο (β) σχήµα που το κύµα διαδίδεται επίσης προς τα δεξιά ξεκινώντας 

επίσης από τη θέση x=0: 

α)  Ποιες οι φάσεις των σηµείων Γ και Ε; 

β)  Ποια η αρχική φάση της πηγής; 

Απάντηση: 

i) Το σηµείο ∆ είναι έτοιµο να ξεκινήσει την ταλάντωσή του, ξεκινώντας την κίνησή του 

από τη θέση ισορροπίας, κινούµενο προς την θετική κατεύθυνση. Συνεπώς η φάση του 

είναι µηδενική. 

ii) Αφού το κύµα έχει διαδοθεί κατά λ/2 πέραν του Β, σηµαίνει ότι το σηµείο αυτό έχει 

εκτελέσει µισή ταλάντωση σε χρόνο Τ/2. 

iii) Έχει διαδοθεί κύµα σε απόσταση λ+λ/4, συνεπώς η πηγή του κύµατος έχει εκτελέσει 

1,25 ταλαντώσεις. 

a) Το σηµείο Ε είναι έτοιµο να ξεκινήσει την ταλάντωσή του, ξεκινώντας την κίνησή 

του από τη θέση ισορροπίας, κινούµενο προς την αρνητική κατεύθυνση. Συνεπώς η 

φάση του είναι ίση µε π. Άρα η φάση του Γ, το οποίο έχει κάνει ήδη µισή 

ταλάντωση, θα έχει φάση ίση µε 2π. 

b) Αφού το διαδιδόµενο κύµα στο σηµείο που φτάνει έχει φάση π κινούµενο προς την 

αρνητική κατεύθυνση, συµπαιρένουµε ότι και όταν ξεκίνησε η πηγή την ταλάντωσή 

της κινήθηκε προς την αρνητική κατεύθυνση, έχοντας αρχική φάση π. 
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Στιγµιότυπα τρέχοντος και στάσιµου κύµατος 

Στο παρακάτω σχήµα δίνεται ένα στιγµιότυπο τη χρονική στιγµή t0, όπου η ταχύτητα του ση-

µείου Σ είναι µηδενική .  

 

Η περίοδος ταλάντωσης του σηµείου Σ είναι Τ=1s.  

Α)   Να σχεδιάστε το στιγµιότυπο τη χρονική στιγµή t΄= t0+1,5s, αν το κύµα είναι: 

i) Τρέχον που διαδίδεται προς τα δεξιά. 

ii)  Στάσιµο. 

Β)   Αν η οριζόντια απόσταση των σηµείων Σ και Μ είναι d=λ/8 πόση είναι η διαφορά φάσης 

µεταξύ τους στις δύο παραπάνω  περιπτώσεις; 

Απάντηση: 

Α)  Το χρονικό διάστηµα 1,5s αντιστοιχεί σε Τ+Τ/2 = 3Τ/2 και το σηµείο στη θέση x=0 έχει 

εκτελέσει µιάµιση ταλάντωση και βρίσκεται στην κάτω ακραία θέση της ταλάντωσής 

του. 

i) Αν το κύµα είναι τρέχον θα έχει διαδοθεί κατά  ∆x=υ·∆t=υ·1,5Τ=1,5λ και το ζητούµενο 

στιγµιότυπο είναι: 

 

 

ii) Αν το κύµα είναι στάσιµο θα έχουµε: 



 

Β)  Αν το κύµα είναι τρέχον, για τη διαφορά φάσης µεταξύ Σ και Μ έχουµε: 
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(η παραπάνω σχέση πρέπει να αποδεικνύεται) 

Αν έχουµε στάσιµο κύµα η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο σηµείων είναι µηδέν, αφού και 

τα δύο είναι µεταξύ δύο διαδοχικών δεσµών. 
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Στάσιµο κύµα πάνω σε χορδή. 

Τεντωµένη χορδή από καουτσούκ έχει µήκος l και τα δύο άκρα της Α και Β στερεωµέ-

να σε ακλόνητα σηµεία, ενώ η χορδή διατηρείται οριζόντια. Στο µέσο της χορδής Ο 

προκαλούµε απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση y=0,05ηµ20πt (S.I.). Τα παραγόµε-

να κύµατα έχουν ταχύτητα διάδοσης στη χορδή υ=4m/s. Όταν αποκατασταθεί µόνιµο 

φαινόµενο στην χορδή, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν 4 σηµεία που παραµένουν ακίνη-

τα, εκτός των Α και Β. 

i) Να βρείτε το µήκος της χορδής. 

ii) Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος, αν τη χρονική στιγµή t=0 για 

το σηµείο του µέσου της χορδής, το οποίο θεωρούµε ως αρχή του άξονα x'x, εί-

ναι y=0 και V>0. 

iii) Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος την χρονική στιγµή 

t=1/40s. 

iv) Αν το µέσον Ο της χορδής τεθεί σε ταλάντωση µε εξίσωση y=0,05ηµ22πt (S.I.) 

θα δηµιουργηθεί πάνω στη χορδή στάσιµο κύµα; 

v) Αν το µέσον Ο της χορδής τεθεί σε ταλάντωση µε εξίσωση y=0,05ηµ32πt (S.I.) 

ποιο το µέτρο της µέγιστης ταχύτητας του σηµείου Ο; 

 

Απάντηση: 

 

Από την εξίσωση του κύµατος έχουµε: ω=20π→ 2πf=20π → f=10Ηz 

Και από την θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής υ=λf→ λ=υ/f=4/10m=0,4m. 

i) Αφού πάνω στη χορδή έχουµε 4 δεσµούς εκτός από τα δύο άκρα της, ένα στιγ-

µιότυπο του στάσιµου κύµατος που δηµιουργείται είναι αυτή του σχήµατος.  

 

Η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών δεσµών είναι λ/2 όπου λ το µήκος του τρέ-

χοντος κύµατος. Άρα ;=5·λ/2→ 



;=5·0,4/2m=1m. 

ii) Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος είναι: 

y=2Aσυν(2πx/λ)·ηµ(2πt/Τ)  ή 

y=0,1·συν(5πx)·ηµ(20πt) 

iii) Τη χρονική στιγµή t=1/40s η εξίσωση (1) δίνει: 

y=0,1·συν(5πx)·ηµ(20πt) = 0,1·συν(5πx)·ηµ(20π x)πσυν 5(1,0)
40

1
=  

Η γραφική παράσταση της σχέσης (2) είναι του παρακάτω σχήµατος. 

 

iv) Αν y=0,05ηµ22πt → f1=11Ηz τότε λ1=υ/f1=4/11m 

Για να έχουµε δηµιουργία στάσιµου κύµατος θα πρέπει πάνω στη χορδή να δη-

µιουργηθούν ακέραιο πλήθος 
2

λ
(ακέραιο πλήθος «στάσιµων»). ∆ηλαδή πρέπει: 

;=Ν·
2

λ
 → 

Ν= 5,5
2

11

11
2

1

2

===
λ

l
. 

Προφανώς δεν µπορούν να δηµιουργηθούν 5,5 στάσιµα και να έχουµε δεσµούς 

στα δύο άκρα. Άρα δεν σχηµατίζεται στάσιµο κύµα πάνω στη χορδή, αλλά µια 

πολύπλοκη κυµατική κατάσταση. 

v) Αν το µέσον Ο της χορδής τεθεί σε ταλάντωση µε εξίσωση y=0,05ηµ32πt  τότε 

f=16Ηz και λ2= m
f

25,0
16

4
==

υ
 

Αν δηµιουργηθεί στάσιµο κύµα τότε: 

;=Ν·
2

λ
 → Ν= 8

25,0

2

2
25,0

1

2

===
λ

l
 

Πάνω στη χορδή δηλαδή δηµιουργούνται 8 στάσιµα κύµατα, οπότε στη θέση 

x=0 θα δηµιουργηθεί δεσµός, αφού ένα στιγµιότυπο µπορεί να είναι το παρακά-

τω.  



 

Το πλάτος ταλάντωσης του Ο είναι λοιπόν µηδενικό και υmax=0. 
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Στάσιµα κύµατα πάνω σε χορδή µε σταθερά άκρα. 
 

Τεντωµένη χορδή από καουτσούκ έχει µήκος l και τα δύο άκρα της Α και Β 
στερεωµένα σε ακλόνητα σηµεία, ενώ η χορδή διατηρείται οριζόντια.. Στο µέσο της 
χορδής Ο προκαλούµε απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση y = 0,05ηµ20πt (S.I.). 
Τα παραγόµενα κύµατα έχουν ταχύτητα διάδοσης στην χορδή υ = 4 m/s. Όταν 
αποκατασταθεί µόνιµο φαινόµενο στην χορδή, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν 4 σηµεία 
που παραµένουν ακίνητα, εκτός των Α και Β. 
Α. Να βρείτε το µήκος l της χορδής. 
Β. Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος, αν την χρονική στιγµή t = 0 για 
το σηµείο του µέσου της χορδής, το οποίο θεωρούµε ως αρχή του άξονα x΄x, είναι y 
= 0 και V > 0. 

Γ. Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος την χρονική στιγµή 
1

t s
40

= . 

∆. Να βρείτε την εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης του σηµείου Μ µε x1 = 0,15 m 
σε συνάρτηση µε τον χρόνο. 
Ε. Πόσοι δεσµοί θα δηµιουργηθούν στην χορδή αν η συχνότητα της ταλάντωσης της 
πηγής γίνει 18 Hz; 
ΣΤ. Αν η συχνότητα γίνει 25 Ηz θα δηµιουργηθούν στάσιµα κύµατα στην χορδή; Να 
δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
Ζ. Αντικαθιστούµε την χορδή µε άλλη ατσάλινη, ίδιου µήκους l. Θέτουµε το µέσο της 
χορδής σε ταλάντωση µε εξίσωση y = 0,05ηµ20πt (S.I.) και παρατηρούµε ότι 
δηµιουργούνται στάσιµα κύµατα στην χορδή όπου υπάρχουν συνολικά 8 δεσµοί. Να 
υπολογίσετε την ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων στην ατσάλινη χορδή. 
Η. Να βρείτε τον λόγο των µέγιστων ταχυτήτων ταλάντωσης του σηµείου Ο στις δύο 
παραπάνω χορδές. 
 
    Λύση 
 
Α. Η εξίσωση της απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι: y = Aηµωt. Συγκρίνοντας την 
γενική αυτή εξίσωση µε την εξίσωση της ταλάντωσης της πηγής, που µας δίνεται, 

έχουµε: Α = 0,05 m, ω = 20π rad/s. Από την σχέση: 
ω

ω 2πf f f 10 Hz
2π

= ⇒ = ⇒ = . 

Αφού τα δύο άκρα ης χορδής είναι ακλόνητα, στα σηµεία αυτά δηµιουργούνται 

δεσµοί. Αφού οι δεσµοί είναι συνολικά 6, το µήκος της χορδής θα είναι 
5λ

(1)
2

l = , 

όπως φαίνεται και στο σχήµα. Από την θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής, έχουµε: 
υ

υ λ f λ λ 0,4 m
f

= ⋅ ⇒ = ⇒ = . Οπότε η (1) δίνει: l = 1 m.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

A  B O 

λ

2
 



 

Β. Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος είναι: 
2πx 2πt

y 2Aσυν ηµ
λ T

= . Με 

αντικατάσταση, έχουµε:  
2πx 2πt

y 0,1συν ηµ y 0,1συν5πxηµ20πt (2)
10,4

10

= ⇒ =  

Γ. Το στιγµιότυπο του κύµατος προκύπτει, αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση (2) 

την τιµή για τον χρόνο 
1

t s
40

= . Έτσι έχουµε: 

1
y 0,1συν5πxηµ20π y 0,1συν5πx ( 0,5m x 0,5m)

40
= ⇒ = − ≤ ≤ . Η γραφική 

παράσταση της σχέσης αυτής αποτελεί το στιγµιότυπο του κύµατος. 
 

∆. Το σηµείο Μ µε συντεταγµένη x1 = 0,15 m, θα έχει πλάτος 

1

3π
A΄ 0,1 συν5πx A΄ 0,1 συν5π 0,15 A΄ 0,1 συν

4

2
A΄ 0,1 A΄ 0,05 2 m

2

= ⇒ = ⋅ ⇒ = ⇒

= ⋅ ⇒ =

 

Η εξίσωση της ταχύτητας του σηµείου Μ, είναι: 

υ ωΑ΄συνωt υ π 2συν20πt (S.I.)= ⇒ = −  

Ε. Αν η συχνότητα της ταλάντωσης της πηγής γίνει f2 = 18 Hz, θα έχουµε: 

2 2 2 2
2

υ 2
υ λ f λ λ m

f 9
= ⇒ = ⇒ = . ( Η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων δεν αλλάζει, 

γιατί εξαρτάται από το µέσο διάδοσης και όχι από την συχνότητα). Τα άκρα Α και Β 
της χορδής είναι δεσµοί, ενώ το µέσο Ο κοιλία. Άρα στην χορδή θα έχουµε περιττό 

αριθµό ηµικυµάτων. ∆ηλ. 
λ 2 1

= (2k +1) 2k 1 k k 4
2 λ λ 2
⇒ + = ⇒ = − ⇒ =

l l
l . Άρα 

στην χορδή έχουµε 2k + 1 = 9 ηµικύµατα, εποµένως οι δεσµοί είναι συνολικά 10 
(συµπεριλαµβάνονται και τα σηµεία Α ,Β). 
 
 
 
 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5-0,1-0,2-0,3-0,4-0,5
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Στ. Όπως είδαµε στο ερώτηµα Ε, για να δηµιουργηθούν στάσιµα κύµατα στην χορδή, 
πρέπει να ισχύει η σχέση: 

λ 2 υ 2 (2k 1)υ
= (2k +1) λ f f (2k 1) 2 Hz

2 2k 1 f 2k 1 2

+
⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⋅

+ +

l l
l

l
 

Η συχνότητα f = 25 Hz δεν ικανοποιεί την παραπάνω σχέση, άρα δεν δηµιουργούνται 
στάσιµα κύµατα στην χορδή για αυτήν την συχνότητα. 
Ζ. Αφού δηµιουργούνται 8 συνολικά δεσµοί στην χορδή, έχουµε: 

7λ 2 2
λ λ m

2 7 7
⇒ = ⇒ =

l
l = . Από την θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε: 

20
υ λ f υ m / s

7
= ⋅ ⇒ = . 

Η. Το σηµείο Ο είναι κοιλία και στις δύο περιπτώσεις, δηλ. ταλαντώνεται µε µέγιστο 
πλάτος 2Α = 0,1 m. Η κυκλική συχνότητα και στις δύο περιπτώσεις είναι η ίδια ω = 
20π rad/s. Εποµένως από την σχέση vmax = ωΑ, οι δύο µέγιστες ταχύτητες είναι ίσες. 
Άρα ο λόγος των µέγιστων ταχυτήτων, για τις δύο χορδές, είναι 1. 
 
 

Μιχάλης Κοκολίνας 
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Στάσιµα κύµατα πάνω σε χορδή µε σταθερά άκρα. 
 

Τεντωµένη χορδή από καουτσούκ έχει µήκος l και τα δύο άκρα της Α και Β 
στερεωµένα σε ακλόνητα σηµεία, ενώ η χορδή διατηρείται οριζόντια.. Στο µέσο της 
χορδής Ο προκαλούµε απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση y = 0,05ηµ20πt (S.I.). 
Τα παραγόµενα κύµατα έχουν ταχύτητα διάδοσης στην χορδή υ = 4 m/s. Όταν 
αποκατασταθεί µόνιµο φαινόµενο στην χορδή, διαπιστώνουµε ότι υπάρχουν 4 σηµεία 
που παραµένουν ακίνητα, εκτός των Α και Β. 
Α. Να βρείτε το µήκος l της χορδής. 
Β. Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος, αν την χρονική στιγµή t = 0 για 
το σηµείο του µέσου της χορδής, το οποίο θεωρούµε ως αρχή του άξονα x΄x, είναι y 
= 0 και V > 0. 

Γ. Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος την χρονική στιγµή 
1

t s
40

= . 

∆. Να βρείτε την εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης του σηµείου Μ µε x1 = 0,15 m 
σε συνάρτηση µε τον χρόνο. 
Ε. Πόσοι δεσµοί θα δηµιουργηθούν στην χορδή αν η συχνότητα της ταλάντωσης της 
πηγής γίνει 18 Hz; 
ΣΤ. Αν η συχνότητα γίνει 25 Ηz θα δηµιουργηθούν στάσιµα κύµατα στην χορδή; Να 
δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
Ζ. Αντικαθιστούµε την χορδή µε άλλη ατσάλινη, ίδιου µήκους l. Θέτουµε το µέσο της 
χορδής σε ταλάντωση µε εξίσωση y = 0,05ηµ20πt (S.I.) και παρατηρούµε ότι 
δηµιουργούνται στάσιµα κύµατα στην χορδή όπου υπάρχουν συνολικά 8 δεσµοί. Να 
υπολογίσετε την ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων στην ατσάλινη χορδή. 
Η. Να βρείτε τον λόγο των µέγιστων ταχυτήτων ταλάντωσης του σηµείου Ο στις δύο 
παραπάνω χορδές. 
 
    Λύση 
 
Α. Η εξίσωση της απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι: y = Aηµωt. Συγκρίνοντας την 
γενική αυτή εξίσωση µε την εξίσωση της ταλάντωσης της πηγής, που µας δίνεται, 

έχουµε: Α = 0,05 m, ω = 20π rad/s. Από την σχέση: 
ω

ω 2πf f f 10 Hz
2π

= ⇒ = ⇒ = . 

Αφού τα δύο άκρα ης χορδής είναι ακλόνητα, στα σηµεία αυτά δηµιουργούνται 

δεσµοί. Αφού οι δεσµοί είναι συνολικά 6, το µήκος της χορδής θα είναι 
5λ

(1)
2

l = , 

όπως φαίνεται και στο σχήµα. Από την θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής, έχουµε: 
υ

υ λ f λ λ 0,4 m
f

= ⋅ ⇒ = ⇒ = . Οπότε η (1) δίνει: l = 1 m.  
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Β. Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος είναι: 
2πx 2πt

y 2Aσυν ηµ
λ T

= . Με 

αντικατάσταση, έχουµε:  
2πx 2πt

y 0,1συν ηµ y 0,1συν5πxηµ20πt (2)
10,4

10

= ⇒ =  

Γ. Το στιγµιότυπο του κύµατος προκύπτει, αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση (2) 

την τιµή για τον χρόνο 
1

t s
40

= . Έτσι έχουµε: 

1
y 0,1συν5πxηµ20π y 0,1συν5πx ( 0,5m x 0,5m)

40
= ⇒ = − ≤ ≤ . Η γραφική 

παράσταση της σχέσης αυτής αποτελεί το στιγµιότυπο του κύµατος. 
 

∆. Το σηµείο Μ µε συντεταγµένη x1 = 0,15 m, θα έχει πλάτος 

1

3π
A΄ 0,1 συν5πx A΄ 0,1 συν5π 0,15 A΄ 0,1 συν

4

2
A΄ 0,1 A΄ 0,05 2 m

2

= ⇒ = ⋅ ⇒ = ⇒

= ⋅ ⇒ =

 

Η εξίσωση της ταχύτητας του σηµείου Μ, είναι: 

υ ωΑ΄συνωt υ π 2συν20πt (S.I.)= ⇒ = −  

Ε. Αν η συχνότητα της ταλάντωσης της πηγής γίνει f2 = 18 Hz, θα έχουµε: 

2 2 2 2
2

υ 2
υ λ f λ λ m

f 9
= ⇒ = ⇒ = . ( Η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων δεν αλλάζει, 

γιατί εξαρτάται από το µέσο διάδοσης και όχι από την συχνότητα). Τα άκρα Α και Β 
της χορδής είναι δεσµοί, ενώ το µέσο Ο κοιλία. Άρα στην χορδή θα έχουµε περιττό 

αριθµό ηµικυµάτων. ∆ηλ. 
λ 2 1

= (2k +1) 2k 1 k k 4
2 λ λ 2
⇒ + = ⇒ = − ⇒ =

l l
l . Άρα 

στην χορδή έχουµε 2k + 1 = 9 ηµικύµατα, εποµένως οι δεσµοί είναι συνολικά 10 
(συµπεριλαµβάνονται και τα σηµεία Α ,Β). 
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Στ. Όπως είδαµε στο ερώτηµα Ε, για να δηµιουργηθούν στάσιµα κύµατα στην χορδή, 
πρέπει να ισχύει η σχέση: 

λ 2 υ 2 (2k 1)υ
= (2k +1) λ f f (2k 1) 2 Hz

2 2k 1 f 2k 1 2

+
⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⋅

+ +

l l
l

l
 

Η συχνότητα f = 25 Hz δεν ικανοποιεί την παραπάνω σχέση, άρα δεν δηµιουργούνται 
στάσιµα κύµατα στην χορδή για αυτήν την συχνότητα. 
Ζ. Αφού δηµιουργούνται 8 συνολικά δεσµοί στην χορδή, έχουµε: 

7λ 2 2
λ λ m

2 7 7
⇒ = ⇒ =

l
l = . Από την θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε: 

20
υ λ f υ m / s

7
= ⋅ ⇒ = . 

Η. Το σηµείο Ο είναι κοιλία και στις δύο περιπτώσεις, δηλ. ταλαντώνεται µε µέγιστο 
πλάτος 2Α = 0,1 m. Η κυκλική συχνότητα και στις δύο περιπτώσεις είναι η ίδια ω = 
20π rad/s. Εποµένως από την σχέση vmax = ωΑ, οι δύο µέγιστες ταχύτητες είναι ίσες. 
Άρα ο λόγος των µέγιστων ταχυτήτων, για τις δύο χορδές, είναι 1. 
 
 

Μιχάλης Κοκολίνας 
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Υπερβολές ενίσχυσης και απόσβεσης κατά τη συµβολή. 

Με αφορµή την ανάρτηση Συµβολή κυµάτων από σύγχρονες πηγές. και τα σχόλια που ακο-

λούθησαν, ας δούµε πιο αναλυτικά ποια σηµεία στην επιφάνεια ενός υγρού, στην οποία διαδί-

δονται δύο κύµατα από σύγχρονες πηγές ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος και ποια παραµέ-

νουν ακίνητα. 

 

Στην επιφάνεια ενός υγρού διαδίδονται (ας υποθέσουµε µε σταθερό πλάτος!!!) δύο κύµατα που 

προέρχονται από δύο σύγχρονες πηγές, µε µήκος κύµατος λ=20cm.  

α)Να βρεθούν τα σηµεία που ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος και να σηµειωθούν πάνω στο 

σχήµα, όταν η απόσταση των πηγών είναι: 

i)  d= 39cm  ii)  d= 40cm      iii)  d= 41cm,  iv) 30 cm 

β)  Πάνω στα παραπάνω σχήµατα να σχεδιαστούν και οι αντίστοιχες γραµµές που να εµφανί-

ζουν τα σηµεία που παραµένουν διαρκώς ακίνητα. 

Απάντηση: 

α)  Έστω ένα σηµείο Σ µεταξύ των δύο πηγών όπου έχουµε ενίσχυση. Τότε: 

|r1-r2|=Ν·λ όπου Ν θετικός ακέραιος ή 

r1-r2= k·λ, όπου k ακέραιος.   (1) 

i) Αλλά για d= 39cm έχουµε και  r1+r2=39cm  (2) 

Από  (1) και (2)  µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε: 

2r1=39+20k    (σε cm) 

r1= 19,5+10k 

Αλλά 0 < r1 < 39  ή 

0 < 19,5 +10k< 39  ή 

-1,95<k<1,95 

Συνεπώς οι δυνατές τιµές του k είναι:  -1,0,1. 



Και οι αντίστοιχες τιµές για την απόσταση r1 είναι:  

9,5cm,  19,5 cm και 29,5 cm 

Συνεπώς έχουµε ενισχυτική συµβολή για όλα τα σηµεία που βρίσκονται πάνω στη µεσοκά-

θετο και σε δύο υπερβολές,  συµµετρικές ως προς αυτήν, που απέχουν κατά λ/2 (πάνω στην 

ευθεία που  συνδέει τις δύο πηγές). 

Ας πάρουµε τώρα ένα σηµείο πάνω στην ευθεία Ο1Ο2 δεξιά της πηγής Ο2, το οποίο απέχει 

κατά x από την Ο2: 

r1-r2=(d+x)-x=d=39≠k·λ 

Έτσι τα σηµεία που έχουµε ενίσχυση φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 

 
 

ii) Για d=40cm και για αποφύγουµε όλη την προηγούµενη ανάλυση, ας στηριχθούµε σε 

ένα συµπέρασµα που προέκυψε από το προηγούµενο ερώτηµα. Τα σηµεία ενισχυτικής 

συµβολής είναι τα σηµεία της µεσοκαθέτου και τόξα υπερβολών δεξιά και αριστερά 

ανά 10cm=λ/2 (πάνω στο ευθύγραµµο τµήµα Ο1Ο2. 

Ας πάρουµε τώρα ένα σηµείο πάνω στην ευθεία Ο1Ο2 δεξιά της πηγής Ο2, το οποίο απέ-

χει κατά x από την Ο2: 

r1-r2=(d+x)-x=d=40cm = 2λ 

συνεπώς σε όλα τα σηµεία πάνω στην ευθεία που συνδέει τις δύο πηγές, εξωτερικά του 

ευθύγραµµου τµήµατος Ο1Ο2 έχουµε επίσης ενίσχυση. Έτσι τα σηµεία που έχουµε ενί-

σχυση φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 



 

 

iii) Με την ίδια συλλογιστική και για d=41cm, θα πάρουµε την παρακάτω εικόνα: 

 
 

Προφανώς εξωτερικά του Ο1Ο2 δεν έχουµε πλάτος 2 Α αφού η απόσταση d=41cm δεν είναι 

ακέραιο πολλαπλάσιο του λ, αλλά ούτε και µηδέν αφού δεν είναι περιττό πολλαπλάσιο του 

λ/2. 

iv) Και για την απόσταση d=30cm θα έχουµε: 



 
 

 β)  Για τις υπερβολές απόσβεσης (µπλε γραµµές), αρκεί να τονίσουµε ότι παρεµβάλλονται 
µεταξύ των υπερβολών απόσβεσης, έτσι ώστε κινούµενοι µεταξύ των δύο πηγών, η α-
πόσταση µεταξύ ενός σηµείου απόσβεσης και ενός σηµείου ενίσχυσης να είναι ίση µε 
λ/4=5cm. Με βάση αυτό οι αντίστοιχες εικόνες θα είναι: 

 
Για d=39cm 

 

 

 

Για d=40cm 



 

 

 

Για d=41cm 

 

 

Για d=30cm 

Εδώ αν πάρουµε ένα σηµείο εξωτερικά των πηγών θα έχουµε (d+x)-x=d=30cm= 3·λ/2, συνεπώς 

τα σηµεία αυτά παραµένουν ακίνητα. 



 

 

Συµπέρασµα: 

Από τις δύο πηγές δεν περνάνε υπερβολές ενίσχυσης ή απόσβεσης. Αν η απόσταση των δύο 

πηγών είναι d=k·λ, τότε οι υπερβολές που θα πέρναγαν από τις πηγές έχουν εκφυλιστεί στις δύο 

ηµιευθείες δεξιά και αριστερά των πηγών. Όµοια αν d=(2k+1)·λ/2 οι αντίστοιχες υπερβολές 

απόσβεσης έχουν εκφυλιστεί στις δύο ηµιευθείες απόσβεσης. 

dmargaris@sch.gr 
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Το πλάτος ταλάντωσης κατά την επιφανειακή συµβολή. 

 

Στην παραπάνω εικόνα, βλέπουµε τη διάδοση ενός κύµατος στην επιφάνεια ενός υγρού. Μπορούµε εύκολα 

να παρατηρήσουµε ότι όταν αποµακρυνόµαστε από την πηγή, το πλάτος ταλάντωσης µειώνεται. Αυτό δι-

καιολογείται, αφού καθώς το κύµα απλώνεται στην επιφάνεια, η ενέργεια ταλάντωσης διαµοιράζεται συνε-

χώς και σε περισσότερα υλικά σηµεία.  

Έστω τώρα ότι στην επιφάνεια ενός υγρού, έχουµε δύο σύγχρονες πηγές κύµατος Ο1 και Ο2 οι οποίες αρχί-

ζουν να ταλαντώνονται κατακόρυφα, τη στιγµή t0=0, µε εξισώσεις y=0,05·ηµ2πt (µονάδες στο S.Ι.) δηµι-

ουργώντας έτσι εγκάρσια κύµατα, τα οποία διαδίδονται µε ταχύτητα 0,4m/s. Η απόσταση των δύο πηγών 

είναι 0,8m. Παρατηρούµε ότι ένα σηµείο Μ, στο µέσον της απόστασης των δύο πηγών ταλαντώνεται µε 

πλάτος 8cm. 

i)  Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Μ. 

ii) To σηµείο Σ, απέχει αποστάσεις r1=0,4m και r2=0,8m από τις δυο πηγές αντίστοιχα. Το πλάτος ταλά-

ντωσης του σηµείου Σ, µετά την συµβολή των δύο κυµάτων µπορεί να είναι: 

α) 0,02m β) 0,04m  γ) 0,06m  δ) 0,08m 

iii) Ένα άλλο σηµείο Ρ, απέχει από τις δύο πηγές αποστάσεις r1=0,6m και r2=0,4m αντίστοιχα. Το κύµα 

από την πρώτη πηγή, φτάνοντας στο σηµείο Ρ  έχει πλάτος 0,03m. Να γράψετε την εξίσωση της απο-

µάκρυνσης του σηµείου Ρ, µετά την συµβολή των δύο κυµάτων. 

Απάντηση: 

i) Το σηµείο Μ θα εκτελέσει σύνθετη ταλάντωση εξαιτίας των δύο κυµά-

των που συµβάλουν. Εξαιτίας του ενός κύµατος θα εκτελέσει αρµονική 

ταλάντωση σε κατακόρυφη διεύθυνση µε εξίσωση y1=Α1·ηµω(t-t1), 

όπου t1 το χρονικό διάστηµα που θα χρειαστεί το πρώτο κύµα να δια-

δοθεί από το Ο1 στο Μ, δηλαδή s
sm

md
t 1

/4,0

4,0
1 ===

υ
. Εξαιτίας τώρα 

του δεύτερου κύµατος θα εκτελέσει επίσης κατακόρυφη αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση 

y2=Α2·ηµω(t-t2), όπου t2=t1=1s, αφού ισαπέχει από τις δυο πηγές. Αλλά τότε οι δύο ταλαντώσεις έχουν 

την ίδια φάση και το αποτέλεσµα της σύνθεσής τους, µε βάση την αρχή της επαλληλίας θα είναι: 

y= y1+y2= Α1·ηµω(t-t1)+ A2·ηµω(t-t1) = (Α1+Α2)·ηµ2π(t-t1) ή 

y=0,08·ηµ2π(t-1)  µονάδες στο S.Ι.) µε t ≥ 1s 

O1 O2Μ

Σ

P



Υλικό Φυσικής-Χηµείας Κύµατα 

 www.ylikonet.gr 2

ii)  Το προηγούµενο σηµείο Μ ισαπέχει από τις δυο πηγές και το πλάτος κάθε κύµατος, θα έχει µειωθεί το 

ίδιο, συνεπώς το πλάτος ήταν 0,08m, οφειλόµενο σε δυο ίσα πλάτη Α1=Α2=0,04m. Αλλά τότε και το 

πλάτος του κύµατος από την δεύτερη πηγή που φτάνει στο σηµείο Σ θα έχει πλάτος 0,04m. 

Το σηµείο Σ εκτελεί επίσης σύνθετη ταλάντωση, όπου οι δυο επιµέρους ταλαντώσεις που εκτελεί, έ-

χουν φάσεις: 

φ1=2π(t-t1) = ππππ
υ

π 22
4,0

4,0
222 1 −=−=







 − tt
r

t   (rad) για 
υ
1rt ≥ ή st 1≥ και  

φ2= 2π(t-t2)= ππππ
υ

π 42
4,0

8,0
222 2 −=−=







 − tt
r

t   (rad) για 
υ

2rt ≥ ή st 2≥  

Συνεπώς οι δύο ταλαντώσεις που θα πραγµατοποιήσει το σηµείο Σ παρουσιάζουν διαφορά φάσης: 

∆φ=φ1-φ2=2πt-2π-2πt+4π=2π (rad) για 
υ

2rt ≥  ή st 2≥  

Συνεπώς τα δύο κύµατα συµβάλουν σε φάση και το πλάτος ταλάντωσης θα είναι Α=Α1+Α2. 

Αλλά το πλάτος Α1 είναι ίσο µε το πλάτος του κύµατος που έφτασε και στο Μ, αφού και το σηµείο Σ 

απέχει κατά 0,4m από την πηγή Ο1, άρα Α1=0,04m, ενώ το πλάτος ταλάντωσης εξαιτίας της δεύτερης 

πηγής, θα είναι µικρότερο, εξαιτίας της µεγαλύτερης απόστασης από την πηγή. Οπότε σωστή απάντη-

ση είναι η γ) Α=0,06m 

iii)  Με τον ίδιο όπως παραπάνω τρόπο, βρίσκουµε τη διαφορά φάσης µεταξύ των δύο ταλαντώσεων που 

θα εκτελέσει το σηµείο Ρ, µετά την συµβολή: 

∆φ=φ2-φ1= πππππ
υ

π
υ

π =+−−=






 −−






 −
4,0

6,0
22

4,0

4,0
2222 12 tt

r
t

r
t  για 

υ
1rt ≥ ή st 5,1≥  

Οπότε το πλάτος ταλάντωσης θα είναι ίσο µε τη διαφορά των δύο πλατών, Α=|Α1-Α2|, όπου το 

Α2=0,04m, συνεπώς Α=|0,03m-0,04m|=0,01m, ενώ η φάση της συνισταµένης ταλάντωσης είναι ίση µε 

τη φάση της ταλάντωσης µε το µεγαλύτερο πλάτος, δηλαδή εδώ µε τη φάση του κύµατος από την πη-

γή Ο2, οπότε: 

( )ππηµ 2201,0 −⋅= tyP   µε 
υ
1rt ≥  ή st 5,1≥  

Σχόλια: 

1) Η αντιµετώπιση του προβλήµατος στηρίχθηκε καθαρά στη σύνθεση ταλαντώσεων και όχι στη µελέτη 

της συµβολής των κυµάτων, αφού τα διαδιδόµενα κύµατα δεν διατηρούν σταθερό πλάτος. Εξάλλου γε-

νικότερα η συµβολή δεν είναι τίποτα περισσότερο από σύνθεση ταλαντώσεων! 

2) Απαιτείται προσοχή στον υπολογισµό της διαφοράς φάσης µεταξύ των δύο ταλαντώσεων που εκτελεί 

κάθε σηµείο. Όσο µικρότερη απόσταση του σηµείου από µια πηγή, τόσο συντοµότερα θα φτάσει το κύ-

µα, οπότε η αποµάκρυνση της ταλάντωσής του, θα έχει και µεγαλύτερη φάση. 
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3) Αν τα δύο κύµατα διαδιδόταν χωρίς µείωση του πλάτους, το σηµείο Ρ, θα παρέµενε ακίνητο, αφού θα 

βρισκόταν πάνω σε υπερβολή απόσβεσης. Πράγµατι r1-r2=0,6m-0,4m=0,2m= ½ λ, από τη στιγµή όµως 

που τα πλάτη είναι διαφορετικά, βρήκαµε τελικά ότι το πλάτος είναι ίσο µε την διαφορά των δύο πλα-

τών. 

dmargaris@sch.gr 

 

 

 

 

 

 

 



Στάσιµο κύµα. ∆εσµοί και κοιλίες. 

Ένα κύµα διαδίδεται κατά µήκος ενός ελαστικού µέσου, προς τα δεξιά (θετική φορά) µε 

εξίσωση: 

y=0,2 ηµ2π(5t-10x)  (S.Ι) 

1) Να γράψετε την εξίσωση ενός άλλου κύµατος το οποίο διαδίδεται κατά µήκος του 

ελαστικού µέσου και συµβάλλοντας µε το πρώτο δηµιουργεί στάσιµο, µε κοιλία στη 

θέση x=0. Ποια η εξίσωση του προκύπτοντος στάσιµου, θεωρώντας ως t=0 τη στιγ-

µή που τα κύµατα συµβάλλουν στο Ο (x=0). 

2) Να εξετάσετε αν τα σηµεία Κ, µε xΚ=0,125m και Η µε xΗ=0,35m είναι δεσµοί ή 

κοιλίες του στάσιµου. 

3) Να βρείτε πόσες κοιλίες και πόσοι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται µεταξύ των ση-

µείων Κ, Η. 

4) ∆ύο σηµεία Ζ, Μ του µέσου βρίσκονται στις θέσεις xΖ=0,21m και xΜ=0,33m. Να 

βρείτε πόσοι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται µεταξύ των σηµείων Ζ, Μ και στη 

συνέχεια να υπολογίσετε την αποµάκρυνση και την ταχύτητα του σηµείου Μ, τη 

χρονική στιγµή που το Ζ διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του µε θετική ταχύτητα. 

     ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

5) Για να σχηµατισθεί στάσιµο πρέπει να συµβάλλουν δύο κύµατα, µε ίδιο πλάτος, ίδια 

συχνότητα, τα οποία διαδίδονται στην ίδια διεύθυνση, κατά αντίθετη φορά. Η εξί-

σωση του κύµατος που συµβάλλοντας µε το πρώτο δηµιουργεί στάσιµο είναι: 

2 0,2 2 (5 10 )( . )y t x S Iηµ π= + . 

Η εξίσωση του στάσιµου είναι: 

2
0,4 (10 ) 0, 4 (20 ) (10 )( . )

0,1
y t t S I

πχ
συν ηµ π συν πχ ηµ π= =  

6) Το πλάτος ταλάντωσης των σηµείων του µέσου µετά το σχηµατισµό του στάσιµου 

δίνεται από τη σχέση: 

                                   ' 0, 4 20 ( . )A S Iσυν πχ=  

Για τα σηµεία Κ, Η έχουµε: 

                         ' 0, 4 20 0,125 0, 4 2,5 0,4 0
2

K
A

π
συν π συν π συν= ⋅ = = =  



                         ' 0, 4 20 0,35 0,4 7 0,4HA mσυν π συν π= ⋅ = =  

Συνεπώς το Κ είναι δεσµός και το Η κοιλία του στάσιµου. 

7) Οι κοιλίες του στάσιµου βρίσκονται στις θέσεις:  0,05 ,
2

x
λ

κ κ κ= = ∈Ζ  

Άρα: 

0,125 0,35 0,125 0,05 0,35 2,5 7 3, 4,5,6
K H
x x x x κ κ κ< < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Συνεπώς υπάρχουν 4 κοιλίες στις θέσεις: 0,15 ,0,2 ,0,25 ,0,3m m m m  

Οι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται στις θέσεις: 

(2 1) (2 1) 0,025,
4

xδ
λ

κ κ κ= + = + ⋅ ∈Ζ  

Άρα: 

0,125 0,05 0,025 0,35 0,1 0,05 0,325 2 6,5 3,4,5,
K H
x x xδ κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =

0,125 0,05 0,025 0,35 0,1 0,05 0,325 2 6,5 3,4,5,6κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Συνεπώς υπάρχουν 4 δεσµοί στις θέσεις: 0,175 ,0,225 ,0, 275 ,0,325m m m m  

8) Όπως και πριν έχουµε: 

0,21 0,05 0,025 0,33 0,185 0,05 0,305 3,7 6,1 4,5
Z M
x x xδ κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =

0,21 0,05 0,025 0,33 0,185 0,05 0,305 3,7 6,1 4,5,6κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Επειδή υπάρχουν 3 δεσµοί µεταξύ των Ζ, Μ τα σηµεία αυτά έχουν διαφορά φάσης 

ϕ π∆ = , δηλαδή ταλαντώνονται σε αντίθεση φάσης. Όταν λοιπόν το Ζ διέρχεται 

από τη θέση ισορροπίας του µε θετική ταχύτητα, το Μ διέρχεται επίσης από τη δική 

του θέση ισορροπίας µε αρνητική ταχύτητα:  

max
' 10 0,4 20 0,33 4 6,6 4 1,24

M M
Aυ ω π συν π π συν π π συν π= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = − 

=Μmax
υ

3
' 10 0,4 20 0,33 4 6,6 4 1,24

5

m

s

π
υ ω π συν π π συν π π συν π= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = −  

 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 
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Άλλο ένα στάσιµο σε χορδή και η εξίσωσή του. 

Μια χορδή µε σταθερά άκρα διεγείρεται οπότε δηµιουργείται πάνω της ένα στάσιµο κύµα µε 7 

δεσµούς (εκτός των δύο άκρων). Η πρώτη κοιλία Κ1 απέχει 3cm από το αριστερό άκρο της χορ-

δής και τη στιγµή που θεωρούµε t=0, έχει µέγιστη ταχύτητα µε τιµή 40π cm/s, ενώ τη στιγµή 

t1=0,05s η ταχύτητά της είναι υ1=-40π cm/s, για πρώτη φορά. 

i) Να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης της κοιλίας Κ1, καθώς και το µήκος L της χορδής. 

ii)  Να βρεθεί η εξίσωση του στάσιµου κύµατος, θεωρώντας ότι η πρώτη κοιλία βρίσκεται στη 

θέση x=0.  

iii)  Να σχεδιάστε στιγµιότυπα της χορδής τις χρονικές στιγµές t2=1/40s και t3=1/16s, στο ίδιο 

σύστηµα αξόνων. 

iv) Να βρεθεί η εξίσωση του ίδιου στάσιµου, θεωρώντας x=0 το αριστερό άκρο της χορδής. 

Απάντηση: 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος κάποια στιγµή, που η 

πρώτη κοιλία Κ1 βρίσκεται σε µέγιστη θετική αποµάκρυνση. 

 

i) Τη χρονική στιγµή t=0 η κοιλία Κ1 έχει µέγιστη θετική ταχύτητα, συνεπώς περνά από τη 

θέση ισορροπίας και η ταχύτητα αυτή είναι µέγιστη. Τη στιγµή t1=0,05s η κοιλία ξαναπερνά 

από τη θέση ισορροπίας, συνεπώς το χρονικό διάστηµα που µεσολάβησε αντιστοιχει σε µι-

σή περίοδο, άρα Τ=2t1=0,1s. Αλλά υmax=ω·2Α → max maxυ υ 40π
2Α Τ 0,1cm=2cm

ω 2π 2π
= = = , ό-

που Α το πλάτος των τρεχόντων κύµατων, από την συµβολή των οποίων προέκυψε το στά-

σιµο. 

Εξάλλου µε βάση το σχήµα το µήκος της χορδής ισούται µε 8·λ/2, όπου λ/2 η απόσταση µε-

ταξύ δύο δεσµών. Αλλά η κοιλία Κ1 απέχει 3cm από το αριστερό άκρο, απόσταση που αντι-

στοιχεί σε λ/4. Έτσι λ=12cm και L=8·
12

8 cm=48cm
2

⋅  

ii)  Αφού στη θέση x=0 έχουµε κοιλία του στάσιµου κύµατος, η οποία τη στιγµή t=0 περνά από 

τη θέση ισορροπίας κινούµενη προς τη θετική κατεύθυνση, θα ισχύει η εξίσωση του βιβλί-

ου, όπου 2A=2cm: 

2πx 2πt 2πx 2πt πx
y=2A συν ηµ 2 συν ηµ 2συν ηµ20πt

λ Τ 12 0,1 6
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  (x,y → cm, t→s) 

iii)  Για t2= 1/40s παίρνουµε: 
πx πx 1 πx

y=2συν ηµ20πt=2συν ηµ20π 2συν
6 6 40 6
⋅ ⋅ =  και η γραφική 
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παράσταση είναι η καµπύλη µε µπλε χρώµα, στο διάγραµµα. 

Αντίστοιχα για t3=1/16s έχουµε : 

πx πx 1 πx 5π πx
y=2συν ηµ20πt=2συν ηµ20π 2συν ηµ 2συν

6 6 16 6 4 6
⋅ ⋅ = ⋅ = −  

Το αντίστοιχο γράφηµα µε κόκκινο χρώµα στο σχήµα. 

y (cm)

2

3-3 45  x cm2−  

iv) Αν θεωρήσουµε x=0 το αριστερό άκρο της χορδής, η εξίσωση θα έχει την ίδια µορφή, όσον 

αφορά, µέγιστο πλάτος και συχνότητα, αλλά µε διαφορετική µορφή του πλάτους έτσι ώστε 

στη θέση αυτή να έχουµε δεσµό. Έτσι η εξίσωση του στάσιµου κύµατος θα έχει τη µορφή: 

2πx 2πt 2πx
y=2A συν θ ηµ 2συν θ ηµ20πt

λ Τ λ

   
⋅ + ⋅ = + ⋅   

   
 

Για x=0, τότε Α΄=0  ή 
2π0

συν θ 0 συνθ 0
λ

 
+ = → = 

 
 → θ=

π

2
 ή θ=

3π

2
 

Εξάλλου για t=Τ/4  και x=3cm πρέπει y=+2cm, αφού η πρώτη κοιλία βρίσκεται στη µέγιστη 

θετική αποµάκρυνση, οπότε: 

2π3 2π Τ π
y=2συν θ ηµ 2συν θ

12 Τ 4 2
   

+ ⋅ = +   
   

=2 → -ηµθ=1 → ηµθ=-1 → θ=
3π

2
 

Αλλά τότε 
2πx 3π 2πx

συν ηµ
λ 2 λ

 
+ = 

 
 και η εξίσωση γίνεται: 

πx
y=2ηµ ηµ20πt

6
 

⋅ 
 

  (x,y → cm, t→s) 

dmargaris@sch.gr 
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Άλλο ένα στάσιµο σε χορδή και η εξίσωσή του. 

Μια χορδή µε σταθερά άκρα διεγείρεται οπότε δηµιουργείται πάνω της ένα στάσιµο κύµα µε 7 

δεσµούς (εκτός των δύο άκρων). Η πρώτη κοιλία Κ1 απέχει 3cm από το αριστερό άκρο της χορ-

δής και τη στιγµή που θεωρούµε t=0, έχει µέγιστη ταχύτητα µε τιµή 40π cm/s, ενώ τη στιγµή 

t1=0,05s η ταχύτητά της είναι υ1=-40π cm/s, για πρώτη φορά. 

i) Να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης της κοιλίας Κ1, καθώς και το µήκος L της χορδής. 

ii)  Να βρεθεί η εξίσωση του στάσιµου κύµατος, θεωρώντας ότι η πρώτη κοιλία βρίσκεται στη 

θέση x=0.  

iii)  Να σχεδιάστε στιγµιότυπα της χορδής τις χρονικές στιγµές t2=1/40s και t3=1/16s, στο ίδιο 

σύστηµα αξόνων. 

iv) Να βρεθεί η εξίσωση του ίδιου στάσιµου, θεωρώντας x=0 το αριστερό άκρο της χορδής. 

Απάντηση: 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος κάποια στιγµή, που η 

πρώτη κοιλία Κ1 βρίσκεται σε µέγιστη θετική αποµάκρυνση. 

 

i) Τη χρονική στιγµή t=0 η κοιλία Κ1 έχει µέγιστη θετική ταχύτητα, συνεπώς περνά από τη 

θέση ισορροπίας και η ταχύτητα αυτή είναι µέγιστη. Τη στιγµή t1=0,05s η κοιλία ξαναπερνά 

από τη θέση ισορροπίας, συνεπώς το χρονικό διάστηµα που µεσολάβησε αντιστοιχει σε µι-

σή περίοδο, άρα Τ=2t1=0,1s. Αλλά υmax=ω·2Α → max maxυ υ 40π
2Α Τ 0,1cm=2cm

ω 2π 2π
= = = , ό-

που Α το πλάτος των τρεχόντων κύµατων, από την συµβολή των οποίων προέκυψε το στά-

σιµο. 

Εξάλλου µε βάση το σχήµα το µήκος της χορδής ισούται µε 8·λ/2, όπου λ/2 η απόσταση µε-

ταξύ δύο δεσµών. Αλλά η κοιλία Κ1 απέχει 3cm από το αριστερό άκρο, απόσταση που αντι-

στοιχεί σε λ/4. Έτσι λ=12cm και L=8·
12

8 cm=48cm
2

⋅  

ii)  Αφού στη θέση x=0 έχουµε κοιλία του στάσιµου κύµατος, η οποία τη στιγµή t=0 περνά από 

τη θέση ισορροπίας κινούµενη προς τη θετική κατεύθυνση, θα ισχύει η εξίσωση του βιβλί-

ου, όπου 2A=2cm: 

2πx 2πt 2πx 2πt πx
y=2A συν ηµ 2 συν ηµ 2συν ηµ20πt

λ Τ 12 0,1 6
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  (x,y → cm, t→s) 

iii)  Για t2= 1/40s παίρνουµε: 
πx πx 1 πx

y=2συν ηµ20πt=2συν ηµ20π 2συν
6 6 40 6
⋅ ⋅ =  και η γραφική 
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παράσταση είναι η καµπύλη µε µπλε χρώµα, στο διάγραµµα. 

Αντίστοιχα για t3=1/16s έχουµε : 

πx πx 1 πx 5π πx
y=2συν ηµ20πt=2συν ηµ20π 2συν ηµ 2συν

6 6 16 6 4 6
⋅ ⋅ = ⋅ = −  

Το αντίστοιχο γράφηµα µε κόκκινο χρώµα στο σχήµα. 

y (cm)

2

3-3 45  x cm2−  

iv) Αν θεωρήσουµε x=0 το αριστερό άκρο της χορδής, η εξίσωση θα έχει την ίδια µορφή, όσον 

αφορά, µέγιστο πλάτος και συχνότητα, αλλά µε διαφορετική µορφή του πλάτους έτσι ώστε 

στη θέση αυτή να έχουµε δεσµό. Έτσι η εξίσωση του στάσιµου κύµατος θα έχει τη µορφή: 

2πx 2πt 2πx
y=2A συν θ ηµ 2συν θ ηµ20πt

λ Τ λ

   
⋅ + ⋅ = + ⋅   

   
 

Για x=0, τότε Α΄=0  ή 
2π0

συν θ 0 συνθ 0
λ

 
+ = → = 

 
 → θ=

π

2
 ή θ=

3π

2
 

Εξάλλου για t=Τ/4  και x=3cm πρέπει y=+2cm, αφού η πρώτη κοιλία βρίσκεται στη µέγιστη 

θετική αποµάκρυνση, οπότε: 

2π3 2π Τ π
y=2συν θ ηµ 2συν θ

12 Τ 4 2
   

+ ⋅ = +   
   

=2 → -ηµθ=1 → ηµθ=-1 → θ=
3π

2
 

Αλλά τότε 
2πx 3π 2πx

συν ηµ
λ 2 λ

 
+ = 

 
 και η εξίσωση γίνεται: 

πx
y=2ηµ ηµ20πt

6
 

⋅ 
 

  (x,y → cm, t→s) 
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Στάσιµο κύµα. ∆εσµοί και κοιλίες. 

Ένα κύµα διαδίδεται κατά µήκος ενός ελαστικού µέσου, προς τα δεξιά (θετική φορά) µε 

εξίσωση: 

y=0,2 ηµ2π(5t-10x)  (S.Ι) 

1) Να γράψετε την εξίσωση ενός άλλου κύµατος το οποίο διαδίδεται κατά µήκος του 

ελαστικού µέσου και συµβάλλοντας µε το πρώτο δηµιουργεί στάσιµο, µε κοιλία στη 

θέση x=0. Ποια η εξίσωση του προκύπτοντος στάσιµου, θεωρώντας ως t=0 τη στιγ-

µή που τα κύµατα συµβάλλουν στο Ο (x=0). 

2) Να εξετάσετε αν τα σηµεία Κ, µε xΚ=0,125m και Η µε xΗ=0,35m είναι δεσµοί ή 

κοιλίες του στάσιµου. 

3) Να βρείτε πόσες κοιλίες και πόσοι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται µεταξύ των ση-

µείων Κ, Η. 

4) ∆ύο σηµεία Ζ, Μ του µέσου βρίσκονται στις θέσεις xΖ=0,21m και xΜ=0,33m. Να 

βρείτε πόσοι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται µεταξύ των σηµείων Ζ, Μ και στη 

συνέχεια να υπολογίσετε την αποµάκρυνση και την ταχύτητα του σηµείου Μ, τη 

χρονική στιγµή που το Ζ διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του µε θετική ταχύτητα. 

     ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

5) Για να σχηµατισθεί στάσιµο πρέπει να συµβάλλουν δύο κύµατα, µε ίδιο πλάτος, ίδια 

συχνότητα, τα οποία διαδίδονται στην ίδια διεύθυνση, κατά αντίθετη φορά. Η εξί-

σωση του κύµατος που συµβάλλοντας µε το πρώτο δηµιουργεί στάσιµο είναι: 

2 0,2 2 (5 10 )( . )y t x S Iηµ π= + . 

Η εξίσωση του στάσιµου είναι: 

2
0,4 (10 ) 0, 4 (20 ) (10 )( . )

0,1
y t t S I

πχ
συν ηµ π συν πχ ηµ π= =  

6) Το πλάτος ταλάντωσης των σηµείων του µέσου µετά το σχηµατισµό του στάσιµου 

δίνεται από τη σχέση: 

                                   ' 0, 4 20 ( . )A S Iσυν πχ=  

Για τα σηµεία Κ, Η έχουµε: 

                         ' 0, 4 20 0,125 0, 4 2,5 0,4 0
2

K
A

π
συν π συν π συν= ⋅ = = =  



                         ' 0, 4 20 0,35 0,4 7 0,4HA mσυν π συν π= ⋅ = =  

Συνεπώς το Κ είναι δεσµός και το Η κοιλία του στάσιµου. 

7) Οι κοιλίες του στάσιµου βρίσκονται στις θέσεις:  0,05 ,
2

x
λ

κ κ κ= = ∈Ζ  

Άρα: 

0,125 0,35 0,125 0,05 0,35 2,5 7 3, 4,5,6
K H
x x x x κ κ κ< < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Συνεπώς υπάρχουν 4 κοιλίες στις θέσεις: 0,15 ,0,2 ,0,25 ,0,3m m m m  

Οι δεσµοί του στάσιµου βρίσκονται στις θέσεις: 

(2 1) (2 1) 0,025,
4

xδ
λ

κ κ κ= + = + ⋅ ∈Ζ  

Άρα: 

0,125 0,05 0,025 0,35 0,1 0,05 0,325 2 6,5 3,4,5,
K H
x x xδ κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =

0,125 0,05 0,025 0,35 0,1 0,05 0,325 2 6,5 3,4,5,6κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Συνεπώς υπάρχουν 4 δεσµοί στις θέσεις: 0,175 ,0,225 ,0, 275 ,0,325m m m m  

8) Όπως και πριν έχουµε: 

0,21 0,05 0,025 0,33 0,185 0,05 0,305 3,7 6,1 4,5
Z M
x x xδ κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =

0,21 0,05 0,025 0,33 0,185 0,05 0,305 3,7 6,1 4,5,6κ κ κ κ< < ⇒ < + < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Επειδή υπάρχουν 3 δεσµοί µεταξύ των Ζ, Μ τα σηµεία αυτά έχουν διαφορά φάσης 

ϕ π∆ = , δηλαδή ταλαντώνονται σε αντίθεση φάσης. Όταν λοιπόν το Ζ διέρχεται 

από τη θέση ισορροπίας του µε θετική ταχύτητα, το Μ διέρχεται επίσης από τη δική 

του θέση ισορροπίας µε αρνητική ταχύτητα:  

max
' 10 0,4 20 0,33 4 6,6 4 1,24

M M
Aυ ω π συν π π συν π π συν π= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = − 

=Μmax
υ

3
' 10 0,4 20 0,33 4 6,6 4 1,24

5

m

s

π
υ ω π συν π π συν π π συν π= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = −  

 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 
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∆ιαφορά φάσης σε ήχους µε διαφορετικές συχνότητες. 

∆ιαθέτουµε δύο ηχητικές πηγές που παράγουν απλούς αρµονικούς ήχους µε παραπλήσιες συχνότητες f1 και 

f2. Έστω ότι η ταλάντωση του τυµπάνου εξαιτίας του πρώτου ήχου έχει αποµάκρυνση: 

( )011 2003,0 ϕπηµ +⋅= tfx  (S.Ι.) µε φ0≥0. 

 ενώ εξαιτίας του δεύτερου ήχου: 

( )tfx 22 2003,0 πηµ⋅=   (S.Ι.). 

Έστω ότι κάποια στιγµή ηχούν ταυτόχρονα και οι δύο ηχητικές πηγές, οπότε το τύ-

µπανο εκτελεί σύνθετη ταλάντωση. Η διπλανή γραφική παράσταση εµφανίζει τη δια-

φορά φάσης µεταξύ των φάσεων της αποµάκρυνσης των δύο ταλαντώσεων σε συνάρ-

τηση µε το χρόνο. 

i) Ποιος ήχος έχει µεγαλύτερη συχνότητα; 

ii) Να βρεθεί η συχνότητα του διακροτήµατος. 

iii) Ποιο είναι το πλάτος της ταλάντωσης του τυµπάνου τη χρονική στιγµή t1=0,25s; 

iv) Να υπολογιστεί επίσης το πλάτος της ταλάντωσης τη χρονική στιγµή t2=3,75s. 

v) Αν το τύµπανο του αυτιού µας εκτελέσει 410 ταλαντώσεις σε χρονικό διάστηµα 4s, να βρεθεί η αποµά-

κρυνση τη στιγµή t1. 

Απάντηση: 

i) Η διαφορά φάσης τη στιγµή t=0 είναι αρνητική και ίση µε 
2

π
− , συνεπώς 

20

π
ϕ = και η διαφορά φά-

σης, µεταξύ των φάσεων των δύο αποµακρύνσεων, θα υπολογίζεται σαν η διαφορά: 

2
)(2

2
22 121212

π
π

π
ππϕϕϕ −−=−−=−=∆ tfftftf  (1) 

Αλλά από την γραφική παράσταση που µας δίνεται, βλέπουµε ότι ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθεί-

ας είναι θετικός (θετική κλίση της ευθείας ή ισοδύναµα αύξουσα συνάρτηση), συνεπώς : 

1212 0)(2 ffff >→>−π . 

ii)  Αντικαθιστώντας στη σχέση (1) t=0,25s και ∆φ=0,  παίρνουµε: 

→=−⋅− 0
2

25,0)(2 12

π
π ff  

HzfHzff 1112 =→=− δ  

iii)  Τη στιγµή t1 οι δύο ταλαντώσεις δεν παρουσιάζουν διαφορά φάσης συνεπώς το πλάτος ταλάντωσης εί-

ναι µέγιστο: 2Α=0,006m. Ας το δούµε και αναλυτικά: 

Με βάση την αρχή της επαλληλίας έχουµε: 
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→
++

⋅
−−

=+=
2

2
)(2

2
2

)(2
2

1212

21

π
π

ηµ

π
π

συν
tfftff

Axxx  








 ++⋅






 −−=
4

)(
4

)(2 1212

π
πηµ

π
πσυν tfftffAx  (2) 

Αλλά για το πλάτος έχουµε: 

AAAtffAA 202
4

25,012
4

)(2 12 =⋅=






 −⋅⋅=






 −−=′ συν
π

πσυν
π

πσυν  

iv) Όµοια για την στιγµή t2 παίρνουµε rad 7
2

75,312
2

)(2 12 π
π

π
π

πϕ =−⋅⋅=−−=∆ tff  

∆ηλαδή η διαφορά φάσης των δύο ταλαντώσεων, είναι περιττό πολλαπλάσιο του π, πράγµα που σηµαί-

νει ότι αν η αποµάκρυνση εξαιτίας της µιας ταλάντωσης είναι +x, εξαιτίας της άλλης θα είναι –x, συνε-

πώς η αποµάκρυνση θα είναι µηδενική. Θα µπορούσαµε βέβαια να βρούµε το πλάτος και από την εξί-

σωση: 

05,32
4

75,312
4

)(2 12 =⋅=






 −⋅⋅=






 −−=′′ πσυν
π

πσυν
π

πσυν AAtffAA  

v) Με βάση και την εξίσωση (2) έχουµε ότι η συχνότητα της κίνησης είναι 
2

12 ff
f

+
=  αλλά 

→=
+

→===→= Hz
ff

HzHz
t

N
ftfN 5,102

2
5,102

4

410 12  

20512 =+ ff  ενώ 112 =− ff ,  από όπου βρίσκουµε HzfHzf 102    , 103 12 ==  

Οπότε τη στιγµή t1 έχουµε: 

→






 +⋅⋅=






 ++⋅






 −−=
44

1
205006,0

4
)(

4
)(2 1212

π
πηµ

π
πηµ

π
πσυν tfftffAx  

mx 006,0
2

51006,0
4

206
006,0 −=







 +⋅=






⋅=
π

πηµ
π

ηµ
 

Σχόλιο. 

Στα προηγούµενα ονοµάζαµε πλάτος της ταλάντωσης (σύµφωνα και µε το σχολικό µας βιβλίο) την τιµή της 

παράστασης: 








 −−=′
4

)(2 12

π
πσυν tffAA

 

Στην πραγµατικότητα η συνάρτηση 






 −−=′
4

)(2 12

π
πσυν tffAA  ορίζει την περιβάλλουσα της αποµά-

κρυνσης, όπως µπορούµε να δούµε στο παρακάτω διάγραµµα. 
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Συνεπώς θα µπορούσε το µέγιστο «πλάτος» να υπολογίζεται στην τιµή 2Α, αλλά η µέγιστη τιµή της αποµά-

κρυνσης x, να µην ήταν ποτέ 2Α, αλλά µικρότερη, όπως µπορεί να φανεί στο παραπάνω σχήµα.  

Κάτι τέτοιο  δεν συµβαίνει στην παραπάνω άσκηση, όπου όπως υπολογίστηκε τις στιγµές µεγιστοποίησης 

του «πλάτους» 






 −−=′
4

)(2 12

π
πσυν tffAA  η αποµάκρυνση παίρνει τιµή ± 2Α. 

dmargaris@sch.gr 

 

-

2A

2A

x

t

( )tffAA )(2 12 −=′ πσυν

( )tffAx )( 12 +⋅′= πηµ











Κυµατοπαλµός και ταλάντωση ενός σηµείου 

Το άκρο Ο ενός νήµατος, το άλλο άκρο Γ του οποίου είναι δεµένο σε κατακόρυφο τοίχο, για 

t=0 τίθεται σε ταλάντωση οπότε κατά µήκος του νήµατος διαδίδεται ένας παλµός. Η µορφή του 

νήµατος τη χρονική στιγµή t1=2s φαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα.  

Ο Σ

2 4

Γ
0,2m

0,4m

 

i)  Να βρεθεί η περίοδος ταλάντωσης του άκρου Ο. 

ii) Να κάνετε το διάγραµµα της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο ενός σηµείου Σ 

που βρίσκεται στη θέση x=2m, µέχρι τη στιγµή t2=3s. 

iii) Να σχεδιάστε τη µορφή του νήµατος τη χρονική στιγµή t3=4,5s. 

 

Απάντηση: 

i) Παρατηρούµε ότι σε χρόνο t1 ο κυµατοπαλµός έχει διαδοθεί κατά x1=4m, οπότε η ταχύ-

τητα διάδοσης του κύµατος είναι: 

s/m2
s2

m4

t

x
υ ===  

Για την περίοδο εξάλλου έχουµε: 

s1
s/m2

m2

υ

λ
T

Τ

λ
υ ===→=  

ii)  Ο κυµατοπαλµός φτάνει στο σηµείο Σ τη χρονική στιγµή s1
s/m2

m2

υ

x
t ===  οπότε 

το  Σ αρχίζει να ταλαντώνεται, προς την θετική κατεύθυνση, µε πλάτος 0,2m επί χρονι-

κό διάστηµα 0,5s, όπου το πλάτος γίνεται 0,3m. Έτσι η ταλάντωση του σηµείου Σ είναι 

της µορφής του παρακάτω διαγράµµατος. 

 

iii) Το κύµα φτάνει στον τοίχο τη στιγµή t=x/υ=3s και ανακλάται, οπότε κινούµενο προς τα 



αριστερά διανύει απόσταση d=υ∆t=2·1,5m=3m, έχει δηλαδή φτάσει στο µέσον του νή-

µατος, ενώ λόγω ανάκλασης έχουµε αλλαγή φάσης κατά π. Το στιγµιότυπο δηλαδή εί-

ναι: 
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ΚΥΜΑΤΑ. Η πηγή είναι αλλού…. 

Στη θέση x1=6m ενός οµογενούς γραµµικού ελαστικού µέσου υπάρχει πηγή κύµατος, 

το οποίο διαδίδεται και προς τις δύο κατευθύνσεις. Θεωρούµε t=0 τη στιγµή που το κύ-

µα φτάνει στο σηµείο Ο στη θέση x=0, οπότε το σηµείο Ο αρχίζει να ταλαντώνεται µε 

εξίσωση y=0,1ηµ10πt (µονάδες στο S.Ι.) µε µήκος κύµατος λ=2m. 

i) Ποια η εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται προς τα αριστερά; 

ii) Ποια η εξίσωση ταλάντωσης y=f(t) της πηγής; 

iii) Ποια η εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται προς τα δεξιά; 

Απάντηση: 

i) Σύµφωνα µε την θεωρία του σχολικού βιβλίου, για το κύµα προς τ’ αριστερά η 

εξίσωση του κύµατος είναι: 

y1 = 0,1·ηµ2π(5t+ )
2

x
 (µονάδες στο S.Ι.) 

ii) Αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση x=6m βρίσκουµε την εξίσωση ταλά-

ντωσης της πηγής: 

yπ= 0,1·ηµ2π(5t+3)  ή 

yπ= 0,1·ηµ(10πt+6π)   (S.Ι.) 

iii) Έστω το τυχαίο σηµείο Σ, δεξιά της πηγής στη θέση x. 

 

Το κύµα για να φτάσει από την πηγή Π στο σηµείο Σ, θα χρειαστεί χρονικό διά-

στηµα t1=
υ

x∆
 όπου υ η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος, υ=λf=2·5=10m/s. 

Άρα η ταλάντωση του τυχαίου σηµείου Σ θα είναι: 

y2= 0,1·ηµ[10π(t-t1) +6π]  ή 

y2= 0,1·ηµ[10π(t-
υ

x∆
) +6π]  = 0,1·ηµ[10π(t- ]6)

10

6
π+

−x
 ή 

y2= 0,1·ηµ2π(5t- )6
2
+
x

  (S.Ι.) 
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Κύµα προς τ’ αριστερά. 

 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου και από δεξιά προς τα αριστερά διαδίδε-

ται ένα κύµα µε ταχύτητα υ=2m/s. Το κύµα για t=0 φτάνει στο σηµείο Ρ, στη θέση 

xΡ=2m, το οποίο ξεκινά την ταλάντωσή του κινούµενο προς την θετική κατεύθυνση 

(προς τα πάνω). Τη στιγµή t΄=0,375s το σηµείο Ρ έχει µηδενική ταχύτητα, για δεύτερη 

φορά, ενώ έχει διανύσει απόσταση d=0,3m. 

i) Ποια η εξίσωση του κύµατος; 

ii) Να σχεδιάστε την µορφή του ελαστικού µέσου (στιγµιότυπο του κύµατος), µέχρι 

τη θέση x2=4m τη χρονική στιγµή t2=1,5s. 

Απάντηση: 

i) Τη χρονική στιγµή t΄ το σηµείο Ρ βρίσκεται στην µέγιστη αρνητική αποµάκρυν-

σή του, έχει δηλαδή ταλαντωθεί κατά 3Τ/4, άρα Τ= 4/3· t΄=0,5s, ενώ έχει δια-

τρέξει απόσταση d=3Α → Α=0,1m.  

Έχουµε ακόµη ότι υ= m
T

1=Τ=→ υλ
λ

 

Με βάση τα παραπάνω η εξίσωση ταλάντωσης του Ρ είναι: 

y= Αηµωt ή 

y= 0,1ηµ4πt  (S.Ι.) 

Έστω ένα τυχαίο σηµείο Σ στη θέση x, όπως στο σχήµα.  

Για να φτάσει το κύµα στο σηµείο Σ θα απαιτηθεί χρόνος t1 = s
x

υ

x

2

2 −
=

∆
, οπό-

τε η εξίσωση ταλάντωσης του Σ είναι: 

y= 0,1·ηµ4π(t-t1) ή 

y= 0,1· ηµ4π(t- )
2

2 x−
 

 Άρα η εξίσωση του κύµατος είναι: 

y= 0,1·ηµ2π(2t+x-2)   (S.Ι.) (1) 

ii) Θέτοντας στην εξίσωση (1) t2 = 1,5s παίρνουµε: 

y= 0,1·ηµ2π(3+x-2) = 0,1·ηµ(2π+2πx) = 0,1·ηµ2πx. 

Μέχρι πού έχει φτάσει το κύµα; 

Παίρνουµε την φάση, για την οποία φQ0 → 



2π(2t+x-2) Q0 → 

1+xQ0 → 

xQ -1 

Το κύµα έχει δηλαδή διαδοθεί µέχρι τη θέση x=-1m. 

 Έτσι το ζητούµενο στιγµιότυπο είναι: 
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Κύµα προς τ '  αριστερά, φάση και στιγµιότυπα. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου και από δεξιά προς τ' αριστερά διαδίδεται ένα κύµα πλάτους  

Α=0,1m και µήκους κύµατος λ=1m. Τη χρονική στιγµή t0=0 το κύµα φτάνει στο σηµείο Ο, στη θέση x=0, 

οπότε το σηµείο αυτό αρχίζει την ταλάντωσή του, κινούµενο προς την θετική κατεύθυνση και φτάνει στην 

ακραία θέση της ταλάντωσης τη στιγµή t1=0,5s. Θεωρούµε την προς τα δεξιά κατεύθυνση θετική. 

i) Να βρεθεί η εξίσωση του κύµατος. 

ii) Να σχεδιάστε  στιγµιότυπα του κύµατος  για µια περιοχή µεταξύ των σηµείων Β και Γ του µέσου στις 

θέσεις  xB =2,5m και xΓ=-2m, τις χρονικές στιγµές t1=2s και  t2 = 5,5s. 

iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης του σηµείου Β σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Απάντηση: 

i) Το σηµείο Ο για να πάει από την θέση ισορροπίας του στη µέγιστη αποµάκρυνση χρειάζεται χρόνο Τ/4 

άρα Τ=4t1=2s. Κατά συνέπεια η εξίσωση του κύµατος είναι: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
  (µονάδες στο S.I) (1) 

ii)  Με αντικατάσταση στην εξίσωση του κύµατος της τιµής  t1=2s παίρνουµε: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
 =0,1ηµ(2π+2πx)=0,1ηµ2πx 

Το κύµα στο µεταξύ έχει διαδοθεί πέρα από το σηµείο Ο σε απόσταση d=υt=
T

λ
·t=1m, έχοντας φτάσει 

µέχρι τη θέση x=-1m. 

Eνώ για  t2 = 5,5s έχουµε: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
 =0,1ηµ(5,5π+2πx)=0,1ηµ(4π+1,5π+2πx)=-0,1συν2πx 

ενώ έχει διαδοθεί πέρα από το σηµείο Γ, στο οποίο φτάνει τη στιγµή t'=4s και τα ζητούµενα στιγµιότυπα 

είναι αυτά του παρακάτω σχήµατος. 
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iii)  Η φάση του σηµείου Β είναι: 

φ=2π
t

x
2

 
+ 

 
 =2πt+2πx =2πt+5π 

Θέτοντας φ=0 βρίσκουµε t=-2,5s, πράγµα που σηµαίνει ότι το κύµα έφτασε στο σηµείο Β 2,5s ριν τη στιγµή 

µηδέν και η ζητούµενη γραφική παράσταση είναι η παρακάτω. 
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Κύµα προς τ '  αριστερά, φάση και στιγµιότυπα. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου και από δεξιά προς τ' αριστερά διαδίδεται ένα κύµα πλάτους  

Α=0,1m και µήκους κύµατος λ=1m. Τη χρονική στιγµή t0=0 το κύµα φτάνει στο σηµείο Ο, στη θέση x=0, 

οπότε το σηµείο αυτό αρχίζει την ταλάντωσή του, κινούµενο προς την θετική κατεύθυνση και φτάνει στην 

ακραία θέση της ταλάντωσης τη στιγµή t1=0,5s. Θεωρούµε την προς τα δεξιά κατεύθυνση θετική. 

i) Να βρεθεί η εξίσωση του κύµατος. 

ii) Να σχεδιάστε  στιγµιότυπα του κύµατος  για µια περιοχή µεταξύ των σηµείων Β και Γ του µέσου στις 

θέσεις  xB =2,5m και xΓ=-2m, τις χρονικές στιγµές t1=2s και  t2 = 5,5s. 

iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης του σηµείου Β σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Απάντηση: 

i) Το σηµείο Ο για να πάει από την θέση ισορροπίας του στη µέγιστη αποµάκρυνση χρειάζεται χρόνο Τ/4 

άρα Τ=4t1=2s. Κατά συνέπεια η εξίσωση του κύµατος είναι: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
  (µονάδες στο S.I) (1) 

ii)  Με αντικατάσταση στην εξίσωση του κύµατος της τιµής  t1=2s παίρνουµε: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
 =0,1ηµ(2π+2πx)=0,1ηµ2πx 

Το κύµα στο µεταξύ έχει διαδοθεί πέρα από το σηµείο Ο σε απόσταση d=υt=
T

λ
·t=1m, έχοντας φτάσει 

µέχρι τη θέση x=-1m. 

Eνώ για  t2 = 5,5s έχουµε: 

y=0,1ηµ2π
t

x
2

 
+ 

 
 =0,1ηµ(5,5π+2πx)=0,1ηµ(4π+1,5π+2πx)=-0,1συν2πx 

ενώ έχει διαδοθεί πέρα από το σηµείο Γ, στο οποίο φτάνει τη στιγµή t'=4s και τα ζητούµενα στιγµιότυπα 

είναι αυτά του παρακάτω σχήµατος. 
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iii)  Η φάση του σηµείου Β είναι: 

φ=2π
t

x
2

 
+ 

 
 =2πt+2πx =2πt+5π 

Θέτοντας φ=0 βρίσκουµε t=-2,5s, πράγµα που σηµαίνει ότι το κύµα έφτασε στο σηµείο Β 2,5s ριν τη στιγµή 

µηδέν και η ζητούµενη γραφική παράσταση είναι η παρακάτω. 
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Κύµατα και προς τις δύο κατευθύνσεις. 

 

Στη θέση x1=8m ενός οριζόντιου γραµµικού ελαστικού µέσου υπάρχει πηγή κύµατος η 

οποία αρχίζει να ταλαντώνεται σε κατακόρυφη διεύθυνση µε εξίσωση: 

y=0,1 ηµ2πt  (µονάδες στο S.Ι.). 

Στο ελαστικό µέσο παράγονται δύο κύµατα, ένα προς τα δεξιά και ένα προς τα αριστε-

ρά, τα οποία διαδίδονται µε ταχύτητα υ=2m/s. 

i) Να βρεθούν οι εξισώσεις των δύο κυµάτων. 

ii) Να σχεδιάστε τη µορφή του ελαστικού µέσου τη χρονική στιγµή t1=1,5s. 

iii) Να βρείτε την παραπάνω χρονική στιγµή οι φάσεις δύο σηµείων του µέσου Β 

και Γ που βρίσκονται στις θέσεις x2=6m και x3=10m. 

Απάντηση: 

i) Για την πηγή ω=2π → Τ=1s και το µήκος των παραγοµένων κυµάτων είναι 

λ=υΤ=2m. 

Για το κύµα προς τα δεξιά, η εξίσωση ταλάντωσης του τυχαίου σηµείου Σ1 θα 

είναι: 

y1= 0,1·ηµ2π(t-t1) = 0,1·ηµ2π(t- →
−

)
8

υ
x

 

y1= 0,1·ηµ2π 






 + 4
2

x
-t    (µονάδες στο S.Ι.).  (1) 

Για το κύµα προς τ’ αριστερά, η εξίσωση ταλάντωσης του τυχαίου σηµείου Σ2 

θα είναι: 

y2= 0,1·ηµ2π(t-t1) = 0,1·ηµ2π(t- →
−

)
8

υ
x

 

y2= 0,1·ηµ2π 






 −+ 4
2

x
t   (µονάδες στο S.Ι.).  (2) 

ii) Σε χρονικό διάστηµα ∆t=1,5s το κύµα διαδίδεται κατά ∆x=υ∆t=3m, οπότε το 

κύµα προς τα δεξιά θα έχει φτάσει µέχρι το σηµείο µε x4=11m και το κύµα προς 

τ’ αριστερά στη θέση x5=5m. 

Θέτοντας στην (1)  t=1,5s παίρνουµε: 



y1= 0,1·ηµ2π 






 + 4
2

x
-t = 0,1·ηµ2π ( )8πx

2

x
-1,5 +−⋅=







 + ππηµ 31,04 → 

y1= 0,1·ηµ(π-πx) = 0,1·ηµπx   (3)  µε 8P x P 11 

Θέτοντας στην (2)  t=1,5s παίρνουµε: 

y2= 0,1·ηµ2π 






 −+ 4
2

x
t = 0,1·ηµ(3π+πx-8π)= 0,1·ηµ(-π+πx) → 

y2= - 0,1·ηµπx  (4) µε 5P x P 8 

Η γραφική παράσταση των σχέσεων (3) και (4) είναι η παρακάτω: 

 

iii) Για το σηµείο Β: φ= (3π+πx-8π)=6π-5π=π (rad) 

Ενώ για το σηµείο Γ: φ=(3π-πx+8π)= 11π-10π= π (rad) 

 

Προσέξτε ότι τα δύο σηµεία είναι συµµετρικά της πηγής και τη στιγµή αυ-

τή έχουν εκτελέσει µισή ταλάντωση το καθένα. 
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Κύµατα σε γραµµικό ελαστικό µέσο. 

∆ύο σύγχρονες πηγές Ο1 και Ο2 παράγουν αρµονικά κύµατα που διαδίδονται µε ταχύτητα 

υ=2m/s κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου µε άκρα τα σηµείο Ο1 και Ο2 όπου 

(Ο1Ο2)=4m.  

 

Η εξίσωση ταλάντωσης των πηγών είναι: 

y= 5 ηµ2πt (y! cm, t ! s) 

i)   Να βρεθούν οι εξισώσεις των δύο κυµάτων που παράγονται θεωρώντας x=0 τη θέση της 

πηγής Ο1. 

ii)  Να σχεδιάστε στιγµιότυπα που να δείχνει την αποµάκρυνση των διαφόρων σηµείων του 

µέσου, σε συνάρτηση µε την θέση τους x, τις χρονικές στιγµές: 

α)   t1= 0,75s.  β)  t2= 1,25s και 

Απάντηση: 

i) Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε υ=λ·f και αφού  f=1Ηz, βρίσκουµε 

ότι λ=2m. 

 

Έτσι για το κύµα που ξεκινά από τη πηγή Ο1 έχουµε: 

y1= 5·ηµ2π(t- )
2

x
  (το y σε cm, x σε m, t σε s)   (1) 

Για το κύµα από τη πηγή Ο2 έχουµε ότι για να φτάσει σε ένα τυχαίο σηµείο Σ, στη θέση 

x, απαιτείται χρονικό διάστηµα t1= s
xd

2

4 −
=

υ
, οπότε η εξίσωση ταλάντωσης του τυ-

χαίου σηµείου θα είναι: 

)
2

4
(25)(25 12

x
ttty

−
−⋅=−⋅= πηµπηµ  ή 

)2
2

(252 −+⋅=
x

ty πηµ   (το y σε cm, x σε m, t σε s)  (2) 

ii) α) Μέχρι τη χρονική στιγµή t1 τα δύο κύµατα έχουν διαδοθεί κατά d=υt1=1,5m, συνεπώς 

το πρώτο κύµα έχει φτάσει µέχρι τη θέση x=1,5m, ενώ το δεύτερο µέχρι τη θέση x=4m-

1,5m=2,5m. 

Θέτοντας στην (1) t1=0,75s παίρνουµε: 



y1= 5·ηµ2π(t- )
2

x
 =5·ηµ(1,5π-πx) = -5·συνπx   για x≤1,5m 

Ενώ µε αντικατάσταση στην (2) έχουµε: 

)2
2

(252 −+⋅=
x

ty πηµ =5·ηµ(1,5π-πx-4π) = -5·συνπx  για 2,5 ≤ x ≤4m 

Έτσι η εικόνα του µέσου είναι αυτή του σχήµατος. 

 

β) Μέχρι τη χρονική στιγµή t2 τα δύο κύµατα έχουν διαδοθεί κατά d=υt2=2,5m, συνεπώς 

το πρώτο κύµα έχει φτάσει µέχρι τη θέση x=2,5m, ενώ το δεύτερο µέχρι τη θέση 

x=4m-2,5m=1,5m. 

Συνεπώς στην περιοχή 1,5m ≤ x ≤ 2,5m τα δύο κύµατα συµβάλουν και από την αρ-

χή της επαλληλίας παίρνουµε: 

y=y1+y2= 10·συν2π
2

2
222

2

2
22

−++−+−−−
x

t
x

t
x

t
x

t
πηµ  ή 

y= 10·συν2π(1-x/2)·ηµ2π(t-1)  ή 

y= 10·συν2π(1-x/2)·ηµ2π(t-1) 

και για t2=1,25s παίρνουµε: 

y= 10·συν2π(1-x/2)·ηµ2π(1,25-1)  ή 

y=10·συν(2π-πx)·ηµπ/2= 10·συνπx.   1,5 ≤ x ≤ 2,5 m 

Εξάλλου για την περιοχή  0 ≤ x ≤ 1,5m υπάρχει µόνο το πρώτο κύµα και από την εξί-

σωση (1) παίρνουµε: 

y1= 5·ηµ2π(t- )
2

x
 =5·ηµ(2,5π-πx)=5·συνπx      0 ≤ x ≤ 1,5m 

Ενώ στη περιοχή 2,5m ≤ x ≤ 4m έχει διαδοθεί το δεύτερο κύµα, οπότε: 

)2
2

(252 −+⋅=
x

ty πηµ =5·ηµ(2,5π-πx-4π)=5·συνπx      2,5m ≤ x ≤ 4m 

Με βάση τα παραπάνω η µορφή του µέσου η παρακάτω: 

 

 



Εξίσωση κύµατος  και φάσεις 

∆ίνεται ένα στιγµιότυπο ενός κύµατος που διαδίδεται προς τα δεξιά και η εξίσωση του οποίου 

είναι: 

y=0,2ηµ2π(t-x+3/4)  (S.Ι.) 

Τη στιγµή που ελήφθη το στιγµιότυπο η ταχύτητα του σηµείου Ο στη θέση x=0 είναι µηδενική. 

 

α) Να βρεθούν η περίοδος και το µήκος του κύµατος. 

β)   Ποια η φάση του σηµείου Ο την στιγµή αυτή; 

γ)  Σε ποια χρονική στιγµή αντιστοιχεί το παραπάνω στιγµιότυπο; 

Απάντηση: 

α) Η εξίσωση του κύµατος γράφεται: 

y=0,2ηµ2π(t-x+3/4) = )
4

3

11
(22,0 +−⋅

xt
πηµ  

Από όπου παίρνουµε Τ=1s και λ=1m 
β)  Το σηµείο Σ έχει φάση π και το σηµείο Ο έχει µεγαλύτερη φάση κατά π/2, συνεπώς έχει 

φάση 3π/2 rad 

β)  Το  σηµείο Σ που βρίσκεται στη θέση x=λ/4=0,25m έχει την στιγµή αυτή φάση φ=π. 

Οπότε: 

2π(t-0,25+0,75) = π → 

2(t+0,5) = 1→ 

2t + 1 = 1 → 

t=0. 
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Ποια η εξίσωση του στάσιµου κύµατος; 

Η ταχύτητα διάδοσης ενός κύµατος πάνω σε µια χορδή µε σταθερά άκρα µήκους L=3m, 

είναι υ=2m/s. Η χορδή διεγείρεται και πάνω της δηµιουργείται ένα στάσιµο κύµα µε 

πλάτος 0,2m. Τη χρονική στιγµή t=0 και αφού έχει δηµιουργηθεί το στάσιµο κύµα, ένα 

σηµείο Μ στη θέση x1=0,5m, βρίσκεται στη µέγιστη θετική αποµάκρυνσή του, ενώ τη 

στιγµή t1=1,5s βρίσκεται στη µέγιστη αρνητική αποµάκρυνσή του για δεύτερη φορά. 

Θεωρούµε x=0 το αριστερό άκρο της χορδής. 

i) Να βρεθεί η εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Μ 

ii) Ποια είναι η εξίσωση του στάσιµου κύµατος. 

iii) Να σχεδιάστε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος τη χρονική στιγµή t1=1,5s. 

iv) Να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης και η αποµάκρυνση ενός σηµείου Ν που βρί-

σκεται στη θέση x1=1,75m τη στιγµή t1. 

Απάντηση: 

i) Το χρονικό διάστηµα t1 που το σώµα βρίσκεται στην µέγιστη αρνητική αποµά-

κρυνσή του, αντιστοιχεί σε χρόνο t1=Τ + Τ/2. Συνεπώς t1= T
2

3
→ Τ=2t1/3=1s. 

Η εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Μ θα είναι: 

y= Α΄ηµ(ωt+φ0) και για t=0→ 

y= Α΄ηµ(0+φ0) → Α΄=Α΄ηµφ0 → ηµφ0=1 → φ0= π/2. 

Άρα y= 0,2·ηµ(2πt+ )
2

π
  (µονάδες στο S.Ι.) 

ii) Η εξίσωση του στάσιµου κύµατος που δίνει το σχολικό βιβλίο είναι: 

y= 2Α·συν(2πx/λ)·ηµ(2πt/Τ) 

Η παραπάνω εξίσωση δίνει στη θέση x=0 κοιλία, ενώ  στην περίπτωσή µας δη-

µιουργείται δεσµός, αφού η χορδή έχει σταθερά άκρα. 

Αφού υ=λf → λ=υ·Τ=2m και στη θέση x1=0,5m υπάρχει η πρώτη κοιλία, αφού 

x1=0,5m=λ/4. 

Έτσι η εξίσωση για το στάσιµο κύµα είναι: 

y= 2Α·συν(2π
λ

x
+θ)·ηµ(2π

T

t
+ )

2

π
 ή 

y= 0,2·συν(2π
2

x
+θ)·ηµ(2πt+ )

2

π
 



και για x=0 παίρνουµε: 

0=0,2·συν(0+θ)·ηµ(2πt+ )
2

π
 → 

 

Αναφερόµενοι τώρα στο σηµείο Μ για t=0 πρέπει y>0 → 

 

y= 0,2·συν(2π
2

5,0
+θ)·ηµ( )

2

π
>0 

συν( 0)
4

>+θ
π

 

Αλλά συν( 0)
24

<+
ππ

, ενώ συν( 0)
2

3

4
>+

ππ
, οπότε θ= 3π/2 και η εξίσωση του 

στάσιµου κύµατος γίνεται: 

y= 0,2·συν(2π
2

3

2

π
+
x

)·ηµ(2πt+ )
2

π
 ή 

y= 0,2·( ηµ(2π
2

x
)·συν2πt   ή 

y=  0,2· ηµ(πx)·συν(2πt)    (1) 

iii) Με αντικατάσταση στην (1) t1 =1,5s έχουµε: 

y=  0,2· ηµ(πx)·συν2π1,5 = -0,2·ηµπx 

και το ζητούµενο στιγµιότυπο είναι αυτό του παρακάτω σχήµατος. 

 

iv) Το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Ν στη θέση x=1,75m είναι: 

Α= |0,2ηµπx| = | 0,2 ηµ1,75π| =|0,2·ηµ
4

3π
| = 0,2· 31,0

2

3
= m 

Ενώ η αποµάκρυνσή του για t1=1,5s είναι: 

y=  0,2· ηµ(πx)·συν2πt =  0,2·ηµ(1,75π)·συν3π= -0,2·ηµ
4

3π
·(-1)=  0,1· 3  m. 
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Από το στιγµιότυπο κύµατος  σε ταλάντωση σηµείου. 

Στο παρακάτω σχήµα δίνονται δύο στιγµιότυπα ενός αρµονικού κύµατος, τα οποία διαφέρουν χρονικά κα-

τά ∆t=0,25s και για τα σηµεία δεξιά της θέσης x=0. 

Αν το σηµείο Γ του σχήµατος ξεκίνησε την ταλάντωσή του τη χρονική στιγµή t0=0, να βρεθούν: 

i)  Το µήκος και η περίοδος του κύµατος. 

ii) Η εξίσωση του κύµατος. 

iii) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο, ενός σηµείου Β, η φάση του οποίου υπο-

λείπεται κατά 7π/6 της φάσης του σηµείου Γ. 

iv) Να γίνει η γραφική παράσταση της επιτάχυνσης του σηµείου Β σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Απάντηση: 

i) Με βάση το δεύτερο διάγραµµα βλέπουµε ότι λ/2=1m ή λ=2m. Εξάλλου σε χρονικό διάστηµα 0,25s 

το σηµείο Γ µετακινήθηκε από τη θέση ισορροπίας του στη µέγιστη αποµάκρυνσή του, συνεπώς 

Τ/4=0,25s ή Τ=1s. 

ii)  Με βάση τα στιγµιότυπα βλέπουµε ότι το σηµείο στο οποίο φτάνει το κύµα, ξεκινά την ταλάντωσή 

του από τη θέση ισορροπίας κινούµενο προς τη θετική κατεύθυνση, συνεπώς δεν έχει αρχική φάση. 

Έτσι η εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Γ θα είναι: 

y=0,2·ηµωt = 0,2·ηµ2πt  µονάδες στο S.I. 

Η αντίστοιχη εξίσωση για ένα τυχαίο σηµείο, δεξιά του Γ, το οποίο βρίσκεται στη θέση x θα είναι: 

y= 0,2·ηµ2π(t-t1)  (1) 

όπου t1=
t 0,5

υ
−

, το χρονικό διάστηµα που χρειάζεται το κύµα για να φτάσει από το Γ στο τυχαίο 

σηµείο Σ και υ η ταχύτητα διάδοσης, υ=λf=2m. Συνεπώς η εξίσωση (1) γίνεται: 

y= 0,2·ηµ2π
x 0,5

t
υ
− − 

 
 =0,2·ηµ2π

x 1
t

2 4
 − + 
 

 

iii)  Για τη διαφορά φάσης µεταξύ των σηµείων Γ και Β όπου xB=x έχουµε: 

∆φ=φΓ-φΒ=2π(
0,5 1 x 1

t 2 t
2 4 2 4

π   − + − − +   
   

=-
2

π
+πx 

Αλλά ∆φ=7π/6,  οπότε: 
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-
2

π
+πx =

7

6

π
  ή x=

5
m

3
 

Άρα η αποµάκρυνση του σηµείου Β είναι: 

y= 0,2·ηµ2π
5 1 7

t 0,2 2 t
6 4 12

ηµ π   − + = ⋅ −   
   

 µονάδες στο S.I. και t ≥ 
7

s
12

. 

iv) Η εξίσωση της επιτάχυνσης του σηµείου Β είναι:  

α=-ω2y= - 4π2
·0,2·ηµ2π

7
t

12
 − 
 

  ή 

α=-8·ηµ2π
7

t
12

 − 
 

  µονάδες στο S.I. 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί: 

α=-8·ηµ(2πt-7π/6)=-8·ηµ(2πt+2π-7π/6)=-8·ηµ(2πt+5π/6) 

και η αντίστοιχη γραφική παράσταση είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

Σχόλιο: 

Προηγουµένως χρησιµοποιήσαµε την εξίσωση του κύµατος για να βρούµε την εξίσωση της αποµάκρυν-

σης του σηµείου Β. 

Υπάρχει βέβαια και πιο εύκολος τρόπος να το κάνουµε αυτό. 

Αφού γνωρίζουµε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Γ   y= 0,2·ηµ2πt και γνωρίζουµε τη δια-

φορά φάσης µεταξύ των σηµείων Γ και Β, η εξίσωση της αποµάκρυνσης του Β είναι: 

y= 0,2·ηµ
7 7

2 t 0,2 2 t
6 12

π
π ηµ π   − = ⋅ −   

   
 µονάδες στο S.I.  
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∆υο πηγές που δεν συγχρονίστηκαν. 

Στην επιφάνεια ενός υγρού ηρεµούν δυο πηγές κυµάτων Ο1 και Ο2, που µπορούν να εκτελέσουν κατακόρυ-

φες αρµονικές ταλαντώσεις πλάτους Α=0,2m µε συχνότητα f=1Ηz, οι οποίες απέχουν µεταξύ τους απόστα-

ση (Ο1Ο2)=4m. Κάποια στιγµή, έστω t=0, η πηγή Ο1 ξεκινά την ταλάντωσή της κινούµενη προς τα πάνω. Η 

πηγή Ο2 όµως καθυστερεί να ξεκινήσει την ταλάντωσή της κατά 0,5s, κινούµενη µε τον ίδιο τρόπο. Στην 

επιφάνεια του υγρού διαδίδονται έτσι δύο κύµατα, τα οποία δεχόµαστε ότι διατηρούν σταθερό πλάτος, µε 

ταχύτητα υ=2m/s. 

i)  Από ποιες εξισώσεις περιγράφονται τα κύµατα που δηµιουργούνται; 

ii)  Να βρεθεί το πλάτος ταλάντωσης ενός σηµείου Μ, το οποίο βρίσκεται στο µέσον του τµήµατος Ο1Ο2. 

iii) Ένα άλλο σηµείο Σ ταλαντώνεται µε πλάτος 0,4m, µετά την συµβολή των δύο κυµάτων. Να βρεθεί µια 

σχέση που συνδέει τις αποστάσεις r1 και r2 του σηµείου Σ από τις δύο πηγές. 

iv) Πόσες υπερβολές ενισχυτικής συµβολής σχηµατίζονται στην επιφάνεια του υγρού; 

Απάντηση: 

i) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης της πηγής Ο1 είναι της µορφής y=Α·ηµωt, ενώ το κύµα που δηµιουργεί 

έχει µήκος κύµατος m
f

2==
υ

λ . Έτσι η εξίσωση του διαδιδόµενου κύµατος είναι: 

( )1
1

1 22,0
2

22,0 rt
r

ty ππηµπηµ −⋅=






 −⋅=  µονάδες στο S.Ι. 

Εξάλλου η αντίστοιχη εξίσωση της αποµάκρυνσης της  δεύτερης πηγής, θα είναι της µορφής 

y=Α·ηµω(t-t1), όπου t1=0,5s η χρονική στιγµή που ξεκινά την ταλάντωσή της. Συνεπώς το κύµα που θα 

δηµιουργήσει θα έχει εξίσωση: 

( )πππηµπηµ −−⋅=






 −−⋅= 2
2

2 22,0
2

1

2
22,0 rt

r
ty  µονάδες στο S.Ι. 

ii)  Με βάση την αρχή της επαλληλίας, η αποµάκρυνση ενός σηµείου  εξαιτί-

ας και των δύο κυµάτων θα είναι: 

( ) ( )→−−⋅+−⋅=+= πππηµππηµ 2121 22,022,0 rtrtyyy  

→






 −−+−
⋅






 ++−−
⋅=

2

22

2

22
2,0 2121 πππππ

ηµ
πππππ

συν
rtrtrtrt

y  








 ++
−⋅







 +−
⋅=

4

1
22

4

1
24,0 2112 rr

t
rr

y ππηµπσυν  

Συνεπώς το πλάτος της ταλάντωσης µετά την συµβολή θα είναι: 








 +−
⋅=

4

1
24,0 12 rr

A πσυν  
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Οπότε το σηµείο Μ, όπου r1=r2=2m θα ταλαντώνεται µε πλάτος: 

0
2

4,0
4

1
24,0 12 =







⋅=






 +−
⋅=

π
συνπσυν

rr
AM  

∆ηλαδή µετά την συµβολή των δύο κυµάτων, το µέσον Μ του ευθύγραµµου τµήµατος Ο1Ο2 θα παρα-

µένει ακίνητο. 

iii)  Για τα σηµεία που ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος Α΄=0,4m θα ισχύει: 

→±=






 +−
→=







 +−
⋅ 1

4

1
24,0

4

1
24,0 1212 rrrr

πσυνπσυν  

→=+−→=






 +−
krrk

rr
21

4

1
2 12

12 ππ  

1212 −=− krr  µε k ϵΖ  (1) 

iv) Οι υπερβολές ενισχυτικής συµβολής, που θα δηµιουργηθούν στην επιφάνεια του υγρού,  θα περνούν 

και από το ευθύγραµµο τµήµα Ο1Ο2, συνεπώς αρκεί να βρούµε πόσα σηµεία του ευθυγράµµου τµήµα-

τος θα ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος. Έστω ένα τέτοιο σηµείο το οποίο απέχει κατά r1 από την πη-

γή Ο1 και r2 από την Ο2. Για να ταλαντώνεται µε µέγιστο πλάτος, θα πρέπει να ικανοποιείται η σχέση 

(1), οπότε: 

1212 −=− krr   ενώ mrr 412 =+  → 

5,14122 22 +=→+−= krkr  

Αλλά 0 ≤ r2 ≤ 4 → 5,25,145,10 ≤≤−→≤+≤ kk  

Άρα k= -1, 0,  1,  2  και αντίστοιχα r2=0,5m,  1,5m,  2,5m,  3,5m 

Στην επιφάνεια του υγρού, θα δηµιουργηθούν δηλαδή τέσσερις υπερβολές ενισχυτικής συµβολής, 

όπως φαίνονται στο παρακάτω σχήµα, µε κόκκινο  χρώµα, ενώ αντίθετα οι διακεκοµµένες µπλε 

γραµµές δείχνουν τα σηµεία απόσβεσης. 

 

Σχόλιο: 

1) Όταν µιλάµε για σύγχρονες πηγές, τα σηµεία της µεσοκαθέτου, ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος 2 Α. 
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Στο παραπάνω παράδειγµα, µια µικρή καθυστέρηση στην έναρξη ταλάντωσης της µιας πηγής είχε σαν 

αποτέλεσµα να µεταβληθούν τα πράγµατα και εκεί που θα περιµέναµε να έχουµε ενίσχυση να έχουµε 

απόσβεση και αντίστροφα. 

2) Αν προσέξουµε στο παραπάνω σχήµα, το ευθύγραµµο τµήµα Ο1Ο2, τέµνεται από 4 υπερβολές ενισχυτι-

κής συµβολής, σε τµήµατα απέχοντα 1m το ένα από το άλλο. Στο ενδιάµεσο, σε απόσταση 0,5m από την 

υπερβολή ενίσχυσης περνά και κάποια υπερβολή απόσβεσης. Αλλά τότε θα περίµενε κάποιος να περ-

νούν και δύο υπερβολές από τις θέσεις των πηγών. Στην πραγµατικότητα οι υπερβολές αυτές έχουν εκ-

φυλιστεί στις δύο ηµιευθείες που έχουν σχεδιαστεί δεξιά και αριστερά των πηγών.  

 

dmargaris@sch.gr 
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∆ύο τρέχοντα και ένα στάσιµο κύµα. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου που θεωρούµε ότι ταυτίζεται µε τον άξονα x, διαδίδονται δύο 

όµοια κύµατα πλάτους Α=0,1m, τα οποία διαδίδονται αντίθετα. Τη στιγµή t=0 το πρώτο κύµα φτάνει στο 

σηµείο Ο, στη θέση x=0, ενώ το δεύτερο απέχει κατά 1,5m από το Ο, όπως στο σχήµα. 

 

Αν το Ο θα φτάσει σε µέγιστη αποµάκρυνση για πρώτη φορά τη στιγµή t΄=0,25s, ζητούνται: 

i)  Να γράψετε τις εξισώσεις των δύο τρεχόντων κυµάτων. 

ii) Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος που θα προκύψει µετά την συµβολή των δύο παραπάνω 

κυµάτων. 

iii) Να βρείτε τη χρονική στιγµή t1=2s, πόσοι δεσµοί και σε ποιες θέσεις έχουν σχηµατισθεί. 

iv) Να κάνετε το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος και για την περιοχή που έχει σχηµατισθεί, τη στιγµή 

t1. 

Απάντηση: 

i) Το σηµείο Ο θα φτάσει σε µέγιστη αποµάκρυνση τη στιγµή t΄=Τ/4=0,25s, συνεπώς Τ=1s, ενώ µε βάση 

το σχήµα λ=2m, οπότε 
λ

υ 2m / s
T

= = . Έτσι το κύµα προς τα δεξιά θα έχει εξίσωση: 

1

t x x
y 0,1 ηµ2π 0,1 ηµ2π t

1 2 2
   = ⋅ − = ⋅ −   
   

 (S.Ι.) µε  x≤ 2t  (m) 

Εξάλλου το σηµείο στο οποίο φτάνει το κύµα προς τα αριστερά, αρχίζει την ταλάντωσή του ξεκινώ-

ντας από την θέση ισορροπίας και κινείται προς τα πάνω (όπου θεωρούµε θετικές τιµές της αποµά-

κρυνσης), οπότε θα έχει εξίσωση αποµάκρυνσης y 0,1 ηµ2πt= ⋅  (µονάδες στο S.Ι.). Όµως το κύµα 

αυτό, θα φτάσει σε ένα τυχαίο σηµείο, στη θέση x τη στιγµή 
1,5 x 1,5 x

t
υ 2

− −′′ = = , συνεπώς η εξί-

σωση της αποµάκρυνσης του τυχαίου αυτού σηµείου (και κατά συνέπεια η εξίσωση του κύµατος 

προς τα αριστερά) θα είναι: 

( )2

1,5 x
y 0,1 ηµ2π t t 0,1 ηµ2π t

2

− ′′= ⋅ − = ⋅ − → 
 

 

2

x 3
y 0,1 ηµ2π t

2 4
 = ⋅ + − 
 

(S.Ι.) µε  x ≥1,5- 2t  (m) 

ii) Με βάση την αρχή της επαλληλίας παίρνουµε: 

1 2

x x 3
y y y 0,1 ηµ2π t 0,1 ηµ2π t

2 2 4
   = + = ⋅ − + ⋅ + −   
   

→ 
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x 3 x x 3 x
t t t t

2 4 2 2 4 2y 0,2 συν2π ηµ2π
2 2

   + − − + + − + −   
= ⋅ ⋅   

   
   

 → 

x 3 3
y 0,2 συν2π ηµ2π t

2 8 8
   = ⋅ − ⋅ −   
   

 (µονάδες στο S.Ι.)  

Με πεδίο ορισµού t  ≥ 
d

υ
 όπου d=

1,5m
t

2
→ ≥ 0,375s και 1,5-2t ≤ x ≤ 2t 

iii) Τη στιγµή t1=2s έχει δηµιουργηθεί στάσιµο κύµα στην περιοχή: 

1,5-2t ≤ x ≤ 2t → -2,5m  ≤ x ≤ 4m  (1) 

∆εσµοί όµως είναι τα σηµεία για τα οποία 
x 3

0,2 συν2π 0
2 8

 ⋅ − = 
 

 → 

x 3 π
2π ( 2k 1)

2 8 2
 − = + 
 

 → 
1 3 5

x ( 2k 1) x k
2 4 4

= + + → = +  

Και µε βάση την (1)  
5

2,5 k 4
4

− ≤ + ≤  → 3,75 k 2,75− ≤ ≤  ή k=-3, -2, -1,  0, 1, 2 

Έχουν σχηµατιστεί δηλαδή 6 δεσµοί, στις θέσεις:  

5
x k x 1,75m,  -0,75m,  0,25m,   1,25m,   2,25m,  και 3,25m

4
= + → = −  

iv) Θέτοντας t=2s στην εξίσωση του στάσιµου 
x 3 3

y 0,2 συν2π ηµ2π t
2 8 8

   = ⋅ − ⋅ −   
   

 παίρνουµε: 

x 3 3 3π 3π
y 0,2 συν2π ηµ2π 2 0,2 συν πx ηµ 4π

2 8 8 4 4
       = ⋅ − ⋅ − = ⋅ − ⋅ −       
       

→ 

3π
y 0,1 2 συν πx

4
 = − ⋅ − 
 

 µε -1,5m  ≤ x ≤ 4m 

Και το  ζητούµενο στιγµιότυπο είναι το παρακάτω. 

 

Σχόλιο: 

Αξίζει να προσεχθεί ότι την στιγµή t1, οι κοιλίες δεν βρίσκονται σε µέγιστη αποµάκρυνση, όσο είναι, το 

πλάτος του στάσιµου, (0,2m).  

0,1 2
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Εξάλλου η κατάσταση είναι απολύτως συµµετρική  ως προς τη θέση x1=0,75m= 1,5/2  m και όχι προφανώς 

ως προς την αρχή Ο του άξονα. Θα µπορούσε κανείς να σκεφτεί, ότι τα δύο κύµατα πρωτοσυναντώνται στο 

σηµείο µε x1=0,75m, το οποίο  υποχρεώνουν να κινηθεί προς τα πάνω. Με άλλα λόγια στο σηµείο αυτό τα 

κύµατα συµβάλλουν σε φάση, οπότε δηµιουργείται κοιλία και από εκεί και πέρα η κατάσταση είναι απολύ-

τως συµµετρική, ως προ το σηµείο αυτό. 

Πρακτικά βέβαια κάποιος, θα µπορούσε και να βρει τις θέσεις των δεσµών, µόνο µε αυτήν την παρατήρηση, 

αφού οι δυο πρώτοι θα απείχαν από την παραπάνω θέση κατά λ/4=0,5m, οπότε θα έβρισκε τους δεσµούς 

στις θέσεις 0,25m και 1,25m.  

Στη συνέχεια προσθέτοντας λ/2 (η απόσταση δύο διαδοχικών δεσµών) να προσδιόριζε και τις θέσεις των 

υπολοίπων, στην περιοχή βέβαια που θα έχει υπάρξει συµβολή (-2,5m  ≤ x ≤ 4m ) 

dmargaris@sch.gr 
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∆ύο τρέχοντα κύµατα και η συµβολή τους. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου, διαδίδονται δύο εγκάρσια κύµατα µε αντίθετες κατευθύνσεις. 

Τα κύµατα φτάνουν τη στιγµή t=0, σε ένα σηµείο του µέσου Σ, στη θέση xΣ=4m. Το σηµείο αυτό εξαιτίας 

κάθε κύµατος ξεκινά να ταλαντώνεται µε εξίσωση y=0,2·ηµπt  (S.Ι.). Αν η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων 

είναι υ=2m/s, ζητούνται: 

i)   Η περίοδος και το µήκος κύµατος κάθε κύµατος. 

ii)  Να βρεθούν οι εξισώσεις των δύο κυµάτων. 

iii) Να βρεθεί η εξίσωση του στάσιµου που προκύπτει από την συµβολή των δύο παραπάνω κυµάτων. 

iv) Πόσοι δεσµοί έχουν σχηµατιστεί πάνω στο µέσο τη χρονική στιγµή t1=1,5s; 

v)  Να σχεδιάστε τη µορφή του µέσου την στιγµή t1. 

vi) ∆ύο υλικά σηµεία Μ και Ν βρίσκονται δεξιά και αριστερά της θέσης x=7m και έχουν ίσες αποµακρύν-

σεις, από τη θέση ισορροπίας τους. Το σηµείο Μ είναι το πλησιέστερο στη θέση x=7m σηµείο µε την 

παραπάνω ιδιότητα. Ποιο υλικό σηµείο τη στιγµή t1 έχει: 

α) Μεγαλύτερη ταχύτητα ταλάντωσης. 

β) Μεγαλύτερη ενέργεια ταλάντωσης. 

Απάντηση: 

i) Από την εξίσωση y=0,2·ηµπt   προκύπτει ότι ω=π ή Τ= ss 2
2

=
π
π

, αλλά τότε λ=υΤ=4m. 

ii)  Έστω ένα τυχαίο σηµείο Ρ στη θέση x, όπως στο σχήµα. Η ε-

ξίσωση αποµάκρυνσης της ταλάντωσης του Ρ εξαιτίας του 

κύµατος που διαδίδεται προς τα δεξιά, θα έχει τη  ίδια µορφή 

µε την αντίστοιχη εξίσωση του Σ, µε µόνη διαφορά ότι θα καθυστερήσει να ταλαντώνεται κατά 

2

4
1

−
==

xd
t

υ
. Έτσι η εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται προς τα δεξιά θα είναι: 

( ) 







+−⋅=







 −
−⋅=−⋅= 1

42
22,0

2

4
2,02,0 11

xtx
ttty πηµηµπηµπ   (S.Ι.)  (1) 

Η µόνη διαφορά για το κύµα που διαδίδεται προς τ’ αριστερά, όσον αφορά την ταλάντωση του σηµείου 

Ρ, είναι ότι έχει αρχίσει να ταλαντώνεται πριν το Σ, κατά  
2

4
1

−
==

xd
t

υ
, οπότε η εξίσωση για το κύµα 

προς τ’ αριστερά θα είναι: 

( ) 







−+⋅=







 −
+⋅=+⋅= 1

42
22,0

2

4
2,02,0 12

xtx
ttty πηµηµπηµπ  (S.Ι.)  (2) 

iii)  Εφαρµόζοντας την αρχή της επαλληλίας για την συµβολή των δυο κυµάτων βρίσκουµε: 

→














 −++






 +−=+= 1
42

21
42

22,021

xtxt
yyy πηµπηµ  

Ο Σ

x0 4

P

x

y y
21
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t
x

y
tx

y ηµπσυνππηµπσυν ⋅⋅=→⋅







−⋅=

2
4,0    

2
2

4
124,0   (S.Ι.)  (3) 

iv) Μέχρι τη στιγµή t1 κάθε κύµα έχει διατρέξει απόσταση s=υ·t1=3m, συνεπώς έχει σχηµατισθεί στάσιµο 

στην περιοχή xΣ-s ≤ x ≤ xΣ+s  ή 1m ≤ x ≤ 7m. 

∆εσµοί υπάρχουν στις θέσεις όπου 0
2

4,0 =⋅
xπ

συν  ή 
2

)12(
2

  0
2

πππ
συν +=→= k

xx
 ή x=2k+1 

Αλλά τότε:  1≤ 2k+1 ≤ 7 → 0 ≤ k ≤3. Άρα k= 0 , 1,  2, 3,  συνεπώς έχουν σχηµατισθεί 4 δεσµοί. 

v) Πάνω στο ελαστικό µέσον έχουν οριστεί, µε βάση τα παραπάνω τρεις περιοχές: 

  Α) x<1m. Στην περιοχή αυτή διαδίδεται µόνο το κύµα προς τα δεξιά, συνεπώς από την (1) για t=1,5s 

έχουµε:  

( ) xx
xxt

y συνπππηµπηµπηµ ⋅−=−⋅=







+−⋅=








+−⋅= 2,05,32,01

22

5,1
22,01

42
22,01  

Β)  Για την περιοχή 1m ≤ x ≤ 7m έχουµε µε αντικατάσταση στην (3) παίρνουµε: 

2
4,0

2

3

2
4,0

2
4,0 

xx
t

x
y

π
συν

π
ηµ

π
συνηµπσυνπ ⋅−=⋅=⋅⋅=  

Γ) Για x>7m, αντικαθιστώντας t=1,5s στην εξίσωση (2) θα έχουµε: 

xx
xxt

y συνππ
π

ηµπηµπηµ ⋅−=







+−⋅=








−+⋅=








−+⋅= 2,0

2
2,01

22

5,1
22,01

42
22,02  

Με βάση τα παραπάνω ευρήµατα η µορφή του µέσου, είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος. 

 

vi) Στο παραπάνω στιγµιότυπο έχουν σηµειωθεί δύο τέτοια σηµεία Μ και Ν.  

α)  Η ταχύτητα του υλικού σηµείου Ν είναι µηδενική. Όλα τα σηµεία µεταξύ 1m και 7m, τη στιγµή 

t=1,5s βρίσκονται στην ακραία θέση της ταλάντωσής τους. Αντίθετα το σηµείο Μ έχει κατακόρυφη 

ταχύτητα µε φορά προς τα πάνω. 

β)  Αν y1 η αποµάκρυνση των δύο υλικών σηµείων τη στιγµή αυτή, τότε: 

ΕΝ= ½ DΑ2= ½ mω2·y1
2  ενώ 

ΕΜ= ½ Dy1
2+ ½ mυΜ

2 = ½ mω2·y1
2 + ½ mυΜ

2 = ΕΝ + ½ mυΜ
2
 

Συνεπώς το Μ έχει µεγαλύτερη ενέργεια ταλάντωσης. 

 

Σχόλιο: 
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Αν το υλικό σηµείο Μ βρίσκεται σε θέση πλάτους, τότε προφανώς θα είχε µηδενική ταχύτητα και ενέργεια 

ταλάντωσης: 

ΕΜ= ½ DΑ2= ½ mω2·Α2 

Θα είχε δηλαδή τότε και την ίδια ενέργεια µε το σηµείο Ν. 

dmargaris@sch.gr 

 




