




Αρµονικό κύµα και ταλάντωση. 

Σε γραµµικό ελαστικό µέσο που ταυτίζεται µε το θετικό ηµιάξονα Οx, διαδίδεται εγκάρσιο αρ-

µονικό κύµα προς τη θετική κατεύθυνση του άξονα. H  πηγή του κύµατος, που βρίσκεται στο 

αριστερό άκρο Ο του ελαστικού µέσου, την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην Θ.Ι. κινούµενη 

µε u>0 και ταλαντώνεται µε πλάτος 10cm. Τα κύµατα που παράγει έχουν συχνότητα 20 Hz, 

ενώ η απόσταση µεταξύ των θέσεων ισορροπίας δύο υλικών σηµείων του µέσου που οι ταλα-

ντώσεις τους έχουν διαφορά φάσης 2π rad ισούται µε 0.2m. 

α.  Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος και την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος. 

β.  Να γράψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται στον θετικό ηµιάξονα Οx. 

γ.  Να παραστήσετε γραφικά τη φάση των σηµείων του µέσου σε συνάρτηση µε την απόστα-

ση x από την πηγή Ο την χρονική στιγµή 1s.  

Σε απόσταση 6m από το Ο βρίσκεται ένα υλικό σηµείο Σ µάζας 10gr που είναι δεµένο στο άκρο 

κατακόρυφου ελατηρίου όπως  φαίνεται στο σχήµα. 

Ο x
m

kℓ
0

Σ
 

δ.  Να βρείτε ποια χρονική στιγµή ξεκινά να ταλαντώνεται και ποια είναι η σταθερά του ελα-

τηρίου ώστε το   σύστηµα  ελατηρίου-µάζας να ταλαντώνεται σε συντονισµό µε την πηγή 

Ο. 

ε.  Να βρείτε το πλάτος του διαµήκους κύµατος, που διαδίδεται στο ελατήριο, θεωρώντας ότι 

η ενέργεια που µεταφέρει το αρχικό κύµα, συνεχίζει να διαδίδεται πλέον κατά µήκος του 

ελατηρίου. 

 

∆ίνεται : π²=10. 

 

Απάντηση. 

 

α. Σύµφωνα µε την εκφώνηση επειδή η απόσταση µεταξύ των θέσεων ισορροπίας δύο υλικών 

σηµείων του µέσου που οι ταλαντώσεις τους έχουν διαφορά φάσης 2π rad ισούται µε 0.2m  θα 

ισχύει: 

∆φ = 2π∆x/λ → 2π =2π 0.2/λ → λ=0.2m 

Από την εξίσωση της κυµατικής έχουµε: u=λ· f = 0.2·20= 4m/s 

β. Επειδή η πηγή Ο την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην Θ.Ι. κινούµενη µε u>0 ταλαντώνε-



ται χωρίς αρχική φάση και η εξίσωση ταλάντωσης της θα είναι : 

y=Aηµωt = 0.1ηµ40πt (S.I.) (1) 

ενώ η εξίσωση του διαδιδόµενου κύµατος στον θετικό ηµιάξονα θα είναι : 

y= Aηµ2π(t/T – x/λ) =0.1ηµ2π(20t – 5x) (S.I.) (2) 

γ. Η εξίσωση της φάσης του κύµατος είναι : 

φ=2π(20t – 5x) και για t=1s θα είναι : 

φ=40π – 10πx (S.I.)  µε 40π – 10πx ≥ 0 → x ≤ 4m 

 

 

δ. Το υλικό σηµείο Σ ξεκινά να ταλαντώνεται την χρονική στιγµή που φτάνει το κύµα σε αυτό, 

δηλαδή :  

xΣ = u·t → t = 1.5s. 

Για να έχουµε συντονισµό µεταξύ συστήµατος ελατήριο –µάζα και πηγής, θα πρέπει η ιδιόσυ-

χνότητα του συστήµατος να είναι ίση µε την συχνότητα του κύµατος, δηλαδή: 

fo= f → 
2 2 2
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ε. Στο ελατήριο διαδίδεται ένα διαµηκές κύµα συχνότητας 20 Hz και πλάτους Α΄. 

Για τη µάζα m ως τµήµα της χορδής θα ισχύει : 

2 2

.1

1

2
E mµηχ ω= Α (3) 

Για τη µάζα m στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου θα ισχύει: 

2 2

.2

1

2
E m ΄µηχ οω= Α (4) 

Θα είναι όµως : Eµηχ.1 = Eµηχ.2 → 
2 21

2
mω Α =  

2 21

2
m ΄οω Α  και επειδή ω=ωο θα είναι τελικά : 

A= A΄ =10cm. 
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Αρχική φάση κύµατος. 

Ένα αρµονικό κύµα διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση µε ταχύτητα υ=2m/s και για t=0 

το σηµείο Ο στη θέση x=0 βρίσκεται για πρώτη φορά στην µέγιστη θετική αποµάκρυν-

σή του. ∆ίνεται το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Ο, Α=0,3m και η περίοδός του 

Τ=2s. 

i) Βρείτε την εξίσωση του κύµατος  

ii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης των διαφόρων σηµείων του µέσου 

σε συνάρτηση µε την απόστασή τους από την πηγή τη χρονική στιγµή t1=2,5s. 

iii) Να δώσετε το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή t1. 

Λύση 

Αφού το σηµείο Ο για t=0 δεν βρίσκεται στη θέση ισορροπίας, έχει αρχική φάση µε 

αποτέλεσµα η εξίσωση  της αποµάκρυνσης να είναι  y= Αηµ(ωt+φ0)  (1) όπου Α=0,3m, 

ω=π rad/s, ενώ αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1) t=0, παίρνουµε: 

 

i) Για το σηµείο Ο λοιπόν ισχύει  y= 0,3 ηµ(πt+ 0
π
2
 ).  (2)    

Από την εξίσωση υ=λf ! λ=υΤ= 4m.   

Για ένα τυχαίο σηµείο Σ που βρίσκεται σε απόσταση x από το Ο, επειδή το κύµα 

καθυστερεί να φτάσει, ο χρόνος ταλάντωσης θα είναι t-t1= t-0
x
υ
 , οπότε µε αντικα-

τάσταση στην εξίσωση (2) θα έχουµε:    

y= 0,3 ηµ[π (t-0
x
υ
 )+ 0

π
2
 ] = 0,3 ηµ(πt – π 0

x
2
 +  0

π
2
 ) = 0,3 ηµ 2π( 0

t
2
 – 0
x
4
 + 0
1
4
 )  (3) 

ii) Από την εξίσωση (3) η φάση είναι  φ= 2π( 0
t
2
 – 0
x
4
 + 0
1
4
 ) και για 

t=2,5s έχουµε:  

φ= 2,5π – 2π  0
x
4
 + 2π 0

1
4
 = 3π- π 0

x
2
 . 

 Για x=0 η παραπάνω σχέση δίνει φ=3π, ενώ αν θέσουµε φ=0 

 ! x=6m. Οπότε η ζητούµενη γραφική παράσταση φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

iii) Παίρνοντας την εξίσωση του κύµατος  (3) και αντικαθιστώντας t=2,5s παίρνου-

                                                         φ0=2κπ+ =→ =

0
2

φ
π 0κ

1
π
2
  . 

+Α= Αηµφ0 ! ηµφ0=1   !            ή 

                                                   φ0= 2κπ+π- 0
π
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   %
   κ=0  

    φ0=  0
π
2
 . 

 



µε:  

y = 0,3 ηµ 2π( 0
t
2
 – 0
x
4
 + 0
1
4
 ) = 0,3 ηµ 2π( 1,25 – 0

x
4
 + 0
1
4
 ) 

y = =0,3 ηµ(2,5π – π 0
x
2
 +0,5 π) ! 

y =0,3 ηµ(3π - π 0
x
2
 ) =0,3 ηµ( π- π 0

x
2
 ) =0,3 ηµ (π 0

x
2
 ).  

Το ερώτηµα που τίθεται είναι µέχρι ποια τιµή του x θα σχεδιάσουµε το στιγµιό-

τυπο;  

Το κύµα έχει διαδοθεί σε απόσταση  ∆x=υt =5m.  

Όµως στο ερώτηµα β) βρήκαµε από τη µελέτη της φάσης x=6m.  

Ποια είναι η σωστή απάντηση;  

Το κύµα έχει διαδοθεί κατά ∆x=5m ξεκινώντας όµως από τη θέση x1=1m, γιατί 

ήδη για t=0 υπάρχει διαταραχή ίση µε 0
λ
4
 , βλέπε στο σχήµα. 
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∆ιάγραµµα φάσης. 

 

Στο διάγραµµα δίνεται η φάση ενός ηµιτονοειδούς κύµατος 

πλάτους 0,1m σε συνάρτηση µε την απόσταση από την πηγή τη 

χρονική στιγµη t1= 1,5s. Η πηγή βρίσκεται στη θέση x=0. 

Ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λάθος: 

1) Τη στιγµή t1 η πηγή έχει εκτελέσει 2 ταλαντώσεις. 

2) Το σηµείο Σ στη θέση x1= 0,6m τη στιγµή t1 βρίσκεται στη θέση ισορροπίας. 

3) Η ταχύτητα του κύµατος είναι ίση µε υ=0,4m/s. 

4) Η πηγή τη στιγµή t1 περνά από τη θέση ισορροπίας και κινείται προς την θετική κα-

τεύθυνση. 

5) Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης κάθε σηµείου του µέσου έχει µέτρο 0,614m/s. 

Απάντηση: 

Τη στιγµή t1 το κύµα έχει φτάσει στη θέση x1=0,6m, οπότε η ταχύτητα του κύµατος εί-

ναι υ= sm
t

x
/4,0

5,1

6,0
==  

Στο σηµείο που έχει φτάσει το κύµα (σηµείο Σ) έχει φάση π δηλαδή αρχίζει την ταλά-

ντωσή του από τη θέση ισορροπίας κονούµενο προς την αρνητική κατεύθυνση, συνε-

πώς η διαφορά φάσης µεταξύ της πηγής και του Σ είναι 4π-π=3π, πράγµα που σηµαίνει 

ότι η πηγή, στη θέση x=0 έχει εκτελέσει 1,5 ταλάντωση τη στιγµή t1. 

Μέσα σε χρόνο 1,5 s η πηγή εκτέλεσε 1,5 ταλάντωση, άρα η περίοδος είναι 

Τ= s
N

t
1

5,1

5,1
==  και η πηγή βρίσκεται στη θέση ισορροπίας µε φορά κίνησης προς τα 

πάνω. Σηµειώνεται ότι η αρχική φάση της πηγής είναι επίσης φ0=π. 

Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης είναι υmax=ω·Α= 2π·0,1 m/s= 0,628m/s. 

Έτσι οι απαντήσεις είναι: 

1) Τη στιγµή t1 η πηγή έχει εκτελέσει 2 ταλαντώσεις. Λ 

2) Το σηµείο Σ στη θέση x1= 0,6m τη στιγµή t1 βρίσκεται στη θέση ισορροπίας. Σ. 

3) Η ταχύτητα του κύµατος είναι ίση µε υ=0,4m/s. Σ. 



4) Η πηγή τη στιγµή t1 περνά από τη θέση ισορροπίας και κινείται προς την θετική κα-

τεύθυνση. Σ 

5) Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης κάθε σηµείου του µέσου έχει µέτρο 0,614m/s. Σ. 
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∆ιάδοση και συµβολή δύο παλµών. 

Κατά  µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου διαδίδονται µε αντίθετη κατεύθυνση δυο αρµονικοί παλµοί 

πλάτους Α=0,2m µε ταχύτητα 1m/s και κάποια στιγµή που θεωρούµε t=0, απέχουν κατά 3m, ενώ η εικόνα 

του µέσου, είναι αυτή του παρακάτω σχήµατος.  

 

i)  Λαµβάνοντας την θέση Γ σαν αρχή του άξονα (x=0) να βρείτε τις εξισώσεις y=f(t,x) που περιγράφουν 

τους παραπάνω παλµούς. 

ii)  Να γράψετε την εξίσωση y=f(t,x) για το αποτέλεσµα της συµβολής των παραπάνω παλµών. 

iii) Να σχεδιάστε τη µορφή του µέσου τη χρονική στιγµή t1=2s. Σε δύο παράλληλα σχήµατα, να σχεδιάστε 

επίσης τη µορφή του µέσου, αν: 

α) Στο µέσον διαδιδόταν µόνο η κυµατοµορφή που διαδίδεται προς τα δεξιά 

β) Στο µέσον διαδιδόταν µόνο η άλλη κυµατοµορφή. 

iv) Να υπολογιστούν την παραπάνω χρονική στιγµή, οι ταχύτητες ταλάντωσης τριών σηµείων του µέσου, 

Κ, Λ και Μ, στις θέσεις x1=1m,  x2=1,5m και x3=2m αντίστοιχα. 

Απάντηση: 

i) Από την εξίσωση του κύµατος, µε δεδοµένο ότι λ=2m , βρίσκουµε HzHzff 5,0
2

1
===→=

λ
υ

λυ

ή Τ=2s, συνεπώς η εξίσωση που περιγράφει την κυµατοµορφή που διαδίδεται προς τα δεξιά, θα είναι 

της µορφής: 








 −⋅=






 −⋅=
22

22,021

xtx

T

t
Ay πηµ

λ
πηµ    (S.I.)   (1) 

µε t ≥ 0 και υt-λ/2 ≤ x ≤ υt ή t-1≤ x ≤ t  

 

Εξάλλου το σηµείο ∆ ξεκινά την ταλάντωσή του προς τα κάτω (αρνητική κατεύθυνση) συνεπώς η ε-

ξίσωση της αποµάκρυνσής του είναι 






 +⋅=∆ ππηµ
T

t
Ay 2  και θα λειτουργήσει σαν πηγή της κυ-

1m

B Γ ∆ E

1m
3m
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µατοµορφής που  διαδίδεται προς τα αριστερά. Συνεπώς για ένα τυχαίο σηµείο Μ που βρίσκεται στη 

θέση x (αριστερά του ∆) η εξίσωση της αποµάκρυνσής του θα είναι: 

( )( ) 







+






 −
−⋅=+−⋅= π

υ
ωηµπωηµ

x
tttAy

3
2,012  ή 

→







+






 −+⋅= ππηµ
2

3

22
22,02

xt
y  








 −+⋅= 1
22

22,02

xt
y πηµ     (S.I.)    (2) 

 µε t ≥ 0 και 3-υt ≤ x ≤ 4- υt ή 3-t ≤ x ≤ 4-t  

ii) Με βάση την αρχή της επαλληλίας έχουµε: 

→






 −+⋅+






 −⋅=+= 1
22

22,0
22

22,021

xtxt
yyy πηµπηµ  

→
−++−

⋅
+−−−

⋅⋅=
2

1
22222

2

1
222222,02

xtxtxtxt

y πηµπσυν  








 −⋅
−

⋅=
2

1

2
2

2

1
24,0

tx
y πηµπσυν   (S.Ι.)  (3) 

µε 1,5s ≤ t ≤ 2,5s ενώ το x παίρνει τιµές που ανήκουν στην τοµή των περιοχών: t-1≤ x ≤ t και 3-t ≤ x ≤ 4-t 

iii) Με αντικατάσταση στις σχέσεις (1), (2) και (3) παίρνουµε: 

x
x

y ηµππηµ ⋅−=






 −⋅= 2,0
22

2
22,01  µε t-1≤ x ≤ t ή 1m≤ x ≤2m 

x
x

y ηµππηµ ⋅=






 −+⋅= 2,01
22

2
22,02   µε 3-t ≤ x ≤ 4-t ή 1m≤ x ≤2m 

0
2

1

2

2
2

2

1
24,0 =







 −⋅
−

⋅= πηµπσυν
x

y  µε 1m≤ x ≤ 2m 

Στο διπλανό σχήµα εµφανίζονται οι αντίστοιχες γραφι-

κές παραστάσεις. Μπορούµε να δούµε ότι οι δύο παλµοί 

βρίσκονται στην ίδια περιοχή του χώρου και από την 

συµβολή τους, προκύπτει απόσβεση, αφού οι δύο παλ-

µοί έχουν αντίθετες αποµακρύνσεις, σε κάθε θέση. 

iv) Για το σηµείο Κ έχουµε: 

→






 −⋅
−

⋅=
2

1

2
2

2

11
24,0

t
y πηµπσυν  
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→
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2
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ππσυνπυ ⋅−=






⋅⋅= 4,0
2

1
24,0  m/s 

Για το σηµείο Λ: 

0
2

1

2
2

2

15,1
24,0 =







 −⋅
−

⋅=
t

y πηµπσυν  για κάθε t, οπότε και υ=0. 

Για το σηµείο Μ: 

( ) ( )tt
t

y πηµππηµπηµπσυν ⋅=−⋅−=






 −⋅
−

⋅= 4,04,0
2

1

2
2

2

12
24,0 → 

( ) ππσυνπυ ⋅+=⋅⋅= 4,04,0 t   m/s 

 

Σχόλια: 

Η παραπάνω ανάλυση στηρίχθηκε στην λογική ότι στο µέσον διαδίδονται δύο κύµατα, όπου η διάδοση του 

ενός δεν επηρεάζει την διάδοση του άλλου. Έτσι το αποτέλεσµα της συµβολής, προέκυψε µε βάση την αρχή 

της επαλληλίας, από όπου βρήκαµε την εξίσωση (3), µια εξίσωση στάσιµου κύµατος. Σε αυτό το «στάσιµο» 

το σηµείο Λ, στη θέση x=1,5m, στο οποίο συναντώνται τα δύο κύµατα, αντιστοιχεί σε δεσµό του στάσιµου, 

ενώ τα σηµεία Κ και Μ σε κοιλίες! 

Είναι έτσι; 

Ας πάρουµε τη στιγµή που συναντώνται τα δύο κύµατα στο Λ. Με βάση το σχήµα: 

 

Το σηµείο Λ παραµένει συνεχώς ακίνητο, οπότε εκεί ανακλώνται τα δύο κύµατα, µε τον ίδιο τρόπο, που θα 

είχαµε ανάκλαση σε έναν τοίχο, µε µεταβολή στη φάση κατά π. 

Το ίδιο βέβαια συµβαίνει και κατά την συνάντηση δύο αντιθέτως κινουµένων κυµάτων. Αν στο σηµείο συ-

νάντησης τα δυο κύµατα συµβάλουν σε φάση, τότε στο σηµείο αυτό έχουµε ενίσχυση, ενώ αντίθετα αν τα 

κύµατα φτάνουν σε αντίθεση φάσης, τότε το σηµείο αυτό θα παραµένει ακίνητο και τα δύο κύµατα ανακλώ-

νται στο σηµείο αυτό. ∆είτε το παρακάτω σχήµα: 
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Ένα κύµα και η ταλάντωση σηµείου. 

Στο άκρο Ο ενός οριζόντιου γραµµικού ελαστικού µέσου, υπάρχει µια πηγή κύµατος, η οποία αρχίζει να 

ταλαντώνεται αρµονικά, σε κατακόρυφη διεύθυνση, κινούµενη αρχικά προς την θετική κατεύθυνση (προς τα 

πάνω), τη στιγµή t0=0. Το πλάτος ταλάντωσης της πηγής είναι 0,2m και η συχνότητά της 1Ηz. Η διάρκεια 

της ταλάντωσης της πηγής είναι ∆t=2,5s. Το παραγόµενο κύµα φτάνει σε ένα σηµείο Σ του µέσου, το οποίο 

απέχει 2,5m από το άκρο Ο, τη στιγµή t1=1,25s. 

i)  Να βρεθεί η εξίσωση του κύµατος, θεωρώντας αρχή του άξονα (x=0) το άκρο Ο. 

ii) Να σχεδιάστε στιγµιότυπα του κύµατος τις χρονικές στιγµές: 

α) t2=1,75s και  β) t3=4s. 

iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης του σηµείου Σ, σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Απάντηση: 

i) Αφού η πηγή ξεκινά την ταλάντωσή της τη στιγµή t=0, κινούµενη προς την θετική κατεύθυνση, η α-

ποµάκρυνσή της είναι της µορφής y=Α·ηµωt ή y=0,2·ηµ2πt (S.Ι.).  

Εξάλλου η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι ίση µε sm
s

m

t

O

t

d
/2

25,1

5,2)(
==

∆
Σ

==υ . 

Αλλά υ=λ·f → m
f

2==
υ

λ , οπότε η εξίσωση του κύµατος είναι: 

(S.I.)    
2

22,0 







−⋅=

x
ty πηµ   (1) 

ii)  Αντικαθιστώντας στην εξίσωση του κύµατος τις χρονικές στιγµές που µας δίνονται έχουµε: 

α) ( ) (2) 5,32,0 
2

75,122,0 
2

22,0 x
xx

ty ππηµπηµπηµ −⋅=







−⋅=








−⋅=  ή 

)(-0,2 xy πσυν⋅=  

ενώ το πεδίο ορισµού της σχέσης (2) βρίσκεται αν σκεφτούµε ότι σε κάθε σηµείο στο οποίο έχει φτά-

σει το κύµα, θα πρέπει να έχει φάση φ≥0 ή 3,5π-πx ≥0 ή x≤3,5m, οπότε το ζητούµενο στιγµιότυπο εί-

ναι: 

 

β) ( ) (3) 82,0 
2

422,0 
2

22,0 x
xx

ty ππηµπηµπηµ −⋅=







−⋅=








−⋅= ή 

xy ηµπ⋅−= 2,0  
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Με την ίδια, όπως παραπάνω λογική, το κύµα έχει φτάσει στη θέση: φ≥0 ή 8π-πx ≥0 ή x≤8m. Αλλά σε 

χρονικό διάστηµα 2,5s που ταλαντώθηκε η πηγή, έκανε 2,5 ταλαντώσεις και δηµιούργησε κύµα σε µια 

περιοχή  2,5λ=5m, οπότε η περιοχή που ταλαντώνεται είναι αυτή που ικανοποιεί την σχέση: 

3m ≤ x ≤ 8m 

Και η εικόνα του µέσου είναι η παρακάτω: 

 

iii)  Θέτοντας στην εξίσωση του κύµατος x=2,5m παίρνουµε: 

( ) (4)   5,222,0
2

5,2
22,0

2
22,0 ππηµπηµπηµ −⋅=








−⋅=








−⋅= tt

x
ty  ή 

( )  22,0 ty πσυν⋅−=  

Με βάση τα δεδοµένα το σηµείο αρχίζει την ταλάντωσή του τη στιγµή 1,25s και θα ταλαντωθεί µέχρι 

τη στιγµή t΄=1,25s+2,5s=3,75s, όπου και θα ακινητοποιηθεί και η ζητούµενη γραφική παράσταση εί-

ναι η παρακάτω. 

 

Σχόλια: 

Προηγούµενα χρησιµοποιήσαµε τη φάση για να βρούµε µέχρι που θα χαράξουµε τις γραφικές παραστάσεις. 

Θα µπορούσαµε εναλλακτικά να σκεφτούµε την απόσταση που έχει διανύσει το κύµα στο χρονικό διάστηµα 

που µας αφορά. Έτσι: 

1) Τη στιγµή t2=1,75s το κύµα έχει φτάσει µέχρι τη θέση x1=υ·t2=2·1,75m=3,5m, ενώ η πηγή συνεχίζει να 

ταλαντώνεται, συνεπώς υπάρχει διαταραχή στις θέσεις 0 ≤ x ≤ 3,5m. 

2) Τη στιγµή t3=4s το κύµα έχει φτάσει µέχρι τη θέση x2=υ·t3=2·4m=8m, ενώ η πηγή έχει στο µεταξύ στα-

µατήσει να ταλαντώνεται και το «τέλος» του κύµατος έχει µετακινηθεί κατά x3=υ·(t3-∆t)=2·1,5m=3m. 

Συνεπώς διαταραχή έχουµε στην περιοχή 3m ≤ x ≤ 8m 

dmargaris@sch.gr 
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Ένα κύµα , το  στιγµιότυπο και άλλα.. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου και από τα αριστερά προς τα δεξιά διαδίδεται 

ένα κύµα µε ταχύτητα υ=48cm/s. Η µορφή του µέσου τη χρονική στιγµή t=0 φαίνεται στο πα-

ρακάτω σχήµα. 

2

-10

0,0 14 x

y (cm)

(cm)

 

i)     Να βρεθεί η εξίσωση του κύµατος. 

ii)   Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης των διαφόρων σηµείων του µέσου µε x>0 

τη χρονική στιγµή t1=0,75s. 

iii) Ένα σηµείο Μ βρίσκεται στη θέση x1=0,5m. Να βρείτε την επιτάχυνση ταλάντωσης του 

σηµείου Μ σε συνάρτηση µε το χρόνο και να κάνετε τη γραφική της παράσταση. π2
≈10. 

Απάντηση: 

i) Τη στιγµή που δόθηκε το στιγµιότυπο, για t=0, το κύµα έχει φτάσει στο σηµείο Σ, το 

οποίο ξεκινά την ταλάντωσή του από τη θέση ισορροπίας µε φορά προς τα πάνω, συνε-

πώς έχει φάση αποµάκρυνσης µηδέν. 

2

-10

14 x

y (cm)

(cm)
ΜΣ

O

0,0

 

Αλλά µε βάση το σχήµα λ/2=12cm ή λ=24cm και αφού υ=λ·f θα έχουµε: 

Hz
cm

scm
f 2

24

/48
===

λ

υ
 

Έτσι η εξίσωση της αποµάκρυνσής του δίνεται από την εξίσωση: 

yΣ= 10·ηµ(2π·2·t)     (το y σε cm, το t σε s). 

Για το τυχαίο σηµείο Μ, που βρίσκεται στη θέση x, το κύµα θα καθυστερήσει να φτάσει 

κατά: 

s
xd

t
48

26
1

−
==

υ
 

Άρα η εξίσωση της αποµάκρυνσης για την ταλάντωση που πρόκειται να πραγµατοποιή-

σει θα είναι: 



)
48

26
(410)(410 1

−
−⋅=−⋅=

x
ttty πηµπηµ  ή 

)
12

13

24
2(210 +−⋅=

x
ty πηµ   (το y σε cm, το t σε s).   (1) 

Η εξίσωση (1) είναι η εξίσωση του κύµατος. 

ii) Η φάση δίνεται από τη σχέση: 

)
12

13

24
2(2 +−=

x
tπφ  

Για t1=0,75s η φάση γίνεται: 

126

31

6

13

12
75,04)

12

13

24
2(2

xxx
t

ππππ
ππφ −=+−⋅=+−=  

Για x=0, φ=31π/5 και για φ=0 τότε x=62cm. 

Η ζητούµενη γραφική παράσταση είναι η παρακάτω. 

 

iii) Η εξίσωση της αποµάκρυνσης της ταλάντωσης του σηµείου Μ είναι: 

)24(10)
24

24
-t2(210)

12

13

24

50
2(210 ππηµπηµπηµ −⋅=⋅=+−⋅= tty  µε t≥0,5s 

αφού το σηµείο Μ αρχίζει να ταλαντώνεται µόλις το κύµα φτάσει σε αυτό και αυτό 

µπορούµε να το βρούµε είτε µηδενίζοντας τη φάση του, είτε δουλεύοντας ως εξής: 

Το κύµα για να φτάσει από το σηµείο Σ στο Μ χρειάζεται χρόνο: 

s
scm

cmcmd
t 5,0

/48

2650
1 =

−
==

υ
 

Άρα η επιτάχυνση του σηµείου Μ θα δίνεται από την εξίσωση: 

α=-ω2
·y= -(4π)2

·10·ηµ(4πt-2π) = - 16·ηµ(4πt-2π) ή 

α = -16·ηµ4πt  (µονάδες στο S.Ι.) και t≥0,5s 

Η γραφική παράσταση είναι της µορφής: 

α

16

m/s
2

0,5 1,0 t(s)0,0
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Κύµατα σε δύο ελαστικά µέσα. 

 

∆ύο νήµατα από διαφορετικό υλικό και µε µήκη l1=3m και l2=2m είναι δεµένα µεταξύ 

τους στο σηµείο Ο ενώ τα άλλα τους άκρα είναι δεµένα σε δύο τοίχους στα σηµεία Α 

και Β. Αν το σηµείο Ο, στη θέση x=0,  τεθεί σε ταλάντωση σε κατακόρυφη διεύθυνση 

µε εξίσωση αποµάκρυνσης y= 0,1 ηµ5πt (S.Ι.), δηµιουργούνται δύο κύµατα, ένα προς 

τα δεξιά και ένα προς τ’ αριστερά. Τα κύµατα φτάνουν στα άκρα Α και Β σε χρόνους 

t1=2,4s και t2=2s αντίστοιχα. 

i) Ποιες οι εξισώσεις των δύο κυµάτων; 

ii) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης των διαφόρων ση-

µείων των νηµάτων τη χρονική στιγµή t2=0,7s. 

iii) Να σχολιαστούν τα αποτελέσµατα. 

Απάντηση: 

i) Το κύµα προς τα αριστερά  διαδίδεται µε ταχύτητα υ1= smsm
t

l
/25,1/

4,2

3

1

1
== , 

ενώ το κύµα προς τα δεξιά υ2= smsm
t

l
/1/

2

2

2

2
==  

Από την εξίσωση y= 0,1 ηµ5πt βρίσκουµε την συχνότητα ταλάντωσης της πη-

γής: 

ω=2πf ! f= Hz5,2
2π

5

2
==

π

π

ω
 

οπότε και η περίοδος είναι Τ=1/f=0,4s. 

Για τα µήκη κύµατος έχουµε: 

υ1=λ1·f   !   λ1=υ1/f= 1,25/2,5 m= 0,5m = ½ m. 

ενώ αντίστοιχα λ2 =υ2/f=1/2,5m= 0,4m. 

Έτσι η εξίσωση του κύµατος προς τ’ αριστερά έχει εξίσωση: 

y1= 0,1 ηµ2π(2,5t + 2x)  (1) 

ενώ το κύµα προς τα δεξιά: 



y2 =  0,1 ηµ2π(2,5t- )
4,0

x
   (2) 

ii) Με αντικατάσταση στις (1) και (2) t=0,7s παίρνουµε: 

y1= 0,1 ηµ2π(2,5t + 2x) = 0,1ηµ(3,5π+4πx) = - 0,1 συν(4πx) 

και  

y2 =  0,1 ηµ2π(2,5t- )
4,0

x
   = 0,1ηµ(3,5π-5πx) = - 0,1συν(5πx) 

Το κύµα προς τ’ αριστερά διαδίδεται σε απόσταση d=υ1t= 1,25·0,7m= 0,875m 

ενώ το κύµα προς τα δεξιά κατά x=υ2 t= 0,7m. 

Με βάση τα παραπάνω το στιγµιότυπο είναι: 

 

iii) Παρατηρούµε ότι τα δύο κύµατα έχουν το ίδιο πλάτος, την Ι∆ΙΑ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

(την συχνότητα της πηγής), αλλά διαφορετικό µήκος κύµατος, αφού στα δύο 

µέσα έχουµε διαφορετικές ταχύτητες διάδοσης των κυµάτων. 
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Φ Υ Σ Ι Κ Η  Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  &  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν Σ Η Σ  Γ ΄  Λ Υ Κ Ε Ι Ο Υ  

ΑΣΚΗΣΗ 
Δύο σύγχρονες σημειακές πηγές αρμονικών κυμάτων Π1 και Π2 βρίσκονται στην οριζόντια επιφάνεια ομογενούς 
ελαστικού μέσου σε απόσταση (Π1Π2) = d = 20 cm μεταξύ τους. Τη χρονική στιγμή t = 0 αρχίζουν να εκτελούν 
κατακόρυφη α.α.τ. χωρίς αρχική φάση με πλάτος Α = 5 cm και περίοδο Τ = 0,1 s, δημιουργώντας κύματα που 
διαδίδονται με ταχύτητα υ = 1 m/s στην επιφάνεια του μέσου. Ένα υλικό σημείο Σ της επιφάνειας του μέσου απέχει 
από τις δύο πηγές αντίστοιχα αποστάσεις x1 = (Π1Σ) = 50 cm και x2 = (Π2Σ) = 30 cm. 

1. Να μελετήσετε την ταλάντωση του σημείου Σ και να κάνετε την γραφική παράσταση της απομάκρυνσης της 
ταλάντωσής του, σε συνάρτηση με το χρόνο. 

2. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση του πλάτους της ταλάντωσης του σημείου Σ, σε συνάρτηση με το χρόνο. 
3. Ποια σημεία του ευθυγράμμου τμήματος ανάμεσα στις δύο πηγές εκτελούν ταλάντωση με μέγιστο πλάτος; 
4. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση ταλάντωσης του σημείου Σ, τις χρονικές στιγμές tα = 0,2s, tβ = 0,4s, tγ = 

0,525s. 
Να υπολογίσετε το μέτρο της ταχύτητας ταλάντωσης του σημείου Σ μετά τη συμβ5. ολή, κάποια χρονική στιγμή 

6. 2), του 
άντωσης του μέσου Μ του (Π1Π2). 

Θεωρήστε ότι όλα τα σημεία του ελαστικού μέσο ζα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

. 

που η απομάκρυνσή του από τη θέση ισορροπίας του είναι yΣ = 0,05 m.  
Να υπολογίσετε τη θέση του πιο κοντινού προς την πηγή Π1 σημείου του ευθύγραμμου τμήματος (Π1Π
οποίου η ενέργεια ταλάντωσης είναι ίση με το μισό της ενέργειας ταλ

υ έχουν την ίδια μά

υ

 

1 Για τα παραγόμενα αρμονικά κύματα ισχύει 1f f 10 HzΤ    και υ λ f λ λ 10 cm.
f

       

Οι εξισώσεις απομάκρυνσης του σημείου Σ εξαιτίας των δύο τρεχόντων κυμάτων είναι αντίστοιχα: 

 

 

1
1 1

xt
y Αημ2π y 0,05ημ(20πt 10π) (S.I.)  και

Τ λ
      
 

2
2 2Τ λ 

 

xt
y Αημ2π y 0,05ημ(20πt 6π) (S.I.).

       

  κύματΓια να φτάσουν τα δύο α στο σημείο Σ χρειάζονται χρόνο αντίστοιχα: 

 1
1 1t t 0,5 s

υ
 και 

x
   2x

  

 κύμα από την πηγή Π2 στο σημείο Σ. 

 Για έχουν φτάσει και τα δύο κύματα στο σημείο Σ. Η εξίσωση της σύνθετης κίνησης του σημείου 

Σ 

2 2t t 0,3 s
υ

, οπότε: 

 Για t 0,3 s  δεν έχει φτάσει κανένα κύμα στο σημείο Σ. Άρα yΣ = 0. 0 s  
 Για 0,3 s t 0,5 s   έχει φτάσει μόνο το
      Άρα yΣ = y2 = 0,05ημ(20πt – 6π)  (S.I.) 

 t 0,5 s  

είναι:  1 2 1 2
Σy 2 Σ

x x x xt
Α συν2π ημ2π y 0,1ημ 20πt 8π (S.I.)

2λ T 2λ

        
 

 

Άρα

 

: Σ

0 για 0 t 0,3 s

y 0,05ημ(20πt 6π) για 0,3 s t 0,5 s (S.I.)

0,1ημ(20πt 8π) για t 0,5 s

 
   
  

 



Στη χρονική διάρκεια 0,3 s t 0,5 s   έχουμε 2 2Ν N 2T 0,1
0,5 0,3Δt      πλήρεις ταλαντώσεις. 

Η γραφική παράστασ ομάκρυνσης ταλάντωσης του σημείου Σ σε συνάρτηση με το χρόνο είναι: 

 

yΣ

η της απ
 (cm) 
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2. Το πλάτος ταλάντωσης του σημείου Σ είναι: 

 

το χρόνο φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα. 

3. 
 

σημεία ενίσχυσης. Έστω Λ σημείο ενίσχυσης. Τότε ισχύει: 

 

 

θο σχυσης είναι Νε = 3. Αντικαθιστώντας στην  έχουμε:  
 

ια k = +1   d  = 15 cm. 

4. ●  στο σημείο Σ. 

● στο σημείο Σ. 
αΣ = 0.  

●
Άρα yΣ = 0,1ημ(20πtγ – 8π)  yΣ = 0,1 m οπότε αΣ = -ω yΣ  αΣ = -40π  m/s .  

5. 

Εφαρμόζοντας αρχή διατήρησης της ενέργειας για την α.α.τ. του σημείου Σ, έχουμε: 

 

Σ

0 για 0 t 0,3 s

Α 5 cm για 0,3 s t 0,5 s

 
  


 

10 cm για t 0,5 s
Η γραφική παράσταση του πλάτους σε 
συνάρτηση με 

 
Τα σημεία του ευθυγράμμου τμήματος ανάμεσα στις δύο 
πηγές εκτελούν ταλάντωση με μέγιστο πλάτος είναι τα

(cm) 

10 

5 

0,3 0,5 0 t(s) 

 

1 2 1 2
1

d d k λ d d 10k
d 10 5k με k Z

d d d d d 20

     
        

  
1 2 1 2

Όμως 0 < d1 < d  0 < 10 + 5k < 20   –2 < k < +2  k = –1, 0, +1 

δηλαδή το πλή ς των σημείων ενί
Για k = –1   d1 = 5 cm,  
για k = 0   d1 = 10 cm, 
γ 1

 
 Τη χρονική στιγμή tα = 0,2 s δεν έχει φτάσει κανένα κύμα
Δηλαδή το σημείο Σ παραμένει ακίνητο. Άρα αΣ = 0. 

 Τη χρονική στιγμή tβ = 0,4 s έχει φτάσει μόνο το κύμα από την πηγή Π2 
Άρα yΣ = y2 = 0,05ημ(20πtβ – 6π)  yΣ = 0 οπότε αΣ = -ω2yΣ  

 Τη χρονική στιγμή tγ = 0,525 s έχει γίνει συμβολή στο σημείο Σ. 
2 2 2

 
Μετά τη συμβολή των δύο κυμάτων, το σημείο Σ εκτελεί α.α.τ. με εξίσωση Σy 0,1ημ  20πt 8π (S.I.) . 

Σ 2

1
K U E   2 1

mV Σ 2
2 2 1

mω y Σ 2
 2 2 2 2

Σ Σ Σmω A V ω Α y V π 3 m/s         

ρα το μέτρο της ταχύτητας του σημείου Σ είναι

Σ Σ

Ά  ΣV π 3 m/s . 

 
Έστω Ρ το πιο κοντινό σημείο του ευθύγραμμου τμήματος (Π6. υ η ενέργεια 

είο ενίσχυσης με πλάτος 
Αν r1 και r2 είναι οι αντίστοιχες αποστάσεις του σημείου Ρ από τις δύο πηγές, ισχύει:  

1Π2) προς την πηγή Π1, του οποίο
ταλάντωσης είναι ίση με το μισό της ενέργειας ταλάντωσης του μέσου Μ του τμήματος (Π1Π2).  
Το μέσο Μ του τμήματος (Π1Π2) ισαπέχει από τις δύο πηγές οπότε είναι σημ
  . MA 2A

2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2
P M Ρ Μ Ρ

r r r r1 1 1 1 2
E E mω A mω A A 2Α 4Α συν π 2Α συν π

2 2 2 2 λ λ 2

                    
   

         1 2
1 2 1 1 1 1

r r π λ λ λ d λ
π 2k+1 r r 2k+1 r (d r ) 2k+1 2r d 2k+1 r 2k+1

λ 4 4 4 4 2


              

8


 <   –4,5 < k < +3,5  k = –4, –3, –2, –1, 0, +1, +2, +3. 

ηλαδή το σημείο Ρ απέχει 1,25 cm από την πηγή Π  και 18,75 cm από την πηγή Π2.  
 

 1r 2,5k 11,25  cm,  με k Z    . 

Όμως 0 < r1 < d  0  2,5k+11,25 < 20

Για k = –4 έχουμε r1,min = 1,25 cm. 

Δ 1

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝΔΡΕΑΣ  ΠΑΠΑΔΑΚΗ ΡΕΝΑ  

ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ  ΦΡΑΓΚΙΑΔΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ  

Π2 

Λ 
Π1 

d1 d2 

d 



 

 

Φ Υ Σ Ι Κ Η  Θ Ε Τ Ι Κ Η Σ  &  Τ Ε Χ Ν Ο Λ Ο Γ Ι Κ Η Σ  Κ Α Τ Ε Υ Θ Υ Ν Σ Η Σ  Γ ΄  Λ Υ Κ Ε Ι Ο Υ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Δύο ελαστικά νήματα μεγάλου μήκους συνδέονται στο σημείο Ο και σχηματίζουν ελαστικό μέσο που ταυτίζεται με 

τον οριζόντιο άξονα x΄Οx. Το σημείο σύνδεσης O (x = 0), αρχίζει τη χρονική στιγμή t0 = 0 να κινείται κατακόρυφα 

με την επίδραση δύο ταλαντώσεων: 

α β α β
π πy 5 ημ 10πt  και y 5 3 ημ 10πt   (y , y  σε cm, t σε s)
3 6

. 

Σημείο Μ του ενός νήματος που βρίσκεται στη θέση xΜ = 2m, αρχίζει να ταλαντώνεται μετά από χρόνο tM = 0,4s, 

ενώ σημείο Ν του άλλου νήματος με xΝ = -2m, αρχίζει να ταλαντώνεται μετά από χρόνο tN = 0,3s. 

α. Να βρείτε την εξίσωση κίνησης του σημείου Ο. 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των κυμάτων που δημιουργούνται. 

γ. Να βρείτε την φάση των σημείων του ελαστικού μέσου τη στιγμή t1 = 0,6s και να την παραστήσετε γραφικά. 

δ. Να σχεδιάσετε το στιγμιότυπο του ελαστικού μέσου τη χρονική στιγμή t1. 

ε. Να βρείτε την διαφορά φάσης μεταξύ των σημείων Μ και Ν τη χρονική στιγμή t1. 

στ. Να βρείτε πόσα σημεία του ελαστικού μέσου, έχουν κατά τη χρονική στιγμή t1, κινητική ενέργεια ίση με την 

δυναμική ενέργεια ταλάντωσής τους. 

ζ. Να βρείτε ποια χρονική στιγμή το σημείο Μ έχει κινητική ενέργεια τριπλάσια της δυναμικής ενέργειας 

ταλάντωσής του για δεύτερη φορά. 

η. Να βρείτε την απομάκρυνση και την ταχύτητα ταλάντωσης του σημείου Ν όταν το σημείο Μ έχει απομάκρυνση 

-8cm κινούμενο προς τη θέση ισορροπίας του. 

θ. Να βρείτε την ενέργεια ταλάντωσης στοιχειώδους τμήματος του νήματος που έχει μάζα Δm = 10
-4

kg. 

ι. Αν η μάζα ανά μονάδα μήκους του νήματος που είναι στο θετικό ημιάξονα είναι 0,2kg/m και του νήματος στον 

αρνητικό ημιάξονα είναι 0,4kg/m, να βρείτε την ενέργεια που παρέχει η πηγή στη μονάδα του χρόνου. 

ΛΥΣΗ 

α. Η κίνηση του σημείου Ο είναι αποτέλεσμα της σύνθεσης των αρμονικών ταλαντώσεων:  

α α
π π πy 5 ημ 10πt y 5 ημ 10πt
3 6 2

 και β α β
πy 5 3 ημ 10πt   (y , y  σε cm, t σε s)
6

 

οι οποίες έχουν ίδια διεύθυνση, ίδια συχνότητα, ίδια θέση ισορροπίας και διαφορά φάσης πΔφ  rad
2

. 

Η κίνηση του σημείου Ο είναι απλή αρμονική ταλάντωση με εξίσωση O
πy Α ημ 10πt θ
6

 

όπου 
2

2 πΑ 5 5 3 2 5 5 3 συν Α 10cm
2

 και 35 πεφθ εφθ θ rad.
3 65 3

 

Άρα η εξίσωση κίνησης του σημείου Ο είναι yΟ = 0,1∙ημ(10πt) (S.I.). 

 

β. Η ταλάντωση του σημείου Ο, δημιουργεί αρμονικό κύμα που αρχίζει να διαδίδεται ταυτόχρονα και προς τον 

θετικό και προς τον αρνητικό ημιάξονα με διαφορετικές ταχύτητες αφού είναι διαφορετικά τα μέσα διάδοσης. 

Κάθε σημείο του μέσου αρχίζει να ταλαντώνεται μόλις το κύμα φτάνει σ’ αυτό. Άρα το μέτρο της ταχύτητας 

διάδοσης του κάθε κύματος είναι: 

M
1 1

M

x
υ υ 5m / s

t
 για το κύμα στο θετικό ημιάξονα και N

2 2
N

x 20υ υ m / s
t 3

 για το κύμα στον 

αρνητικό ημιάξονα. 

Η συχνότητα των δύο κυμάτων είναι ίση με τη συχνότητα ταλάντωσης του σημείου Ο, οπότε αφού 

ω = 10π rad/s   f = 5Hz. Τα μήκη των κυμάτων στο θετικό και στον αρνητικό ημιάξονα αντίστοιχα είναι: 

1
1 1

υ
λ λ 1m

f
 και 2

2 2

υ 4λ λ m.
3f

 

Το πλάτος του κάθε κύματος είναι ίδιο με το πλάτος ταλάντωσης Α = 0,1m της πηγής, αφού πρόκειται για 

γραμμικά ελαστικά μέσα. Αφού η πηγή δεν έχει αρχική φάση για τις εξισώσεις των δύο κυμάτων στον θετικό 

και στον αρνητικό ημιάξονα αντίστοιχα ισχύει: 

1 2
3xy 0,1 ημ2π 5t x  (S.I.) για x 0   και   y 0,1 ημ2π 5t  (S.I.) για x 0
4

. 

 

γ. Οι παραπάνω εξισώσεις για τη χρονική στιγμή t1 = 0,6s γίνονται: 

1y 0,1 ημ2π 3 x  (S.I.) (S.I.)  για 0 x 3m και 

2
3xy 0,1 ημ2π 3  (S.I.)  για 4m x 0.
4

 

Οπότε για τη φάση των σημείων του ελαστικού μέσου τη χρονική στιγμή t1 ισχύει: 



 

 

3 -4 

6π 

x(m) 

φ  (rad) 

0 

(S.Ι.)
6π 2πx,    για  0 x 3m

φ
3π6π x,   για 4m x 0
2

 

Το διάγραμμα της φάσης φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 

δ. Οι εξισώσεις των δύο κυμάτων για t1 = 0,6s είναι: 

(S.Ι.)

0,1 ημ 6π 2πx ,    για  0 x 3m
y

3π0,1 ημ 6π x ,   για 4m x 0
2

  

Το στιγμιότυπο του ελαστικού μέσου τη χρονική στιγμή 

t1 φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 

ε. Τη χρονική στιγμή t1 το κύμα έχει φτάσει και στα δύο σημεία Μ και Ν, οπότε η διαφορά φάσης τους είναι:  

Ν Μ N Μ
3πΔφ φ φ Δφ 6π x 6π 2πx Δφ π rad.
2

 

 

στ. Τα σημεία του ελαστικού μέσου εκτελούν απλή αρμονική ταλάντωση οπότε Ε = Κ+U. Όταν Κ = U ισχύει 
2 21 1 AE = 2U DA = 2 Dy y = ±

2 2 2
. Όπως φαίνεται από το στιγμιότυπο στο ερώτημα (δ), κατά τη 

χρονική στιγμή t1, υπάρχουν 24 σημεία του μέσου τα οποία έχουν Κ = U. 

 

ζ. Όταν Κ = 3U ισχύει 2 21 1 AE = 4U DA = 4 Dy y = ±
2 2 2

, οπότε για το σημείο Μ (xΜ = 2m) ισχύει: 

 με k .
π0,1 ημ(10πt 4π) 0, 05 ημ(10πt 4π) 0, 5 10πt 4π kπ
6  

Για δεύτερη φορά γίνεται Κ = 3U όταν: t s
π 2910πt 4π π
6 60

. 

 

η. Τα σημεία Μ, Ν όπως είδαμε στο ερώτημα (ε) έχουν διαφορά φάσης Δφ = π rad, δηλαδή είναι σημεία σε 

αντίθεση φάσης, οπότε έχουν αντίθετες ταχύτητες και αντίθετες απομακρύνσεις. Άρα yN = 8cm και υΝ < 0. 

Εφαρμόζοντας την αρχή διατήρησης ενέργειας για την ταλάντωση του σημείου Ν ισχύει: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1E = K + U DA = mυ + Dy mω A = mυ + mω y υ = ±ω Α y
2 2 2 2 2 2

υ = 0,6π m/s.  Οπότε 
Nυ = -0,6π m/s.  

θ. Η ενέργεια ταλάντωσης του τμήματος με μάζα Δm είναι: 2 2 2 2 -51 1E = DA E = (Δm)ω A E = 5π 10 J.
2 2

 

ι. Σε χρονικό διάστημα Δt το κύμα έχει διαδοθεί κατά Δx1 = υ1∙Δt  Δx1 = 5∙Δt στο θετικό ημιάξονα και κατά 

Δx2 = υ2∙Δt  Δx2 = 20
3

∙Δt στον αρνητικό ημιάξονα. 

Το τμήμα Δx1 του νήματος στο θετικό ημιάξονα έχει μάζα Δm1 = 0,2∙Δx1  Δm1 = 0,2∙5∙Δt  Δm1 = 1∙Δt (S.I.) 

και το τμήμα Δx2 του νήματος στον αρνητικό ημιάξονα έχει μάζα Δm2 = 0,4∙Δx2  Δm2 = 0,4∙ 20
3

∙Δt  

 Δm2 = 8
3

∙Δt (S.I.). 

Άρα η πηγή στο χρόνο Δt έχει δώσει ενέργεια 2 2 2 2

1 2 1 2
1 1ΔE = ΔE + ΔE ΔE = (Δm )ω A (Δm )ω A
2 2

 

22 2

1 2
11π1ΔE = (Δm + Δm )ω A ΔE = Δt   (S.I.).

2 6
 

Άρα η ισχύς της πηγής είναι: 
211πΔΕP = P =  W.

Δt 6
 

 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 

ΑΝΑΣΤΑΣΑΚΗΣ ΜΑΡΙΝΟΣ  ΚΑΜΠΥΛΑΥΚΑ ΒΑΣΙΛΙΚΗ  ΚΑΡΑΪΣΚΟΥ ΑΝΝΑ  

ΚΛΗΜΗΣ ΓΙΩΡΓΟΣ  ΜΑΚΡΑΚΗΣ ΣΤΕΛΙΟΣ  ΜΕΛΕΣΣΑΝΑΚΗ ΕΦΗ  

ΜΟΥΡΤΖΑΝΟΥ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ  ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝΔΡΕΑΣ  ΠΑΠΑΔΑΚΗ ΡΕΝΑ  

ΠΑΠΑΔΑΚΗΣ ΣΤΕΡΓΙΟΣ  ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ  ΦΡΑΓΚΙΑΔΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ 

3 x(m) -4 

0,1 

-0,1 

y   (m) 



 

 

ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 
∆ύο σύγχρονες πηγές κυµάτων Π1 και Π2 αρχίζουν τη στιγµή tο = 0 να 
εκτελούν κατακόρυφη απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση y = 0,1⋅ηµωt 
(S.I.), οπότε δηµιουργούν στην ήρεµη επιφάνεια του νερού µιας δεξαµενής 
εγκάρσια κύµατα που διαδίδονται µε ταχύτητα υ = 10 m/s. Ένα µικρό 
κοµµάτι φελλού µάζας m = 0,01 kg βρίσκεται σε σηµείο Σ της επιφάνειας 
του νερού το οποίο απέχει αποστάσεις r1 και r2 (r1 > r2), αντίστοιχα από τις 
δύο πηγές. Η φάση της κατακόρυφης ταλάντωσης του φελλού µεταβάλλεται 
σε συνάρτηση µε το χρόνο όπως φαίνεται στο διάγραµµα του σχήµατος.  
Α.  α.  Να υπολογίσετε τις αποστάσεις r1 και r2. 

β.  Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος των δύο κυµάτων που συµβάλλουν στο σηµείο Σ. 
γ.  Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του φελλού σε συνάρτηση µε το χρόνο. 
δ.  Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της ενέργειας ταλάντωσης του φελλού σε συνάρτηση µε το χρόνο.  
ε.  Να υπολογίσετε ποια χρονική στιγµή t3 η κινητική ενέργεια του φελλού είναι ίση µε τη δυναµική ενέργεια της 
ταλάντωσής του, για πρώτη φορά µετά τη συµβολή των δύο κυµάτων. 

Β.  Μεταβάλλοντας πολύ αργά και συνεχώς τη συχνότητα f ταλάντωσης των δύο πηγών παρατηρούµε ότι ο φελλός, ο 
οποίος εξακολουθεί να βρίσκεται στο σηµείο Σ της επιφάνειας του νερού, για ορισµένες τιµές της συχνότητας f, 
θα παραµένει ακίνητος. Να υπολογίσετε την ελάχιστη τιµή fmin της συχνότητας ταλάντωσης των δύο πηγών, για 
την οποία παρατηρούµε το παραπάνω φαινόµενο. Θεωρήστε ότι το πλάτος ταλάντωσης των δύο πηγών παραµένει 
σταθερό κατά την παραπάνω µεταβολή. 

Γ.  Για τη νέα τιµή fmin της συχνότητας που υπολογίσατε στο προηγούµενο ερώτηµα, να υπολογίσετε το πλήθος των 
υπερβολών ενισχυτικής συµβολής που τέµνουν το ευθύγραµµο τµήµα Π1Π2 που ενώνει τις δύο πηγές, αν 
γνωρίζετε ότι η απόσταση d των δύο πηγών είναι πενηνταπλάσια του πλάτους ταλάντωσης του µέσου Μ του 
ευθυγράµµου τµήµατος Π1Π2. 

∆ίνεται π2 = 10. Θεωρήστε ότι κατά την διάδοση των δύο κυµάτων στην επιφάνεια του νερού δεν συµβαίνει απώλεια 
ενέργειας. 

ΛΥΣΗ 

Α. α. Από το διάγραµµα της εκφώνησης παρατηρούµε ότι για 0 s t < 0,6 s≤  η φάση ταλάντωσης του φελλού είναι 
µηδέν άρα δεν έχει φτάσει κανένα κύµα στο σηµείο Σ. Για 0,6 s t < 1 s≤  η φάση της ταλάντωσης του φελλού 
µεταβάλλεται γραµµικά µε το χρόνο. Επειδή r1 > r2 το κύµα από την πηγή Π2 φτάνει πρώτο τη στιγµή t2 = 0,6 s 
στο σηµείο Σ. Για t  1 s≥  παρατηρούµε αλλαγή στη φάση ταλάντωσης του φελλού, οπότε τη στιγµή t1 = 1 s 
φτάνει στο σηµείο Σ και το κύµα από την πηγή Π1. ∆ηλαδή τη στιγµή t1 ξεκινά η συµβολή των δύο κυµάτων στο 
σηµείο Σ. 
Τα δύο κύµατα διαδίδονται στην επιφάνεια του νερού µε την ίδια σταθερή ταχύτητα υ = 10 m/s, οπότε ισχύει: 
r1 = υ⋅t1 ⇒ r1 = 10 m και r2 = υ⋅t2 ⇒ r2 = 6 m. 
 

β.  Από το διάγραµµα της εκφώνησης παρατηρούµε ότι τη χρονική στιγµή t = 1,4 s (όπου έχει γίνει συµβολή των δύο 
κυµάτων στο σηµείο Σ), η φάση ταλάντωσης του φελλού είναι φ = 6π rad. 
Η εξίσωση της φάσης ταλάντωσης του φελλού µετά τη συµβολή των δύο κυµάτων είναι: 

( )1 2 1,4λr  + r 1,4t 16φ = 2π  -  6π = 2π  -  3λ =  - 8 3λ = 1,4υ - 8 ΤΤ Τ2λ 2λ
 
 
 

⇒ ⇒ ⇒ ⇒  λ = 2 m. 

 
γ.   Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε υ = λ⋅f ⇒ f = 5 Hz, οπότε Τ = 0,2 s και ω = 10π rad/s.  

Για την εξίσωση της αποµάκρυνσης του φελλού σε συνάρτηση µε το χρόνο ισχύει: 

2

2  2 1

 -  + 1 2 1 2
1

0,                                           για  0  t < t

rtA ηµ2π  - ,                    για  t  t < tT λ

r r r rt2A συνπ ηµ2π  - , για t  tλ T 2λ

y = 


≤


  ⋅ ≤  

 
     ⋅ ⋅ ≥       

 ⇒ ( )
( )

0,                         για  0 s  t < 0,6 s
  για  0,6 s  t < 1 s   
  για t  1 s            

y = 0,1 ηµ2π 5t - 3 ,  στο   S.I.
0,2 ηµ2π 5t - 4 ,

 ≤


≤
 ≥

⋅
⋅

 

όπου Α = 0,1 m το πλάτος ταλάντωσης της κάθε πηγής. 
 

δ.   Η σταθερά επαναφοράς D της ταλάντωσης του φελλού είναι D = m⋅ω2 ⇒ D = 10 N/m. 
Για την ενέργεια ταλάντωσης του φελλού ισχύει: 



 

 

2

2  2 1

2
-1 2

1

0,                       για  0  t < t

1 DA ,                για  t  t < t  2

r r1 D 2A συνπ , για t  t2 λ

0 J,      για  0 s  t < 0,6 s
E = E = 0,05 J, για  0,6 s  t < 1 s

0,


 ≤



≤ ⇒

    ⋅ ≥     

≤
≤

2 J,   για t  1 s            





 ≥

Η γραφική παράσταση της ενέργειας ταλάντωσης του φελλού σε 
συνάρτηση µε το χρόνο, φαίνεται στο διάγραµµα του διπλανού 
σχήµατος. 
 

ε.  Μετά τη συµβολή των δύο κυµάτων στο σηµείο Σ, δηλαδή για t  1 s≥ , ο φελλός ταλαντώνεται µε πλάτος          
Α΄ = 2A = 0,2 m, άρα το σηµείο Σ είναι σηµείο ενισχυτικής συµβολής. 
Για το φελλό πρέπει: 

( )2 22A 2
1 1K U

E 2U D 2 Dy y A
E K U 2 2

⇒
=

⇒ = ⇒ = = ±
= +

( )2A ηµ2π 5t - 4 A 2⇒ ⋅ = ± ⇒  

( ) ( )    

   

1π 0,8 + 0,2k +  ή2kπ +  ή 404
33π 0,8 + 0,2k +  ή2kπ +  ή 4042ηµ2π 5t - 4 2π 5t - 4 = t =2 55π 0,8 + 0,2k +  ή2kπ +  ή 404

7π 72kπ + 0,8 + 0,2k + 4 40




 

⇒ ⇒ 
 
 
 
  

⇒ = ±  

Για k = 0 όλες οι λύσεις απορρίπτονται αφού δίνουν t < 1 s. 

Για k = 1 η χρονική στιγµή t3 στην οποία επιτυγχάνεται για πρώτη φορά K = U, είναι η: 3t
1= 1 + s40 ⇒  3t

41= s40 . 

 
Β.  Αφού ο φελλός παραµένει ακίνητος, συµπεραίνουµε ότι στο σηµείο Σ θα συµβαίνει αποσβεστική συµβολή. Οπότε 

θα ισχύει: 

Σ 1 2
υ = 10 m/s

 Hz µε k .υ υ 5 5λA  = 0 r - r (2k 1) 4 (2k 1) f (2k 1) f k+2 8 2 42f → ∈′ ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = + =  

Η παραπάνω σχέση δίνει όλες τις τιµές της συχνότητας f ταλάντωσης των δύο πηγών, για τις οποίες ο φελλός θα 
παραµένει ακίνητος στο σηµείο Σ, µε k ∈  αφού πρέπει f > 0. Για k = 0 έχουµε την ελάχιστη τιµή fmin της 
συχνότητας ταλάντωσης των δύο πηγών, δηλαδή fmin = 1,25 Hz. 
 

Γ.  Έστω d1 και d2 οι αποστάσεις του µέσου Μ του ευθυγράµµου τµήµατος Π1Π2 από τις δύο πηγές Π1 και Π2 
αντίστοιχα. Επειδή το σηµείο Μ ισαπέχει από τις δύο πηγές, άρα d1 = d2 ⇒ d1 - d2 = 0 ⇒ d1 - d2 = 0⋅λ, 
συµπεραίνουµε ότι στο σηµείο Μ θα συµβαίνει ενισχυτική συµβολή µε MA  = 2A = 0,2 m.′  

Οπότε σύµφωνα µε την εκφώνηση, η απόσταση των δύο πηγών Π1 και Π2 είναι Md = 50A  = 10 m.′  
Αφού τα νέα κύµατα διαδίδονται στο ίδιο µέσο, η ταχύτητα διάδοσής τους παραµένει η ίδια, οπότε από τη 
θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής υπολογίζουµε το νέο µήκος κύµατος λ΄, δηλαδή υ = λ΄⋅fmin ⇒ λ΄ = 8 m. 

Για να υπολογίσουµε το πλήθος των υπερβολών ενισχυτικής συµβολής που 
τέµνουν το ευθύγραµµο τµήµα Π1Π2 αρκεί να υπολογίσουµε το πλήθος των 
σηµείων του ευθύγραµµου τµήµατος Π1Π2 στα οποία συµβαίνει ενίσχυση. Έστω ∆ 
τυχαίο σηµείο του τµήµατος Π1Π2 στο οποίο συµβαίνει ενίσχυση. Τότε: 

Π1∆ - ∆Π2 = Ν⋅λ΄ ⇒ x – (d – x) = Ν⋅λ΄ ⇒ 2x = d + Ν⋅λ΄ ⇒ 
                                  ⇒ x = 5 + 4Ν (το x σε m και N ∈ ). 
Όµως πρέπει 0 < x < d ⇒ 0 < 5 + 4Ν < 10 ⇒ -5 < 4Ν < 5 ⇒ -1,25 < Ν < 1,25 µε N ∈  ⇒ Ν = -1, 0, 1. 
Άρα υπάρχουν τρεις υπερβολές ενισχυτικής συµβολής οι οποίες τέµνουν το ευθύγραµµο τµήµα Π1Π2. 
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Α. Πηγή αρμονικών κυμάτων εκτελεί ταλάντωση 
πλάτους Α = 0,4 m, δημιουργώντας κύμα που 
διαδίδεται σε γραμμικό ελαστικό μέσο που 
ταυτίζεται με τον άξονα x΄Ox. Στο διάγραμμα 
(1) φαίνεται η φάση των σημείων του μέσου 
τη χρονική στιγμή t = 0 και στο διάγραμμα 
(2) φαίνεται η φάση του σημείου Κ (xK = 
+0,5 m) σε συνάρτηση με το χρόν

x  = t = 0 φ(rad) Kφ(rad) +0 5m

2π 
2,5π 

π 2π ο.    
 1. Ποια είναι η φορά διάδοσης του κύματος; 

2. Να γράψετε την εξίσωση ταλάντωσης του 
σημείου Ο (x = 0). 0 0,1 -0,5 

 

3. Να γράψετε την εξίσωση του κύματος. 
4. Να υπολογίσετε την ταχύτητα διάδοσης 

του κύματος. 
5. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της ταχύτητας ταλάντωσης του υλικού σημείου Λ (xΛ = -1 m) σε 

συνάρτηση με το χρόνο, μέχρι την χρονική στιγμή που θα έχει ολοκληρώσει μιάμιση πλήρη ταλάντωση. 
6. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση της ταλάντωσης του σημείου Λ, κάποια χρονική στιγμή που το σημείο Κ 

βρίσκεται στην κατώτερη ακραία θέση του. 
7. Να σχεδιάσετε το στιγμιότυπο του κύματος τη χρονική στιγμή t1 = 0,4 s, για τα υλικά σημεία που βρίσκονται 

στις θέσεις με . 2 m x 0,75 m  
Β. Στο ίδιο γραμμικό ελαστικό μέσο διαδίδεται ταυτόχρονα και δεύτερο αρμονικό κύμα της ίδιας συχνότητας και ίδιου 

πλάτους με εξίσωση  t xy = A ημ2π
λ

  . Τα δύο κύματα συμβάλλουν δημιουργώντας στάσιμο κύμα. 

 1. Να διερευνήσετε αν το υλικό σημείο Ο (x = 0) είναι κοιλία ή δεσμός. 
 2. Να βρείτε την εξίσωση του στάσιμου κύματος που δημιουργείται στο γραμμικό ελαστικό μέσο. 
 3. Να υπολογίσετε τον αριθμό των δεσμών και των κοιλιών που βρίσκονται μεταξύ των σημείων Ν (xN = -0,75 m) 

και Μ (xΜ = +1 m). 
 4. Να σχεδιάσετε το διάγραμμα του πλάτους ταλάντωσης των σημείων του μέσου που βρίσκονται μεταξύ των 

σημείων Ν και Μ. 
 5. Μεταβάλουμε κατάλληλα τη συχνότητα των δύο τρεχόντων κυμάτων ώστε στο σημείο Ν να δημιουργείται 

δεσμός και μεταξύ των σημείων Ν και Ο, να υπάρχουν άλλοι δύο δεσμοί. Να υπολογίσετε το ποσοστό 
μεταβολής της συχνότητας των δύο κυμάτων. 

ΛΥΣΗ 

Α.1. Από το διάγραμμα (1), (φάσης – θέσης), έχουμε για x1 = 0,5 m → φ1 = 2π rad και για x2 = 0 → φ2 = π rad. 
Επειδή κάθε αρμονικό κύμα διαδίδεται από σημεία μεγαλύτερης φάσης προς σημεία μικρότερης φάσης 
συμπεραίνουμε  ότι η φορά διάδοσης του κύματος είναι προς την αρνητική κατεύθυνση του άξονα x΄Ox. 

Α.2. Από το διάγραμμα (1) έχουμε για t = 0 και x = 0 → φ = π rad. Άρα φο = π rad. 

Από την κλίση του διαγράμματος (2), (φάσης – χρόνου), προκύπτει: 
Δφ

ω = ω = 5π rad/s.Δt   

Η εξίσωση ταλάντωσης του σημείου Ο (x = 0) είναι yΟ = A·ημ(ωt+φο)  yΟ = 0,4·ημ(5πt+π) (S.I.). 

Α.3. Η εξίσωση του κύματος είναι  οt xy = A ημ 2π +2π +φ
Τ λ

  όπου 2πT = Τ = 0,4 sω  . 

Η εξίσωση της φάσης του κύματος είναι ο
t xφ = 2π +2π +φΤ λ . 

Από το διάγραμμα (1) έχουμε για t = 0 και x = -0,5 m → φ = 0 rad. Άρα λ = 1 m. 
Οπότε η εξίσωση του κύματος είναι: y = 0,4·ημ(5πt+2πx+π) (S.I.) 

Α.4. Η συχνότητα του κύματος είναι 1f = f = 2,5 Hz,T   οπότε από τη θεμελιώδη εξίσωση κυματικής προκύπτει: 

υ = λ·f  υ = 2,5 m/s. 
Α.5. Για την ταχύτητα ταλάντωσης του σημείου Λ (xΛ = -1 m) ισχύει: 

υΛ = ωΑ·συν(5πt+2πxΛ+π)  υΛ = 2π·συν(5πt-π) (S.I.) 
Το σημείο Λ θα αρχίσει να ταλαντώνεται τη χρονική στιγμή t1 όπου 
φΛ = 0  5πt1-π = 0  t1 = 0,2 s και θα ολοκληρώσει μιάμιση πλήρη 
ταλάντωση τη χρονική στιγμή t2 = 1,5Τ+0,2  t2 = 0,8 s. 
Η ζητούμενη γραφική παράσταση φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 
Α.6. Επειδή xΛ = -1 m και xΚ = +0,5 m, η απόσταση των σημείων Κ και Λ είναι Δx = 1,5 m  Δx = 1,5λ. 

t(s) 

2π 

υ    (m/s) 

-2π 

0 
0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

t(s) 
Διάγραμμα (1) 

0,5 0 x(m) 
Διάγραμμα (2)



 

Άρα τα σημεία Κ και Λ βρίσκονται σε αντίθεση φάσης, οπότε όταν το σημείο Κ βρίσκεται στην κατώτερη ακραία 
θέση, το σημείο Λ βρίσκεται στην ανώτερη ακραία θέση της ταλάντωσής του. Δηλαδή 
αΛ = -αmax  αΛ = - ω2Α  αΛ = -10π2 m/s2. 

Α.7. Τη χρονική στιγμή t1 = 0,4 s η εξίσωση του κύματος 
γίνεται:  y = 0,4·ημ(2πx+3π) (S.I.) 

y (m)    

0,4 

 

Το κύμα τη στιγμή t1 = 0,4 s έχει φτάσει μέχρι τη θέση x1 
για την οποία φ = 0  2πx1+3π = 0  x1= -1,5 m. …Η απόσταση των θέσεων x1= -1,5 m και x2 = 0,75 m είναι 
Δx = 2,25 m  Δx = 2,25λ 

0 0,75 -2 -1,5 x(m) 
Το σημείο στη θέση x2 = 0,75 m τη στιγμή t1 = 0,4 s έχει 
απομάκρυνση y2 = 0,4·ημ(4,5π)  y2 = 0,4 m. 

-0,4 

Το στιγμιότυπο του κύματος φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 
Β.1. Οι εξισώσεις των κυμάτων που συμβάλλουν είναι: y1 = 0,4·ημ(5πt+2πx+π)  και  y2 = 0,4·ημ(5πt-2πx)  (S.I.) 

Το σημείο Ο (x = 0) εκτελεί δύο ταλαντώσεις με απομακρύνσεις: y1 = 0,4·ημ(5πt+π) και y2 = 0,4·ημ(5πt) (S.I.) 
Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας yΟ = y1 + y2  yΟ = 0,4·ημ(5πt+π)+0,4·ημ(5πt)  yΟ = 0 
Δηλαδή το σημείο Ο (x = 0) είναι κάθε χρονική στιγμή ακίνητο, άρα είναι δεσμός του στάσιμου κύματος. 

Β.2. Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας y = y1 + y2  y = 0,4·[ημ(5πt+2πx+π)+0,4·ημ(5πt-2πx)]  

    5πt+2πx+π 5πt+2πx 5πt+2πx+π+5πt 2πxy = 0,8 συν ημ2 2
     

    4πx+π 10πt+πy = 0,8 συν ημ  (S.I.)2 2   

Β.3. Δεσμοί είναι τα σημεία των οποίων το πλάτος ταλάντωσης είναι μηδέν, δηλαδή: 

    δεσ
4πx+π 4πx+π 4πx+π π kA  = 0 0,8 συν 0 συν 0 (2k 1) x  m, με k2 2 2 2 2             

Πρέπει N δεσ M
kx x x 0, 75 1 1, 5 k 2  με k2            

Άρα k = -1, 0, 1, δηλαδή υπάρχουν τρεις δεσμοί μεταξύ των σημείων Ν και Μ. 
Κοιλίες είναι τα σημεία των οποίων το πλάτος ταλάντωσης είναι μέγιστο, δηλαδή 

    κοιλ
4πx+π 4πx+π 4πx+π 2k 1A  = 2A 0,8 συν 0,8 συν 1 kπ x  m,  με k2 2 2 4

             

Πρέπει N κοιλ M
2k 1x x x 0, 75 1 3 2k 1 4 1 k 2, 5  με k4
                 

Άρα k = 0, 1, 2, δηλαδή υπάρχουν τρεις κοιλίες μεταξύ των σημείων Ν και Μ. 

Β.4. Το πλάτος του στάσιμου κύματος δίνεται από τη σχέση:  4πx+πA 0,8 συν 2    (S.I.) 

Το σημείο Ν (xN = -0,75 m) έχει πλάτος  

 N
N

4πx +π
A 0,8 συν A 0,8 m,2    

Α΄ (m)    

N

Μ

 δηλαδή είναι κοιλία. 

Το σημείο Μ (x  = 1 m) έχει πλάτος 

 M
M M

4πx +π
A 0,8 συν A 0,2      δηλαδή είναι δεσμός. 

Το διάγραμμα του πλάτους φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 
Β.5. Από την εκφώνηση τα σημεία Ν και Ο είναι δεσμοί και 

μεταξύ τους υπάρχουν ακόμα δύο δεσμοί. Αν λ΄ το νέο μήκος 
κύματος των κυμάτων που συμβάλλουν, η απόσταση δύο 

διαδοχικών δεσμών του νέου στάσιμου κύματος είναι λ2
 . 

Για την απόσταση (ΝΟ) σύμφωνα με το σχήμα, ισχύει: 
λ(NO) 3 0, 75 1, 5λ λ 0, 5 m2
        

Τα κύματα διαδίδονται στο ίδιο μέσο άρα η ταχύτητα διάδοσης είναι σταθερή. Οπότε υ = λ΄·f΄  f΄ = 5 Hz. 

Το ποσοστό μεταβολής της συχνότητας είναι: f fΠ% 100% Π% 100%f
    (αύξηση). 
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Στα σημεία Α και Β της ήρεμης οριζόντιας επιφάνειας ενός υγρού βρίσκονται αντίστοιχα δύο πηγές Π1 και Π2 

παραγωγής εγκάρσιων αρμονικών κυμάτων. Οι πηγές ταλαντώνονται σε κατακόρυφη διεύθυνση με εξισώσεις 
απομάκρυνσης: 

yΠ,1 = 0,4·ημ10πt (S.I.)  και  yΠ,2 = 0,4·ημ(10πt + π
2 ) (S.I.) 

Τα παραγόμενα κύματα διαδίδονται στην επιφάνεια του υγρού με ταχύτητα μέτρου υ = 5 m/s. Η απόσταση των δύο 
πηγών είναι d = 8 m. Θεωρούμε ότι το πλάτος κάθε κύματος παραμένει σταθερό κατά τη διάδοσή του στην επιφάνεια του 

Α. ίου Μ του υγρού, που βρίσκεται στο μέσο του ευθύγραμμου 

Β. θύγραμμου τμήματος ΑΜ στα οποία έχουμε: 

Γ.  ης των σημείων του υγρού, που βρίσκονται στην ευθεία που ενώνει τις πηγές Π  

Δ. θετο του ευθύγραμμου 

Ε. η δύναμη επαναφοράς που δέχεται ο 

υγρού. 
Να γράψετε την εξίσωση απομάκρυνσης του υλικού σημε
τμήματος ΑΒ, εξαιτίας της συμβολής των δύο κυμάτων. 
Να βρείτε τον αριθμό και τις θέσεις των σημείων του ευ
i) ενισχυτική συμβολή και ii) αποσβεστική συμβολή. 
Να υπολογίσετε το πλάτος ταλάντωσ 1

και Π2 προς τα δεξιά της πηγής Π2.  
Τι θα συμβεί στο πλάτος ταλάντωσης των σημείων του υγρού που βρίσκονται στη μεσοκά
τμήματος ΑΒ, αν μεταβληθεί η συχνότητα ταλάντωσης και των δύο πηγών με τον ίδιο τρόπο; 
Θεωρούμε στο σημείο Μ σημειακό κομμάτι φελλού μάζας m = 0,1 g. Ποιά 
φελλός, κάποια χρονική στιγμή που η απομάκρυνσή του λόγω συμβολής είναι 

My = +0,1 2  m ; 

Ποιο ποσοστό επί τοις % της ενέργεια ς τΣΤ. ς ταλάντωση ου φελλού είναι κινητική, όταν η απομάκρυνση από τη θέση  
ισορροπίας του λόγω συμβολής είναι 

My = +0,1 2  m ; 

Να βρείτε Ζ.  είναι η αρχική φάση της πηγής Π2, ώστε μετά τη συμβολή, ο φελλός στο σημείο Μ να 
ς ακίνητος. 

Δίνεται π2 = 10. 

Α. πηγών συμπεραίνουμε ότι Α = 0,4 m και ω = 10π rad/s. 

Ένα τυχαίο σημείο το  και r2 από τις δύο πηγές έχει απομακρύνσεις: 

πόση θα έπρεπε να
παρέμενε διαρκώ

ΛΥΣΗ 

Από τις εξισώσεις ταλάντωσης των δύο 
Όμως ω = 2πf  f = 5 Hz  T = 0,2 s. 
Από τη θεμελιώδη εξίσωση της κυματικής υ = λ·f   λ = 1 m. 

υ μέσου που απέχει αντίστοιχα αποστάσεις r1

 1
1

rty = A ημ2π Τ λ   εξαιτίας του κύματος από την πηγή Π1 και 

 2rt 1

νολική απομάκρυνση του σημείου αυτού μετά τη συμβολή των δύο κυμάτων, ισχύει η αρχή της επαλληλίας, 
δηλαδή: 

2y = A ημ2π Τ 4λ    εξαιτίας του κύματος από την πηγή Π2. 

Για τη συ

1 2 1 2

2 1 1 2

r r r rt t t t1 12π - - + - 2π - + - +
Τ Τ Τ Τ r -r r +r4 4λ λ λ λ t1 1y -

   
   
       

Για τη απομάκρ  σημείου Μ, που βρίσκεται στο μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, θέτουμε 

1 2y +y y = 2A συν ημ y = 2A συν2π ημ2π -2 2 8 Τ 82λ 2λ   
   

        

υνση του

1 2
dr  = r  =  = 4 m2 , οπότε: 



 

   Μ Μ
π
4

31 31 y = 0,8 συν ημ2π 5t y = 0,4 2 ημ2π 5t   (S.I.)  για t 0,8 s.8 8       

 υτική συμβολή συμβαίνει στα σημεία που το πλάτος ταλάντωσης είναι γιστο, δηλαδή όταν: 

  

 
B. i) Ενισχ μέ

2 1 2 1
2 1  συν2π 1 2π kπ r r kλ με k48 82λ 2λ   

   
            

Θεωρούμε τυχαίο σημείο Σ του ευ

r r r r λ1 1    

θύγραμμου τμήματος ΑΜ στο οποίο 
νει ενισχυτική συμβολή. Τότε: 

  

συμβαί

2 2 2 2
33λ λ kr (d r ) kλ 2r kλ d r  m4 4 2 8            

Όμως 

 

22 2 8 8 2 8 4 4
d 33 31 31k 1 k 1r d 4 8 k  με k                

Στο πόμενο νακα φα  οι ές του k αι οι αν οιχες αποστάσεις ν σημεί από την πηγή Π2. ν ε  πί ίνονται  τιμ  κ τίστ  τω ων 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 
r2 (m) 4,125 4,625 5,125 5,625 6,125 6,625 7,125 7,625 

 Π1 Π2 Σ 

r1 r2

d

A

 

M 
 B 

 



 

 

B. ii) Αποσβεστική συμβολή συμβαίνει στα σημεία που το πλάτος ταλάντωσης είναι μηδέν, δηλα ή όταν: 
 

δ

2 1 2 1
2 1συν2π π (2k 1) r r ( k 1  2 2 48 82λ 2λ   

   
          r r r r π λ λ1 10 2 2 ) με k     

Θεωρούμε τυχαίο σημείο Ζ του ευθύ

 

γραμμου τμήματος ΑΜ στο οποίο 
συμβαίνει αποσβεστική συμβολή. Τότε: 

2 2 2
35λ λ k r (d r ) (2k 1) r  m2 4 2 8         

Όμως  

22 2 8 8 2 8 4 4
d 35 3 29 3 29k kr d 4 8 k  με k                

Στο πόμενο νακα φα  οι ές του k αι οι αν οιχες αποστάσεις ν σημεί από την πηγή Π2. ν ε  πί ίνονται  τιμ  κ τίστ  τω ων 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 
r2 (m) 4,375 4,875 5,375 5,875 6,375 6,875 7,375 7,875 

  
Γ. ξιά της πηγής Π2, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Για το σημείο N ισχύει: 
Έστω τυχαίο σημείο Ν δε

 2 1d d d1 1Α  = 2Α συν2π Α  = 2Α συν2π
82λ

         

 d 

N N82λ 
 

Για Α = 0,4 m, λ = 1 m και = 8 m προκύπτει: NΑ  = 0,4 2  m . 

Σημείωση: Από τη σχέση   προκύπτει ότι το πλάτος ταλάντωσης των υλικών σημείων που βρίσκονται στην ευθεία 
που ενώνει τις πηγές Π1 και Π2 προς τα δεξιά της πηγής Π2, είναι ανεξάρτητο της θέσης τους και έχει την ίδια τιμή 

ία

Δ. ι ότι το πλάτος ταλ

 της συχνότητας ταλάντωσης των 

Ε. Η δύναμη επαναφοράς που δέχεται ο λλός μετά τη συμβολή των δύο κυμάτων, είναι: 

για όλα τα σημε  αυτά. 

Από τη σχέση   προκύπτε άντωσης των υλικών σημείων που βρίσκονται στη μεσοκάθετο του 

τμήματος ΑΒ (άρα ισχύει 1 2 1 2r  = r r  r  = 0  ), είναι σταθερό και ανεξάρτητο

πηγών. Συνεπώς το πλάτος τους δε θα μεταβληθεί με την αλλαγή της συχνότητας. 

 φε
2 -2F = mω y ΣF = 10 2  N   . 

ΣΤ. Για την δυναμική ενέργεια ταλάντωσης του φελλού μετά τη συμβολή, ισχύει: 

MΣ

 2
2 2 2 MA1 1 EU = mω y U = mω U = 4 16


  , όπου Ε η ενέργεια ταλάντωσής του  

Το ζητούμενο ποσοστό είναι: 

M2 2 .

Ε UΚα% = 100% α% = 100% α% = 93,75%Ε Ε
    . 

Ζ. ·ημ10πt (S.I.) και

Το σημείο Μ, που απέχει αντίστοιχα αποστάσεις

Έστω φο η άγνωστη αρχική φάση. Τότε: yΠ,1 = 0,4  yΠ,2 = 0,4·ημ(10πt +φο) (S.I.) 

 1 2
dr  = r  =  = 4 m2  από τις δύο πηγές θα είχε απομακρύνσεις: 

   1
1 1

rty = A ημ2π y = 0,4 ημ 10πt 8π  (S.I.)Τ λ      εξαιτίας του κύματος από την πηγή Π1 και 

   2
2 ο 2 ο

rty = A ημ 2π +φ y = 0,4 ημ 10πt 8π+φ  (S.I.)Τ λ     
   εξαιτίας του κύματος από την πηγή Π2. 

στική συμβολή, δηλαδή 
στο σημείο Μ κύματα να φτάνουν κάθε χρονική στιγμή με αντίθεση φάσης. 

Άρα θα έπρεπε: 

+π  φ2 – 1 = 2kπ+π  (10πt-8π+φο)-(10πt-8π) = 2kπ+π  φο = 2kπ+π 

όπου για k = 0 παίρνουμε

 

Για να παρέμενε ο φελλός διαρκώς ακίνητος, θα έπρεπε στο σημείο Μ να συνέβαινε αποσβε
τα συμβάλλοντα 

Δφ = 2kπ φ

 oφ π rad.  

 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
ΑΝΑΣΤΑΣΑΚΗΣ ΜΑΡΙΝΟΣ  ΚΑΜΠΥΛΑΥΚΑ ΒΑΣΙΛΙΚΗ  ΚΑΡΑΪΣΚΟΥ ΑΝΝΑ 
ΚΗΣ ΣΤΕΛΙΟΣ  ΜΕΛΕΣΣΑΝΑΚΗ ΕΦΗ  ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝΔΡΕΑΣ  ΠΑΠΑΔΑΚΗ ΜΑΚΡΑ ΡΕΝΑ 
ΠΑΠΑΔΑΚΗΣ ΣΤΕΡΓΙΟΣ   ΣΦΟΥΝΗΣ ΑΝΤΩΝΗΣ 

ΦΡΑΓΚΙΑΔΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ 
  ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ

 Π1 Π2 Ζ 

r1 r2

d

A

 

M 
 B 

 

Π1 Π2 Ν 
d1 

d d2 



 

 

ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 
 

Μια τεντωµένη οµογενής χορδή ΟΑ µήκους L εκτείνεται κατά τη 
διεύθυνση του άξονα x. Το δεξιό άκρο Α είναι στερεωµένο ακλόνητα στη 
θέση x = L, ενώ το αριστερό άκρο Ο που βρίσκεται στη θέση x = 0 είναι 
ελεύθερο, έτσι ώστε µε κατάλληλη διαδικασία να δηµιουργείται στάσιµο 
κύµα. Στη θέση x = 0 εµφανίζεται κοιλία και το σηµείο της χορδής στη 
θέση αυτή εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Τη στιγµή to = 0 που 
αποκαθίσταται το στάσιµο κύµα το σηµείο x = 0 βρίσκεται στη θέση 
µηδενικής αποµάκρυνσης κινούµενο κατά τη θετική φορά. Κάποια χρονική 
στιγµή t1 µια κοιλία του στάσιµου κύµατος έχει αποµάκρυνση y1 = 4 cm και 
ταχύτητα ταλάντωσης V1 = 32π 3  cm/s. Σε απόσταση d1 = 0,25 cm πριν από τον πρώτο από αριστερά δεσµό Κ 
του στάσιµου κύµατος υπάρχει ένα σηµείο Λ της χορδής, το οποίο µετά την αποκατάσταση του στάσιµου 
ταλαντώνεται µε αποµάκρυνση που µεταβάλλεται µε το χρόνο σύµφωνα µε το διάγραµµα του σχήµατος. 
 
α.  Να υπολογίσετε το πλάτος ταλάντωσης µιας κοιλίας του στάσιµου κύµατος. 
 
β.  Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος λ των κυµάτων που συνέβαλλαν για τη δηµιουργία του στάσιµου κύµατος. 
 
γ.  Να υπολογίσετε το µήκος L της χορδής αν γνωρίζετε ότι συνολικά εµφανίζονται σε αυτή 10 κοιλίες. 
 
δ.  Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο της χορδής τη στιγµή t2 = 49/48 s µετά την αποκατάσταση του στάσιµου. 
 
ε.  Να γράψετε την εξίσωση που περιγράφει την ταχύτητα ταλάντωσης ενός σηµείου Σ της χορδής που βρίσκεται 

στη θέση xΣ = 8 cm, σε συνάρτηση µε το χρόνο. 
 
στ. Να υπολογίσετε το λόγο της δυναµικής προς την κινητική ενέργεια ταλάντωσης ενός σηµείου Μ της χορδής, το 

οποίο έχει στοιχειώδη µάζα m και βρίσκεται σε απόσταση d2 = 1 cm δεξιά της 3ης κοιλίας, τη χρονική στιγµή                  
t2 = 49/48 s µετά την αποκατάσταση του στάσιµου κύµατος. 

 
ΛΥΣΗ 

 
α. Γνωρίζουµε από την εκφώνηση ότι µια κοιλία του στάσιµου κύµατος, κάποια χρονική στιγµή t1, έχει 

αποµάκρυνση y1 = 4 cm και ταχύτητα ταλάντωσης V1 = 32π 3  cm/s. 
 

Εφαρµόζοντας Α.∆.Ε. για την ταλάντωση της κοιλίας έχουµε: 

Ε = Κ + U ⇒ 
2

2 2 2 2 2 2 2 2 21
1 1 1 1 12

V1 1 1D(2A) mV Dy mω (2A) mV mω y 2Α y2 2 2 ω
= + ⇒ = + ⇒ = + . 

Από τη γραφική παράσταση της εκφώνησης παρατηρούµε ότι Τ = 0,25 s, οπότε ω = 2π
Τ ⇒  ω = 8π rad/s. 

 
Έτσι το πλάτος ταλάντωσης µιας κοιλίας του στάσιµου κύµατος είναι Α΄κοιλ = 2Α = 8 cm. 

 
β. Από τη γραφική παράσταση της εκφώνησης παρατηρούµε ότι το σηµείο Λ ταλαντώνεται µε πλάτος: 

Α΄ = Α Λ Λ2πx 2πx 12A συν Α συν 2λ λ
⇒ = ⇒ = ± . 

Ο πρώτος δεσµός Κ του στάσιµου κύµατος βρίσκεται στη θέση xΚ = λ/4.  
Επειδή το σηµείο Λ βρίσκεται σε απόσταση d1 = 0,25 cm πριν από τον πρώτο δεσµό Κ, συµπεραίνουµε ότι                      
xΛ = λ/4 - d1. 

Αφού 0 < xΛ < λ/4 πρέπει Λ2πx π0 2λ
< < , οπότε έχουµε: 

Λ2πx 1συν 2λ
= ⇒ Λ2πx π

λ 3
= ⇒  xΛ = λ

6
 ⇒ λ

4
 - d1 = λ

6
 ⇒ λ = 12⋅d1 ⇒ λ = 3 cm. 

 



 

 

 
γ. Αφού κατά µήκος της χορδής εµφανίζονται συνολικά 10 κοιλίες και στη θέση x = 0 υπάρχει κοιλία ενώ στη 

θέση x = L υπάρχει δεσµός, συµπεραίνουµε ότι για το µήκος L της χορδής ισχύει: 

L = λ λ 19λ9 L
2 4 4
+ ⇒ = ⇒ L = 14,25 cm. 

 
δ. Η εξίσωση που περιγράφει το στάσιµο κύµα είναι: 

y = 2A ⋅ συν 2πx
λ

 ⋅ ηµ 2πt
T

 ⇒ y = 0,08⋅συν 200πx
3

 ⋅ ηµ8πt  (S.I.) 

Για τη στιγµή t2 = 49/48 s γίνεται: y = 0,04⋅συν 200πx
3

  (S.I.) 

Έτσι το στιγµιότυπο της χορδής είναι: 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
ε. Η εξίσωση που περιγράφει την αποµάκρυνση ταλάντωσης του σηµείου Σ της χορδής που βρίσκεται στη θέση                   

xΣ = 8 cm, είναι: 

yΣ = 0,08⋅συν Σ200πx
3

 ⋅ ηµ8πt ⇒ yΣ = -0,04 ⋅ ηµ8πt (S.I.) 

Οπότε η εξίσωση που περιγράφει την ταχύτητα ταλάντωσης του σηµείου Σ της χορδής σε συνάρτηση µε το 
χρόνο είναι: 

VΣ = -0,04⋅ω⋅συν8πt ⇒ VΣ = -0,32π⋅συν8πt  (S.I.) 
 

στ. Το σηµείο Μ της χορδής βρίσκεται σε απόσταση d2 = 1 cm δεξιά της 3ης κοιλίας, δηλαδή xM = λ + d2 = 4 cm.  

Το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Μ είναι: M
M M

2π x
A 2A συν A

λ
⋅′ ′= ⇒ = 4 cm. 

Άρα το σηµείο Μ δεν είναι δεσµός. 
 

Ο λόγος της δυναµικής προς την κινητική ενέργεια ταλάντωσης του σηµείου Μ είναι: 
 

( )
( )

ωtεφ
συνωtAωm

ηµωtAmω

mV
2
1

Dy
2
1

K

U 2
2'

M

2'
M

2

2

2

M

M =
⋅⋅

⋅
==

 
 

Για t = t2 = 49/48 s γίνεται: M

M

U 1
K 3

=  

 
 
 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
ΚΩΤΣΟΠΟΥΛΟΣ ΓΙΑΝΝΗΣ  ΛΙΑΝΕΡΗΣ ΜΑΡΙΝΟΣ 

ΠΑΝΑΓΙΩΤΑΚΗΣ ΜΠΑΜΠΗΣ  ΠΑΠΑ∆ΑΚΗ ΡΕΝΑ  ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ 
ΣΠΑΡΟΥ ΚΑΤΕΡΙΝΑ  ΦΡΑΓΚΙΑ∆ΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ 



 

ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Δύο σύγχρονες πηγές κυμάτων Π1 και Π2 που απέχουν απόσταση d = 45cm, αρχίζουν τη στιγμή t0 = 0 να εκτελούν 
κατακόρυφη απλή αρμονική ταλάντωση με εξίσωση απομάκρυνσης y = 0,02·ημωt (S.I.) και δημιουργούν στην 
επιφάνεια νερού που ηρεμεί εγκάρσια αρμονικά κύματα που διαδίδονται με ταχύτητα υ = 0,6m/s. 
Μικρό κομμάτι φελλού μάζας m = 5g, το οποίο θεωρούμε σημειακό, βρίσκεται στην επιφάνεια του νερού σε σημείο 
Σ που απέχει αποστάσεις r1 και r2 με r1 = 2r2 από τις πηγές Π1 και Π2 αντίστοιχα. Μετά τη συμβολή των δύο 
κυμάτων στο σημείο Σ, το μέτρο της μέγιστης ταχύτητας του φελλού γίνεται υmax = 48π cm/s, 12 φορές το 
δευτερόλεπτο. Μεταξύ του Σ και της μεσοκαθέτου στο Π1Π2 υπάρχουν δύο υπερβολές ενισχυτικής συμβολής. 
α. Να βρείτε τη συχνότητα και το μήκος των κυμάτων που δημιουργούνται στην επιφάνεια του νερού. 
β.  Να υπολογίσετε τις αποστάσεις r1 και r2. 
γ.  Να γράψετε την εξίσωση απομάκρυνσης του φελλού σε συνάρτηση με το χρόνο και να την παραστήσετε 

γραφικά για το χρονικό διάστημα 0s ≤ t ≤ 1,5s. 

δ.  Να βρείτε την ταχύτητα του φελλού τις χρονικές στιγμές α
5t s12 , β

9t s12  και γ
14t s12 . 

ε. Να βρείτε ποια χρονική στιγμή ο φελλός αποκτά μέγιστη θετική επιτάχυνση για πρώτη φορά μετά τη συμβολή; 
στ. Να παραστήσετε γραφικά σε συνάρτηση με το χρόνο την ολική ενέργεια ταλάντωσης του φελλού για το χρονικό 

διάστημα 0s ≤ t ≤ 1,5s. 
ζ. Να αποδείξετε ότι όλα τα σημεία της ευθείας που ενώνει τις πηγές έξω από το Π1Π2 είναι διαρκώς ακίνητα. 
η. Να βρείτε πόσα σημεία του ευθυγράμμου τμήματος ανάμεσα στις δύο πηγές εκτελούν ταλάντωση λόγω 

συμβολής με πλάτος ίσο με το πλάτος ταλάντωσης του σημείου Σ; 
θ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία του ευθυγράμμου τμήματος Π1Π2 που ενώνει τις πηγές τα οποία ισαπέχουν από το 

μέσον του, έχουν κάθε στιγμή ίσες απομακρύνσεις και ίσες ταχύτητες. 
ι. Αυξάνουμε αργά και συνεχώς τη συχνότητα ταλάντωσης των δύο πηγών. Για ποιες συχνότητες ο φελλός θα 

παραμένει διαρκώς ακίνητος; 
ΛΥΣΗ 

α. Το μέτρο της ταχύτητας του φελλού γίνεται μέγιστο κάθε φορά που περνά από τη θέση ισορροπίας, πράγμα που 
συμβαίνει δύο φορές σε κάθε πλήρη ταλάντωση. Αφού το μέτρο της ταχύτητας μεγιστοποιείται 12 φορές ανά 
δευτερόλεπτο, ο φελλός εκτελεί 6 πλήρεις ταλαντώσεις ανά δευτερόλεπτο, δηλαδή f = 6Hz. 
Από τη θεμελιώδη εξίσωση της κυματικής έχουμε: υ = λ·f  λ = 0,1m. 

β.  Η μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης του φελλού δίνεται από τη σχέση: 

υmax = ω·ΑΣ  υmax = 2πf·ΑΣ  max
Σ

υ
A

2πf
   

 

 2r  από την (1) προκύπτει 2r -r  = 0,3  r  = 0,3m 

γ.  Το κύμα φτάνει στο ιγμή 

ΑΣ = 0,04 m.

Από την εξίσωση ταλάντωσης των δύο πηγών προκύπτει ότι το 
πλάτος των κυμάτων που διαδίδονται στην επιφάνεια του νερού 
είναι Α = 0,02m. 

Σ 

r1 r2 
Π1 Π2 Αφού ΑΣ = 0,04 = 2·Α στο Σ συμβαίνει ενισχυτική συμβολή 

οπότε r1-r2 = κ·λ. Αφού μεταξύ του Σ και της μεσοκάθετης στο 
Π1Π2 υπάρχουν δύο υπερβολές ενισχυτικής συμβολής, το Σ 
βρίσκεται στην επόμενη άρα κ = 3. Δηλαδή r1-r2 = 3·0,1  r1-r2

= 0,3m (1). 
Επειδή r1 = 2 2 2 2

και r1 = 0,6m. 
 σημείο Σ από την πηγή Π2 τη χρονική στ

 

2
2 2t t 0,5sυ    και από την πηγή Π

r
1 τη χρονική στιγμή 1

1 1t t 1sυ
r

   . 

s ≤ t < 1s έχει φτάσει μόνο το κύμα από την πηγή Π  στο σημείο Σ. 

      Άρα

 Για 0s ≤ t < 0,5s δεν έχει φτάσει κανένα κύμα στο σημείο Σ. Άρα yΣ = 0. 
 Για 0,5 2

 2
Σ ΣΤ λ 

 

rt
y Α ημ2π y 0,02 ημ(12πt 6π) (S.I.).

         

 Για t ≥ 1s έχουν φτάσει και τα δύο κύματα στο σημείο Σ. Η εξίσωση της σύνθετης κίνησης του φελλού είναι: 

1 2 1 2
Σ

r r r rt
y 2Α συν2π ημ2π y 0,04 συνπ ημ2π(6t 4,5) y 0,04 ημ(12πt 9π)

               

 yΣ = 0,04·ημ[(12πt–9π)+π]  yΣ = 0,04·ημ(12πt–8π)  (S.I.). 

Σ Σ2λ T 2λ 
 



 

 

Οπότε: 

 
 
 
 

δ.  Ο φελλός εκτελεί ταλάντωση με υ = ω·Α·συν(ω·t+φ) οπότε για την ταχύτητά του προκύπτει: 
για 0s

5s t 1s (S.I.)

1s


    

Σ

0,04 η 

0 για 0s t 0,5s

y 0,02 ημ πt 6π) για 0,5s t 1s (S.I.)

μ(12πt 8π) για t 1s

 
    

 
 (12

 
yΣ(cm)  

+  
 
 
 
 
 

Σ

0 t 0,5s

υ 0, 24π συν(12πt 6π) για 0,

0, 48π συν(12πt 8π) για t


  
   

Αντικαθιστώντας τη στιγμή α
5t s , υ  = 0, τη γμή12 α στι  β

9t s12 , υβ = 0,24π·συν(9π-6π)  υβ = -0,24π m/s 

και τη στιγμή γ
14t s12 , υγ = 0,48π·συν(14π-8π)  υγ = 0,48π m/s. 

ε. Η επιτάχυνση ταλάντωσης του φελλού είναι α = -ω2·Α·ημ(ωt+φ), δηλαδή: 
s

α 2,88π ημ(12πt 6π) για 0,5s t 1s (S.I.)

8π)

       

) = -1 

2

0       για 0s t 0,5 


Σ
25,76π ημ(12πt για t 1s   

Πρέπει 5,76π2 = -5,76π2ημ(12πt-8π)  ημ(12πt-8π  12πt-8π = 2κπ+ 3π
2   

Για κ = 0 προκύπτει 19t s24  και για  = 1 προκύπτει  κ 23t ου είναι τιμές μικρότερες της t = 1s που ξεκινά 

η συμβολή και απορρίπτονται. 

s24  π

Για κ = 2 προκύπτει 27t s24 , που είναι αποδεκτή. 

υ αρχίζει ή y = 0 και υ > 0, μέγιστη θετική 

νση θα έχω με

Πιο απλά θα μπορούσαμε να πούμε πως αφού για t = 1s πο

επιτάχυ τά από 

 η συμβολ
3ΤΔt 4 , δηλαδή 3 2t 1 24   7 s2 . Όμως μεθοδολογικά δεν συνιστάται διότι δεν 

δουλεύει πάντα η διαδικασία. 

στ. Η ολική ενέργεια ταλάντωσης του φελλού δίνεται από τη 

σχέση 

4

2 2
Σ Σ

1E mω Α2  όπου με αντικατάσταση προκύπτει: 

2 -4

    0                  

Σ
2 -4

για 0s t 0,5s

Ε 1,44π 10  J    για 0,5s t 1s

 
     

5,76π 10  J    για t 1s  
Η γραφική παράσταση της ενέργειας του φελ  σε 
συνάρτηση με το χρόνο φαίνεται στο διπλανό διάγραμμα. 

Έστω τυχαίο σημείο Σ

λού

ζ. 1 έξω από το Π1Π2 όπως φαίνεται στο σχήμα. Για το 

Σ1 ισχύει d1-d2 = d  d1-d2 = 0,45m  d1-d2 = λ9 2 . Αφού οι πηγές είναι 

σύγχρονες, στο Σ  συμβαίνει αποσβεστική συμβολή, άρα το Σ1

κάθε σημείο της ευθείας που ενώνει τις  απ
1 όπως και 

 πηγές έξω ό το Π1Π2 θα παραμένει διαρκώς ακί . 

η. είο του 
υμβαίνει ενισχυτική συμβολή. 

Πρέπει: x1-x2 = κ·λ  d-x2-x2= κ·λ 

νητο

Στο σημείο Σ συμβαίνει ενισχυτική συμβολή. Έστω Σ2 ένα τυχαίο σημ
ευθυγράμμου τμήματος Π1Π2 στο οποίο σ

2
d κ λx 2
  .  

 Π1 Π2 Σ2 

x1 x2 

d 

t(s) 
0 

1,44π2 

0,5 1 1,5 

 ΕΣ (10-4J) 

5,76π2 

t(s) 

4 

0 

+2 

-2 
έχει τη μορφή που 
φαίνεται στο διπλανό 

-4 

0,5 1 1,5 

Η γρ αση 

για  
0s ≤ t ≤ 1,5s 

διάγραμμα. 

αφική παράστ
της απομάκρυνσης του 
φελλού σε συνάρτηση 
με το χρόνο 

Π1 Π2 Σ1 
d1 

 d d2



 

 

θ. απέχο ατά 

1 2  σημείο Σ3 

Όμως 0 < x2 < d  0 < d-κ·λ < 2d  -d < κ·λ < d  -4,5 < κ < 4,5 με κΖ. 
Άρα κ = {-4,-3,…,+4}, δηλαδή 9 σημεία. 

Έστω Σ3 και Σ4 δύο σημεία που ισ υν κ x από το μέσο Μ του 

ευθυγράμμου τμήματος Π Π . Τότε το  απέχει d x

 Σ3 Π2M  Σ4 

2   και d x2   
x x 

απέχει d
2αντίστοιχα από τις πηγές Π1 και Π2 και το σημείο Σ4 x  και d

2 x  

αντίστοιχα από τις πηγές Π1 και Π2 με dx 2 . 

Μετά τη συμβολή των δύο κυμάτων στο σημείο Σ3 ισχύει: 

       
3 3y 2Α συν2π η

2λ
  

d d d dx x x xt ( 2x) t d2 2 2 2μ2π y 2Α συν2π ημ2π
T 2λ 2λ T 2λ

                   
 

. 

Ομοίως για το σημείο Σ  ισχύει:4 4 2λ T 2λ 
 

2x t d
y 2Α συν2π ημ2π

     . 

Αφού συνθ = συν(-θ) συμπεραίνουμε ότι y3 = y4, άρα και υ3 = υ4 κάθε χρονική

ι. Για να παραμένει ο φελλός διαρκώς ακίνητος πρέπει στο σημείο Σ να συμβαίνει αποσβεστική συμβολή, δηλαδή: 

 

 στιγμή. 

    1 2 1 2

2k+1 υλ υ
r r 2k+1 r r 2k+1 f 2k+1 Ηz


         με k  3 αφού f΄ > 6 Hz. 

 
1 22 2f 

f
2(r r )

 


ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
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ΑΣΚΗΣΗ 
Ένα ιδανικό γραµµικό ελαστικό µέσο εκτείνεται στη διεύθυνση του θετικού ηµιάξονα Οx. ∆ίνονται οι παρακάτω πληροφορίες: 
(Ι) Στην περίπτωση που το σηµείο x=0 αρχίζει, τη χρονική στιγµή t = 0, να εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση 
αποµάκρυνσης y =Aηµ(ωt), όπου Α = 0,01 m,  στο ελαστικό µέσο αρχίζει να διαδίδεται αρµονικό κύµα προς τη θετική κατεύθυνση 
του ηµιάξονα Ox µε ταχύτητα διάδοσης 20 m/s. Έτσι, ένα σηµείο Μ µε x =xM περνά για πρώτη φορά από τη θέση ισορροπίας του 
κινούµενο προς την αρνητική κατεύθυνση σε κάποια χρονική στιγµή t0 µεταξύ των στιγµών t1 = 0,35 s και t2 = 0,55 s. 
(II) Στην (ξεχωριστή) περίπτωση που στο ελαστικό µέσο διαδίδονται ταυτόχρονα, προς 
αντίθετες κατευθύνσεις, δύο κύµατα ίδιου πλάτους Α και ίδιας γωνιακής συχνότητας ω µε το 
κύµα της περίπτωσης (Ι), τότε δηµιουργείται στάσιµο κύµα. Στη θέση x=0 εµφανίζεται κοιλία 
του στάσιµου κύµατος, η οποία τη στιγµή t = 0 περνά από τη θέση ισορροπίας της κινούµενη 
προς τη θετική κατεύθυνση. Η γραφική παράσταση της επιτάχυνσης της ταλάντωσης του 
(ίδιου) σηµείου Μ δίνεται στο διπλανό διάγραµµα. 
α.  Γράψτε την εξίσωση της επιτάχυνσης του σηµείου Μ λόγω του στάσιµου κύµατος, 

θεωρώντας ότι η εξίσωση της αποµάκρυνσης είναι ηµιτονοειδής συνάρτηση του χρόνου. 
β. Συσχετίζοντας τα δεδοµένα για τις περιπτώσεις (Ι) και (ΙΙ) βρείτε τη θέση xΜ του σηµείου Μ, καθώς και τη χρονική στιγµή t0. 
γ.  Γράψτε την εξίσωση του τρέχοντος αρµονικού κύµατος της περίπτωσης (Ι) καθώς και αυτήν του στάσιµου κύµατος της 

περίπτωσης (ΙΙ). 
δ.  Γράψτε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Μ σε σχέση µε το χρόνο για κάθε µία από τις περιπτώσεις (Ι) και (ΙΙ).  
ε.  Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της ταχύτητας ταλάντωσης του σηµείου Μ σε σχέση µε το χρόνο για κάθε µία από τις 

περιπτώσεις (Ι) και (ΙΙ). 
 στ.  Σχεδιάστε το στιγµιότυπο του κύµατος της περίπτωσης (Ι) καθώς και το στιγµιότυπο του στάσιµου κύµατος της περίπτωσης 

(ΙΙ) τη χρονική στιγµή t = 0,45 s. Για το στάσιµο κύµα θεωρήστε το τµήµα του ελαστικού µέσου έως το x = 9 m. Σχολιάστε το 
αποτέλεσµα. 

∆ίνεται: π2 = 10. 
 

ΛΥΣΗ 
α.   Εφόσον η η εξίσωση της αποµάκρυνσης είναι ηµιτονοειδής συνάρτηση του χρόνου, η αντίστοιχη εξίσωση της επιτάχυνσης θα 

είναι της µορφής α α ηµ (ωt φ )max 0= − + . Από τη δεδοµένη γραφική παράσταση για την επιτάχυνση του σηµείου Μ, 

συµπεραίνουµε ότι η (κοινή) περίοδος των κυµάτων είναι ίση µε Τ=0,2 s, οπότε η γωνιακή συχνότητα είναι ω = 10π rad/s. 
Επίσης,  η µέγιστη επιτάχυνση του σηµείου Μ ισούται µε αmax = 20 m/s2 και η ταλάντωση του σηµείου Μ έχει αρχική φάση π 
rad. Εποµένως, η ζητούµενη εξίσωση είναι 

 0α α ηµ(ωt φ ) α 20ηµ(10πt π) (S.I.) .max= − + ⇒ = − +  
β.  Γνωρίζοντας τη µέγιστη επιτάχυνση για το σηµείο Μ υπολογίζουµε το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Μ (για την περίπτωση 

του στάσιµου κύµατος) ως εξής: 

 m  02,0AA
Τ
2π

maxαAωmaxα
2

2 =′⇒′





=⇒′= , δηλαδή .A 2A =′  

 Αυτό σηµαίνει ότι το σηµείο Μ είναι µια κοιλία του στάσιµου κύµατος, εποµένως για τη θέση xM γνωρίζουµε ότι ισχύει           
xM = Νλ/2, όπου Ν ακέραιος αριθµός. 

 Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής προσδιορίζουµε το (κοινό) µήκος κύµατος λ ως εξής: m. 4λΤ υλλf υ =⇒=⇒=  
 Εξάλλου, από τα δεδοµένα για την περίπτωση (Ι) γνωρίζουµε ότι, όπως και το σηµείο Ο, έτσι και το σηµείο Μ αρχίζει να 

ταλαντώνεται κινούµενο προς τη θετική κατεύθυνση. Εποµένως, αφού τη χρονική στιγµή t0 το σηµείο Μ διέρχεται για πρώτη 
φορά από τη θέση ισορροπίας του κινούµενο προς την αρνητική κατεύθυνση,  έχει εκτελέσει µισή ταλάντωση δηλαδή έχει 
ταλαντωθεί για χρονικό διάστηµα ίσο µε Τ/2. Όµως το σηµείο Μ άρχισε να ταλαντώνεται όταν έφτασε σε αυτό το κύµα, 
δηλαδή τη χρονική στιγµή tM = xM/υ, όπου υ η (κοινή) ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων. Εποµένως, t0=tM+T/2, µε t1<t0<t2. 
Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε 

M
1 0 2 1 M 2 1 2 1 M 2

xT Tt t t t t t t t 2υt υΤ 2x 2υt υΤ
2 υ 2

< < ⇒ < + < ⇒ < + < ⇒ − < < − ⇒  

1 22υt υΤ Nλ 2υt υΤ Ν 3.− < < − ⇒ =  

Εποµένως M M
λx Ν x 6 m .
2

= ⇒ =  

Επίσης M  
0 0

Τt  t t 0,4 s .
2

= + ⇒ =  

γ.  Η γενική εξίσωση ενός τρέχοντος αρµονικού κύµατος που διαδίδεται προς τη θετική κατεύθυνση είναι )
λ
x

Τ
t2π(Aηµ y −= , 

οπότε µε αντικατάσταση των αριθµητικών τιµών έχουµε xy 0,01 ηµ 2π(5t )   (S.I.)
4

= − . 

 
Η γενική εξίσωση ενός στάσιµου κύµατος, µε δεδοµένο ότι στη θέση x = 0 εµφανίζεται κοιλία της οποίας η ταλάντωση δεν 

έχει αρχική φάση, είναι 
Τ
t2πηµ 

λ
x 2π συνA 2y = .  



Εποµένως, µε αντικατάσταση των αριθµητικών τιµών έχουµε πxy 0,02 συν ηµ 10πt (S.I.)
2

= . 

 
δ.  Για το τρέχον κύµα της περίπτωσης (Ι) γνωρίζουµε ότι το σηµείο Μ παραµένει ακίνητο έως τη χρονική στιγµή tM = xM/υ, 

δηλαδή  tM = 0,6 s, και στη συνέχεια ταλαντώνεται σύµφωνα µε την εξίσωση του κύµατος µε x = xM. Εποµένως η εξίσωση της 
αποµάκρυνσης του σηµείου Μ σε σχέση µε το χρόνο είναι 

0, 0 t 0, 4s
y

0,01ηµ2π(5t 1,5), t 0,4s
≤ <

=  − ≥
 

Για το στάσιµο κύµα της περίπτωσης (ΙΙ), η εξίσωση της αποµάκρυνσης του σηµείου Μ θα δίνεται από την εξίσωση του 
στάσιµου µε x = xM, για κάθε χρονική στιγµή. ∆ηλαδή 

 
π 6y 0,02 συν ηµ 10πt y 0,02 συν3π ηµ 10πt y 0,02 ηµ 10πt (S.I.)
2
⋅

= ⇒ = ⇒ = − . 

 
ε.  Από την προηγούµενη απάντηση προκύπτει ότι για την περίπτωση (Ι) η εξίσωση της ταχύτητας του σηµείου Μ σε συνάρτηση 

µε το χρόνο είναι  
0, 0 t 4s

υ
0,1π συν2π(5t 1,5), t 0, 4s

≤ <
=  − ≥

 

Εποµένως, η ζητούµενη γραφική παράσταση έχει ως εξής: 

 
Αντίστοιχα, για την περίπτωση (ΙΙ) η εξίσωση της ταχύτητας του σηµείου Μ σε συνάρτηση µε το χρόνο είναι 

(S.I.)10πt  συν 0,2πυ −= . Εποµένως, η ζητούµενη γραφική παράσταση έχει ως εξής: 

 
 
στ.  Για την περίπτωση (Ι) έχουµε ότι τη χρονική στιγµή t = 0,45 s, το κύµα έχει φτάσει ως το 

σηµείο x = υt ή x = 9 m. Έτσι, κάθε άλλο σηµείο µε x>9m παραµένει ακόµα ακίνητο. 
Εφόσον το µήκος κύµατος ισούται µε λ = 4 m, έπεται ότι το κύµα έχει διαδοθεί σε 
απόσταση ίση µε 2λ + λ/4. Το ζητούµενο στιγµιότυπο φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 
 
 
 

Για την περίπτωση (ΙΙ), αντικαθιστώντας στην εξίσωση του στάσιµου κύµατος τη 
δεδοµένη χρονική στιγµή t = 0,45 s, προκύπτει η εξίσωση 

(S.I)  
4
πx συν 02,0y4,5πηµ 

4
πx συν 02,0y =⇒= .  

Εποµένως, το ζητούµενο στιγµιότυπο φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
 

Όπως παρατηρούµε,  για τη δεδοµένη χρονική στιγµή, µε µια πρώτη µατιά τα δύο στιγµιότυπα φαίνονται όµοια! Όµως αν και η 
εικόνα των γραφικών παραστάσεων είναι η ίδια, η σηµασία τους είναι εντελώς διαφορετική. Κατ’ αρχάς η εµφανής διαφορά 
είναι στην τιµή της µέγιστης αποµάκρυνσης (0,01m και 0,02m). Επίσης, στην περίπτωση (Ι) όλα τα σηµεία του ελαστικού 
µέσου (έως το x = 9 m) ταλαντώνονται, έχοντας το ίδιο πλάτος, αλλά ταλαντώνονται µε διαφορά φάσης. Στην περίπτωση (ΙΙ) 
υπάρχουν σηµεία (οι δεσµοί) που παραµένουν συνεχώς ακίνητα, ενώ τα υπόλοιπα σηµεία βρίσκονται όλα στις µέγιστες 
αποµακρύνσεις τους, µόνο που αυτές διαφέρουν µεταξύ τους. 
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ΦΥΣ Ι ΚΗ  ΘΕΤ Ι ΚΗ Σ  &  Τ ΕΧΝΟΛΟΓ Ι ΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ Σ  Γ ΄  ΛΥΚΕ Ι Ο Υ  

 

ΑΣΚΗΣΗ 

Μια τεντωµένη οµογενής ελαστική χορδή ΟΑ εκτείνεται κατά τη διεύθυνση του άξονα x. Το δεξιό άκρο Α της 

χορδής είναι στερεωµένο ακλόνητα στη θέση xA = 10,5 cm, ενώ το αριστερό άκρο Ο που βρίσκεται στη θέση xΟ = 0 

είναι ελεύθερο, έτσι ώστε µε κατάλληλη διαδικασία να δηµιουργείται στάσιµο κύµα. Τη στιγµή to = 0 που 

αποκαθίσταται το στάσιµο κύµα στο σηµείο Ο εµφανίζεται κοιλία που βρίσκεται στη θέση µηδενικής 

αποµάκρυνσης κινούµενη κατά τη θετική φορά. Η ελάχιστη απόσταση δύο διαδοχικών κοιλιών είναι d1 = 3 cm και 

η µέγιστη απόσταση δύο διαδοχικών κοιλιών είναι d2 = 5 cm. Ο χρόνος που απαιτείται ανάµεσα σε δύο διαδοχικές 

µεγιστοποιήσεις της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης µιας κοιλίας του στάσιµου κύµατος, είναι ∆t = 2 s. 

α.  Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος και τη συχνότητα των κυµάτων που δηµιουργούν το στάσιµο κύµα. 

β.  Να υπολογίσετε το πλάτος ταλάντωσης µιας κοιλίας του στάσιµου κύµατος. 

γ.  Να γράψετε την εξίσωση του στάσιµου κύµατος που δηµιουργείται στη χορδή. 

δ.  Να υπολογίσετε το πλήθος των δεσµών και το πλήθος των κοιλιών που δηµιουργούνται κατά µήκος της χορδής. 

ε.  Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο της χορδής τη χρονική στιγµή t2 = 3 s. 

στ. Να γίνει η γραφική παράσταση του πλάτους ταλάντωσης των σηµείων της χορδής. 

ζ.  Να γίνει η γραφική παράσταση της φάσης των σηµείων της χορδής τη χρονική στιγµή t1 = 1 s. 

η.  Να γράψετε την εξίσωση που περιγράφει την ταχύτητα ταλάντωσης ενός σηµείου B της χορδής που βρίσκεται 

στη θέση xB = 1 cm, σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γίνει η αντίστοιχη γραφική παράσταση. 

θ.  Να υπολογίσετε τις θέσεις των σηµείων της χορδής τα οποία τη χρονική στιγµή t3 = 4 s έχουν µέτρο ταχύτητας 

ταλάντωσης 0,5π cm/s. 

ι. Να προσδιοριστούν οι θέσεις των σηµείων της χορδής τα οποία ταλαντώνονται µε ενέργεια ίση µε το 75% της 

ενέργειας ταλάντωσης µιας κοιλίας. Θεωρήστε ότι όλα τα σηµεία της χορδής έχουν ίδια µάζα. 

κ.  Να υπολογίσετε το έργο της δύναµης επαναφοράς που ασκείται στο υλικό σηµείο Β της χορδής από τη χρονική 

στιγµή to = 0 έως τη χρονική στιγµή t4 = 5,5 s, αν η µάζα του είναι m = 16 mg. 

ΛΥΣΗ 

α. ∆ύο διαδοχικές κοιλίες του στάσιµου κύµατος έχουν την ελάχιστη απόσταση µεταξύ τους, ίση µε λ
2

, όταν 

διέρχονται από τη θέση ισορροπίας τους, οπότε 
1 1

λd λ  2d λ 6 cm .
2

= ⇒ = ⇒ =  

Η δυναµική ενέργεια ταλάντωσης µιας κοιλίας µεγιστοποιείται όταν αυτή βρεθεί στις ακραίες θέσεις της 

ταλάντωσής της. ∆ύο διαδοχικές µεγιστοποιήσεις συµβαίνουν κάθε T∆t Τ 4 s f 0,25 Hz .
2

= ⇒ = ⇒ =  

β. ∆ύο διαδοχικές κοιλίες του στάσιµου κύµατος, (π.χ. τα σηµεία H και Γ του 

διπλανού σχήµατος), έχουν την µέγιστη απόσταση µεταξύ τους, όταν 

βρίσκονται στις ακραίες θέσεις της ταλάντωσής τους. 

Εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΓΖH έχουµε: 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
λ λHΓ HΖ ΓΖ d (4Α) 4Α d Α 1 cm.
2 2

= + ⇒ = + ⇒ = − ⇒ =  

Το πλάτος ταλάντωσης κάθε κοιλίας είναι: K KA 2A A 2 cm .′ ′= ⇒ =  

γ. Η εξίσωση που περιγράφει το στάσιµο κύµα είναι: 

2πx 2πt πx πty 2A συν ηµ y 2 συν ηµ    (y, x σε cm και t σε s)
T 3 2λ

= ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ ⋅  

δ. Για τους δεσµούς του στάσιµου κύµατος ισχύει: 
∆

λx (2k 1)   µε  k
4

= + ∈Z . Πρέπει  

O ∆ Α
λx x x 0 (2k 1) 10,5 0 3k 1,5 10,5 0,5 k 3
4 k 0,  1,  2,  3

µε  k

≤ ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤ 
⇒ =

∈ Z

. 

∆ηλαδή κατά µήκος της χορδής δηµιουργούνται 4 δεσµοί. 

Για τις κοιλίες του στάσιµου κύµατος ισχύει: 
K

λx k   µε  k
2

= ∈Z . Πρέπει 

O K Α
λx x x 0 k 10,5 0 3k 10,5 0 k 3,5
2 k 0,  1,  2,  3

µε  k

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ 
⇒ =

∈ Z

. 

∆ηλαδή κατά µήκος της χορδής δηµιουργούνται 4 κοιλίες. 
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ε. Τη χρονική στιγµή t2 = 3 s, η εξίσωση που περιγράφει το 

στάσιµο κύµα είναι: πxy 2 συν  (y, x σε cm)
3

= − ⋅  

Το στιγµιότυπο της χορδής φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 

στ. Το πλάτος ταλάντωσης των σηµείων της χορδής είναι: 

2πx πxA 2A συν A 2 συν    (A , x σε cm)
3λ

′ ′ ′= ⇒ = ⋅  

Η γραφική παράσταση του πλάτους ταλάντωσης των 

σηµείων της χορδής φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 

ζ. Η πρώτη κοιλία στη θέση x = 0 για t1 = 1 s, έχει πy 2 ηµ  cm
2

= ⋅ , δηλαδή έχει φάση 
1

πφ  rad
2

= .  

Τα σηµεία του µέσου µε λ0 x 1,5cm
4

≤ < =  και 3λ 5λ4,5cm x 7,5cm
4 4

= < < =  έχουν την ίδια φάση φ1 µε την 

πρώτη κοιλία. 

Η δεύτερη κοιλία στη θέση λx 3 cm
2

= =  για t1 = 1 s, έχει 

( )π π 3πy 2 ηµ y 2 ηµ π y 2 ηµ  cm
2 2 2

= − ⋅ ⇒ = ⋅ + ⇒ = ⋅ , δηλαδή 

έχει φάση 
2

3πφ  rad
2

= . 

Τα σηµεία του µέσου µε 3λλ1,5cm x 4,5cm
4 4

= < < =  και 

5λ 7λ7,5cm x 10,5cm
4 4

= < < =  έχουν την ίδια φάση φ2 µε τη 

δεύτερη κοιλία. 

Η γραφική παράσταση της φάσης των σηµείων της χορδής φαίνεται στο παραπάνω σχήµα. 

 

η. Η ταχύτητα ταλάντωσης του σηµείου B µε xB = 1 cm είναι: 

B
Β Β Β

πx πt π πtυ ω2Ασυν συν υ συν  (υ  σε cm/s, t σε s)
3 2 2 2

= ⇒ =

Το αντίστοιχο διάγραµµα φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

 

θ. Πρέπει για t3 = 4 s, 

τ
πx πx πx πx π1 1υ 0,5π ω2Α συν συν2π 0,5π συν συν kπ x 3k 1 cm
3 3 2 3 2 3 3

= ⇒ ⋅ ⋅ = ⇒ = ⇒ = ± ⇒ = ± ⇒ = ±  

µε 0 x 10,5 cm≤ ≤  παίρνουµε τα σηµεία x = 1 cm ή 2 cm ή 4 cm ή 5 cm ή 7 cm ή 8 cm ή 10 cm. 

ι. Πρέπει ( ) ( ) ( )
2

D=mω
2 2 22 2 2 2 2

Κ Κ
75 3 31 1E = Ε mω Α = mω Α Α = (2Α) Α = 3Α Α ± 3Α

100 2 4 2 4
′ ′ ′ ′⇒ ⇒ ⇒ ⇒ = ⇒  

3πx πx πx π 12Α συν = 3Α συν = ± = kπ ± x = 3k ±   cm
3 3 2 3 6 2

⇒ ⋅ ± ⇒ ⇒ ⇒  

µε 0 x 10,5 cm≤ ≤  παίρνουµε τα σηµεία x = 0,5 cm ή 2,5 cm ή 3,5 cm ή 5,5 cm ή 6,5 cm ή 8,5 cm ή 9,5 cm. 

κ. Η δύναµη επαναφοράς είναι η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σηµείο Β κατά την ταλάντωσή του. Για το 

έργο της εφαρµόζουµε το θεώρηµα µεταβολής κινητικής ενέργειας. 

τελ αρχ

2 2

ΣF ΣF τελ αρχ ΣF B B
1 1W = ∆Κ W = Κ Κ W = mυ mυ
2 2

⇒ − ⇒ − . 

Για to = 0, 
αρχ αρχ

o
B B

πtπ πυ = συν  υ =  cm/s
2 2 2

⇒  και για t4 = 5,5 s, 
τελ τελ

4
B B

πt π 2πυ = συν  υ =  cm/s.
2 2 4

⇒ −  

Οπότε 
2 -10

ΣFW = π 10 J− ⋅  . 
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 
Στη θέση x = 0 του οριζόντιου άξονα x΄x, ο οποίος ταυτίζεται µε µια οµογενή 
ελαστική χορδή, βρίσκεται πηγή αρµονικού κύµατος η οποία ξεκινά τη χρονική 
στιγµή t = 0 να ταλαντώνεται κατακόρυφα µε εξίσωση y = A⋅ηµωt. Στο σχήµα 
φαίνεται η γραφική παράσταση της διαφοράς φάσης ∆φ = φΝ - φΜ δύο σηµείων Μ, 
Ν της χορδής, τα οποία βρίσκονται στο θετικό ηµιάξονα και ισχύει xM > xN, σε 
συνάρτηση µε το χρόνο. 
Παρατηρήθηκε ότι τη χρονική στιγµή t1 κατά την οποία η κινητική ενέργεια του 
σηµείου Μ είναι τριπλάσια της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσής του για τέταρτη 
φορά, το κύµα έχει διανύσει απόσταση d = 59 m στον θετικό ηµιάξονα. 
Κάποια χρονική στιγµή t2 το σηµείο Μ της χορδής έχει επιτάχυνση ταλάντωσης µέτρου 20,6π  m/s2 και ταχύτητα 
ταλάντωσής µέτρου 0,7π m/s. 
Α. Να γράψετε την εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται προς τις δύο κατευθύνσεις της χορδής (δεξιά και αριστερά της 

πηγής) και να υπολογίσετε τη θέση των σηµείων Μ και Ν. 
Β. Να παραστήσετε γραφικά τη φάση σε συνάρτηση µε την απόσταση x από την πηγή καθώς και το στιγµιότυπο του 

κύµατος, τη χρονική στιγµή t3 που το σηµείο Ν περνάει για τρίτη φορά από τη θέση ισορροπίας του, µετά τη έναρξη 
της ταλάντωσής του. 

Γ. Να υπολογίσετε το πλήθος των σηµείων της χορδής τα οποία τη χρονική στιγµή t4 = 6 s διέρχονται από τη θέση 
ισορροπίας της ταλάντωσής τους. 

∆. Σηµείο Κ της χορδής βρίσκεται αριστερά του σηµείου M και ξεκινά να ταλαντώνεται όταν το Μ έχει εκτελέσει 3 
πλήρεις ταλαντώσεις. Να προσδιορίσετε τη θέση του σηµείου Κ και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της 
αποµάκρυνσής του από τη θέση ισορροπίας σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

Θεωρήστε ότι η χορδή έχει πολύ µεγάλο µήκος και ότι κατά τη διάδοση του κύµατος σ’ αυτή, δεν υπάρχουν απώλειες 
ενέργειας. 

ΛΥΣΗ 
A. Από το διάγραµµα της εκφώνησης φαίνεται ότι πρώτο ξεκινά να ταλαντώνεται το σηµείο Ν της χορδής, τη χρονική 

στιγµή tΝ = 2 s και ακολουθεί το σηµείο Μ τη χρονική στιγµή tΜ = 4 s. Η διαφορά φάσης των σηµείων Μ, Ν 
ορίζεται ως εξής: 

Ν
Ν Μ

M N

∆εν ορίζεται,    για  0 s  t < 2 s
xt2π  - ,     για  2 s  t < 4 sT λ

x -x
2π ,         για t  4 sλ

∆φ = φ - φ =


 ≤

   ≤  

 

 ≥


 

Από το διάγραµµα φαίνεται ότι τη χρονική στιγµή t = 4 s, ∆φ = 4π rad οπότε 
M N Μ Ν Μ Ν2π | x -x | 2π(υt υt ) υ(t t )

∆φ = 4π 4π 4π 2 2f 2 f 1 Hz T 1 s.
λ λ λ

− −
⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 
Για τις χρονικές στιγµές κατά τις οποίες η κινητική ενέργεια του σηµείου Μ είναι τριπλάσια της δυναµικής 
ενέργειας ταλάντωσής του, ισχύει: 

2 2 2 2
ΟΛ ΟΛ ΟΛ

2 Μ
Μ

2πx1 1 2πtK U E 3U U E 4U E 4 Dy DA 4A ηµ ( ) A
2 2 T λ

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = ⇒  

Μ2πυ t2πt 1 1 πηµ( ) ηµ(2πt 8π) 2πt 8π κπ
T λ 2 2 6

⋅
⇒ − = ± ⇒ − = ± ⇒ − = ± . 

Εποµένως για την τέταρτη φορά 1 1
11π 592πt 8π t  s

6 12
− = ⇒ = . 

Αφού το κύµα τη χρονική στιγµή t1 έχει διανύσει στο θετικό ηµιάξονα απόσταση d = 59 m, η ταχύτητα διάδοσης 

του κύµατος είναι: 
1

dυ υ 12 m / s.
t

= ⇒ =  

Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής προκύπτει υυ λ f λ λ 12 m.
f

= ⋅ ⇒ = ⇒ =  

Από τις εξισώσεις επιτάχυνσης και ταχύτητας ταλάντωσης του σηµείου Μ της χορδής, θα υπολογιστεί το πλάτος 
ταλάντωσης του σηµείου Μ άρα και των σηµείων της χορδής, δηλαδή 



 

 

2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

2 4M M
M M 2 2

2 2 4 M M
M M 4

2M M
M M

2πx 2πx2πt 2πtα ω Αηµ( ) α ω Α ηµ
T λ T λ α Vα ω V ω Α Α A 0, 4 m.

ω ω2πx 2πx2πt 2πtV ωΑσυν( ) V ω Α συν
T λ T λ

 = − − ⇒ = −    ⇒ + = ⇒ = + ⇒ =
 = − ⇒ = −  

Η εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται προς τις δύο κατευθύνσεις της χορδής είναι: |x|y 0, 4 ηµ2π t
12

 = ⋅ − 
 

  S.I. 

Οι θέσεις των σηµείων Ν και Μ αντίστοιχα είναι: xN = υ⋅tN ⇒ xN = 24 m και xM = υ⋅tM ⇒ xM = 48 m. 
 
Β.  H χρονική στιγµή t3 που το σηµείο Ν περνάει για τρίτη φορά από τη θέση ισορροπίας της ταλάντωσής του, είναι ίση 

µε το χρόνο tN που το κύµα χρειάζεται για να φτάσει στο σηµείο Ν, συν το χρόνο 3T
2

 της ταλάντωσής του, δηλαδή: 

t3 = tΝ + 1,5Τ ⇒ t3 = 3,5 s. 
Η εξίσωση της φάσης του κύµατος τη χρονική στιγµή t3 είναι: 3

π x π xφ 2πt  - φ 7π -   στο S.I.6 6= ⇒ =   

Το κύµα τη χρονική στιγµή t3 έχει φτάσει µέχρι τα σηµεία της χορδής που µόλις η 
φάση τους είναι µηδέν. ∆ηλαδή: π xφ 0 7π - 0 x 42 m6= ⇒ = ⇒ = ±  

Η φάση της πηγής (x = 0) τη χρονική στιγµή t3 είναι: 32πtφ φ 7π rad.
T

= ⇒ =  

Η ζητούµενη γραφική παράσταση της φάσης σε συνάρτηση µε τη θέση x, τη 
χρονική στιγµή t3 = 3,5 s, φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

Τη χρονική στιγµή t3 = 3,5 s η πηγή του κύµατος έχει αποµάκρυνση y = 0,4⋅ηµ7π = 0 και ταλαντώνεται µε ταχύτητα 
V = Vmax⋅συν7π = -Vmax < 0. Σε κάθε ηµιάξονα το κύµα έχει διανύσει απόσταση ∆x = υt3 = 42 m = 3,5⋅λ. 
Οπότε το στιγµιότυπο του κύµατος έχει τη µορφή που φαίνεται στο επόµενο σχήµα. 

 
Γ. Τη χρονική στιγµή  t4 = 6 s το κύµα έχει διανύσει απόσταση x = υ⋅t4 = 72 m σε κάθε ηµιάξονα. 

Πρέπει 4

72 - 6κ   για x 0π | x | π | x |y 0 A ηµ 2πt 0 12π κπ  |x| = 72 - 6κ x = 
-72 + 6κ  για x 06 6

≥ = ⇒ ⋅ − = ⇒ − = ⇒ ⇒  < 
  

Στο θετικό ηµιάξονα πρέπει 0 x 72 0 72 6κ 72 72 6κ 0 0 κ 12     άρα 13 σηµεία≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ ≤ ≤  και 
στον αρνητικό ηµιάξονα πρέπει 72 x 0 72 72 6κ 0 0 6κ 72 0 κ 12     άρα 12 σηµεία.− ≤ < ⇒ − ≤ − + < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <  
Συνολικά 25 σηµεία της χορδής διέρχονται από τη θέση ισορροπίας της ταλάντωσής τους τη χρονική στιγµή t4. 
 

∆. Επειδή το σηµείο Κ βρίσκεται αριστερά του σηµείου Μ και ξεκινά να 
ταλαντώνεται µετά από το σηµείο Μ, συµπεραίνουµε ότι το σηµείο Κ 
βρίσκεται στον αρνητικό ηµιάξονα (xK < 0). Με βάση την εκφώνηση, 
η χρονική στιγµή tK κατά την οποία το κύµα φτάνει στο σηµείο Κ, 
ισούται µε tK = tM+3T ⇒ tK = 4+3T ⇒ tK = 7 s, όπου tM ο χρόνος που 
απαιτείται προκειµένου το κύµα να φτάσει στο σηµείο Μ. 
Άρα η θέση του σηµείου Κ είναι  xK = - υtK ⇒ xK = - 84 m. 
Η αποµάκρυνση του σηµείου Κ σε συνάρτηση µε το χρόνο δίνεται 
από τη σχέση yK = 0,4 ·ηµ2π(t-7) στο S.I για t ≥ 7 s. Η γραφική της παράσταση φαίνεται στο παραπάνω σχήµα. 
 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
∆ΟΥΛΟΥΦΑΚΗ ΦΕΡΕΝΙΚΗ  ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝ∆ΡΕΑΣ  ΠΑΠΑ∆ΑΚΗ ΡΕΝΑ 
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ΚΥΜΑΤΑ. Φάση και διαφορά φάσης. 

. 

Κατά µήκος ενός γραµµικού ελαστικού µέσου και από αριστερά προς τα δεξιά διαδίδε-

ται ένα κύµα και στο παρακάτω σχήµα (1) δίνεται το  στιγµιότυπο του κύµατος για 

t0=0, ενώ τη χρονική στιγµή t1=0,5s το αντίστοιχο στιγµιότυπο είναι αυτό του διπλανού 

σχήµατος (2). 

       

           

i) Να βρεθεί η εξίσωση του κύµατος. 

ii) Ποια η αρχική φάση του κύµατος; 

iii) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης των διαφόρων σηµείων του µέσου 

δεξιά της θέσης x=0 για t=1,5s, 

iv) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της φάσης ενός σηµείου Γ που βρίσκεται στη 

θέση x=0,8m σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

v) Βρείτε µια εξίσωση που παρέχει τη διαφορά φάσης µεταξύ δύο σηµείων Γ και ∆ 

του µέσου. 

vi)  Ποια η απόσταση µεταξύ των σηµείων Γ και ∆, αν µεταξύ τους παρουσιάζουν 

διαφορά φάσης 2π; 

. 

Απάντηση: 

 

i) Τα δύο στιγµιότυπα απέχουν χρονικά κατά Τ/2=0,5s άρα Τ=1s, ενώ η απόσταση 

που έχει διαδοθεί το κύµα είναι ίση µε λ/2=1m οπότε λ=2m. Έτσι η ταχύτητα 

του κύµατος είναι υ=λ/Τ=2m/s. Το σηµείο Β στο οποίο φτάνει το κύµα για t=0, 

βρίσκεται στη θέση ισορροπίας του και θα αρχίσει να κινείται προς την θετική 

κατεύθυνση. Έτσι η εξίσωση της ταλάντωσης του σηµείου Β, είναι της µορφής: 

y=Α ηµωt !  y=0,1ηµ2πt  (µονάδες στο S.I.). 

Έστω ένα σηµείο Μ στη θέση x. Το κύµα για να φτάσει από το Β στο Μ θα χρεια-

στεί χρόνο t1=(ΒΜ)/υ = (x+1)/υ= (x+1)/2. Έτσι η εξίσωση του τυχαίου σηµείου Μ, 



στη θέση x είναι: 

y=0,1ηµ2π(t-t1) ! 

(1)  )
2

1

2

x
-t(21,0 −= πηµy  

Η εξίσωση (1) είναι η εξίσωση του κύµατος. 

ii) Η φάση του κύµατος είναι: 

 )
2

1

2

x
-t(2 −= πφ  ή 

φ= 2πt-πx-π 

Συνεπώς η φάση του σηµείου στη θέση x=0 για t=0 είναι: 

φ0=2π(0-0- ½ ) = - π rad. 

Αυτή είναι και η αρχική φάση του κύµατος. Τι σηµαίνει αρνητική αρχική φάση 

–π; Το κύµα δεν έχει φτάσει ακόµη στο σηµείο Ο. 

iii) Για t1=1,5s έχουµε: 

φ= 2πt-πx-π = 3π-πx-π = 2π-πx  (2) 

Η γραφική παράσταση της σχέσης (2) είναι αυτή του σχήµατος: 

 

 

iv) Η φάση του σηµείου Γ είναι: 

φ= 2πt-πx-π = 2πt-0,8π-π=2πt-1,8π 

και η γραφική παράσταση είναι: 

 

v) Έστω ένα σηµείο ∆ στη θέση x2, ενώ το Γ βρίσκεται στη θέση x1. Η διαφορά 

φάσης µεταξύ της φάσης του Γ και του ∆ είναι: 

∆φ=φΓ-φ∆=  (2πt-πx1-π)-(2πt-πx2-π) =π(x2-x1)! 

∆φ=πx2-0,8π 



(Υπενθυµίζουµε την σχέση: 
λ

2
x∆

⋅=∆ πφ ) 

 

vi) Αν ∆φ= 2π! 

π(x2-x1) =2π ! 

x2-x1=2m. 

Όσο είναι και το µήκος κύµατος. 

 

 

dmargaris@sch.gr 
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ΤΟ ΠΕΡΑΣΜΑ ΕΝΟΣ ΠΑΛΜΟΥ ΜΕΣΑ ΑΠΟ ΤΟ ΟΡΙΟ ΠΟΥ ΧΩΡΙΖΕΙ ΔΥΟ 

ΔΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ ΜΕΣΑ ΔΙΑΔΟΣΗΣ 

 

Θεωρείστε ένα λεπτό και ένα χοντρό σχοινί που είναι δεμένα μεταξύ τους στο ένα 

τους άκρο, ενώ καθένα από τα άλλα τους άκρα τα συγκρατούν δύο άνθρωποι.  

Κάποια στιγμή ο άνθρωπος που συγκρατεί το άκρο του λεπτού σχοινιού αποφασίζει 

να δημιουργήσει ένα παλμό, ο οποίος αρχίζει να κινείται μέσα από το λεπτό σχοινί 

προς το όριο που το συνδέει με το χοντρό σχοινί.  

Μόλις ο παλμός φτάσει στο όριο των δύο σχοινιών δύο φαινόμενα θα παρατηρηθούν. 

 Ένα μέρος της ενέργειας που μεταφέρεται από τον παλμό που προσπίπτει στο 

όριο θα ανακλαστεί και θα επιστρέψει πίσω προς το άκρο που συγκρατείται από 

τον άνθρωπο. Η επιστρέφουσα αυτή  διαταραχή  ονομάζεται ανακλώμενος 

παλμός κι επειδή έχει μέρος της ενέργειας του αρχικού παλμού έχει και 

μικρότερο πλάτος. 

 Το υπόλοιπο μέρος της ενέργειας* του προσπίπτοντος παλμού διέρχεται μέσα 

από το όριο προς το χοντρό σχοινί. Τη διαταραχή που διαδίδεται στο δεύτερο 

αυτό μέσο ας την ονομάσουμε μεταδιδόμενο παλμό. 

Σε περιπτώσεις όπως η παραπάνω παρατηρούμε μια αντιστροφή του ανακλώμενου 

παλμού. Η εξήγηση που δίνεται είναι ότι όταν ο παλμός φτάσει στο διαχωριστικό 

όριο των δύο μέσων, το κινούμενο προς τα πάνω άκρο του λεπτού σχοινιού βρίσκεται 

ξαφνικά αντιμέτωπο με την αδράνεια του αρχικά 

ακίνητου άκρου του χοντρού σχοινιού. Επειδή το άκρο 

του χοντρού σχοινιού είναι πιο μαζικό από το άκρο του 

λεπτού σχοινιού, το τελευταίο αυτό θα αντιστρέψει την 

προς τα πάνω κίνησή του  (όπως ακριβώς όταν μια 

μικρή μπάλα προσπέσει πάνω σε μια μεγαλύτερη μπάλα 

αρχικά ακίνητη). 

Από την άλλη μεριά, το μαζικό άκρο του χοντρού 

σχοινιού ήταν αρχικά ακίνητο και με την πρόσπτωση 

του παλμού στο διαχωριστικό όριο δέχεται μια ώθηση προς τα πάνω κι έτσι ξεκινάει 

να ανέρχεται. Για το λόγο αυτό ο μεταδιδόμενος παλμός δεν αντιστρέφεται.  

Αυτό είναι κανόνας: οι μεταδιδόμενοι (από ένα μέσο σε άλλο) παλμοί ποτέ δεν 

αναστρέφονται.  

 
*  Υποθέτουμε μηδενικές απώλειες κατά τη διάδοση του κύματος στα δύο μέσα. 
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Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνονται δύο στιγμιότυπα, ένα πριν κι ένα μετά την 

πρόσπτωση του παλμού στο κοινό (αλλά και διαχωριστικό) όριο των δύο σχοινιών.  

 

Παρατηρώντας τα δύο στιγμιότυπα μπορούμε να εξάγουμε κάποια αξιοσημείωτα 

συμπεράσματα ως προς τα χαρακτηριστικά του μεταδιδόμενου και του ανακλώμενου 

παλμού. 

 Ο μεταδιδόμενος παλμός (που κινείται στο πιο χοντρό, άρα και πιο μαζικό, 

σχοινί) κινείται πιο αργά* από τον ανακλώμενο παλμό (που “τρέχει” πάνω στο 

λεπτό και λιγότερο μαζικό σχοινί). 

 Ο μεταδιδόμενος παλμός έχει μικρότερο μήκος κύματος από τον ανακλώμενο. ** 

 H ταχύτητα και το μήκος κύματος του ανακλώμενου παλμού έχουν ίδιες τιμές με 

του προσπίπτοντος***.  

 

 

 

*  Είναι γνωστό ότι η ταχύτητα εξαρτάται από τις ιδιότητες το υλικού. 

**Αναμενόμενο. Αφού ο διαβιβαζόμενος παλμός εισέρχεται στο χοντρό σχοινί μέσω των ταλαντώσεων 

των υλικών σημείων του λεπτού σχοινιού, τα υλικά σημεία του χοντρού  σχοινιού εξαναγκάζονται  

(ακριβώς όπως το ένα χέρι εξαναγκάζει το άλλο σε μια χειραψία) να εκτελέσουν ταλάντωση με την ίδια 

συχνότητα. Έτσι, από τη σχέση υ = λf προκύπτει ότι η μικρή ταχύτητα του παλμού στο χοντρό σχοινί 

συνεπάγεται και μικρό μήκος κύματος.  

*** Αφού ο ανακλώμενος παλμός κινείται στο ίδιο σχοινί που κινήθηκε αρχικά ο προσπίπτων παλμός, 

είναι αναμενόμενο - σύμφωνα με τις παραπάνω υποσημειώσεις – να έχει ίδια ταχύτητα και ίδιο μήκος 

κύματος με τον αρχικό παλμό. 
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Τέλος, ας δούμε την περίπτωση που ο αρχικός παλμός δημιουργείται στο χοντρό 

σχοινί και οδηγείται μέσα από το διαχωριστικό όριο (σημείο πρόσδεσης) προς το 

λεπτό σχοινί. 

Για άλλη μια φορά θα έχουμε μερική ανάκλαση και μερικό πέρασμα από το 

διαχωριστικό όριο. Ο ανακλώμενος παλμός σ’ αυτή την περίπτωση δεν 

αναστρέφεται. Όμοια και ο μεταδιδόμενος (όπως συμβαίνει πάντα με αυτόν).  

Η εξήγηση γι αυτό είναι ότι αφού ο προσπίπτων παλμός 

κινείται στο χοντρό σχοινί όταν αυτός φτάνει στο όριο, 

το πρώτο τμήμα του άκρου του λεπτού σχοινιού δεν έχει 

επαρκή μάζα για να αντιστρέψει την ορμή του 

τελευταίου τμήματος του χοντρού σχοινιού (όπως 

ακριβώς μια ακίνητη ελαφριά μπάλα δεν μπορεί να 

αναστρέψει την ορμή μιας βαριάς μπάλας που 

προσπίπτει πάνω της. 

Το αποτέλεσμα είναι ότι ένας ανοδικός παλμός που 

προσπίπτει  στο όριο των δύο σχοινιών ανακλάται πάλι 

σαν ένας ανοδικός παλμός. Για του ίδιους λόγους ένας 

καθοδικός παλμός ανακλάται σαν ένας καθοδικός.  

Ας παρατηρήσουμε κι εδώ δύο στιγμιότυπα, ένα πριν κι ένα μετά την πρόσπτωση του 

παλμού στο κοινό όριο των δυο σχοινιών. 

 

Μια σύγκριση κι εδώ των χαρακτηριστικών του μεταδιδόμενου και του ανακλώμενου 

παλμού μας οδηγεί στα ακόλουθα συμπεράσματα: 

 Ο μεταδιδόμενος παλμός (στο λεπτό σχοινί) διαδίδεται πιο γρήγορα από τον 

ανακλώμενο παλμό (στο χοντρό σχοινί). 
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 Ο μεταδιδόμενος παλμός (στο λεπτό σχοινί) έχει πιο μεγάλο μήκος κύματος 

από τον ανακλώμενο παλμό (στο χοντρό σχοινί). 

 Η ταχύτητα και το μήκος κύματος του ανακλώμενου παλμού έχουν ίδιες τιμές 

με του προσπίπτοντος. 

 

Αυτές οι τρείς παρατηρήσεις ερμηνεύονται όμοια όπως και στην προηγούμενη 

περίπτωση. 

 

Έτσι, η συμπεριφορά ενός τρέχοντος κύματος, που μεταβαίνει από ένα σχοινί σε ένα 

άλλο, συνοψίζεται στις παρακάτω προτάσεις (αρχές): 

 Η ταχύτητα του κύματος είναι πάντοτε μεγαλύτερη στο λεπτότερο σχοινί. 

 Το μήκος κύματος είναι πάντοτε μεγαλύτερο στο λεπτότερο σχοινί. 

 Η συχνότητα του κύματος δεν αλλάζει όταν διέρχεται από το κοινό όριο των 

δύο σχοινιών.  

 Το πλάτος του προσπίπτοντος κύματος είναι πάντοτε μεγαλύτερο από του 

ανακλώμενου. 

 Παρατηρείται αναστροφή του ανακλώμενου παλμού όταν ο αρχικός παλμός 

προσπίπτει στο όριο που χωρίζει τα δύο σχοινιά με κατεύθυνση από το λεπτό 

σχοινί προς το χοντρό σχοινί. 

 

 Σχόλια: 

1.  Το θεωρητικό αυτό σημείωμα γράφτηκε με αφορμή το σχήμα 2.32 σελ.66 του 

σχολικού βιβλίου.  

Στο σχήμα αυτό φαίνεται καθαρά ότι η ταχύτητα με την οποία κινείται ο παλμός  

στο μέσο 2 είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα που έχει στο μέσο 1. Άρα, αν τα 

δύο μέσα είναι σχοινιά, το μέσο 2 πρέπει να είναι λεπτότερο σχοινί οπότε, 

σύμφωνα με τα παραπάνω, ο ανακλώμενος παλμός δε θα έπρεπε να έχει 

σχεδιαστεί αντεστραμμένος.  

 

2.  Βασική πηγή για το θεωρητικό αυτό σημείωμα αποτέλεσε το άρθρο: 

Characteristics of a transmitted pulse 

http://www.physicsclassroom.com/mmedia/waves/ltm.cfm 

 

 

Τάσος Τζανόπουλος                                                                                     

 

http://www.physicsclassroom.com/mmedia/waves/ltm.cfm
http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com/


Σύνθεση Ταλαντώσεων και κύµα. 

    Το σηµείο Ο γραµµικού ελαστικού µέσου το οποίο ταυτίζεται µε τον άξονα χ’Οχ, 

εκτελεί ταυτόχρονα δύο Α. Α. Τ που γίνονται στην ίδια διεύθυνση, κάθετα στον άξονα 

χ’χ και γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας. Οι ταλαντώσεις περιγράφονται από τις εξι-

σώσεις:  

1 0,1 (10 )( . )
3

y t S I
π

ηµ π= +  και 2 0,1 3 (10 )( . )
6

y t S I
π

ηµ π= − . 

1) Να γράψετε την εξίσωση της συνισταµένης ταλάντωσης που εκτελεί το σηµείο Ο. 

2) Θεωρούµε το σηµείο Ο σαν πηγή αρµονικού κύµατος που διαδίδεται κατά µήκος 

του Οχ ηµιάξονα. Αν τη χρονική στιγµή 1t  που η πηγή ολοκληρώνει δύο ταλαντώ-

σεις το κύµα φθάνει σε ένα σηµείο Γ που απέχει από την πηγή 20x cmΓ = , να γρά-

ψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται κατά µήκος της χορδής. 

3) Η φάση της ταλάντωσης ενός σηµείου Κ του ελαστικού µέσου την ίδια χρονική 

στιγµή 1t  ισούται µε 
3

2

π
ϕΚ = . Ποια χρονική στιγµή ξεκίνησε να ταλαντώνεται το 

σηµείο αυτό; Να εξετάσετε προς τα πού θα κινηθεί το σηµείο Κ αµέσως µετά τη 

στιγµή 1t .  

4) Να υπολογίσετε τη διαφορά φάσης µεταξύ του σηµείου Κ και του πιο µακρινού ση-

µείου Η (από την πηγή Ο) του ελαστικού µέσου που αρχίζει να ταλαντώνεται τη 

στιγµή 2 0,7t s= . 

5) Να βρείτε τον αριθµό των υλικών σηµείων του µέσου, µεταξύ των Κ, Η που έχουν 

την ίδια αποµάκρυνση και την ίδια ταχύτητα µε την πηγή κάθε στιγµή.  

6) Να βρείτε πόσα υλικά σηµεία του ελαστικού µέσου, τη χρονική στιγµή 2 0,7t s= , 

έχουν µέγιστη κινητική και πόσα έχουν δυναµική ίση µε max

4

U
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

 

1) Η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο συνιστωσών ταλαντώσεων είναι: 

                  1 2 (10 ) (10 )
3 6 2

t t
π π π

ϕ ϕ ϕ π π∆ = − = + − − =  



Άρα το πλάτος της συνισταµένης ταλάντωσης υπολογίζεται από τη σχέση: 

               2 2

1 2 1 22 0,2
2

A A A A A m
π

συν= + + =  

Η διαφορά φάσης θ  µεταξύ της συνισταµένης y  και της συνιστώσας 2y  µε τη µικρό-

τερη φάση υπολογίζεται από τη σχέση: 

           
1

1

2
2 1

32

3 6 6

2

A
A

A
A A

π
ηµ

π π
εϕθ εϕ θ

π
συν

= = = = ⇒ =

+

,   αφού 0
2

π
θ< <  

Άρα: 

             
2 2

(10 ) 10 ( . )
6 6

y y y y t t S I
π π

θ ϕ ϕ ϕ θ ϕ π π= − ⇒ = + = + − =  

Συνεπώς η εξίσωση της συνισταµένης κίνησης περιγράφεται από τη σχέση: 

                       0,2 10 ( . )y t S Iηµ π=  

 

Σχόλιο: Η σύνθεση ταλαντώσεων είναι προτιµότερο να διδάσκεται µε χρήση περιστρε-

φόµενων διανυσµάτων. Οι µαθητές κατανοούν καλύτερα το φαινόµενο. Η απλή χρήση 

τύπων που αναφέρονται στο σχολικό βιβλίο-ευαγγέλιο, χωρίς να αποδεικνύονται, δη-

µιουργεί σύγχυση στους µαθητές, βοηθά τους «παπαγάλους», υποτιµά τους διδάσκο-

ντες και αδικεί τη φυσική. Σε αυτή την περίπτωση δεν έχει νόηµα να διδάσκεται η σύν-

θεση ταλαντώσεων. Επίσης είναι λάθος να αναπαράγουµε στην τάξη τα διδακτικά λάθη 

ενός βιαστικά γραµµένου βιβλίου, µε το πρόσχηµα της διόρθωσης στις πανελλήνιες. 

Επιπλέον είναι εύκολο να γίνουν λάθη αφού τα σύµβολα που χρησιµοποιεί το βιβλίο 

δεν εξηγεί επαρκώς τι εκφράζουν, π.χ: η θ  είναι η 

αρχική φάση της συνισταµένης ταλάντωσης;  Αν τον 

τύπο της εϕθ  τον λάβουµε όπως στο βιβλίο: 

2

1 2

A

A A

ηµθ
εϕθ

συνθ
=

+
 προφανώς θα κάνουµε λάθος, 

αφού πουθενά δεν εξηγεί ότι στον αριθµητή χρησιµο-

ποιούµε το πλάτος της ταλάντωσης µε τη µεγαλύτερη 

φάση. Πως άλλωστε να το εξηγήσει χωρίς περιστρεφόµενα; 

2) Συγκρίνοντας την εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου Ο µε τη γενική σχέ-

ση: y A tηµω= , βρίσκουµε ότι: 10ω = 10 5 0,2
rad

f Hz T s
s

ω π= ⇒ = ⇒ = . 



Αφού η πηγή έχει εκτελέσει 2 ταλαντώσεις θα ισχύει: 1 2 0,4t T s= = . 

Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος υπολογίζεται: 
1

0,5
m

t s

χ
υ Γ= =  και το µήκος κύ-

µατος: 

0,1m
f

υ
λ = = . 

Η εξίσωση του κύµατος δίνεται από τη σχέση:  

0,2 2 (5 10 )( . )y t x S Iηµ π= −  

3) Η φάση του κύµατος είναι: 2 (5 10 )t xϕ π= − .  Για τη φάση του σηµείου Κ έχουµε: 

   1,5 2 (5 0, 4 10 ) 0,125K Kx x mπ π= ⋅ − ⇒ = .  

Άρα αρχίζει να ταλαντώνεται τη στιγµή:      

0,25K
K

x
t s

υ
= =  . 

Η αποµάκρυνση του Κ τη στιγµή 1 0,4t s=  είναι: 

3
0, 2 0,2 0, 2

2
Ky m

π
ηµϕ ηµΚ= = = − , 

δηλαδή βρίσκεται στην αρνητική ακρότατη θέση, οπότε αµέσως µετά θα κινηθεί κα-

τά τη θετική φορά. 

4) Τη στιγµή 2 0,7t s=  η φάση του Κ είναι:  2 (5 0,7 10 0,125) 4,5ϕ π πΚ = ⋅ − ⋅ = . Το 

σηµείο Η που αρχίζει να ταλαντώνεται την ίδια στιγµή έχει: 0ϕΗ = . Άρα 

4,5ϕ π∆ =  

5) Το σηµείο Η βρίσκεται στη θέση: 2 0,35t mχ υΗ = ⋅ = . Τα σηµεία του µέσου που 

έχουν την ίδια αποµάκρυνση και την ίδια ταχύτητα µε την πηγή κάθε στιγµή, βρί-

σκονται σε συµφωνία φάσης µε αυτή. Συνεπώς: 

0 0,1χ χ χ κλ κ∆ = − = = = ,κ ∈Ζ  

 Όµως:   

0,125 0,35 0,125 0,1 0,35 1,25 3,5 2,3xχ χ χ κ κ κΚ Η< < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ =  

Άρα υπάρχουν 2 σηµεία. 

 

6) Μέγιστη κινητική ενέργεια έχουν τα σηµεία που διέρχονται από τη θέση ισορροπί-



ας, ενώ δυναµική ίση µε το 
1

4
 της µέγιστης , όσα βρίσκονται στη θέση: 

2

A
y = ± . 

Τη στιγµή 2 0,7t s=  το κύµα έχει φθάσει στη θέση: 2 0,35t mχ υΗ = ⋅ = , όπου: 

0,35
14 14 3,5

0,025 4

4

H
H

x
x

λ
λ

λ
= = ⇒ = = . 

Σχεδιάζοντας το στιγµιότυπο:  

 

βλέπουµε ότι υπάρχουν 8 σηµεία µέγιστης κινητικής ενέργειας και 14 σηµεία µε 

max

4

U
. 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 



Σύνθεση ταλαντώσεων και αρµονικό κύµα. 

 

Ένα υλικό σηµείο Ο ενός γραµµικού ελαστικού µέσου, µάζας 2kg, εκτελεί ταυτόχρονα 

δύο απλές αρµονικές ταλαντώσεις που γίνονται στην ίδια κατακόρυφη διεύθυνση και 

γύρω από την ίδια θέση ισορροπίας, οι οποίες περιγράφονται από τις εξισώσεις: 

y1=0,08ηµ(ωt + π) και y2=A2ηµωt  (S.I.) 

Η εξίσωση της σύνθετης ταλάντωσης που προκύπτει δίνεται από τη σχέση: 

y=0,04ηµ10πt  (S.I.) 

α. Να γραφεί η εξίσωση της αποµάκρυνσης για κάθε µία από τις συνιστώσες 

ταλαντώσεις. 

β. Να γράψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται προς τη θετική 

κατεύθυνση του άξονα x΄x, ο οποίος ταυτίζεται µε το ελαστικό µέσο και έχει ως αρχή 

το σηµείο Ο. Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι 20 m/s.  

γ. Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή t1 =0.4s και να 

προσδιορίσετε το πλήθος των υλικών σηµείων που έχουν την ίδια στιγµή µέγιστη 

επιτάχυνση και µέγιστη κινητική ενέργεια. 

δ. Να παραστήσετε γραφικά σε συνάρτηση µε το χρόνο την αποµάκρυνση από την 

θέση ισορροπίας ενός υλικού σηµείου Κ του µέσου που βρίσκεται στη θέση xκ =6m. 

Ποια είναι η αποµάκρυνσή του τις χρονικές στιγµές  t2= 0.25s  και  t3 =0.35s.  

ε. Να βρεθεί µέτρο της ταχύτητας µε την οποία ταλαντώνεται το υλικό σηµείο Κ την 

στιγµή που η δυναµική του ενέργεια είναι τριπλάσια της κινητικής. 

στ. Αν κάποια χρονική στιγµή t η φάση της ταλάντωσης του υλικού σηµείου Κ είναι φκ 

=π rad, ποια είναι η φάση της ταλάντωσης ενός υλικού σηµείου Λ που βρίσκεται στην 

θέση xΛ =9m από το Κ. 

ζ. Να βρεθεί την χρονική στιγµή που το υλικό σηµείο Λ βρίσκεται στην ακραία θετική 

αποµάκρυνσή του για πρώτη φορά, πόσες φορές έχει περάσει από την θέση ισορροπίας 

του µετά την t=0,το υλικό σηµείο Ο. 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ   

α. Από τις δεδοµένες συναρτήσεις y1=f(t) και y2=f(t) προκύπτει ότι η διαφορά φάσης 

των δύο συνιστωσών ταλαντώσεων είναι φ=π rad. Σύµφωνα µε την θεωρία, το πλάτος 

της σύνθετης ταλάντωσης θα είναι : A=| A1 – A2 | . 

Γνωρίζουµε όµως ότι όταν η διαφορά φάσης είναι φ=π rad , η αρχική φάση της 

σύνθετης ταλάντωσης ταυτίζεται µε αυτή της συνιστώσας ταλάντωσης µε το 

µεγαλύτερο πλάτος. Η σύνθετη ταλάντωση δεν έχει αρχική φάση όπως και η  y2=f(t). 

Εποµένως πρέπει A2 > A1 .  

Έτσι καταλήγουµε ότι :A=A2 – A1  ή  A2  = A + A1  = 0.12 m και ω= 10π rad/s . 

Άρα: y1=0,08ηµ(10πt+ π) και  y2=0.12ηµ10πt  (S.I) 

β. Από την συνάρτηση y=0,04ηµ10πt  για το υλικό σηµείο Ο του ελαστικού µέσου 

προκύπτει : 

A=0.04 m και ω=10π rad/s  ή  Τ=2π/ω  ή  Τ=1/5=0.2s  ή  f= 5Hz και από την εξίσωση 

της κυµατικής υ=λ·f ή λ= υ/f =4m.  H συνάρτηση του διαδιδόµενου προς την θετική 

κατεύθυνση αρµονικού κύµατος θα είναι :                                                                  

                                                              (S.I.) 
                                                                                                                               
γ. Το στιγµιότυπο του κύµατος είναι η συνάρτηση y=f(x).  

Άρα η συνάρτηση του κύµατος για t=t1 =0.4s γράφεται : y= 0.04ηµ2π(2 – x/4) (S..I). 

Βήµα 1: Η συνάρτηση y=f(x). 

y= 0.04ηµ(4π – 0.5πx)= 0.04ηµ(2·2π – 0.5πx) = -0.04ηµ0.5πx. Αποµάκρυνση πηγής 

την t1=0.4s από την Θ.Ι.   y=0.04ηµ10π·0.4 =0 

Βήµα 2 : Μέχρι που φτάνει το κύµα; Για t1=0.4s → φ= 0 → 5t=x/4→ x= 8m 

Βήµα 3 : Μετράµε το πλήθος λ/4 σε απόσταση 8m → x /λ/4= 8 

2 ( ) 0.04 2 (5 )
4

t x x
y A t

T
ηµ π ηµ π

λ
= − = −



 
 

 

 

 

 

 

 

Μέγιστη επιτάχυνση έχουν τα υλικά σηµεία που εκείνη την στιγµή βρίσκονται στην 

ακραία θέση ταλάντωσης. Από το στιγµιότυπο παρατηρούµε ότι την t1 =0.4s υπάρχουν 

4 υλικά σηµεία στην ακραία θέση : x1 =λ/4 =1m, x2 =3λ/4 =3m, x3 =5λ/4 =5m, x4 

=7λ/4 =7m . 

Μέγιστη κινητική ενέργεια έχουν τα υλικά σηµεία που την ίδια στιγµή βρίσκονται στην 

Θ.Ι. . Από το στιγµιότυπο παρατηρούµε ότι την t1 =0.4s υπάρχουν 5 υλικά σηµεία στην 

Θ.Ι. και είναι τα : x=0 , x=λ/2 =2m, x=λ=4m, x=3λ/2=6m, x=2λ=8m. 

δ. Η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης από τη θέση ισορροπίας για το υλικό 

σηµείο Κ που απέχει από το Ο κατά xκ =6m προκύπτει από τη συνάρτηση του κύµατος 

για x= xκ= 6m . 

Είναι  :  0.04 2 (5 ) 0.04 2 (5 1.5)
4

x
y t tηµ π ηµ π= − = −  (S.I.) για  t ≥ 0.3s ,που αντιστοιχεί 

στο χρόνο που απαιτείται για να φτάσει η διαταραχή στο Κ και βρίσκεται αν 

µηδενίσουµε την φάση του κύµατος. ∆ηλαδή :φκ=2π(5t –1.5) =0 ή 5t –1.5 =0 ή t = 0.3s 

. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Το υλικό σηµείο Κ όπως φαίνεται και στο σχήµα την χρονική στιγµή 0.25s δεν έχει 

ξεκινήσει να ταλαντώνεται και βρίσκεται στην θέση ισορροπίας του. Την χρονική 

στιγµή 0.35s βρίσκεται στην θετική ακραία θέση A=0.04m (φκ=π/2 άρα  

y=0.04ηµπ/2=0.04m). 

ε. Το υλικό σηµείο Κ εκτελεί α.α.τ. πλάτους 0.04m. Από Α.∆.Ε.Τ. έχουµε : 

ΕΤ= Κ + UT →ΕΤ= 4K →1/2muo²= 4·1/2mu²→ u² = uo²/ 4→ u= uo/ 2 =ωΑ/2=0.4π m/s 

στ. Την χρονική στιγµή t το υλικό σηµείο Κ έχει φάση που είναι ίση µε : 

φκ =2π(5t - xκ/4) ενώ την ίδια χρονική στιγµή το υλικό σηµείο Λ έχει φάση:  

φΛ =2π(5t –xΛ/4).  

Επειδή  xK < xΛ είναι  φΚ > φΛ και ∆φ= φΚ  -φΛ  ή ∆φ=2π∆x/λ =2π3/4 =3π/2 rad  ή  

φΚ  -φΛ  = 3π/2  ή  φΛ  = φΚ  - 3π/2= - π/2 rad .  

H αρνητική φάση σηµαίνει ότι το υλικό σηµείο Λ εκείνη την στιγµή δεν έχει ξεκινήσει 

να ταλαντώνεται αφού δεν έχει φτάσει ακόµα σε αυτό η διαταραχή.  

ζ.  Το υλικό σηµείο Λ θα βρίσκεται στην θέση +Α για πρώτη φορά την χρονική στιγµή 

t2 = t1 + T/4 όπου t1 είναι η χρονική στιγµή που φτάνει σε αυτό το κύµα, δηλαδή : 

t1 = x1 /u = 9/20=0.45 s. Άρα η χρονική στιγµή  t2  είναι:  t2 =0.45+ 0.05=0.5s. 

Tην ίδια χρονική στιγµή το υλικό σηµείο Ο έχει περάσει από την θέση ισορροπίας του 

5 φορές µετά από την t=0, επειδή σε κάθε περίοδο περνάει 2 φορές από την θέση αυτή 

και t2 =2Τ+Τ/2. 
 

Επιµέλεια : Στελίου Κωνσταντίνος 

 



Συµβολή κυµάτων  και φάσεις. 

Στην επιφάνεια ενός υγρού, βρίσκονται δύο σύγχρονες πηγές Ο1 και Ο2 που  απέχουν µεταξύ 

τους d=0,4m, δηµιουργώντας κύµατα που διαδίδονται µε µήκος κύµατος λ=0,2m, τα οποία θε-

ωρούµε ότι διατηρούν σταθερό πλάτος  Α=1cm.  

 

i)  Ένα σηµείο Σ απέχει από τις πηγές αποστάσεις r1=0,3m και r2=0,5m αντίστοιχα.  

α) Ποιο το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Σ µετά τη συµβολή των δύο κυµάτων; 

β)  Ποια η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο κυµάτων που συµβάλλουν στο σηµείο Σ; 

ii)  Σε ένα άλλο σηµείο Ρ, τα δύο κύµατα συµβάλλουν παρουσιάζοντας διαφορά φάσης 4π 

(rad). Ποια η διαφορά των αποστάσεων του σηµείου Ρ από τις πηγές; Πού µπορεί να βρί-

σκεται το σηµείο Ρ; 

iii) Να εξετάσετε αν µπορεί να έχουµε διαφορά φάσης µεταξύ των δύο κυµάτων τη στιγµή 

της συµβολής ίση µε 6π (rad). 

iv) Ένα άλλο σηµείο Τ παρουσιάζει διαφορά φάσης ίση µε 5π (rad) µε κάθε πηγή, απέχοντας 

απόσταση r1=0,7m  από τη πηγή Ο1. Πόσο απέχει το σηµείο αυτό από τη πηγή Ο2 και πό-

σο είναι το πλάτος της ταλάντωσής του; 

 

Απάντηση: 

i) Για το σηµείο Σ έχουµε: 

|r1-r2|=|0,3m-0,5m|=0,2m=λ 

α)  Συνεπώς τα δύο κύµατα συµβάλουν ενισχυτικά και το πλάτος ταλάντωσης είναι ίσο 

µε 2 Α=2cm. 

β)  Έστω ότι η φάση κάθε κύµατος είναι της µορφής: 

φ=2π 02 φ
λ

π +−
r

T

t
 

Συνεπώς η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο κυµάτων που συµβάλλουν είναι: 

∆φ= |φ1-φ2|=
λ

π
||

2 21 rr −
  (1) 

Βλέπουµε ότι η διαφορά φάσης εξαρτάται µόνο από τη διαφορά των δρόµων |r1-r2|. 

Για το σηµείο λοιπόν Σ έχουµε: 

∆φ=
λ

π
||

2 21 rr −
=2π rad. 



ii) Για το σηµείο Ρ παίρνοντας τη σχέση (1) έχουµε: 

∆φ= |φ1-φ2|=
λ

π
||

2 21 rr −
  → |r1-r2|=∆φ λ

π

λ
2

2
= =0,4m. 

 

Αλλά σε κάθε τρίγωνο µε πλευρές d, r1, r2 ισχύει: 

|r1-r2| <d < r1+r2 

Εδώ όµως  r1-r2=d, συνεπώς το σηµείο Ρ δεν µπορεί να σχηµατίζει τρίγωνο µε τις δύο 

πηγές και το µόνο που αποµένει είναι να βρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει τις δύο 

πηγές, δεξιά της Ο2 ή αριστερά της Ο1. 

Πράγµατι αν πάρουµε ένα σηµείο δεξιά της Ο2 που απέχει κατά x από την πηγή αυτή, 

θα έχουµε: 

r1-r2=(d+x)-x= d= 2λ 

iii) Με βάση το προηγούµενο ερώτηµα η µέγιστη διαφορά φάσης  µεταξύ των δύο κυµά-

των που µπορεί να παρατηρηθεί είναι 4π, αφού αν είχαµε για παράδειγµα ∆φ=6π τότε: 

r1-r2=3λ >d 

iv) Η αρχή της επαλληλίας δίνει για την αποµάκρυνση του σηµείου Τ: 
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Η διαφορά φάσης µεταξύ της πηγής έστω Ο1 και του σηµείου Τ είναι: 
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Αλλά τότε r2=0,3m. 

Έχουµε όµως r1-r2= 0,4m=2λ, συνεπώς το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Τ είναι 

2Α=2cm. 

b) 0
2

2 12 <
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λ
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rr
, τότε η εξίσωση (2) γίνεται: 
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Αλλά τότε η διαφορά φάσης µεταξύ της πηγής έστω Ο1 και του σηµείου Τ είναι: 
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r1+r2=  6λ =1,2 m ή 

r2=1,2m-0,7m=0,5m 

Έχουµε όµως r1-r2= 0,2m=λ, συνεπώς το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Τ είναι 

2Α=2cm. 

 

 

 

 

Σχόλια- Συµπεράσµατα: 

1) Τα σηµεία που ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος, είναι τα σηµεία της µεσοκαθέτου όπου 

τα δύο κύµατα συµβάλλουν κάθε στιγµή, έχοντας την ίδια φάση, τα σηµεία δύο υπερβολών 

(µιας δεξιά και µιας αριστερά της µεσοκαθέτου), όπου τα κύµατα συµβάλλουν έχοντας δια-

φορά φάσης 2π και τα σηµεία δεξιά και αριστερά των πηγών, που η διαφορά φάσης των 

δύο κυµάτων είναι 4π. 

 

2) Τα σηµεία που παρουσιάζουν διαφορά φάσης 5π µε τις πηγές  απέχοντας 0,7m από τη πηγή 

Ο1 είναι τρία. Τα δύο είναι πάνω στην υπερβολή δεξιά της µεσοκαθέτου (συµµετρικά ως 

προς την Ο1Ο2) τα οποία απέχουν 0,5m από την Ο2 και το τρίτο είναι δεξιά της Ο2 σε από-

σταση από αυτήν 0,3m. 



O1 O2

T2

T1

T3

 
Στο σχήµα παρουσιάζονται οι κύκλοι µε ακτίνες 0,7m και 0,5m και κέντρα τις δύο πηγές 
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Συµβολή κυµάτων ή απλά µελέτη στάσιµου κύµατος. 

 

Στην επιφάνεια ενός υγρού βρίσκονται δύο σύγχρονες πηγές κυµάτων.  

Τι συµβαίνει στο ευθύγραµµο τµήµα Ο1-Ο2 που συνδέει τις δύο πηγές; 

Στην περιοχή διαδίδονται δύο κύµατα µε το ίδιο πλάτος Α, ίδια συχνότητα τα οποία 

διαδίδονται αντίθετα και συµβάλλουν.  

1) Για όσα σηµεία, η διαφορά των αποστάσεών τους από τις δύο πηγές, είναι ακέραιο 

πολλαπλάσιο του µήκους κύµατος (r1-r2=k·λ),  ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος 

Α΄=2 Α. 

2) Για όσα σηµεία, η διαφορά των αποστάσεών τους από τις δύο πηγές, είναι περιττό 

πολλαπλάσιο του µισού µήκους κύµατος r1-r2=(2k+1)·λ/2, παραµένουν ακίνητα. 

3) Προφανώς τα υπόλοιπα σηµεία ταλαντώνονται µε ενδιάµεσοι πλάτος από 0-2Α. 

 

Η µελέτη αυτή στηρίζεται στη συµβολή των κυµάτων από σύγχρονες πηγές. Το ερώτη-

µα είναι µπορούµε να φτάσουµε στα ίδια συµπεράσµατα, αντιµετωπίζοντας το πρόβλη-

µα ως στάσιµο κύµα; 

Η απάντηση είναι καταφατική. Στα ίδια συµπεράσµατα µπορούµε να καταλήξουµε αν 

αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα σαν στάσιµο κύµα. Όµως στην πραγµατικότητα δεν υ-

πάρχει στάσιµο κύµα. Στο χώρο διαδίδονται δύο κύµατα και µε βάση την αρχή της ε-

παλληλίας το ένα δεν επηρρεάζεται από τη διάδοση του άλλου. Στο στάσιµο κύµα δεν 

υπάρχει µεταφορά ενέργειας από το ένα σηµείο στο άλλο. Η ενέργεια εγκλωβίζεται στο 

χώρο µεταξύ των δεσµών, όπου τα ενδιάµεσα σηµεία ταλαντώνονται. 

Για να υπάρξει πραγµατικός εγκλωβισµός ενέργειας, θα πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον 

ένα σηµείο δεµένο, σταθερό, που να µην µπορεί να περάσει το κύµα. ∆εν πρέπει να 

είναι τυχαίο που µιλάµε για δεσµούς του στάσιµου κύµατος! 

Στην περίπτωση που συζητάµε, τέτοιο σταθερό σηµείο δεν υπάρχει µε αποτέλεσµα η 

ενέργεια να διαδίδεται. 

Σαν συµπέρασµα, προβλήµατα όπως το προηγούµενο πρέπει να αντιµετωπίζονται µε 

την λογική της συµβολής και όχι ως περίπτωση στάσιµου κύµατος. 

 

 



 

Εφαρµογή: 

Σε ένα γραµµικό ελαστικό µέσον υπάρχουν δύο σύγχρονες πηγές κυµάτων Ο1 και Ο2 οι 

οποίες αρχίζουν να ταλαντώνονται µε πλάτος Α=0,1m, δηµιουργώντας κύµατα µε µή-

κος κύµατος λ=2m, που διαδίδονται και προς τις δύο κατευθύνσεις. Η απόσταση των 

πηγών είναι d=10m. 

 

Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές και ποιες λάθος για την κατάσταση 

του ελαστικού µέσου µετά την συµβολή των κυµάτων; 

i) Το πλάτος ταλάντωσης του µέσου Μ της Ο1Ο2 είναι ίσο µε 0,2m. 

ii) Μεταξύ των δύο πηγών υπάρχουν 10 σηµεία που παραµένουν διαρκώς ακίνητα. 

iii) Στην περιοχή µεταξύ των δύο πηγών έχει δηµιουργηθεί στάσιµο κύµα. 

iv) Ένα σηµείο δεξιά της πηγής Ο2 ταλαντώνεται µε πλάτος Α=0,1m, αφού η ενέρ-

γεια ταλάντωσης εγκλωβίζεται µεταξύ των δύο πηγών και δεν περνά από τα ση-

µεία που παραµένουν ακίνητα. 

v) Στο ελαστικό µέσον δεν σχηµατίζεται στάσιµο κύµα, αφού δεν υπάρχει κάποιο 

σηµείο δεµένο (σταθερό) οπότε τα κύµατα διαδίδονται και µε βάση την αρχή της 

επαλληλίας, το καθένα διαδίδεται ανεξάρτητα της διάδοσης του άλλου. Έτσι το 

πλάτος ταλάντωσης ενός σηµείου δεξιά της Ο2 είναι Α΄= 0,2m. 

Απάντηση: 

i) Για το σηµείο Μ έχουµε: 

r1-r2=d/2-d/2 = 0·λ 

άρα το σηµείο Μ ταλαντώνεται µε µέγιστο πλάτος 2 Α= 0,2m. 

ii) Παραµένουν ακίνητα τα σηµεία για τα οποία ισχύει r1-r2=(2k+1)·λ/2. 

Έστω ένα σηµείο Ρ που απέχει κατά x από την πηγή Ο1 και d-x από την Ο2 και 

το οποίο παραµένει ακίνητο. Τότε: 

r1-r2= x-(d-x) = 2x-d = (2k+1)·2/2 → 

2x-d= 2k+1  ή 

2x= 2k+1+d  → 

x= k + ½ + d/2 

Αλλά 0P xP d  ή 

0P  k + ½ + d/2  P d  → 



0P  k + ½ + 5  P 10  → 

-5,5 P k P 4,5 

Οι ακέραιες τιµές λοιπόν που µπορεί να πάρει το k είναι: -5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4. 

Άρα πράγµατι υπάρχουν 10 σηµεία που παραµένουν ακίνητα. 

iii)  Με βάση όσα εκθέσαµε προηγούµενα η πρόταση είναι λάθος. 

iv) Το ίδιο και η πρόταση αυτή. 

 

Για ένα σηµείο δεξιά της πηγής Ο2 όπου Ο2Σ=x,  έχουµε: 

r1-r2= (d+x) – x= d = 5λ 

άρα το σηµείο Σ ταλαντώνεται µε πλάτος Α΄=2 Α= 0,2m. 
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Συµβολή κυµάτων  από σύγχρονες πηγές. 

 

Στο σχήµα βλέπετε δύο σύγχρονες πηγές O1 και O2, οι οποίες απέχουν d=1m, ταλαντώνονται µε 

συχνότητα 10Ηz και παράγουν κύµατα στην επιφάνεια ενός υγρού, µε πλάτος ταλάντωσης 1cm. 

Οι λευκοί κύκλοι αποτελούν ισοφασικές γραµµές µε φάση 2κπ και οι µαύροι κύκλοι µε φάση 

(2κ+1)π.  

i)  Ποια η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο κυµάτων που συµβάλουν στο σηµείο Α; Ποιο το 

πλάτος ταλάντωσης του σηµείου αυτού; 

ii)   Ποιες οι αντίστοιχες απαντήσεις για το σηµείο Β; 

iii) Πόσο είναι το µήκος κύµατος των δύο κυµάτων και πόσα σηµεία µεταξύ των δύο πηγών 

ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος; 

iv)  Για το σηµείο Σ του σχήµατος ποια η διαφορά r2-r1 των αποστάσεών του από τις δύο  πη-

γές; Επιβεβαιώστε, µετρώντας τις δύο αποστάσεις µε βάση το σχήµα. 

vi)  Πόσα τόξα ενισχυτικής συµβολής σχηµατίζονται στην επιφάνεια του υγρού; 

vii) Αν αυξηθεί η συχνότητα ταλάντωσης των πηγών στην τιµή f1=12,5Ηz, να σχεδιάστε τα 

τόξα ενισχυτικής συµβολής στην επιφάνεια του υγρού, µεταξύ των δύο πηγών. 

 

Μπορείτε να παρακολουθήσετε σε ένα αρχείο Applet το φαινόµενο της συµβολής, µεταβάλ-

λοντας τα µήκη κύµατος  ή την απόσταση των πηγών και από Ε∆Ω. 

Απάντηση: 



i) Το σηµείο  Α βρίσκεται πάνω σε µαύρους κύκλους, δηλαδή ανήκει σε µια ισοφασική 

γραµµή που όλα της τα σηµεία έχουν την ίδια φάση φ=(2κ+1)π. Έτσι η διαφορά φάσης 

εξαιτίας των δύο κυµάτων θα είναι: 

∆φ=φ1-φ2 = (2κ+1)π – (2Ν+1) π =2(κ+Ν) π 

Τι σηµαίνει αυτό; Ότι τα δύο κύµατα φτάνουν στο σηµείο Α σε φάση, συνεπώς το πλά-

τος ταλάντωσης θα είναι 2Α= 2cm, ή µε άλλα λόγια το σηµείο Α βρίσκεται πάνω σε µια 

υπερβολή ενισχυτικής συµβολής. 

ii)  Αντίστοιχα για το σηµείο Β θα έχουµε: 

∆φ=φ1-φ2 = 2κπ – 2Νπ = 2(κ-Ν)π 

Συνεπώς και πάλι ισχύουν τα ίδια, όπως και για το σηµείο Α, δηλαδή και πάλι ΑΒ=2cm. 

iii)  Με βάση τα προηγούµενα όλα τα σηµεία µεταξύ των δύο πηγών στα οποία εφάπτονται 

είτε οι λευκοί είτε οι µαύροι κύκλοι (ισοφασικές γραµµές) θα είναι σηµεία ενισχυτικής 

συµβολής. Ας ονοµάσουµε x την απόσταση µεταξύ δύο τέτοιων σηµείων. Με βάση το 

σχήµα d=8x → x=12,5cm** .  

Αν εστιάσουµε όµως τώρα την προσοχή µας στο σηµείο Β. Είναι το πρώτο σηµείο ενι-

σχυτικής συµβολής µετά τη µεσοκάθετο, συνεπώς η διαφορά των αποστάσεών του από 

τις πηγές είναι ίση µε ένα µήκος κύµατος. ∆ηλαδή: 

r2-r1= 1·λ ή 

5x-3x=λ ή 

λ=2x=25cm. 

Ενώ τα σηµεία που ταλαντώνονται µε πλάτος 2 
Α είναι 7, µε βάση το σχήµα. 

iv) Το σηµείο Σ είναι το πρώτο σηµείο µετά την µεσοκάθετο που έχουµε ενίσχυση, συνε-

πώς r2-r1=1·λ=25cm. Πράγµατι το Σ απέχει από την πηγή Ο1 απόσταση r1=7x=87,5cm 

και από την Ο2 απόσταση r2=9x=112,5cm. Συνεπώς  r2-r1=25cm. 

v) Βλέπουµε στο σχήµα ότι µεταξύ των δύο πηγών έχουµε 7 σηµεία ενισχυτικής συµβο-

λής, από τα οποία το ένα είναι σηµείο της µεσοκάθετης, συνεπώς έχουµε 3 υπερβολές  

ενισχυτικής  συµβολής δεξιά της µεσοκάθετης και 3 αριστερά, όπως στο παρακάτω 

σχήµα. 

 

Οι γαλάζιες γραµµές αντιστοιχούν σε ενίσχυση και οι κόκκινες σε απόσβεση. 



vi) Αν αυξηθεί η συχνότητα θα µειωθεί το µήκος κύµατος, αφού η ταχύτητα διάδοσης των 

κυµάτων παραµένει σταθερή.  

υ= λ·f  και 

υ= λ1 ·f1 από όπου 

λ1=λ·f/f 1=25cm·10Hz/12,5Hz= 20cm. 

Έστω ένα σηµείο Μ µεταξύ των δύο πηγών όπου έχουµε ενίσχυση. Τότε: 

|r2-r1|=Ν·λ όπου Ν θετικός ακέραιος ή 

r2-r1= k·λ, όπου k ακέραιος.   (1) 

Αλλά r2+r1=100cm  (2) 

Από  (1) και (2)  µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε: 

2r2=100+20k    (σε cm) 

r2= 50+10k 

Αλλά 0< r2 < 100  ή 

0 < 50 +10k< 100  ή 

-5<k<5 

Συνεπώς οι δυνατές τιµές του k είναι:  -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 

Και οι αντίστοιχες τιµές για την απόσταση r2 είναι:  

10cm, 20 cm, 30 cm, 40 cm, 50 cm, 60 cm, 70 cm, 80 cm, 90 cm 

και οι γραφικές παραστάσεις είναι αυτές της παρακάτω εικόνας. 

 

Σηµείωση ** : 
Η απόσταση µεταξύ των σηµείων Α και Β για το κύµα που διαδίδεται προς τα δεξιά είναι ίση 
µε  λ/2 αφού η διαφορά φάσης µεταξύ των σηµείων είναι ίση µε π. Άρα λ=2x=25cm. 

dmargaris@sch.gr 

 



Συµβολή ή  διακρότηµα; 

Έστω δυο πηγές αρµονικού ήχου στις θέσεις x=0 και x2=6m, ενός ακίνητου συστήµατος ανα-

φοράς xΟy, όπως στο σχήµα, όπου στη θέση x1=1m βρίσκεται ακίνητος ο παρατηρητής Α. 

 

Τη στιγµή t=0 οι δυο πηγές αρχίζουν ταυτόχρονα να ταλαντώνονται µε εξίσωση: 

y= A·ηµ340πt  (µονάδες στο S.Ι.) 

οπότε παράγονται δύο ήχοι που διαδίδονται στη διεύθυνση x, µε ταχύτητα υ=340m/s. 

(Στα παρακάτω, θα αντιµετωπίσουµε τον ήχο µε τις γνωστές εξισώσεις όπως και στα εγκάρσια 

κύµατα, αφού µας είναι πιο οικεία τα πράγµατα, παρότι στα διαµήκη τα πράγµατα είναι µάλλον 

αντίστροφα, αφού αυτό που ενδιαφέρει είναι οι µεταβολές της πίεσης και όχι η αποµάκρυνση, 

µε αποτέλεσµα π.χ. στους δεσµούς να έχουµε µέγιστο πλάτος. Μπορείτε να δείτε κάτι σχετικό 

από εδώ.). 

Ποιες είναι οι εξισώσεις των κυµάτων που παράγονται; Από την εξίσωση υ=λ·f, βρίσκουµε: 

λ=υ/f= m2
170

340
=  

Για τον ήχο προς τα δεξιά η εξίσωση είναι: 

y1= A·ηµ340π(t-x/υ) = Α·ηµ2π(170t-
2

x
)    (S.Ι.) 

Για το κύµα προς τα αριστερά έχουµε: 

y2= A·ηµ340π(t- =
−

)
6

υ

x
Α·ηµ2π(170t+

2

x
-3)   (S.Ι.) 

Από την συµβολή των παραπάνω κυµάτων παίρνουµε: 

y=2A·συν2π
2

3 x−
·ηµ2π 








−

2

3
170t  µε   t≥ s

170

3
   (1) 

Πού έχουµε σηµεία ακίνητα; Στις θέσεις όπου συν2π
2

3 x−
 =0 ή αν δούµε λίγο της µορφή του 

µέσου στις θέσεις του παρακάτω σχήµατος. 

 

x=0,5m,  1,5m, 2,5m, 3,5m, 4,5m και 5,5m. 



Τι συµβαίνει στη θέση x1=1m; Η παραπάνω εξίσωση (1) για x=1m δίνει: 

y=2A·συν2π
2

3 x−
·ηµ2π 








−

2

3
170t  = 2 Α· ηµ2π 








−

2

3
170t  

πράγµα που µας λέει ότι το πλάτος ταλάντωσης είναι διπλάσιο του πλάτους κάθε κύµατος. 

Έστω τώρα ότι τη στιγµή t0= s
340

7
 ο παρατηρητής Α αρχίζει να κινείται µε σταθερή ταχύτητα 

υΑ=2m/s. 

Τη στιγµή αυτή οι αποµακρύνσεις των δύο ήχων είναι: 

y1= Α·ηµ2π(170t-
2

x
)  = Α·ηµ6π=0 και y2= Α·ηµ2π(170t+

2

x
-3)=A·ηµ2π=0 

Ο κινούµενος παρατηρητής συναντά έναν ήχο, ο οποίος έρχεται από την πηγή S1 διαδιδόµενος 

µε ταχύτητα υ1=υ-υΑ (όπου υ η ταχύτητα του ήχου ως προς τον ακίνητο αέρα) και έναν ήχο που 

προέρχεται από την πηγή S2, ο οποίος διαδίδεται µε ταχύτητα υ2=υ+υΑ. 

Για τον πρώτο ήχο:  υ-υΑ= λ·f1Α  ή υ-υΑ= (υ/f1)·f1Α  ή 

ff A
A

υ

υυ −
=1  = HzHz 169170

340

2340
=

−
 

αντίστοιχα για τον δεύτερο ήχο: υ+υΑ= λ·f2Α  ή υ+υΑ= (υ/f)·f2Α  ή 

HzHzff A
A 171170

340

2340
2 =

+
=

+
=

υ

υυ
 

Συνεπώς ακούει διακρότηµα (και για αποφύγουµε τις εξισώσεις, δανείζοµαι το σχήµα του βι-

βλίου) της µορφής: 

 

 

όπου  fδ=f2Α-f1Α=2Ηz ή Τδ= 0,5Ηz. 

Συνεπώς το πλάτος ταλάντωσης µηδενίζεται τις χρονικές  στιγµές: 

t0+ ½ Τδ = t0+0,25s,  t0+0,75s, t0+1,25s,  t0+1,75s,  t0+2,25s 

Και ας παίξουµε τώρα ένα παιχνίδι. 

Ένας παρατηρητής Β είναι ακίνητος  στο έδαφος, όπως και ένας παρατηρητής Γ. Καθώς παρά-

γουν ήχο οι δυο πηγές, ο Β, χρησιµοποιώντας έναν ανιχνευτή,  σηµειώνει τις θέσεις όπου δεν 

ανιχνεύεται ήχος. Στο σχήµα έχουν σηµειωθεί οι θέσεις µηδενισµού της έντασης του ήχου. Γί-

νεται λοιπόν η συµφωνία µεταξύ των Α και Β, όταν η ένταση του ήχου που ακούει ο Α µηδενί-



ζεται να πυροβολούν. 

 

Πότε πυροβολεί ο Α; Μα τις χρονικές στιγµές που υπολογίστηκαν προηγούµενα: 

t0+ ½ Τδ = t0+0,25s,  t0+0,75s, t0+1,25s,  t0+1,75s,  t0+2,25s 

Πότε πυροβολεί ο Β; Τις χρονικές στιγµές που ο Α περνά από τις  σηµειωµένες θέσεις. ∆ηλαδή 

τις χρονικές  στιγµές: 

t0+ stst
x

A

25,0
2

15,11
00 +=

−
+=

−

υ
 και όµοια  t0+0,75s, t0+1,25s,  t0+1,75s,  t0+2,25s 

∆ηλαδή οι πυροβολισµοί σηµειώνονται ταυτόχρονα. 

Και εδώ δεν αρκείται µόνο σε αυτήν την παρατήρηση ο Γ. Θέλει να µάθει γιατί πυροβόλησε 

καθένας. Ρωτάει λοιπόν τον Β. Πότε πυροβολούσες; 

-Β: Πυροβολούσα τη  στιγµή που ο Α πέρναγε από τις θέσεις, που από πριν γνώριζα ότι υπάρχει 

απόσβεση (δεσµός αν θέλεις να το πεις στάσιµο κύµα). Ήξερα ότι σε αυτή τη θέση ο Α δεν θα 

άκουγε ήχο. Υπάρχει µια χωρική εξάρτηση της έντασης του ήχου µεταξύ των δύο πηγών. 

Μετά ο Γ ρωτάει τον Α. Εσύ πότε πυροβολούσες; 

-Α:  Εγώ ήµουν ακίνητος στο σύστηµα x΄Οy΄ αλλά άκουγα δυο ήχους, µε λίγο διαφορετικές 

συχνότητες, η σύνδεση των οποίων οδηγούσε σε έναν ήχο που παρουσίαζε διακροτήµατα, µε 

αποτέλεσµα τη  στιγµή που µηδενιζόταν το πλάτος της συνισταµένης ταλάντωσης, πυροβολού-

σα. Υπήρχε δηλαδή µια χρονική περιοδικότητα της έντασης του ήχου. 

Ποιος έχει δίκιο. Για µένα και οι δύο παρατηρητές. Και ο Α και ο Β. Ο καθένας µιλούσε µε βά-

ση το δικό του σύστηµα αναφοράς. 

dmargaris@sch.gr 

 

Το διακρότηµα σε περισσότερο αντιπροσωπευτική εικόνα: 
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      ΢ΤΜΒΟΛΗ ΚΤΜΑΣΩΝ ΢ΣΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΤΓΡΟΤ - ΘΕΜΑ  A  

 

i)   Eρωτήσεις πολλαπλής επιλογής.  

(Κσκλώζηε πάνω ζηην κόλλα ζας  ηο γράμμα ηης θράζης ποσ ζσμπληρώνει ζωζηά  

καθεμιά από ηις παρακάηω ημιηελείς προηάζεις 1 – 4) 

 

 1. Γύο κύμαηα ζςμβάλλοςν: 

α) μόνο όηαν παπάγονηαι από πηγέρ πος βπίζκονηαι ζε ζςμθωνία θάζηρ, 

β) όηαν διαδίδονηαι ζηο ίδιο ελαζηικό μέζο ηαςηόσπονα, 

γ) όηαν διέπσονηαι από ένα μέζο διάδοζηρ ζε ένα άλλο, 

δ) κάθε θοπά πος ανακλώνηαι. 

 

 

2. Σηην επιθάνεια ενόρ ςγπού διαδίδονηαι δύο κύμαηα πλάηοςρ Α, ηα οποία 

παπάγονηαι από ζύγσπονερ πηγέρ. Ένα ζημείο Μ ηηρ επιθάνειαρ ηος ςγπού, πος 

απέσει αποζηάζειρ r1 και r2 από ηιρ πηγέρ, ηαλανηώνεηαι με πλάηορ Α. 

Για ηο ζημείο αςηό μποπεί να ιζσύει: 

   α)   r1 – r2 = kλ/2 

   β)   r1 – r2 = kλ 

   γ)   r1 – r2 = λ/3 

   δ)   r1 – r2 = (2k + 1)λ/2 

Γίνεηαι ζςν60
ο
 = ½. 

 

 

3. Σηην επιθάνεια ενόρ ςγπού δύο ζύγσπονερ πηγέρ παπάγοςν κύμαηα ίδιος 

πλάηοςρ.  Ένα ζημείο Μ, ζηο οποίο ζςμβάλλοςν ηα κύμαηα, θα είναι διαπκώρ 

ακίνηηο όηαν η διαθοπά ηων αποζηάζεών ηος από ηιρ πηγέρ είναι: 

        α)  8λ/4,              β) 10λ/4,               γ)  λ/4,                δ)  μηδέν 

 

 

4.  Οι πηγέρ Π1 και Π2 είναι δύο ζύγσπονερ 

πηγέρ πος δημιοςπγούν κύμαηα ζηην 

επιθάνεια ενόρ ςγπού. Το ζημείο Β 

βπίζκεηαι πάνω ζηην ππώηη, μεηά ηη 

μεζοκάθεηο, ενιζσςηική ςπεπβολή. Αςηό 

ζημαίνει όηι όηαν ζ’ αςηό θηάνει ένα ¨όπορ¨ 

πος πποέπσεηαι από ηην πηγή Π2, 

ηαςηόσπονα θηάνει και ένα ¨όπορ¨ πος 

πποέπσεηαι από ηην πιο μακπινή πηγή Π1, 

ηο οποίο: 

α) ξεκίνηζε ηαςηόσπονα με ηο όπορ ηηρ πηγήρ Π2,   

β) ξεκίνηζε μια πεπίοδο νωπίηεπα, 

γ) ξεκίνηζε μια πεπίοδο απγόηεπα, 

δ) ξεκίνηζε μιζή πεπίοδο νωπίηεπα. 

. 

. . 

B 

Π2 Π 1 
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   ii)  Eρωτήσεις  τοσ τύποσ: Σωστό – Λάθος. 

 

5. Γύο ζύγσπονερ πηγέρ, οι οποίερ ηαλανηώνονηαι με ηο ίδιο πλάηορ, παπάγοςν 

κύμαηα ηα οποία ζςμβάλλοςν ζηο ζημείο  Ν, πος απέσει απ’ αςηέρ 15m και 

12m,  ανηίζηοισα.  Το ζημείο Ν ηαλανηώνεηαι ζύμθωνα με ηην εξίζωζη:  

                 
9 9

15 12 t
ψ 0,02ζσν2π( )ημ2π( )

2 0,1 2
  (S.I) 

  Να σαπακηηπίζεηε καθεμιά από ηιρ επόμενερ πποηάζειρ με Σ, (αν είναι ζωζηή) 

ή με Λ (αν είναι λάθορ): 

α)  Το πλάηορ ηαλάνηωζηρ κάθε πηγήρ είναι 0,02 m. 

β)  Δίναι  Σ = 27 m. 

γ)  Το ζημείο N ηαλανηώνεηαι με πλάηορ 0,01 m. 

δ)  Το μήκορ κύμαηορ είναι 18 m. 

ε)  Η ζςσνόηηηα ηαλάνηωζηρ ηων πηγών είναι 10 Hz. 

 

6. Σηην επιθάνεια ενόρ ςγπού ζςμβάλλοςν δύο όμοια κύμαηα πος πποέπσονηαι 

από δύο ζύγσπονερ πηγέρ. Για ηα ζημεία ζηα οποία έσοςμε ενιζσςηική ζςμβολή 

και ηα ζημεία ζηα οποία έσοςμε απόζβεζη, ιζσύοςν ηα εξήρ:  

α) Βπίζκονηαι πάνω ζε ςπεπβολέρ. 

β) Αν r1 και r2 είναι οι αποζηάζειρ ηοςρ από ηιρ πηγέρ, ηόηε θα έσοςμε, 

ανηίζηοισα:
1 2 1 2και  (2 1) , με Ν = 0, 1, 2,....

2
r r N r r N    

γ) Η θάζη ηων ζημείων και ηων δύο καηηγοπιών είναι: 
1 2

2
2

r rt

T
 

δ) Για ηην ππώηη καηηγοπία ζημείων, όηαν θηάνει ¨όπορ¨ κύμαηορ πος 

πποέπσεηαι από ηην πληζιέζηεπη πηγή θα θηάζει ηαςηόσπονα ¨όπορ¨ κύμαηορ 

πος πποέπσεηαι από ηην πιο μακπινή πηγή, ηο οποίο δημιοςπγήθηκε Ν 

πεπιόδοςρ νωπίηεπα 

ε) Τα ζημεία ηηρ ππώηηρ καηηγοπίαρ εκηελούν απλή απμονική ηαλάνηωζη, ενώ 

ηα ζημεία ηηρ δεύηεπηρ καηηγοπίαρ παπαμένοςν ακίνηηα. 

  Να σαπακηηπίζεηε ηιρ πποηγούμενερ πποηάζειρ με Σ, (Σωζηό), ή Λ (Λάθορ) 

 

 iii) Ερώτηση αντιστοίτησης. 

 

 7. Σηο διπλανό ζσήμα θαίνονηαι οι 

ςπεπβολέρ όπος πάνω ηοςρ βπίζκονηαι ηα 

ζημεία ηηρ επιθάνειαρ ενόρ ςγπού, ζηα 

οποία έσοςμε ενιζσςηική ζςμβολή (με 

ζςνεσή γπαμμή), και οι ςπεπβολέρ όπος 

πάνω ηοςρ βπίζκονηαι ηα ζημεία ζηα οποία 

έσοςμε απόζβεζη (με  διακεκομένη 

γπαμμή) ηων κςμάηων πος παπάγοςν δύο 

ζύγσπονερ πηγέρ Π1 και Π2.  

. . 

. 
. 

Π1 Π2 

B 

Μ 

A 
Γ . 



 3 

 

  Αν r1 και r2 είναι οι αποζηάζειρ ηων ζημείων 

από ηιρ πηγέρ Π1 και Π2, να ανηιζηοισήζεηε ηα 

ζημεία Α, Β, Γ,  πος αναγπάθονηαι ζηη ζηήλη Α, 

με ηη διαθοπά r1 – r2 πος αναγπάθεηαι ζηη ζηήλη 

Β  (μια διαθορά ζηη ζηήλη Β περιζζεύει).                                                                                                            

 

 

 

 

 

Σάσος Σζανόπουλος 

 Email to: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          Οι απαντήσεις: 

Σηήλη Α Σηήλη Β 

1. Σημείο Α α. r1 – r2 = λ/4 

2. Σημείο Β β. r1 – r2 = λ/2 

3. Σημείο Γ γ. r1 – r2 = 3λ/2 

  δ. r1 – r2 = λ 

http://httpmyphysics.blogspot.com/
mailto:tasos_tzanopoulos@yahoo.com
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Οι απαντήσεις: 
 

 
    

     1.β,   2.γ,  3.β,   4.β,   5. Λ, Σ, Σ, Λ, Σ,   6. Σ, Σ, Λ,  Σ,  Σ,   7. 1 - β,  2 – δ,  3 - γ 
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