
                          ΕΛΑΤΗΡΙΟ  ΚΑΙ  ΕΛΑΣΤΙΚΗ  ΚΡΟΥΣΗ 

 

∆ύο ελαστικές σφαίρες Σ1 και Σ2 ίδιας µάζας  m είναι συνδεδεµένες µεταξύ τους 

µε ιδανικό ελατήριο σταθεράς k το οποίο βρίσκεται στο φυσικό του µήκος lo. 

Οι σφαίρες αρχικά ηρεµούν σε λείο οριζόντιο επίπεδο. Μια  τρίτη σφαίρα Σ3 

ίδιας µάζας m που ολισθαίνει χωρίς να στρέφεται, συγκρούεται κεντρικά και 

ελαστικά µε τη σφαίρα Σ1 κατά τη διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου µε 

ταχύτητα µέτρου υο. 

 

 

 

1) Να δείξετε ότι οι ταχύτητες των σφαιρών Σ1 και Σ2 , µετά την κρούση θα 

έχουν κάθε στιγµή την ίδια φορά. 

2) Να υπολογίσετε την ελάχιστη και τη µέγιστη απόσταση στην οποία 

βρίσκονται οι δύο σφαίρες  Σ1 και Σ2 . 

3) Να υπολογίσετε το µέτρο του µέγιστου ρυθµού µεταβολής της ορµής κάθε 

σφαίρας . 

4) Να υπολογίσετε το έργο της δύναµης του ελατηρίου σε κάθε σφαίρα στο 

διάστηµα αµέσως µετά την κρούση  µέχρι να βρεθούν στην ελάχιστη µεταξύ 

τους απόσταση.  

 

ΛΥΣΗ 

 

Κατά την κεντρική ελαστική κρούση των σφαιρών Σ1 και Σ3 πραγµατοποιείται 

ανταλλαγή ταχυτήτων, οπότε η Σ3 ακινητοποιείται και η Σ1 αρχίζει να κινείται 

µε ταχύτητα υο. Το ελατήριο αρχικά συσπειρώνεται, οπότε ασκεί απωστικές 

δυνάµεις F1 και  F2  στις σφαίρες Σ1 και Σ2 αντίστοιχα. Οι δυνάµεις αυτές είναι 

συντηρητικές οπότε διατηρείται η µηχανική ενέργεια του συστήµατος 

σφαίρες-ελατήριο. Επίσης οι δυνάµεις αυτές είναι εσωτερικές  του συστήµατος 



σφαίρες-ελατήριο, οπότε διατηρείται η ορµή του συστήµατος σε όλη τη 

διάρκεια του φαινοµένου. 

 

1) Εφαρµόζοντας την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής αµέσως µετά την κρούση 

(όπου η σφαίρα Σ2 είναι ακόµα ακίνητη) και σε µια τυχαία χρονική στιγµή όπου 

οι σφαίρες έχουν ταχύτητες µε αλγεβρικές τιµές υ1 και υ2 αντίστοιχα έχουµε: 
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Λόγω διατήρησης της µηχανικής ενέργειας του συστήµατος έχουµε: 
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Αφού το γινόµενο των αλγεβρικών τιµών των ταχυτήτων υ1 και υ2 είναι 

θετικό κάθε στιγµή, συµπεραίνουµε ότι οι ταχύτητες είναι οµόρροπες. 

 

2) Η δύναµη F1 που ασκεί το ελατήριο στη σφαίρα Σ1 µετά την κρούση µε τη 

σφαίρα Σ3, είναι αντίρροπη της ταχύτητάς της οπότε την επιβραδύνει. 

Αντίθετα η δύναµη F2 που ασκεί το ελατήριο στη Σ2 τη θέτει σε κίνηση και την 

επιταχύνει. Για όσο χρόνο υ1>υ2, η Σ1 πλησιάζει τη Σ2 και το ελατήριο 

συσπειρώνεται. Κάποια στιγµή αποκτούν κοινή ταχύτητα υ1=υ2=υκ και 

αµέσως µετά εφόσον η Σ1 εξακολουθεί να επιβραδύνεται και η Σ2 να 

επιταχύνεται, υ2>υ1, οπότε η Σ2 αρχίζει να αποµακρύνεται από τη Σ1 και το 



ελατήριο να αποσυσπειρώνεται, τείνοντας να αποκτήσει ξανά το φυσικό του 

µήκος.  

 

Συµπέρασµα: Οι σφαίρες Σ1 και Σ2 πλησιάζουν στην ελάχιστη µεταξύ τους 

απόσταση τη στιγµή που αποκτούν κοινή ταχύτητα και το ελατήριο έχει 

υποστεί τη µέγιστη συσπείρωση. 

 

Λόγω διατήρησης της ορµής και της µηχανικής ενέργειας έχουµε: 
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Άρα η ελάχιστη απόσταση που πλησιάζουν οι δύο σφαίρες είναι: 

 

min 0 max min 0 0
2

m
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k
υ= −∆ ⇒ = −        (3) 

 

Τη στιγµή που το ελατήριο καθώς αποσυσπειρώνεται αποκτά ξανά το φυσικό 

του µήκος, η σφαίρα Σ1 έχει υ1=0 και η σφαίρα Σ2 υ2=υο. Στη συνέχεια το 

ελατήριο αρχίζει να επιµηκύνεται, οπότε ασκεί ελκτικές δυνάµεις στις σφαίρες. 

Η σφαίρα Σ1 αρχίζει να επιταχύνεται, αφού η F1 είναι οµόρροπη της υ1,   ενώ 

η Σ2 να επιβραδύνεται αφού η F2 είναι αντίρροπη της υ2. Για όσο χρόνο 

υ1<υ2, η Σ2 αποµακρύνεται από τη Σ1 και το ελατήριο επιµηκύνεται. Κάποια 

στιγµή αποκτούν κοινή ταχύτητα υ1=υ2=υκ και αµέσως µετά εφόσον η Σ1 

εξακολουθεί να επιταχύνεται και η Σ2 να επιβραδύνεται, υ1>υ2, οπότε η Σ1 

αρχίζει να πλησιάζει  τη Σ2 και το ελατήριο να χάνει την επιµήκυνσή του, 

τείνοντας να αποκτήσει ξανά το φυσικό του µήκος. 

 



Συµπέρασµα: Οι σφαίρες Σ1 και Σ2 βρίσκονται στη µέγιστη µεταξύ τους 

απόσταση τη στιγµή που αποκτούν κοινή ταχύτητα και το ελατήριο έχει 

υποστεί τη µέγιστη επιµήκυνση. 

 

Σε πλήρη αντιστοιχία µε τη µέγιστη συσπείρωση βρίσκουµε:  max 0
2
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Άρα η µέγιστη απόσταση που φθάνουν οι σφαίρες είναι: 

 

max 0 max max 0 0
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3)  Το µέτρο του µέγιστου ρυθµού µεταβολής της ορµής κάθε σφαίρας 

εκφράζεται: 
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5) Το έργο της δύναµης του ελατηρίου στη σφαίρα Σ1 από τη στιγµή που 

αρχίζει να ολισθαίνει µέχρι να βρεθεί στην ελάχιστη απόσταση µε τη σφαίρα 

Σ2 υπολογίζεται µε χρήση του ΘΜΚΕ για τη σφαίρα Σ1 στο αντίστοιχο 

χρονικό διάστηµα: 
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Το έργο της δύναµης του ελατηρίου στη σφαίρα Σ2 από τη στιγµή που 

αρχίζει να ολισθαίνει µέχρι να βρεθεί στην ελάχιστη απόσταση µε τη σφαίρα Σ1 

υπολογίζεται µε χρήση του ΘΜΚΕ για τη σφαίρα Σ2 στο αντίστοιχο χρονικό 

διάστηµα: 
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∆ηλαδή η δύναµη του ελατηρίου αφαιρεί κινητική ενέργεια από τη σφαίρα 

Σ1, µέρος της οποίας µεταβιβάζει στη σφαίρα Σ2 και το υπόλοιπο 

αποθηκεύεται στο ελατήριο ως δυναµική ενέργεια ελαστικής 

παραµόρφωσης. 

 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 



 

ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

Ζ Η Τ Η Μ Α  1 ο  
Βλήμα μάζας m1 = 1 kg που κινείται οριζόντια με ταχύτητα μέτρου υ1 = 50 m/s 
συγκρούεται κεντρικά με αρχικά ακίνητο σώμα μάζας m2 = 5 kg. Το βλήμα διαπερνά 
το σώμα m2 και μόλις εξέλθει απ’ αυτό συναντά αρχικά ακίνητο σώμα μάζας m3 = 4 
kg με το οποίο συγκρούεται κεντρικά και πλαστικά. Το σώμα μάζας m3 είναι 
προσδεμένο στο άκρο τεντωμένου μη ελαστικού νήματος, αμελητέας μάζ ς, μήκους   
= 0,4 m, το οποίο πριν την κρούση ισορροπεί με το νήμα στην κατακόρυφη θέση, όπως 
φαίνεται στο σχήμα. Η κινητική ενέργεια του βλήματος κατά τη διάρκεια της πρώτης 
κρούσης μειώνεται κατά 96%. Να υπολ

α

ογίσετε: 
α. Το μέτρο της ταχύτητας που αποκτά το σώμα μάζας m2 αμέσως μετά την πρώτη κρούση. 
β. Το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος m1 και m3  αμέσως μετά τη δεύτερη κρούση. 
γ. Τη μέγιστη γωνία εκτροπής του νήματος από την κατακόρυφη θέση. 
δ. Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήματος που μετατράπηκε σε θερμότητα στη διάρκεια του 

παραπάνω φαινομένου. 
ε. Αν η δεύτερη κρούση είναι κεντρική ελαστική, να υπολογίσετε την οριζόντια ταχύτητα που πρέπει να έχει το 

σώμα μάζας m3, πριν την κρούση του με το βλήμα, ώστε μετά την κρούση του με το βλήμα, το νήμα να 
εκτραπεί από την κατακόρυφη θέση προς την ίδια κατεύθυνση κατά μέγιστη γωνία ίση με τη μέγιστη γωνία που 
υπολογίσατε στο ερώτημα γ. 

Θεωρήστε αμελητέα τη χρονική διάρκεια κάθε κρούσης και ότι όλα τα σώματα έχουν αμελητέες διαστάσεις. Τριβές 
δεν εμφανίζονται κατά τη διάρκεια κίνησης των σωμάτων πάνω στο οριζόντιο δάπεδο. Δίνεται g = 10 m/s2. 

 

ΛΥΣΗ 

α. Η κινητική ενέργεια του βλήματος κατά τη διάρκεια της πρώτης κρούσης 
μειώνεται κατά 96%, επομένως:   Κμετά = Κπριν – 0,96Κπριν   

 Κμετά =  0,04Κπριν   2
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1 1m υ   V1 = 10 m/s. 

Εφαρμόζοντας την αρχή διατήρησης της ορμής για την πρώτη (ανελαστική) κρούση έχουμε: 


 V2 = 8 m/s. 

 
β. Εφαρμόζοντας την αρχή διατήρησης της ορμής για τη δεύτερη (πλαστική) κρούση έχουμε: 

   VmmVmpp 3111μετάολ,πρινολ,


 V = 2 m/s. 

 
γ. Το συσσωμάτωμα αμέσως μετά την πλαστική κρούση (θέση Α) έχει 

αποκτήσει ταχύτητα V = 2 m/s. Η μέγιστη γωνία εκτροπής φ 
παρατηρείται τη στιγμή που το συσσωμάτωμα θα μηδενίσει την ταχύτητά 
του στιγμιαία για πρώτη φορά (θέση Γ). 

Εφαρμόζοντας Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την πλαστική κρούση, δηλαδή από τη θέση Α μέχρι τη θέση Γ του 
διπλανού σχήματος έχουμε: 

ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ  
2

2
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Για τη μέγιστη γωνία εκτροπής του νήματος ισχύει: συνφ =


 h
  συνφ = 0,5  φ = 60ο. 

 
δ. Το ποσό θερμότητας που παράγεται στη διάρκεια του παραπάνω φαινομένου, ισούται με την απώλεια κινητικής 

ενέργειας στις δύο παραπάνω κρούσεις. Δηλαδή: 
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To ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήματος που μετατράπηκε σε θερμότητα είναι: 
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ε. Για να εκτραπεί το νήμα από την κατακόρυφη θέση κατά μέγιστη γωνία 60ο προς την ίδια κατεύθυνση, πρέπει 
μετά την κεντρική ελαστική κρούση το σώμα μάζας m3 να αποκτήσει ταχύτητα V3 = 2 m/s όση δηλαδή 
ταχύτητα είχε αποκτήσει και το συσσωμάτωμα. Αυτό ισχύει γιατί κατά την εφαρμογή της Α.Δ.Μ.Ε. από τη θέση 
Α στη θέση Γ παρατηρούμε ότι το μέγιστο ύψος h που ανυψώνεται το σώμα δεν εξαρτάται από τη μάζα του. 
Έστω υ3 η ταχύτητα που πρέπει να έχει το σώμα μάζας m3, πριν την κεντρική ελαστική κρούση. Τότε με βάση 
τη θεωρία του σχολικού βιβλίου, για την κεντρική ελαστική κρούση, ισχύει: 
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Δηλαδή το σώμα μάζας m3 πρέπει να κινείται σε αντίθετη κατεύθυνση από την αρχική κατεύθυνση κίνησης του 
βλήματος. 

 
Ζ Η Τ Η Μ Α  2 ο   

Μια συμπαγής σφαίρα μάζας m και ακτίνας R με ροπή αδράνειας 
2

σ
2I mR5  και ένας σφαιρικός φλοιός ίσης μάζας και ίσης ακτίνας 

με την συμπαγή σφαίρα με ροπή αδράνειας 2
φ

2I mR
3

 , αφήνονται 

ταυτόχρονα από την κορυφή κεκλιμένου επιπέδου μήκους S και 
γωνίας κλίσης φ. Τα δύο σώματα κυλίονται χωρίς ολίσθηση. 

 

Να συγκρίνετε: 
Α. Τις επιταχύνσεις των κέντρων μάζας των δύο σωμάτων. 
Β. Τους χρόνους καθόδου των δύο σωμάτων, μέχρι τη βάση του 

κεκλιμένου επιπέδου. 
Γ. Τις ταχύτητες των κέντρων μάζας των δύο σωμάτων, τη στιγμή 

που φτάνουν στη βάση του κεκλιμένου επιπέδου. 

ΛΥΣΗ 

Α.  
Για τη συμπαγή σφαίρα Για τον σφαιρικό φλοιό 
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Β. Η μεταφορική κίνηση των δύο σωμάτων είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη. Ισχύει: 2 2S1S . αt t α2  
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Γ. Για τη μεταφορική κίνηση των δύο σωμάτων ισχύει: 
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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 

ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝΔΡΕΑΣ  ΠΑΠΑΔΑΚΗ ΡΕΝΑ 
ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ  

ΦΡΑΓΚΙΑΔΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ  ΧΑΤΖΗΔΑΚΗΣ ΑΝΔΡΕΑΣ 
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Αρχή διατήρησης της ορµής. Πότε ισχύει; 

Συνήθως λέµε ότι σε κάθε κρούση ισχύει η Α∆Ο και ξεχνάµε να πούµε ότι το σύστηµα των 

σωµάτων είναιο µονωµένο. Είναι «λογικό» να γίνεται αυτό; Η αλήθεια είναι ότι στην συντρι-

πτική πλειονότητα των κρούσεων είναι σωστό. Ας δούµε όµως τα πράγµατα από πιο κοντά… 

Παράδειγµα 1°: 

Σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο κινείται µια σφαίρα Α και συγκρούεται µετωπικά µε ακίνητη 

σφαίρα Β. Ισχύει η Α.∆.Ο.; 

 

Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται οι δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε σφαίρα 

στη διάρκεια της κρούσης. Στον κατακόρυφο άξονα y κάθε σφαίρα ισορροπεί και ΣFy=0. Συνε-

πώς για κάθε σφαίρα η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων είναι µηδενική, οπότε και το 

διανυσµατικό άθροισµα όλων των εξωτερικών δυνάµεων του συστήµατος είναι ίσο µε µηδέν. 

Το σύστηµα είναι µονωµένο και οι µεταβολές της ορµής κάθε σφαίρας, οφείλονται στις εσωτε-

ρικές δυνάµεις F1-F2. Έτσι ισχύει η Α.∆.Ο και µπορούµε να γράψουµε: 

  

  

 

Παράδειγµα 2°: 

Ένα σώµα Α κατεβαίνει κατά µήκος ενός λείου κεκλιµένου επιπέδου και σε µια στιγµή συ-



γκρούεται µε σώµα Β, που ελάχιστα πριν τη κρούση δεν είχε ταχύτητα. Ισχύει η Α.∆.Ο.; 

 

Στο παραπάνω σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σώµατα. Στη διάρκεια της 

κρούσης, στην διεύθυνση την παράλληλη στο επίπεδο, εκτός των εσωτερικών δυνάµεων F1-F2 

ασκούνται και οι συνιστώσες των δύο βαρών W1x και W2x που είναι εξωτερικές δυνάµεις για το 

σύστηµα. Όµως οι ωθήσεις αυτών των δυνάµεων είναι αµελητέες σε σχέση µε τις ωθήσεις των 

εσωτερικών δυνάµεων F1-F2. Έτσι εφαρµόζουµε για το σύστηµα την Α.∆.Ο….. 

(Ώθηση µιας σταθερής δύναµης ονοµάζεται το διανυσµατικό µέγεθος που έχει την κατεύθυνση 

της δύναµης και µέτρο Ω=F·∆t, όπου ∆t ο χρόνος που ασκείται σε ένα σώµα). 

 

Παράδειγµα 3°: 

Σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένα σώµα Α µάζας Μ. Ένα βλήµα µάζας m που κινείται 

µε ταχύτητα υ που σχηµατίζει γωνία θ=45° µε την οριζόντια διεύθυνση, σφηνώνεται στο σώµα 

Α. Να βρεθεί η ταχύτητα του συσσωµατώµατος µετά την κρούση. 

 

Προφανώς το βλήµα έχει ορµή στην διεύθυνση της ταχύτητας υ, ενώ µετά την κρούση το συσ-



σωµάτωµα θα κινηθεί οριζόντια. Η ορµή λοιπόν του συτήµατος δεν διατηρείται για την κρούση 

αυτή. Στο (β) σχήµα έχουµε σχεδιάσει τις δυνάµεις που ασκούνται στο συσσωµάτωµα στη 

διάρκεια της κρούσης. Για να µηδενιστεί η ορµή στον κατακόρυφο άξονα, θα πρέπει η κάθετη 

αντίδραση του επιπέδου να είναι πολύ µεγαλύτερη του βάρους!!! 

∆εν υπάρχουν όµως εξωτερικές δυνάµεις στον οριζόντιο άξονα, οπότε µπορούµε να εφαρµό-

σουµε την διατήρηση της ορµής για τον άξονα x: 

 

------------------------- 

Και τώρα ένα παράδειγµα που απευθύνεται µόνο σε καθηγητές και όχι σε υποψήφιους… 

 

Παράδειγµα 4°: 

Σε ένα οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένα σώµα Α µάζας Μ, το οποίο παρουσιάζει µε το επίπεδο συ-

ντελεστή τριβής ολίσθησης µ=0,5. Ένα βλήµα µάζας m που κινείται µε ταχύτητα υ που σχηµα-

τίζει γωνία θ=45° µε την οριζόντια διεύθυνση, σφηνώνεται στο σώµα Α. Να βρεθεί η ταχύτητα 

του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση. 

 

 

Και στο παράδειγµα αυτό ισχύει η ίδια, µε το προηγούµενο παράδειγµα, κατάσταση στον άξονα 

y. Η διαφορά υπάρχει στο τι συµβαίνει στον οριζόντιο άξονα x, όπου τώρα θα εµφανιστεί τρι-



βή, η οποία είναι εξωτερική δύναµη. Και το ερώτηµα είναι. Μπορεί η ώθηση της τριβής να θε-

ωρηθεί αµελητέα και να εφαρµόσουµε την Α.∆.Ο. για τον άξονα x; Στα φροντιστηριακά βιβλία 

που έχουν αντίστοιχες ασκήσεις εφαρµόζεται. Είναι σωστό; 

Παίρνουµε το θεώρηµα ώθησης ορµής για τον άξονα y: 

 

Αν η ώθηση του βάρους θεωρηθεί αµελητέα,
***

 όπως κάναµε και στο δεύτερο παράδειγµα, α-

φού η χρονική διάρκεια της κρούσης t1 θεωρείται αµελητέα, παίρνουµε από την σχέση (1), θε-

ωρώντας θετική την προς τα κάτω κατεύθυνση: 

 

Όπου η ώθηση της Ν µαθηµατικά υπολογίζεται από την εξίσωση: 

 

όπου t1 η χρονική διάρκεια της κρούσης. 

Ας εφαρµόσουµε τώρα το θεώρηµα ώθησης-ορµής για τον οριζόντιο άξονα: 

 

όπου ΩΤ το µέτρο της ώθησης της τριβής  που είναι ίσο µε: 

 

και λαµβάνοντας υπόψη την σχέση (2): 

 



Οπότε η σχέση (3)  δίνει: 

   

λαµβάνοντας δε υπόψη µας ότι ηµθ=συνθ τελικά παίρνουµε: 

 

 

∆ηλαδή η κοινή ταχύτητα έχει µέτρο το µισό από αυτό που …… συνήθως υπολογίζεται!!! 

Συµπέρασµα: Ασκήσεις όπως το τελευταίο παράδειγµα πρέπει να αποφεύγονται… 

 

***
 Σχόλιο: Προς αποφυγήν παρεξηγήσεων: Στο 4

ο
 παράδειγµα δεχτήκαµε ότι η κρούση είχε 

διάρκεια 0-t1. Τότε πώς «αγνοήσατε την ώθηση του βάρους θεωρώντας τη διάρκεια αµελητέ-

α;;;» 

∆εν θεώρησα τη διάρκεια ∆t αµελητέα, αλλά την ώθηση του βάρους Β·∆t αµελητέα, σε σύ-

γκριση µε την ώθηση της Ν. Προσπάθησα δε, στο σχήµα να φανεί ότι η Ν είναι πολύ µεγαλύτε-

ρη του βάρους… 
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∆ύο σφαίρες στα άκρα ίσων νηµάτων. 

∆υο µικρές σφαίρες Α και Β µε ίσες ακτίνες και µάζες m1 και m2 αντίστοιχα, κρέµονται µε  δύο νήµατα ίσου 

µήκους, από το ίδιο σηµείο. Εκτρέπουµε την Α σφαίρα, ώστε το νήµα να σχηµατίσει γωνία θ µε την 

κατακόρυφο, ανεβάζοντάς την κατά Η και την αφήνουµε να κινηθεί. Μετά την ελαστική και µετωπική 

µεταξύ τους κρούση, οι σφαίρες φτάνουν ταυτόχρονα στο ίδιο ύψος h, όπως στο σχήµα. 

 

1) Ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λανθασµένες: 

a. Μεγαλύτερη µάζα έχει η Β σφαίρα. 

b. Οι ταχύτητες µετά την κρούση των δύο σφαιρών, είναι αντίθετες.  

c. Οι δύο σφαίρες έχουν ίσες κατά µέτρο ορµές, αµέσως µετά την κρούση. 

d. Το µέτρο της ορµής που θα αποκτήσει η Β σφαίρα λόγω κρούσης, είναι µικρότερο από το µέτρο της 

αρχικής ορµής της σφαίρας Α πριν την κρούση. 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

2) Αν Η=4h, όπου Η το αρχικό ύψος από το οποίο αφέθηκε η Α σφαίρα και h το τελικό µέγιστο ύψος στο 

οποίο θα ανέβουν, τότε: 

i)  Οι µάζες των δύο σφαιρών ικανοποιούν τη σχέση:  

α) m1=m2 β) m1=2m1 γ) m2=2m1 δ) m2=3m1 

ii) Σε µια στιγµή, στη διάρκεια της κρούσης, το µέτρο της τάσης του νήµατος που κρέµεται η Α σφαίρα, 

γίνεται ίση µε το βάρος της. Τότε  η Β σφαίρα έχει κινητική ενέργεια: 

α)  
3

1
m1gh.   β)  

2

1
 m1gh    γ) 

3

2
m1gh    δ) m1gh 

Απάντηση: 

1) Έστω υ1 η ταχύτητα της Α σφαίρας πριν την κρούση, τότε οι ταχύτητες µετά την κρούση των δύο 

σφαιρών είναι: 

1
21

21
1 υυ

mm

mm

+

−
=′   (1)    και 1

21

1
2

2
υυ

mm

m

+
=′   (2) 

a. Αφού η Α σφαίρα κινήθηκε µετά την κρούση προς τ’ αριστερά η ταχύτητά της υ1΄ έχει αντίθετη 

φορά από την αρχική ταχύτητα υ1 (πριν την κρούση). Έτσι θεωρώντας την προς τα δεξιά 

κατεύθυνση θετική, θα έχουµε υ1>0 και υ΄1< 0, αλλά τότε από την σχέση (1) προκύπτει ότι m1<m2. 

Η πρόταση είναι λοιπόν σωστή. 
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b. Κατά την κίνηση κάθε σφαίρας, µετά την κρούση και µέχρι να φτάσουν σε ύψος h, η µηχανική 

ενέργεια παραµένει σταθερή, αφού η µόνη δύναµη που παράγει έργο είναι το βάρος, µια 

συντηρητική (διατηρητική) δύναµη. Συνεπώς, θεωρώντας Ε.Μ.∆.Ε. το οριζόντιο επίπεδο που 

διέρχεται από την θέση που έγινε η κρούση, έχουµε: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ → ½ mυ2=mgh → gh2=υ   (3) 

Βλέπουµε δηλαδή ότι η ταχύτητα µε την οποία ξεκίνησαν την άνοδό τους οι δυο σφαίρες δεν 

εξαρτάται από τη µάζα τους, συνεπώς η πρόταση είναι σωστή. 

c. Αφού οι σφαίρες έχουν αντίθετες ταχύτητες αλλά διαφορετικές µάζες, δεν θα έχουν αντίθετες ορµές, 

αφού p=mυ. Η πρόταση είναι λανθασµένη. 

d. Εφαρµόζοντας την Α∆Ο πριν και µετά την κρούση των δύο σφαιρών παίρνουµε: 

→= µετπρ PP
rr

 υυυυυ ′+=′→′+′−= 1112221111 mm mPmm  

Συνεπώς το µέτρο της τελικής ορµής της Β σφαίρας είναι µεγαλύτερο από το µέτρο της αρχικής 

ορµής της Α. Η πρόταση είναι λανθασµένη. 

2) i) Από την εξίσωση (3) προκύπτει ότι 21 υυ ′−=′  και από (1) και (2) παίρνουµε: 

121211
21

1
1

21

21 32
2

mmmmm
mm

m

mm

mm
=→−=−→

+
−=

+

−
υυ  

Σωστή η δ) επιλογή. 

ii)   Στο διπλανό σχήµα έχουµε σχεδιάσει τις δυνάµεις που ασκούνται στην Α σφαίρα, 

στη διάρκεια της κρούσης. Στην κατακόρυφη διεύθυνση, λαµβάνοντας υπόψη την 

κυκλική κίνηση που εκτελεί η σφαίρα Α, ο 2ος νόµος του Νεύτωνα δίνει: 

l

2

11

2

1

υυ
mwT

R
mFy =−→=Σ  

Αλλά αφού Τ=w1 άρα υ=0 

Από την διατήρηση της ορµής ελάχιστα πριν την κρούση µέχρι τη στιγµή αυτή, µηδενισµού της 

ταχύτητας της Α σφαίρας παίρνουµε: 

→= µετπρ PP
rr

 m1υ1=m2·V → 13

1
υ=V  (4) 

Αλλά από την διατήρηση της µηχανικής ενέργειας για την κάθοδο της σφαίρας Α παίρνουµε: 

Uαρχ=Κτελ→ m1gΗ= ½ m1υ1
2 → υ1

2=2gΗ (5) 

Οπότε µε βάση τις σχέσεις (4) και (5) έχουµε 

ΚΒ= ½ m2V
2 = gHmgHm 11 3

1
2

9

1
3

2

1
=  

Σωστή η γ) επιλογή. 

dmargaris@sch.gr 

 



 
Είναι ελαστική η κρούση; 

Σε ένα οριζόντιο επίπεδο ηρεµούν δυο σώµατα Α και Β µε µάζες m1=0,95kg και m2=2kg, όπου το Β είναι 

δεµένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς k=10Ν/m, το οποίο έχει το φυσικό του µήκος. Τα σώµατα παρου-

σιάζουν µε το επίπεδο συντελεστή τριβής µ=0,5 και η απόσταση µεταξύ τους είναι d=2m. Σε µια στιγµή 

ένα βλήµα µάζας m=50g το οποίο κινείται οριζόντια πάνω στην ευθεία που συµπίπτει µε τον άξονα του 

ελατηρίου, µε ταχύτητα υ=120m/s σφηνώνεται στο σώµα Α. 

 

Α B
m k

 

i)    Να βρεθεί η ταχύτητα του σώµατος Α µετά την κρούση. 

ii)   Με ποια ταχύτητα το Α σώµα φτάνει στο σώµα Β; 

iii)  Αν τελικά το σώµα Α, µετά τη δεύτερη κρούση, σταµατήσει αφού µετακινηθεί κατά 10cm προς τα 

αριστερά, να εξετασθεί αν η κρούση µεταξύ των σωµάτων Α και Β ήταν ελαστική και να υπολογιστεί 

η τελική απόσταση µεταξύ των σωµάτων, µετά την ακινητοποίησή τους. 

Απάντηση: 

i) Για την πλαστική κρούση µεταξύ βλήµατος και σώµατος Α εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο. 

µετπρ PP
rr

=  → mυ=(m1+m)·υκ → 

 υκ= smsm
mm

m
/6/

1

12005,0

1

=
⋅

=
+

υ
 

ii)  Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στο συσ-

σωµάτωµα (ας το ονοµάζουµε σώµα Α, αφού απλώς έχει 

σφηνωθεί µια µικρή σφαίρα µέσα του…). Εφαρµόζουµε το 

Θ.Μ.Κ.Ε. για το σώµα από την θέση αµέσως µετά την κρού-

ση, µέχρι τη θέση πριν την κρούση του µε το σώµα Β: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WΤ ή 

½ (m1+m)υ1
2 – ½ (m1+m)υκ

2 = -µ(m1+m)g·d → 

smsmgd /4/203622
1 =−=−= µυυ κ  

iii)  Αφού το σώµα Α διένυσε απόσταση x = 10cm κινούµενο προς τα αριστερά, µετά την κρούση είχε τα-

χύτητα υ1΄το µέτρο της οποίας θα υπολογίσουµε εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνησή του. 

Κτελ-Καρχ= Ww+WΝ+WΤ ή  

0- ½ (m1+m)υ1΄
2
 = -µ(m1+m)g·x → 

smsmgx΄ /1/1010105,022 2
1 =⋅⋅⋅⋅==

−
µυ  

Αν η κρούση ήταν ελαστική, το Α σώµα θα αποκτούσε ταχύτητα: 

smsm
mmm

mmm΄ /
3

4
/4

21

21
1

21

21
1 −=

+

−
=

++

−+
= υυ  



 
 

ενώ η ταχύτητά του µετά την κρούση ήταν υ1΄= -1m/s, συνεπώς η κρούση δεν ήταν ελαστική. 

Εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο. για την  δεύτερη κρούση και έχουµε: 

µετπρ PP
rr

=  →  

(m1+m)·υ1 = (m1+m)·υ1΄+m2υ2΄ ή 

smsm
m

mm ΄

΄ /5,2/
2

))1(4(1))((

2

111
2 =

−−
=

−+
=

υυ
υ  

Το σώµα Β κινείται προς τα δεξιά και έστω ότι σταµατά αφού διανύσει α-

πόσταση s. Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Κ.Ε. µεταξύ της θέσης αµέσως µετά την 

κρούση και στη θέση που µηδενίζεται η ταχύτητά του και έχουµε: 

Κτελ-Καρχ= Ww+WΝ+WΤ2 +WFελ ή  

0- ½ m2υ2΄
2
 = -µm2g·s +(0- ½ ks2) → 

ks2 +2µm2gs – m2υ2΄
2 =0  ή 

10s2 +20s-12,5 =0 →  s=0,5m. 

Το ερώτηµα είναι τι θα κάνει το σώµα Β µετά το µηδενισµό της ταχύτητάς 

του; Οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω του φαίνονται στο διπλανό σχήµα, 

όπου Fελ=k·s= 10·0,5Ν=5Ν, ενώ η τριβή ολίσθησης έχει τιµή Τ2ολ= µm2g= 

10Ν. Προφανώς η ασκούµενη τριβή είναι στατική τριβή, µε µέτρο Τστ=5Ν 

και το σώµα θα ισορροπήσει. 

Συνεπώς η τελική απόσταση µεταξύ των δύο σωµάτων είναι x+s=60cm. 
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Α∆ΜΕ. Πότε εφαρµόζεται. 

Παράδειγµα 3°: 

Ένα σώµα Σ µάζας 4kg ηρεµεί σε λείο κεκλιµένο επίπεδο, κλίσεως θ=30°, δεµένο στο κάτω 

άκρο ενός ελατηρίου σταθεράς k=200Ν/m. Σε µια στιγµή ένα δεύτερο σώµα που κινείται προς 

τα πάνω, συγκρούεται ελαστικά µε το σώµα Σ. Αν το σώµα Σ µετακινηθεί κατά 0,2m πριν στα-

µατήσει στιγµιαία, ποια η ταχύτητα του σώµατος Σ αµέσως µετά την κρούση; 

∆ίνεται g=10m/s2. 

 

Απάντηση: 

∆l

x

ελ

w

w

N

w

F

x
yθ

 

Στο παραπάνω σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα. Το βάρος w και η δύνα-

µη του ελατηρίου Fελ είναι συντηρητικές, ενώ η κάθετη αντίδραση Ν του επιπέδου δεν παράγει 

έργο, οπότε η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή. Ποια µηχανική ενέργεια; ΤΟΥ ΣΥΣΤΗ-

ΜΑΤΟΣ. Το σύστηµά µας είναι: Το σώµα Σ, το ελατήριο και η ΓΗ. 

Με εφαρµογή της Α∆ΜΕ για το σύστηµα  σώµα Σ-

ελατήριο-Γη από την θέση αµέσως µετά την κρούση µέχρι 

τη θέση που σταµατά στιγµιαία το σώµα και θεωρώντας σαν 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπε-

δο που περνά από την χαµηλότερη θέση, παίρνουµε: 

Καρχ+Uαρχβ + Uαρχ,ελ =Κτελ+Uτελβ + Uτελ,ελ  (1) 

Όπου  Uβ η βαρυτική δυναµική και  Uελ η δυναµική ενέργεια 

του ελατηρίου (δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης).  



( )222
∆xk

2

1
mgh0∆k

2

1
0υm

2

1
ll −++=++  (2) 

Αλλά µε βάση το σχήµα h=x·ηµθ και µε αντικατάσταση στην (1) τελικά βρίσκουµε: 

s/m2υ =  
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Α∆ΜΕ. Πώς  εφαρµόζεται. 

Παράδειγµα 4°: 

∆ύο σώµατα Σ1, Σ2 µε µάζες  m1=2kg και m2=3kg ηρεµούν σε λείο οριζόντιο επίπεδο, δεµένα 

στα άκρα ελατηρίου σταθεράς k=480 Ν/m. Κάποια στιγµή κτυπάµε το Σ1, το οποίο αποκτά αρ-

χική ταχύτητα υ0=10m/s µε κατεύθυνση προς το Σ2. Να βρεθεί η ταχύτητα του Σ1, όταν το ελα-

τήριο έχει συσπειρωθεί κατά ∆l=0,5m. 

 

 

Απάντηση: 
 

 

Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στα σώµατα. Το σύστηµά µας είναι τα δύο 

σώµατα και το ελατήριο. Τα δύο βάρη και οι δυνάµεις από το ελατήριο είναι συντηρητικές, ενώ 

οι κάθετες αντιδράσεις του επιπέδου δεν παράγουν έργο. Συνεπώς η µηχανική ενέργεια παρα-

µένει σταθερή και έχουµε: 

Καρχ+Uαρχ= Κτελ+Uτελ 

22
22

2
11

2
01 ∆k

2

1
υm

2

1
υm

2

1
0υm

2

1
l++=+  (1) 

Το σύστηµά µας είναι µονωµένο και ισχύει και η αρχή διατήρησης  της ορµής: 

τελρχa PP
→→

=  → 

m1·υ0=m1υ1+m2·υ2 (2) 

Από (1) και (2) µε αντικατάσταση παίρνουµε: 

υ1= 4m/s. 
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Απώλεια µηχανικής ενέργειας  σε  κρούση . 

 

Ένα  βλήµα µάζας 0,1kg που κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ=100m/s σφηνώνεται σε ακίνητο 

ξύλο µάζας 1,9kg. Να βρεθεί η απώλεια της µηχανικής ενέργειας που οφείλεται στην κρούση, 

όταν το ξύλο είναι: 

i)   πακτωµένο στο έδαφος. 

ii)  κρέµεται στο άκρο νήµατος µήκους ℓ. 

iii) κρέµεται στο άκρο αβαρούς ράβδου µήκους ℓ, το άλλο άκρο της οποίας µπορεί να στρέφε-

ται γύρω από οριζόντιο άξονα.. 

iv) κρέµεται στο άκρο της παραπάνω ράβδου, η οποία έχει µάζα 3kg. 

Σε ποια από τις παραπάνω περιπτώσεις το έργο της δύναµης που δέχτηκε το βλήµα από το 

ξύλο, είναι µεγαλύτερο (κατά απόλυτο τιµή); 

∆ίνεται για την ράβδο ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 1/3 m1·ℓ
2. 

Απάντηση: 

i) Αφού το ξύλο είναι πακτωµένο (καρφωµένο) στο έδαφος δεν µπορεί να κινηθεί, οπότε όλη 

η µείωση της κινητικής ενέργειας του βλήµατος είναι και απώλεια µηχανικής ενέργειας. 

∆Ε= Εαρχ-Ετελ= ½ mυ2 = ½ 0,1·1002J = 500J. 

ii)  Κατά τη διάρκεια της κρούσης η ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή. 

τελρ PP xa

rv
=  → mυ=(m+Μ)υκ → 

υκ= smsm
Mm

m
/5/

9,11,0

1001,0
=

+
⋅

=
+
υ

 → 

∆Ε= Εαρχ-Ετελ= ½ mυ2- ½ (m+Μ)υκ
2 = ½ 0,1·1002J – ½ 2·25J = 475J. 

iii)  Τώρα η κρούση της σφαίρας έγινε µε ένα στερεό σώµα, το οποίο δεν είναι ελεύθερο να κι-

νηθεί, αφού υπάρχει ο άξονας περιστροφής στο Ο, ο οποίος θα το υποχρεώσει σε στροφική 

κίνηση. Όµως ως προς τον άξονα περιστροφής δεν υπάρχουν εξωτερικές ροπές, οπότε η 

στροφορµή παραµένει σταθερή.  

τελρ LL xa

rr
=  → mυ l  = Ι·ω  → mυ l  = (Μ+m)l 2

·ω → ω = 
l)( mM

m

+
υ

 → 

∆Ε= Εαρχ-Ετελ= ½ mυ2- ½ Ι·ω2 = ½ mυ2- ½ (Μ+m) l 2
ω

2 ή 



∆Ε= ½ mυ2- ½ (Μ+m)l 2 ·
22

22

)( lmM

m

+

υ
 = ½ mυ2 – ½ 
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m

+

22υ
 ή 

∆Ε= ½ 0,1·1002J- ½ 0,12·1002/2J= 500J – 25J=475J 

iv) Και εδώ έχουµε παρόµοια κατάσταση µε την προηγούµενη µε µόνη διαφορά στη ροπή α-

δράνειας Ι= 2
1

2
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1
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1

22
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12

1

mmM

m

++
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 ή 

∆Ε= ½ 0,1·1002J-(0,01·104)/2·3 J≈483,3J 

Το έργο της δύναµης που δέχτηκε το βλήµα υπολογίζεται από το Θ.Μ.Κ.Ε. για το βλήµα: 
Κτ-Κα=WF → |WF| = Κα-Κτ 

Συνεπώς τη µεγαλύτερη (κατά απόλυτο) τιµή την έχει στην i) περίπτωση που το βλήµα ακινη-
τοποιείται. 
 
Σχόλιο: 

Αν δούµε τη διατήρηση της στροφορµής στο iii) ερώτηµα mυ l  = (Μ+m)l 2
·ω → 

mυ=(Μ+m)·υκ 

Μα, η τελευταία εξίσωση δεν είναι τίποτα άλλο, από το αποτέλεσµα εφαρµογής της Α∆Ο.  

Πράγµατι κατά τη διάρκεια της κρούσης το σώµα Μ δεν δέχεται οριζόντια δύναµη από τη ρά-

βδο και αυτό συµβαίνει επειδή η ράβδος είναι αβαρής!!! Αν είχαµε τέτοια οριζόντια συνιστώ-

σα, το έργο της θα εξέφραζε την ενέργεια που θα αφαιρούσε η ράβδος από το ξύλο, αλλά µιας 

και θεωρείται αβαρής, δεν µπορεί να πάρει καµιάς µορφής ενέργεια. Έτσι για την κρούση, είτε 

το ξύλο ήταν δεµένο σε νήµα, είτε σε αβαρή ράβδο, το αποτέλεσµα είναι ακριβώς το ίδιο. 

dmargaris@sch.gr 
 

 



Ελαστική κρούση και ενέργειες. 

ΘΕΜΑ 2ο  

Μια µικρή σφαίρα Α µάζας m1 και κινητικής ενέργειας Κ, η οποία κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο, συ-

γκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Β. 

 

i) Το ποσοστό µεταβολής  της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Α είναι: 

α) %100
)(

2
2

21
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Kmm
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−        β) %100
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4
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−        γ) %100
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+
−   

ii) Αν το ποσοστό απώλειας της κινητικής ενέργειας της Α σφαίρας είναι 64%, τότε για τις µάζες των δύο 

σφαιρών ισχύει: 

α)  m1=4m2  β) m1=2m2  γ) m2= 2m1  δ) m2=4m1 

Ποιες από τις παραπάνω σχέσεις µπορούν να ισχύουν; 

Απάντηση: 

i) Το ποσοστό µεταβολής της Α σφαίρας είναι ίσο: 
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ii)  Για ποσοστό  απώλειας 64% η παραπάνω σχέση δίνει (απώλεια ενέργειας = - µεταβολή ενέργειας): 

100
)(

4
64

2
21

21

mm

mm

+
=  →  

4m2
2 – 17m1m2+4m1

2 =0 → 

8

32)17(17 2
1

2
11

2

mmm
m

−±
=  → 

m2= 4m1   ή m2= ¼ m1 

Συνεπώς οι σχέσεις  α) και δ)  µπορούν να εκφράζουν την επικρατούσα κατάσταση. 

dmargaris@sch.gr 

 



Επιβράδυνση νετρονίων 
 

Ένα νετρόνιο σε έναν αντιδραστήρα συγκρούεται διαδοχικά µε ακίνητους πυρήνες άνθρακα  

12

6C .. Θεωρώντας τις κρούσεις κεντρικές ελαστικές και τη µάζα του νετρονίου ίση µε τη µάζα 

του πρωτονίου (mn=mp), να  βρεθεί πόσες κρούσεις πρέπει να γίνουν ώστε η αρχική κινητική 

ενέργεια του νετρονίου να ελαττωθεί από 1MeV σε 1eV. 

∆ίνεται:  log(121/169)=-0,145 

 

Απάντηση: 

 

Θεωρούµε το νετρόνιο ως κινούµενο σωµατίδιο µάζας 1 n
m m=  µε ταχύτητα U1, και κάθε 

ένα πυρήνα άνθρακα ως ακίνητο σωµατίδιο µάζας 2 112 12
n

m m m= = . Εφόσον οι κρούσεις 

είναι κεντρικές ελαστικές, η ταχύτητα του αρχικά ακίνητου πυρήνα µετά την κρούση 

υπολογίζεται από τη σχέση: 

 

1 1
2 1 2 1 2 1

1 2 1

2 2 2
' ' '
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m m

m m m
υ υ υ υ υ υ= ⇒ = ⇒ =

+
 

 

Η κινητική ενέργεια που αποκτά ο κάθε πυρήνας άνθρακα µετά την κρούση είναι: 

 

2 2 2

2 2 2 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1 4 48 1 48
' ' ' 12 ' ( ) '
2 2 169 169 2 169

K m K m K m K Kυ υ υ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 

Σε κάθε ελαστική κρούση ισχύει: 

 

1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1

48 121
' ' ' ' ' '

169 169
K K K K K K K K K K K= + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ =  

 

δηλαδή στο νετρόνιο αποµένουν µετά από κάθε κρούση τα 121/169 της κινητικής ενέργειας 

που είχε πριν την κρούση. 

 

∆ηλαδή µετά την 2η κρούση µε ακίνητο πυρήνα άνθρακα, στο νετρόνιο αποµένει ενέργεια: 



 

2

1 1 1 1

121 121
'' ' '' ( )
169 169

K K K K= ⇒ =  

 

Γενικεύοντας βρίσκουµε ότι µετά από χ κρούσεις στο νετρόνιο αποµένει ενέργεια: 
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Συνεπώς µετά από 41 κρούσεις η ενέργεια του νετρονίου γίνεται 610  φορές µικρότερη της 

αρχικής. 

 

Θοδωρής Παπασγουρίδης 
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Ένας κύβος πάνω σε σανίδα. 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια µακριά σανίδα, πάνω στην οποία 

βρίσκεται ένας ξύλινος κύβος. Ένα βλήµα κινούµενο οριζόντια σφηνώνεται 

στον κύβο. 

i) Αν δεν υπάρχουν τριβές µεταξύ κύβου και σανίδας, ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λάθος. 

α) Κατά την κρούση µεταξύ βλήµατος και κύβου, η ορµή του βλήµατος διατηρείται. 

β) Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα πάνω στη σανίδα. 

γ) Μετά την κρούση, η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά. 

δ) Η µηχανική ενέργεια του συστήµατος παραµένει σταθερή. 

ii) Αν εµφανίζεται τριβή µεταξύ κύβου και σανίδας, παρατηρούµε ότι η σανίδα κινείται προς τα δεξιά, ενώ 

µετά από λίγο σταµατά να γλιστρά πάνω της ο κύβος. Η διάρκεια της κρούσης βλήµατος-κύβου είναι 

αµελητέα, τότε: 

α) Κατά την κρούση µεταξύ βλήµατος και κύβου, η ορµή του συστήµατος βλήµα-κύβος διατηρείται. 

β) Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα πάνω στη σανίδα. 

γ) Μετά την κρούση, η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά λόγω της ορµής του κύβου. 

δ) Η ορµή του συστήµατος βλήµα-κύβος-σανίδα διατηρείται σταθερή. 

ε) Ο ρυθµός µεταβολής της ορµής της σανίδας παραµένει σταθερός, µέχρι να σταµατήσει πάνω της ο 

κύβος. 

στ) Τελικά κάποια στιγµή θα σταµατήσει η κίνηση του κύβου πάνω στη σανίδα και από εκεί και πέρα, 

το σύστηµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα. 

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 

Απάντηση: 

i) Για την πλαστική κρούση µεταξύ βλήµατος και κύβου, η συνολική 

ορµή του συστήµατος βλήµα-κύβος διατηρείται, αφού το σύστηµα 

είναι µονωµένο, αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι διατηρείται η ορµή του 

βλήµατος, η οποία θα µειωθεί. Κατά την πλαστική κρούση, ΠΑΝΤΑ 

έχουµε µείωση της µηχανικής ενέργειας. Μετά την κρούση, στο 

συσσωµάτωµα  ασκούνται οι δυνάµεις που φαίνονται στο διπλανό σχήµα, οπότε ασκεί στη σανίδα τη 

κατακόρυφη δύναµη Ν΄. Συνεπώς δεν ασκείται οριζόντια δύναµη στη σανίδα, η οποία θα µπορούσε 

και να την µετακινήσει. Άρα η σανίδα θα παραµείνει ακίνητη. Με βάση αυτά οι απαντήσεις είναι: 

α) Κατά την κρούση µεταξύ βλήµατος και κύβου, η ορµή του βλήµατος διατηρείται. Λ. 

β) Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα πάνω στη σανίδα. Σ. 

γ) Μετά την κρούση, η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά. Λ. 

δ) Η µηχανική ενέργεια του συστήµατος παραµένει σταθερή. Λ. 

ii) Στο παρακάτω σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται µετά την κρούση α) στον κύβο-
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βλήµα και β) στην σανίδα, όπου οι δυνάµεις Τ και Τ΄ αποτελούν ζεύγος δράσης-αντίδρασης. 

 

Μόλις ολοκληρωθεί η κρούση ο κύβος (µε το βλήµα) αρχίζει να ολισθαίνει πάνω στη σανίδα, οπότε δέχεται 

δύναµη τριβής µε φορά προς τα αριστερά, η οποία τον επιβραδύνει. Η αντίδρασή της Τ΄ ασκείται στη σανίδα 

και έχει φορά προς τα δεξιά, οπότε η σανίδα θα  επιταχυνθεί προς τα δεξιά. Έτσι ενώ η ταχύτητα του κύβου 

µειώνεται, της σανίδας αυξάνεται. Κάποια στιγµή οι δυο ταχύτητες θα γίνουν ίσες, οπότε το όλον σύστηµα 

(κύβος- βλήµα- σανίδα) θα κινηθεί σαν ένα  σώµα, µε κοινή ταχύτητα, οπότε δεν θα υπάρχει και λόγος να 

ασκείται πλέον δύναµη τριβής. Οι  δυνάµεις τριβής είναι βέβαια εσωτερικές για το σύστηµα (κύβος-βλήµα-

σανίδα), οπότε η συνολική ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή σε όλη της διάρκεια του φαινοµένου. 

Με βάση αυτά οι απαντήσεις είναι: 

α) Κατά την κρούση µεταξύ βλήµατος και κύβου, η ορµή του συστήµατος βλήµα-κύβος διατηρείται. Σ. 

β) Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα πάνω στη σανίδα. Λ. 

γ) Μετά την κρούση, η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά λόγω της ορµής του κύβου. Λ. 

δ) Η ορµή του συστήµατος βλήµα-κύβος-σανίδα διατηρείται σταθερή. Σ. 

ε) Ο ρυθµός µεταβολής της ορµής της σανίδας παραµένει σταθερός, µέχρι να σταµατήσει πάνω της ο 

κύβος. Σ. 

στ) Τελικά κάποια στιγµή θα σταµατήσει η κίνηση του κύβου πάνω στη σανίδα και από εκεί και πέρα το 

σύστηµα θα κινηθεί µε σταθερή ταχύτητα. Σ. 

 

Ας προστεθούν κάποιες επεξηγήσεις: 

γ) Μετά την κρούση, η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά λόγω της ορµής του κύβου. Λ. 

Η πρόταση είναι λανθασµένη, αφού η σανίδα θα κινηθεί προς τα δεξιά επειδή η τριβή που δέχεται έχει 

φορά προς τα δεξιά. 

ε)  Ο ρυθµός µεταβολής της ορµής της σανίδας παραµένει σταθερός, µέχρι να σταµατήσει πάνω της ο 

κύβος. Σ. 

Η πρόταση είναι σωστή, αφού ο ρυθµός αυτός είναι ίσος µε τη συνολική δύναµη που ασκείται στη 

σανίδα, όπου εδώ είναι η τριβή ολίσθησης Τ΄, µια σταθερή δύναµη. 

dmargaris@sch.gr 
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Ενέργεια και ελαστική κρούση. 

Μια σφαίρα Α µάζας m1=2kg κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα 

υ1=10m/s και συγκρούεται κεντρικά ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Β µάζας 

m2=3kg. Σε µια στιγµή t1 στη διάρκεια της κρούσης η σφαίρα Β έχει ταχύτητα 

υΒ=6m/s. Οι σφαίρες µας έχουν ίσες ακτίνες και θεωρούνται υλικά σηµεία. 

i) Για τη στιγµή t1: 

α) Πόση κινητική ενέργεια έχει κάθε σφαίρα; 

β) Πόση είναι η δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των δύο σφαιρών; 

ii) Να βρείτε τα έργα των δυνάµεων που ασκούνται µεταξύ των δύο σωµάτων από την στιγµή t1 µέχρι το 

τέλος της κρούσης. 

iii) Με βάση τα παραπάνω αποτελέσµατα χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστές ή λαθεµένες. 

α) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή. 

β) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει 

σταθερή. 

γ) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η ορµή κάθε σφαίρας παραµένει σταθερή. 

δ) Η παραµόρφωση των σφαιρών είναι ελαστική. 

ε) Τα έργα της δράσης – αντίδρασης είναι αντίθετα. 

στ) Οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ των δύο σφαιρών κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής 

κρούσης είναι συντηρητικές. 

Απάντηση: 

i) Το σύστηµα των δύο σφαιρών είναι µονωµένο οπότε µε εφαρµογή της Α∆Ο 

παίρνουµε: 

1tP Pαρχ =
r r
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m1 ·υ1= m1·υΑ+m2·υΒ 
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α) ΚΑ= ½ m1·υΑ
2 = ½ 2·1= 1J και  ΚΒ= ½ m2·υΒ

2 = ½ 3·62J=54J. 

β) Η αρχική κινητική ενέργεια της σφαίρας Α ήταν: 

Καρχ= ½ m1·υ1
2 = ½ 2·102J =100J 

Αφού η κρούση είναι ελαστική οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις είναι συντηρητικές, οπότε από την Α∆ΜΕ 

παίρνουµε : 

Καρχ+Uαρχ=ΚΑ+ΚΒ+U → 

U= 100J-55J=45J. 

ii) Οι τελικές ταχύτητες των δύο σφαιρών είναι: 
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2 3
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υ υ
⋅
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Εφαρµόζοντας το θεώρηµα έργου-ενέργειας (ΘΜΚΕ) για κάθε σφαίρα, από τη στιγµή t1 µέχρι το τέλος 

της κρούσης, παίρνουµε: 

Κ1τελ-Κ1t1= WF1  ή 

WF1= ½ m1·υ1΄
2 – ½ m1·υΑ

2 = 4J-1J=3J 

 Και για τη  Β σφαίρα: 

Κ2τελ-Κ2t1= WF2 ή 

 WF2= ½ m2·υ2΄
2 – ½ m2·υΒ

2 = 96J-54J =42J. 

iii) Με βάση τα παραπάνω οι απαντήσεις είναι: 

α) Σ β) Λ γ) Λ δ) Σ ε) Λ στ) Σ 

 

Σχόλια: 

i) Παρατηρήστε ότι το άθροισµα των δύο έργων των δυνάµεων που ασκούνται στις δύο σφαίρες, από την  

στιγµή t1, µέχρι την ολοκλήρωση της κρούσης,  είναι ίση µε την δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των 

σφαιρών τη στιγµή t1. 

ii)  Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κρούσης, η ορµή παραµένει σταθερή. Αυτό σηµαίνει ότι η ορµή πριν 

την κρούση, είναι ίση µε την ορµή µετά, αλλά είναι επίσης ίση και κάθε στιγµή στη διάρκεια της 

κρούσης. Πράγµα που δεν συµβαίνει για την Κινητική ενέργεια. Όταν λέµε ότι αυτή διατηρείται, 

εννοούµε ότι, όση είναι η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος πριν την κρούση, τόση θα είναι 

και µετά, αφού η κρούση ολοκληρωθεί. Στη διάρκεια όµως της κρούσης, ένα µέρος της κινητικής 

ενέργειας, µετατρέπεται σε δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των δύο σωµάτων. 

 

dmargaris@sch.gr 

 



Έργα εσωτερικών δυνάµεων . 

 

Παράδειγµα 6°: 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί σώµα Σ µάζας Μ=9kg. Σε µια στιγµή ένα βλήµα µάζας 

m=1kg που κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υ0=100m/s, σφηνώνεται στο σώµα Σ.  

 

α)  Να υπολογιστούν τα έργα: 

i) Της δύναµης που ασκήθηκε στο σώµα Σ από το βλήµα. 

ii) Της αντίδρασής της, που ασκήθηκε στο βλήµα. 

β)  Να υπολογισθεί η απώλεια µηχανικής ενέργειας στη διάρκεια της κρούσης. Πώς συνδέεται 

αυτή µε τα έργα των παραπάνω δυνάµεων; 

 

Απάντηση: 

α) Για την κρούση εφαρµόζουµε την Α∆Ο και παίρνουµε: 

τελρχa PP
→→

= → 

mυ0=(Μ+m)·υκ → 

και µε αντικατάσταση υκ= 10m/s. 

 

Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι µοναδικές δυνάµεις που παράγουν έργο στη διάρκεια της 

κρούσης (τα βάρη και οι δυνάµεις από το επίπεδο, είναι κάθετες στην µετατόπιση και δεν 

παράγουν έργο). 

i) Εφαρµόζουµε για το σώµα Σ το ΘΜΚΕ  κατά τη διάρκεια της κρούσης και έχουµε: 

Κτελ- Καρχ= WwWΝ+ WF2 → 

2F
2
κ W000υM

2

1
++=−  

και µε αντικατάσταση  WF2= 450J 

Οµοίως για το βλήµα: 

Κτελ- Καρχ= WwWΝ+ WF1 → 

1F
2
0

2
κ W00υm

2

1
υm

2

1
++=−  

και µε αντικατάσταση  WF1= - 4950J. 



β) Η απώλεια της µηχανικής ενέργειας στη διάρκεια της πλαστικής κρούσης είναι: 

∆Κ= Καρχ-Κτελ= ½ mυ0
2 – ½ (Μ+m)υκ

2. 

Και µε αντικατάσταση  ∆Κ= 4500J 

 

Παρατηρούµε ότι το έργο της F1 είναι -4950J, πράγµα που σηµαίνει ότι µέσω της δύναµης αυ-

της αφαιρείται ενέργεια από την σφαίρα 4950J, ενώ το έργο της F2 εκφράζει την ενέργεια που 

µεταφέρεται στο σώµα Σ, δηλαδή 450J. Τα υπόλοιπα; Είναι η ενέργεια που µετατρέπεται σε 

θερµική, δηλαδή ίση µε την απώλεια της µηχανικής ενέργειας. 

 

dmargaris@sch.gr 
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Έργο – Ενέργεια 
 
Θα επιχειρήσω µια ανασκόπηση των όσων έχεις µάθει σε προηγούµενες τάξεις (ή 
τουλάχιστον των όσων θα έπρεπε να σου έχουµε µάθει…) και θα σου χρειαστούν 
φέτος στην προσπάθειά σου. Μελέτησε το φυλλάδιο µε προσοχή, εντόπισε τα σηµεία 
που σε δυσκολεύουν και µη διστάσεις να ζητήσεις διευκρινήσεις. Είναι αδύνατο να 
µη σου χρειαστεί να αντιµετωπίσεις µε ενεργειακές µεθόδους κάποια ερωτήµατα 
στην τελική εξέτασή σου, εποµένως ας φροντίσουµε τα όποια κενά σου να 
καλυφθούν µε τον καλύτερο δυνατό τρόπο.  
Θα ξεκινήσω παραθέτοντας ένα κείµενο του αείµνηστου περίφηµου Φυσικού και 
δασκάλου Richard Feynman παρµένο από τον πρώτο τόµο των διαλέξεων του για τη 
Φυσική (The Feynman Lectures on Physics definitive edition vol I) – έργο κλασικό 
για τους φυσικούς όλου του κόσµου. Την εξαιρετική µετάφραση επιµελήθηκε ο 
µαθητής Αντώνης ∆ιακογεωργίου (Γ΄γυµνασίου την περίοδο 2006-2007) ως ένα 
είδος «τιµωρίας». Οι τιµωρίες πρέπει να αποσκοπούν στην ωφέλεια του µαθητή. Εδώ 
επωφελήθηκε και ο καθηγητής του. Αντώνη σ’ ευχαριστώ!  
 
 
 
« Τι είναι ενέργεια ; 

Σε αυτό το κεφάλαιο, αρχίζουµε µια πιο λεπτοµερή µελέτη των διαφορετικών  
όψεων της Φυσικής, αφού έχουµε τελειώσει την περιγραφή µας των πραγµάτων 
γενικώς. Για να παρουσιάσουµε τις ιδέες και το είδος των συλλογισµών που µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί στη θεωρητική Φυσική, θα εξετάσουµε τον πιο βασικό νόµο της 
Φυσικής, τη διατήρηση της ενέργειας. 

Υπάρχει ένα γεγονός, ή αν θέλετε, ένας νόµος, που κυβερνά όλα τα φυσικά 
φαινόµενα που είναι γνωστά ως σήµερα. ∆εν υπάρχει γνωστή εξαίρεση σε αυτόν το 
νόµο- είναι ακριβώς µέχρι τώρα όπως ξέρουµε. Ο νόµος λέγεται διατήρηση της 
ενέργειας. ∆ηλώνει ότι υπάρχει µια συγκεκριµένη ποσότητα, που καλούµε ενέργεια, 
που δεν αλλάζει στις ποικίλες αλλαγές που υποβάλλεται η φύση. Αυτή είναι µια 
εντελώς αφηρηµένη ιδέα, γιατί είναι µια µαθηµατική αρχή. Λέει ότι υπάρχει µια 
αριθµητική ποσότητα που δεν αλλάζει όταν συµβαίνει κάτι. ∆εν είναι περιγραφή ενός 
µηχανισµού, ή κάτι υπαρκτό. Είναι απλώς ένα  παράξενο γεγονός µε το οποίο 
µπορούµε να υπολογίσουµε κάποιους αριθµούς και όταν τελειώσουµε να 
παρατηρούµε τη φύση να κάνει τα κόλπα της και υπολογίσουµε τους αριθµούς ξανά, 
είναι οι ίδιοι. ( κάτι σαν τον αξιωµατικό στο κόκκινο τετραγωνάκι και µετά από ένα 
αριθµό κινήσεων-δε γνωρίζουµε λεπτοµέρειες – είναι και πάλι σε κάποιο κόκκινο 
τετράγωνο. Είναι ο νόµος της φύσης). Εφόσον είναι µια αφηρηµένη ιδέα, θα 
παρουσιάσουµε την έννοια της µε µια αναλογία. 

Φανταστείτε ένα παιδί, ίσως τον Ντένις τον τροµερό, που έχει τουβλάκια 
εντελώς άφθαρτα, που δεν µπορούν να χωριστούν σε κοµµάτια. Όλα είναι ίδια µεταξύ 
τους. Ας υποθέσουµε ότι έχει 28 τουβλάκια. Η µητέρα του τον βάζει µαζί µε τα 28 
του τουβλάκια σε ένα δωµάτιο στην αρχή της ηµέρας. Στο τέλος της µέρας, όντας 
περίεργη, µετρά τα τουβλάκια πολύ προσεχτικά, και ανακαλύπτει ένα νόµο- 
ανεξάρτητα από το τι κάνει µε τα τουβλάκια είναι πάντα 28. Αυτό συνεχίζεται για 
αρκετές ηµέρες, ώσπου µια µέρα υπάρχουν µόνο 27 τουβλάκια, αλλά λίγη έρευνα 
δείχνει ότι ένα είναι κάτω από το χαλί- πρέπει να κοιτά παντού για να σιγουρευτεί ότι 
ο αριθµός των τούβλων δεν έχει αλλάξει. Μια µέρα, ωστόσο, ο αριθµός φαίνεται να 
έχει αλλάξει- υπάρχουν µόνο 26 τουβλάκια. Προσεχτική έρευνα δείχνει ότι το 
παράθυρο ήταν ανοιχτό, και κοιτώντας έξω, τα άλλα δύο τουβλάκια βρίσκονται. Μια 
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άλλη µέρα, προσεχτικό µέτρηµα δείχνει ότι υπήρχαν 30 τουβλάκια. Αυτό προκαλεί 
σηµαντική ανησυχία, µέχρι να συνειδητοποιηθεί ότι ο Bruse ήρθε για επίσκεψη, 
φέρνοντας τα τουβλάκια του µαζί και άφησε µερικά στο σπίτι του Ντένις. Αφού 
ξεφορτώθηκε τα παραπάνω τουβλάκια, η µητέρα κλείνει το παράθυρο, δεν αφήνει 
τον Bruse µέσα, και µετά όλα πάνε καλά µέχρι που µια φορά τα µετράει και βρίσκει 
µόνο 25 τουβλάκια. Ωστόσο, υπάρχει ένα κουτί στο δωµάτιο , ένα κουτί παιχνιδιών, 
και η µητέρα πηγαίνει να ανοίξει το κουτί των παιχνιδιών, αλλά το αγόρι λέει «Όχι, 
µην ανοίξεις το κουτί των παιχνιδιών µου», και στριγγλίζει. Στη µητέρα δεν 
επιτρέπεται να ανοίξει το κουτί των παιχνιδιών. Όντας πολύ περίεργη και αρκετά 
έξυπνη, επινοεί ένα σχέδιο. Ξέρει ότι ένα τουβλάκι ζυγίζει 300 γραµµάρια, έτσι 
ζυγίζει το κουτί σε κάποια στιγµή όταν βλέπει 28 τουβλάκια, και αυτό ζυγίζει 1600 
γραµµάρια. Την επόµενη φορά που επιθυµεί να το ελέγξει, ζυγίζει το κουτί ξανά, 
αφαιρεί τα 1600 γραµµάρια και το διαιρεί µε το τριακόσια. Ανακαλύπτει το εξής 
(αριθµός από τα τουβλάκια που φαίνονται) + (βάρος του κουτιού) – 1600γραµµάρια / 
300γραµµάρια  = σταθερό     (4.1) 
Μετά παρουσιάζονται κάποιες νέες αποκλίσεις αλλά προσεχτική µελέτη δείχνει ότι το 
βρώµικο νερό στη µπανιέρα αλλάζει το επίπεδο. Το παιδί ρίχνει τουβλάκια στο νερό, 
και αυτή δεν µπορεί να τα δει γιατί είναι τόσο βρώµικο, αλλά µπορεί να βρει πόσα 
τουβλάκια είναι στο νερό προσθέτοντας ένα άλλο όρο στη φόρµουλά της. Αφού το 
αρχικό ύψος του νερού ήταν 15 εκατοστά και κάθε τουβλάκι ανεβάζει το νερό µισό 
εκατοστό, αυτή η καινούργια φόρµουλα θα ήταν: 
(αριθµός από τουβλάκια που φαίνονται) + (βάρος του κουτιού) – 1600 γραµµάρια 
/300γραµµάρια + (ύψος του νερού) – 15 εκατοστά / 1/2 εκατοστό = σταθερό     (4.2) 
 Στη βαθµιαία ανάπτυξη της πολυπλοκότητας του κόσµου της, βρίσκει σειρές 
από όρους που αναπαριστούν τρόπους για να υπολογίζει πόσα τουβλάκια βρίσκονται 
σε µέρη που δεν επιτρέπεται να κοιτάξει. Σαν αποτέλεσµα, βρίσκει µια περίπλοκη 
φόρµουλα, µια ποσότητα που πρέπει να υπολογιστεί, η οποία παραµένει η ίδια στην 
κατάστασή της. 
 Ποια είναι η αναλογία του παραδείγµατος αυτού µε τη διατήρηση της 
ενέργειας; Η πιο αξιοσηµείωτη άποψη που πρέπει να αφαιρεθεί από αυτή την εικόνα 
είναι ότι δεν υπάρχουν τουβλάκια. Βγάλτε  τους πρώτους όρους στην (4.1) και στην 
(4.2) και µετράµε περισσότερο ή λιγότερο αφηρηµένα πράγµατα. Η αναλογία έχει τα 
ακόλουθα σηµεία. Πρώτα, όταν υπολογίζουµε την ενέργεια, µερικές φορές µερική 
από αυτή φεύγει από το σύστηµα και πάει µακριά , ή κάποιες φορές µπαίνει µέσα. Για 
να επαληθεύσουµε τη διατήρηση της ενέργειας, πρέπει να είµαστε προσεκτικοί για να 
µη βάλουµε ή βγάλουµε ενέργεια. ∆εύτερον, η ενέργεια έχει ένα µεγάλο αριθµό από 
διαφορετικές µορφές, και υπάρχει µια φόρµουλα για καθεµιά. Αυτές είναι: βαρυτική 
ενέργεια, κινητική ενέργεια, θερµική ενέργεια, ελαστική ενέργεια, ηλεκτρική 
ενέργεια, χηµική ενέργεια, ενέργεια ακτινοβολίας, πυρηνική ενέργεια, ενέργεια 
µάζας. Αν αθροίσουµε τις φόρµουλες για καθεµιά συµβολή, δε θα αλλάξει εκτός για 
την ενέργεια που µπαίνει ή βγαίνει. 
 Είναι σηµαντικό να συνειδητοποιήσουµε ότι στη Φυσική σήµερα, δεν 
έχουµε γνώση του τι είναι ενέργεια. ∆εν έχουµε εικόνα ότι η ενέργεια έρχεται σε 
µικρές  σταγόνες ενός καθορισµένου ποσού. ∆εν γίνεται µε αυτόν τον τρόπο. 
Ωστόσο, υπάρχουν φόρµουλες για να υπολογίζουµε µερικές αριθµητικές ποσότητες, 
και όταν τα προσθέτουµε όλα µαζί δίνουν 28-συνέχεια τον ίδιο αριθµό. Είναι ένα 
αφηρηµένο πράγµα το οποίο δεν µας  λέει τον µηχανισµό ή τους λόγους για τις 
ποικίλες φόρµουλες.»  
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Το βασικό ενεργειακό µοντέλο 
 
 
Περιβάλλον 
 
 
 
Μια βοηθητική αναλογία είναι αυτή ανάµεσα στις ενεργειακές έννοιες και τα 
χρήµατα. ∆ουλεύει κάπως έτσι : 
 

Ενέργεια ↔Χρήµα 
Κινητική↔Μετρητά 

∆υναµική↔Καταθέσεις 
Έργο↔Επιταγή, πληρωµή λογαριασµού 

 
Σύστηµα σωµάτων : ∆ύο ή περισσότερα σώµατα που νοερά αποκόπτουµε από το 
υπόλοιπο σύµπαν (το οποίο αποτελεί το περιβάλλον του συστήµατός µας) και τα 
θεωρούµε ως ένα σώµα.  
 
Υπάρχουν λοιπόν διάφοροι τρόποι να προσθέτει ή να αφαιρεί κανείς ενέργεια από 
ένα σύστηµα όπως ακριβώς συµβαίνει και µε τη διαχείριση των χρηµάτων. Το έργο 
είναι ένας µηχανικός τρόπος µεταφοράς ενέργειας προς ή από ένα σύστηµα. 
Η ενέργεια είναι µια ιδιότητα του συστήµατος (το σύστηµα έχει ένα ορισµένο ποσό 
ενέργειας) ενώ το έργο είναι µια διεργασία, ένα γεγονός που αλλάζει την ενέργεια 
του συστήµατος. 
 
Συντηρητικές δυνάµεις. 
∆ίνουµε δύο ισοδύναµους µεταξύ τους ορισµούς : 

•••• Είναι οι δυνάµεις των οποίων το έργο για µια οποιαδήποτε κλειστή διαδροµή 
(δηλ. µια διαδροµή στην οποία η αρχή και το τέλος ταυτίζονται) είναι 
µηδενικό. 

•••• Είναι οι δυνάµεις των οποίων το έργο για µια συγκεκριµένη διαδροµή 
εξαρτάται µόνο από την αρχική και την τελική θέση και όχι από τη διαδροµή 
που ακολουθείται. 

Παρατήρηση : Κάθε συντηρητική δύναµη αλληλεπίδρασης συνδέεται µε αντίστοιχη 
δυναµική ενέργεια.  
Παραδείγµατα συντηρητικών δυνάµεων: Βαρυτική δύναµη, δύναµη που ασκείται από 
ιδανικό ελατήριο (το οποίο δηλ. υπακούει στον νόµο του Hooke), ηλεκτροστατική 
δύναµη ανάµεσα σε σηµειακά φορτία (δύναµη Coulomb).  
Μη συντηρητικές δυνάµεις 

•••• Είναι οι δυνάµεις των οποίων το έργο για µια κλειστή διαδροµή δεν είναι 
µηδενικό  

ή ισοδύναµα 
•••• Είναι οι δυνάµεις των οποίων το έργο για µια συγκεκριµένη διαδροµή 

εξαρτάται από τη διαδροµή που ακολουθείται. 
Παρατήρηση : Οι µη συντηρητικές δυνάµεις µέσω του έργου τους προσθέτουν ή 
αφαιρούν ενέργεια από ένα σύστηµα. 
Παραδείγµατα µη συντηρητικών δυνάµεων : ∆ύναµη τριβής ολίσθησης (αφαιρεί 
ενέργεια), εξωτερική δύναµη που «σπρώχνει» ένα σώµα (προσθέτει ενέργεια). 

ΣΥΣΤΗΜΑ 
Ενέργεια κίνησης = Κινητική ενέργεια = Κ 
Αποθηκευµένη ενέργεια = ∆υναµική ενέργεια = U 
Μηχανική ενέργεια = Εµηχ = Κ + U 
Μετατροπή ενέργειας = Wεσωτ. 

Μεταφορά ενέργειας 

Έργο = Wεξωτ. 
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Εσωτερικές δυνάµεις :  ∆υνάµεις που ασκούνται από κάποιο σώµα που ανήκει στο 
σύστηµα σε άλλο σώµα του συστήµατος. Έχουν τη µορφή δράσης-αντίδρασης οπότε 

η συνισταµένη τους είναι πάντα µηδέν : ∑ = 0εσF
r

. Οι δυνάµεις αυτές µπορεί να 

είναι είτε συντηρητικές (π.χ. το βάρος, η δύναµη από ιδανικό ελατήριο) οπότε 
σχετίζονται µε αντίστοιχη δυναµική ενέργεια (βαρυτική δυναµική, ελαστική 
δυναµική), είτε µη συντηρητικές (π.χ. δύναµη τριβής) οι οποίες σχετίζονται µε 
θερµική ενέργεια. 
 
Εξωτερικές δυνάµεις :  ∆υνάµεις που ασκούνται από σώµατα του περιβάλλοντος σε 
σώµατα του συστήµατος και (ενδεχοµένως) µεταφέρουν ενέργεια στο σύστηµα. 
 
Συνοπτικά: 
Οι εσωτερικές δυνάµεις µετασχηµατίζουν την ενέργεια  

F

F  

W

W

K Uσυντ

µη συντ

θερµ

←→

Κ→Ε
 

 
Οι εξωτερικές δυνάµεις µεταφέρουν ενέργεια από το περιβάλλον στο σώµα. 

FW
εξΠεριβαλλον→Συστηµα  

 
 
 
 
Ακόµη πιο συνοπτικά (!) : 

∆ΥΝΑΜΕΙΣ 
ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ  

(µετασχηµατισµός ενέργειας) 
ΕΞΩΤΕΡΙΚΕΣ  

(µεταφορά ενέργειας) 
Συντηρητικές Μη συντηρητικές 

∆υναµική ενέργεια Θερµική ενέργεια 
Έργο Wεξωτ. 

 
 
 
 
 
Έργο δύναµης 
Είναι βασικό να έχουµε κατά νου ότι το έργο µιας δύναµης εκφράζει : 
 

•••• Την ενέργεια που µετατρέπεται από µια µορφή σε κάποια άλλη. Έτσι κατά 
την πτώση ενός σώµατος το έργο του βάρους του σώµατος εκφράζει τη 
µετατροπή της βαρυτικής δυναµικής ενέργειας σε κινητική. 

ή 
•••• Την ενέργεια που µεταβιβάζεται από ένα σώµα σε κάποιο άλλο. Έτσι όταν 

για παράδειγµα σπρώχνουµε ένα σώµα επιταχύνοντάς το, µεταβιβάζουµε 
µέσω του έργου της δύναµης που εξασκούµε ενέργεια στο σώµα. 

 
Ερώτηση : Μπορείς για τις παραπάνω δύο διεργασίες να σκεφτείς τις αντίστοιχες στο 
µοντέλο µε τα χρήµατα που αναφέραµε προηγουµένως; Προσπάθησέ το, θα σε 
βοηθήσει να κατανοήσεις ευκολότερα τις οµολογουµένως δύσκολες αυτές έννοιες. 
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Τα… τεχνικά του έργου.  
���� Η έννοια του έργου έχει νόηµα για δυνάµεις που εφαρµόζονται σε υλικά σηµεία ή 

σε άκαµπτα (rigid) στερεά. Στα επόµενα όταν αναφερόµαστε σε σώµα θα εννοούµε 
ότι καλύπτει αυτή την προϋπόθεση.  
Έτσι για παράδειγµα δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την έννοια του έργου στην 
περίπτωση ενός ανθρώπου που πηδάει κατακόρυφα προς τα πάνω αφού (ο άνθρωπος) 
είναι ένα παραµορφώσιµο σώµα. Είναι λάθος να σκεφτόµαστε ότι η δύναµη που 
δέχεται από το έδαφος µετατοπίζει το κέντρο µάζας του παράγοντας έργο, αφού στην 
πραγµατικότητα το σηµείο εφαρµογής της δύναµης δεν µετατοπίζεται εποµένως είναι 
δύναµη µηδενικού έργου. (Το σωστό είναι ότι µε εσωτερικές διεργασίες έχουµε 
εσωτερική µετατροπή χηµικής ενέργειας σε κινητική.) 
Παρατήρηση : Εάν µπορούµε να αναλύσουµε τη συνισταµένη δύναµη σε ένα 
άθροισµα δύο ή περισσότερων συνιστωσών, τότε το έργο της συνισταµένης κατά 
µήκος µιας διαδροµής είναι ίσο µε το άθροισµα των έργων των συνιστωσών κατά 
µήκος της ίδιας διαδροµής. 
 
Ορισµός έργου σταθερής δύναµης για ευθύγραµµη µετατόπιση 
 

F
ˆW F x F x= ⋅∆ = ⋅∆ ⋅συνφ

r r
 

Όπου, όπως φαίνεται και στο σχήµα φ είναι η 
γωνία που σχηµατίζει ο φορέας της δύναµης 
µε τη µετατόπιση. 
Το έργο είναι µονόµετρο µέγεθος και µονάδα 
του στο S.I. είναι το 1Joule (1J). 
Από τον ορισµό γίνονται φανερά τα παρακάτω: 

•••• Αν 0 90ο ο≤ φ <   είναι WF>0. Το έργο αυτό λέγεται παραγόµενο (ή 
κινητήριο). Η δύναµη «βοηθάει» το σώµα να προχωρήσει προς την 
κατεύθυνση κίνησής του. 

•••• Αν φ=90ο τότε WF=0. Η δύναµη ούτε «βοηθάει» ούτε «εµποδίζει» το σώµα. 
•••• Αν 90 180ο ο< φ ≤  είναι WF<0. Το έργο αυτό λέγεται καταναλισκόµενο (ή 

έργο αντίστασης). Η δύναµη «εµποδίζει» το σώµα να προχωρήσει προς την 
κατεύθυνση της κίνησής του. 

•••• Αν φ=0ο είναι FW F x 0= ⋅∆ >  δηλαδή έχουµε µέγιστο παραγόµενο έργο. 

•••• Αν φ=180ο είναι FW F x 0= − ⋅∆ <  δηλαδή έχουµε µέγιστο κατ’ απόλυτη τιµή 

καταναλισκόµενο έργο. 
 
Έργο δύναµης σταθερής διεύθυνσης και µεταβλητού µέτρου για ευθύγραµµη 
µετατόπιση. 
Παράδειγµα τέτοιας δύναµης είναι η δύναµη που ασκεί ένα ελατήριο πάνω στο σώµα 
στο οποίο είναι δεµένο. Ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα : 

•••• Υπολογίζουµε τη συνιστώσα της δύναµης που είναι παράλληλη στη 
µετατόπιση. 

•••• Κάνουµε τη γραφική παράστασης της δύναµης που υπολογίσαµε στο 
προηγούµενο βήµα σε συνάρτηση µε τη θέση του σώµατος. Στο διάγραµµα 
σηµειώνουµε τις τιµές της θέσης για τη µετατόπιση που µας ενδιαφέρει και τις 
αντίστοιχες τιµές της δύναµης. Στην περίπτωση που η δύναµη παίρνει τόσο 
θετικές όσο και αρνητικές τιµές υπολογίσουµε επίσης την τιµή της θέσης για 
την οποία η δύναµη µηδενίζεται. 

∆x

φ
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•••• Υπολογίζουµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται ανάµεσα στη γραφική 
παράσταση και τον άξονα των θέσεων. Εάν το χωρίο είναι πάνω από τον 
άξονα των θέσεων (δύναµη οµόρροπη της µετατόπισης) το εµβαδόν είναι 
θετικό (έργο παραγόµενο) ενώ εάν το χωρίο είναι κάτω από τον άξονα των 
θέσεων (δύναµη αντίρροπη της µετατόπισης)  το εµβαδόν είναι αρνητικό 
(έργο καταναλισκόµενο). Το εµβαδόν που υπολογίσαµε ισούται αριθµητικά 
µε το ζητούµενο έργο. 

•••• Ας µην ξεχάσουµε να προσέξουµε τις µονάδες που έχουν η δύναµη και η θέση 
στη γραφική παράσταση ώστε να υπολογίσουµε σωστά και τις µονάδες του 
έργου. 

Παράδειγµα 
Στο διπλανό σχήµα το µέτρο της δύναµης F 
δίνεται από τη σχέση F=100-10·x (S.I.) ενώ 
φ=60ο. Να υπολογιστεί το έργο της δύναµης 
για µετατόπιση του σώµατος από τη θέση 
x1=5m στη θέση x2=30m.  
 
Θα ακολουθήσουµε τα βήµατα που περιγράψαµε πιο πάνω : 

•••• Υπολογίζουµε τη συνιστώσα Fx της δύναµης που είναι παράλληλη µε τη 
µετατόπιση. Έχουµε :   Fx=F·συνφ=(100-10·x)·0,5=50-5x  (S.I.) 

•••• Κατασκευάζουµε τη γραφική παράσταση Fx(x). Προσέξτε ότι στον πίνακα 
τιµών παρουσιάζονται οι τιµές που µας ενδιαφέρουν σύµφωνα µε όσα 
αναφέραµε προηγουµένως. 

x(m) 0 5 10 30 
Fx(N) 50 25 0 -100 

 
Το ζευγάρι τιµών (0,50) θα µπορούσαµε να το είχαµε αποφύγει αλλά είναι κοµψό να σηµειώνουµε το 
σηµείο τοµής µε τον κατακόρυφο άξονα! 
 

•••• Υπολογίζουµε τώρα τα εµβαδά των δύο χωρίων 
του διπλανού σχήµατος : 

Ε1=
(10 5) 25

62,5J
2

− ⋅
=  και 

Ε2=
(30 10) 100

1.000J
2

− ⋅
− = −  οπότε το ζητούµενο έργο 

είναι   W=E1+E2= - 937,5J  
 
 
 
 
 
∆ύο… πολύ συνηθισµένα έργα 
 
Το έργο του βάρους 
Σις ασκήσεις που θα συναντήσουµε έχουµε κινήσεις σε µικρή κλίµακα οπότε 
µπορούµε να θεωρούµε το βάρος των σωµάτων σταθερό. Σε όλες τις περιπτώσεις 
(ακόµα και στην περίπτωση της ροπής του βάρους) το έργο του βάρους υπολογίζεται 
από τη σχέση    

WB=± m·g· y∆  

∆x

φ

E2

E1
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όπου ∆y η κατακόρυφη µετατόπιση του σώµατος. Το έργο του βάρους είναι θετικό 
(πρόσηµο + στην εξίσωση) αν το σώµα κινείται προς τα κάτω, αρνητικό (πρόσηµο -) 
αν κινείται προς τα πάνω και µηδενικό αν κινείται οριζόντια. 
 
Το έργο της δύναµης ιδανικού ελατηρίου 
 Μια πολύ συνηθισµένη περίπτωση δύναµης σταθερής διεύθυνσης και µεταβλητού 
µέτρου είναι αυτή του ιδανικού ελατηρίου. Βέβαια σ’ αυτή την περίπτωση 
προκειµένου να αποφύγουµε τον κοπιώδη υπολογισµό που κάναµε πριν συνήθως 
καταφεύγουµε στη σχέση έργου συντηρητικής δύναµης και δυναµικής ενέργειας : 

2 2
F A B

1 1
W U U k x k x

2 2ελ

Α→Β Α Β

ελ ελ= − = ⋅ − ⋅  

 
 
Η ΚΙΝΗΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ( Κ ) 
Είναι η ενέργεια που συνδέεται µε την κίνηση ενός σώµατος και ως γνωστόν 
υπολογίζεται από τη σχέση : 

21
K m u

2
= ⋅  

Έννοια σχετικά απλή, δεν παρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία στην κατανόηση και τη 
χρήση της. 
 
Η ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ( U ) 
Εδώ τα πράγµατα δυσκολεύουν λιγάκι… έως πολύ. Ας τα πάρουµε όµως µε τη σειρά. 

•••• Είναι ένας τρόπος να περιγράψουµε την αλληλεπίδραση δύο ή περισσότερων 
σωµάτων, αναφέρεται λοιπόν σε ένα σύστηµα. Η αλληλεπίδραση ανάµεσα σε 
σώµατα περιγράφεται και µε την έννοια της δύναµης, η δυναµική ενέργεια 
ωστόσο έχει το πλεονέκτηµα ότι είναι µονόµετρο µέγεθος. 

•••• Από τον ορισµό έπεται ότι εάν τα σώµατα που συναποτελούν ένα σύστηµα 
δεν αλληλεπιδρούν (γιατί π.χ. βρίσκονται σε µεγάλες αποστάσεις το ένα από 
το άλλο) η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι µηδέν. 

•••• Έχει νόηµα µόνο εφόσον η αντίστοιχες δυνάµεις αλληλεπίδρασης είναι 
συντηρητικές. Έτσι, για παράδειγµα, έχουµε βαρυτική δυναµική ενέργεια 
(βαρυτική δύναµη – συντηρητική δύναµη), ελαστική δυναµική ενέργεια 
(δύναµη που υπακούει στον νόµο του Hooke – συντηρητική δύναµη), 
ηλεκτροστατική δυναµική ενέργεια (δύναµη ηλεκτροστατικού πεδίου – 
συντηρητική δύναµη). Σε αντίθεση δεν υπάρχει δυναµική ενέργεια η οποία να 
συσχετίζεται µε δυνάµεις τριβής δηλαδή µη συντηρητικές δυνάµεις. 

•••• Η τιµή της δυναµικής ενέργειας δεν µπορεί να οριστεί µονοσήµαντα ούτε και 
µας ενδιαφέρει κάτι τέτοιο άλλωστε. Αυτό που ενδιαφέρει –και ευτυχώς 
ορίζεται µονοσήµαντα- είναι οι µεταβολές της δυναµικής ενέργειας όταν 
υπάρχει σχετική µετατόπιση των σωµάτων του συστήµατος. Τι κάνουµε 
λοιπόν; Ορίζουµε αυθαίρετα την κατάσταση στην οποία θεωρούµε ότι η 
δυναµική ενέργεια ενός συστήµατος σωµάτων είναι µηδενική και στη 
συνέχεια µπορούµε να υπολογίζουµε τις µεταβολές της.  

•••• Στο σηµείο αυτό θα ξεπεράσουµε τον σχετικά δυσνόητο ορισµό της 
δυναµικής ενέργειας και θα ασχοληθούµε µε τις µεταβολές της και τον τρόπο 
που συνδέονται µε το έργο των αντίστοιχων συντηρητικών δυνάµεων. Έχουµε 
και… γράφουµε λοιπόν :  

F FU W U U W
αλληλεπ αλληλεπ

αρχ→τελ αρχ→τελ

τελ αρχ∆ = − ⇔ − = −  
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όπου το έργο υπολογίζεται µε κάποιον από τους τρόπους που περιγράψαµε 
στην προηγούµενη ενότητα. Συνήθως βέβαια χρησιµοποιούµε τις σχέσεις που 
γνωρίζουµε για τους διάφορους τύπους δυναµικής ενέργειας για να 
γλιτώσουµε από τον (πιο κοπιαστικό) υπολογισµό του έργου. 
 

•••• Εάν σε ένα σύστηµα εµφανίζονται ταυτόχρονα 2 ή περισσότερες 
συντηρητικές δυνάµεις τότε η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι το 
άθροισµα των επιµέρους δυναµικών ενεργειών λόγω της κάθε δύναµης 
ξεχωριστά. Όταν για παράδειγµα έχουµε ένα σώµα δεµένο σε κατακόρυφο 
ιδανικό ελατήριο τότε η δυναµική ενέργεια του συστήµατος σώµα-Γη θα είναι 
και βαρυτική και ελαστική. 
 

•••• Πολλές φορές αναφερόµαστε καταχρηστικά στη δυναµική ενέργεια ενός 
σώµατος αντί του σωστού που είναι δυναµική ενέργεια του συστήµατος 
σωµάτων.  
Παράδειγµα 1 
Λέµε ότι η βαρυτική δυναµική ενέργεια ενός σώµατος µάζας m που βρίσκεται 
σε ύψος h πάνω από το οριζόντιο επίπεδο όπου εµείς αυθαίρετα έχουµε 
θεωρήσει ότι Uβαρ=0 δίνεται από τη σχέση Uβαρ=m·g·h όπου g η επιτάχυνση 
της βαρύτητας. Στην πραγµατικότητα η δυναµική ενέργεια αυτή αναφέρεται 
στο σύστηµα σώµα – Γη. Γιατί τότε επιτρέπεται ευρέως η λανθασµένη 
διατύπωση; Όταν αφήσουµε ελεύθερο το σώµα να πέσει στη Γη η δυναµική 
ενέργεια µετατρέπεται σε κινητική. Ε, αυτήν την κινητική την κατέχει σχεδόν 
αποκλειστικά το σώµα µάζας m. Αυτός είναι ο λόγος της… κατάχρησης (!).  
 
Και επειδή στους ανθρώπους αρέσουν οι καταχρήσεις ας δώσουµε ακόµα ένα 
παράδειγµα:  
 
Παράδειγµα 2 
Έχουµε ένα σώµα δεµένο µε ιδανικό ελατήριο σε σταθερό σηµείο. Λέµε ότι η 
δυναµική ενέργεια του σώµατος (ή ακόµα χειρότερα του ελατηρίου) 

υπολογίζεται από τη σχέση 21
U k x

2ελαστ = ⋅  όπου k η σταθερά του ελατηρίου 

και x η θέση του σώµατος σε σχέση µε τη θέση του όταν το ελατήριο έχει το 
φυσικό του µήκος. Ποια είναι τα σώµατα που αλληλεπιδρούν στην περίπτωση 
µας; Το σώµα µας από τη µία και η Γη από την άλλη. Και αυτό γίνεται µέσω 
του ιδανικού ελατηρίου που περιγράφει το είδος της αλληλεπίδρασης. Στο 
σύστηµα αυτό λοιπόν (σώµα-Γη) θα έπρεπε να αναφέρεται η δυναµική 
ενέργεια. 
Αναφέραµε τα παραπάνω όχι γιατί πρέπει να γίνουµε τόσο λεπτολόγοι στις 
διατυπώσεις µας αλλά γιατί είναι καλό να γνωρίζουµε την ακρίβεια των όσων 
ισχυριζόµαστε. Άλλωστε µια -έστω και σιωπηρή- άνωθεν εποπτεία της 
κατάστασης µόνο πλεονεκτήµατα µπορεί να έχει.  
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ΤΟ Θεώρηµα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας (ΘΜΚΕ) ή ισοδύναµα 
Θεώρηµα Έργου- Ενέργειας 
Μαθηµατική διατύπωση:  

1 2 3F F FW K W W W ...τελ αρχ∆Κ = Σ ⇔ −Κ = + + +  

Όπου F1 , F2 , F3 κτλ όλες οι δυνάµεις που εξασκούνται πάνω στο σώµα. 
Εφαρµόζεται για τη διαδροµή ενός σώµατος από µια αρχική θέση (έστω θέση Α)  σε 
µια τελική θέση (έστω θέση Γ) που εµείς επιλέγουµε κατάλληλα. 
Γράφουµε :  Εφαρµόζουµε το ΘΜΚΕ για το σώµα µάζας m από τη θέση Α έως τη 
θέση Γ.  
Θα πρέπει στο σχήµα µας να δείχνουµε το σώµα σε µια τυχαία θέση της διαδροµής 
και να σχεδιάζουµε όλες τις δυνάµεις που ασκούνται πάνω του. 
Εάν κάποιες δυνάµεις δεν ασκούνται σε όλη τη διαδροµή το έργο τους υπολογίζεται 
για το κοµµάτι της διαδροµής όπου ασκούνται. 
Είναι εξαιρετικά χρήσιµο και ισχυρό εργαλείο. Σε ασκήσεις όπου δεν χρειάζεται να 
χρησιµοποιηθεί ο χρόνος πρέπει να είναι η πρώτη µας σκέψη. Πολλές φορές επίσης 
εφαρµόζεται για να υπολογιστεί το έργο κάποιας δύναµης ο απευθείας υπολογισµός 
του οποίου είναι δύσκολος.  
∆εν εφαρµόζουµε το ΘΜΚΕ σε περιπτώσεις όπου έχουµε αλληλεπίδραση σωµάτων 
και σχετική µετακίνηση µεταξύ τους όπως συµβαίνει κατά τη διάρκεια µιας 
κρούσης. 
 
 
 
Από το ΘΜΚΕ στην αρχή διατήρησης της ενέργειας (Α∆Ε) 
Ας διατυπώσουµε το ΘΜΚΕ λίγο διαφορετικά «σπάζοντας» µε κατάλληλο τρόπο τα 
έργα που εµφανίζονται στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης :  

, ,  

, ,  

F F F

F F

F

K W W W

   W U    και  W

                          τελικα  

 U  W      (1)

εσωτ συντ εσωτ µη συντ εξωτ

εσωτ συντ εσωτ µη συντ

εξωτ

τελ αρχ

θερµ

θερµ

−Κ = + +

αλλα = −∆ = −∆Ε

οποτε

∆Κ + ∆ + ∆Ε =

 

Η παραπάνω διατύπωση αποτελεί την Αρχή ∆ιατήρηση της Ενέργειας. (Στην πλήρη 
µορφή της όπως αυτή εκφράζεται από το 1ο θερµοδυναµικό αξίωµα περιέχεται και η 
θερµότητα Q που είναι ένας δεύτερος, µετά το έργο, τρόπος ανταλλαγής ενέργειας 
ενός συστήµατος µε το περιβάλλον του. Συγκεκριµένα θα είχαµε ∆Εθερµ=W+Q). 
 
Και τώρα περνάµε στην Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας (Α∆ΜΕ) 
Πρώτα απ’ όλα ο ορισµός της µηχανικής ενέργειας : 
ΕΜΗΧ=Κ+U,    δηλ. είναι το άθροισµα κινητικής και δυναµικής ενέργειας. 
Θέλουµε να εξετάσουµε πότε η µηχανική ενέργεια ενός συστήµατος διατηρείται 
σταθερή, δηλαδή η µεταβολή της είναι µηδενική. Έχουµε : 

0 ( U) 0 U 0ΜΗΧ∆Ε = ⇔ ∆ Κ + = ⇔ ∆Κ +∆ =  

 
Ποιες είναι οι προϋποθέσεις για να ισχύει αυτό; 
Ρίχνοντας µια µατιά στη σχέση (1) για τη διατήρηση της ενέργειας εύκολα 
συµπεραίνουµε ότι οι προϋποθέσεις είναι δύο : 



Σταύρος Ε. Πρωτογεράκης - 10 - 

1. FW 0
εξωτ

=     δηλαδή να µην υπάρχουν εξωτερικές δυνάµεις ή εάν υπάρχουν να 

έχουν συνισταµένη µηδέν ή το συνολικό τους έργο να είναι µηδενικό. 
2. ∆Εθερµ=0 δηλαδή να µην υπάρχουν µη συντηρητικές εσωτερικές δυνάµεις 

και… ακόµα πιο απλά να µην υπάρχουν τριβές. 
 
Η Α∆ΜΕ εφαρµόζεται για δύο θέσεις (έστω Α και Γ) από τις οποίες διέρχεται ένα 
σώµα εφόσον ισχύουν οι πρϋποθέσεις που αναφέρµε. Έχει τη µορφή : 

A AK U K UΓ Γ+ = +  

Η δυναµική ενέργεια µπορεί να είναι βαρυτική (m·g·h) ή ελαστική ( 21
k x

2
⋅ ). Η 

ηλεκτρική  δυναµική ενέργεια δεν θα µας απασχολήσει. 
Γράφουµε :  Εφαρµόζουµε τηνΑ∆ΜΕ  για το σώµα µάζας m στις θέσεις  Α και Γ.  
 
 
 

Σταύρος Πρωτογεράκης 
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Ισχύουν οι αρχές διατήρησης; Πώς εφαρµόζονται; 

- Ένα βλήµα σφηνώνεται σε ένα ξύλο που είναι πακτωµένο στο έδαφος. 

Για την κρούση αυτή ισχύει η αρχή διατήρησης της ορµής (Α.∆.Ο.), για το 

σύστηµα βλήµα - ξύλο; 

- Όχι κύριε. Το σύστηµα των σωµάτων δε είναι µονωµένο. 

- Και λοιπόν; 

- ∆εν ισχύει η Α.∆.Ο. 

- Μα, τι λέει η Α.∆.Ο. Γιάννη; 

Υπάρχουν µερικά πράγµατα που περνάµε συνήθως ελαφρά. Έχει δίκιο ο Γιάννης στην απάντησή του; Και 

αν έπεφτε ένα τέτοιο ερώτηµα στις εξετάσεις, τι θα έπρεπε να απαντήσει ο κάθε Γιάννης; 

Είναι η ίδια απάντηση, µε αυτήν που θα έπρεπε να δώσει στο ερώτηµα: 

Η ορµή του συστήµατος βλήµα-ξύλο παραµένει σταθερή κατά την κρούση; 

Συνήθως θεωρούµε ότι οι δυο ερωτήσεις είναι ταυτόσηµες. Και όµως δεν είναι!!! 

Η Α.∆.Ο. ισχύει πάντα. Τι λέει; Ότι αν ένα σύστηµα σωµάτων είναι µονωµένο η ορµή του παραµένει 

σταθερή. Και τι δεν λέει, αλλά υπονοεί; Ότι αν το σύστηµα δεν είναι µονωµένο η ορµή του δεν παραµένει 

σταθερή. Στην περίπτωση, ας πούµε του παραπάνω παραδείγµατος, παραβιάζεται η αρχή; Όχι βέβαια. Το 

σύστηµα δεν είναι µονωµένο και η συνολική ορµή του συστήµατος δεν παραµένει σταθερή. ∆εν διατηρείται. 

Μα, αυτό µας λέει και η Α.∆.Ο.!!! 

---------------------------- 

Αλλά µε την ευκαιρία ας εξετάσουµε µερικές περιπτώσεις διατήρησης ή µη (ορµής-στροφορµής) σε 

περιπτώσεις κρούσεων, δίνοντας κάποιες εφαρµογές. 

Εφαρµογή 1: 

Ένα σώµα Σ µάζας Μ κρέµεται στο άκρο αβαρούς νήµατος. Ένα βλήµα µάζας m 

συγκρούεται πλαστικά µε το σώµα Σ. Για την παραπάνω κρούση: 

i) Η ορµή του βλήµατος διατηρείται. 

ii)  Η ορµή του συστήµατος διατηρείται. 

iii)  Η συνολική στροφορµή ως προς το σηµείο ανάρτησης Ο διατηρείται. 

iv) Η συνολική στροφορµή ως προς ένα τυχαίο σηµείο Α, διατηρείται. 

Απάντηση: 

i) Η ορµή του βλήµατος δεν παραµένει σταθερή, αφού θα δεχτεί δύναµη από το σώµα Σ, η οποία θα 

µεταβάλλει την ορµή του. 

ii)  Η ορµή του συστήµατος διατηρείται, αφού το θεωρούµε! µονωµένο. Οι εξωτερικές δυνάµεις που 

ασκούνται στα σώµατα του συστήµατος, είναι τα δυο βάρη και η τάση του νήµατος. Η συνισταµένη 

του βάρους και της τάσης για το σώµα Σ είναι µηδενική, αλλά παραµένει το βάρος του βλήµατος. 

Θεωρώντας όµως απειροελάχιστη τη διάρκεια της κρούσης δεχόµαστε ότι η ώθηση του βάρους, 

→
υ Σ

Ο

Α
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είναι αµελητέα, συγκρινόµενη µε τις ωθήσεις των εσωτερικών δυνάµεων που θα ασκηθούν στη 

διάρκεια της κρούσης. Συνεπώς kmMmPP υυµεταπριν )( +=→=
rr

 (1) 

iii)  Η πρόταση είναι σωστή. Οι εξωτερικές δυνάµεις δεν έχουν ροπή ως προς το Ο και η στροφορµή 

παραµένει σταθερή. Πράγµατι αν πάρουµε:  ll
rr

kmMmLL υυτελπρ )( +=→=  → 

kmMm υυ )( +=  δηλαδή  προκύπτει η σχέση (1). 

iv) Και αυτή η πρόταση είναι σωστή. Γιατί; Αν d η απόσταση του Α από τον 

φορέα της ταχύτητας υ, τότε από την σχέση (1) έχουµε: 

kmMm υυ )( +=  → AA
k LLdmMdm µετπρινυυ =→+= )(  

Μα, θα αναρωτηθεί κάποιος ισχύει εδώ ότι Στεξ/Α=0. Η απάντηση είναι 

συνέχεια της ερµηνείας στο i) ερώτηµα. Αφού η ώθηση του βάρους του 

βλήµατος θεωρηθεί αµελητέα, τότε αµελητέα θα είναι και η αντίστοιχη 

ροπή του, συγκρινόµενη µε τις ροπές των εσωτερικών δυνάµεων. 

Εφαρµογή 2: 

Ένα σώµα Σ µάζας Μ κρέµεται στο άκρο αβαρούς ράβδου, η οποία µπορεί να στρέφεται 

γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που περνά από το άκρο της Ο. Ένα βλήµα µάζας m 

συγκρούεται πλαστικά µε το σώµα Σ. Για την παραπάνω κρούση: 

i) Η ορµή του συστήµατος διατηρείται.  

ii)  Η συνολική στροφορµή ως προς τον άξονα περιστροφής διατηρείται. 

Απάντηση: 

Τώρα δεν έχουµε ένα υλικό σηµείο Σ, αλλά ένα στερεό σώµα αποτελούµενο από το Σ και την ράβδο. 

Συνεπώς στη διάρκεια της κρούσης δεν ξέρουµε αν θα δεχτεί δύναµη από τον άξονα και πόση θα είναι αυτή. 

Είµαστε λοιπόν επιφυλακτικοί αν πρέπει να δεχτούµε την διατήρηση της ορµής. Όµως όποια δύναµη και αν 

ασκηθεί από τον άξονα, αυτή θα έχει µηδενική ροπή ως προς τον άξονα αυτόν, συνεπώς η στροφορµή του 

συστήµατος, ως προς τον άξονα, παραµένει σταθερή. Συνεπώς: 

kk mMmmMmImLL ωυωυωυτελπρ lllll
rr

)()( 22 +=→⋅+=→=→=  

Αλλά kυω =l  όπου υk η γραµµική κοινή ταχύτητα του συσσωµατώµατος βλήµα-Ξύλο, συνεπώς: 

kmMm υυ )( +=  

Πράγµα που σηµαίνει ότι  ΚΑΙ η ορµή διατηρείται. Ή µε άλλα λόγια η αβαρής ράβδος, συµπεριφέρεται, 

στην περίπτωση αυτή, όµοια µε το αβαρές νήµα. 

Εφαρµογή 3: 

Μια οµογενής ράβδος, µάζας m, µπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα 

που περνά από το άκρο της Ο και ηρεµεί σε κατακόρυφη θέση. Ένα βλήµα µάζας m 

→
υ Σ

Ο

Α

d

l

l
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συγκρούεται πλαστικά µε τη ράβδο, στο µέσον της Μ. Για την παραπάνω κρούση να εξεταστεί αν: 

i) Η ορµή του συστήµατος διατηρείται.  

ii)  Η συνολική στροφορµή ως προς τον άξονα περιστροφής διατηρείται. 

Απάντηση: 

Η προηγούµενη ανάλυση ισχύει και στην περίπτωση αυτή. Αλλά τότε από την διατήρηση της στροφορµής 

ως προς τον οριζόντιο άξονα περιστροφής, που περνά από το Ο παίρνουµε: 

l
l

l
l

llrr υ
ωωυωυωυτελπρ 7

6

6

7

43

1

22

2
2 =→=→⋅








+=→=→= kkk mmmmmImLL  

Αλλά τότε η ταχύτητα του µέσου Μ της ράβδου είναι ίση µε υωυ
7

3

2
=⋅=

l
M  

Η τελευταία σχέση µας δείχνει ότι η ορµή δεν παραµένει σταθερή, αφού αν την εφαρµόζαµε θα είχαµε 

mυ=(m+m)υΜ → υΜ= ½ υ. 

Γιατί συµβαίνει αυτό; Μα προφανώς η ράβδος δέχεται εξωτερική δύναµη από τον άξονα περιστροφής, 

οπότε η ορµή του συστήµατος δεν διατηρείται. 

Εφαρµογή 4: 

Πάνω σε µια παγωµένη λίµνη ηρεµούν δυο όµοιες σανίδες. ∆ύο όµοια  

βλήµατα κινούµενα οριζόντια συγκρούονται µε τη ράβδο. Το πρώτο 

κτυπά τη ράβδο στο µέσον της, το άλλο στο άκρο της Α, όπως στο σχήµα. 

Αν οι κρούσεις είναι πλαστικές, να βρεθεί η µεταβολή της ορµής  κάθε 

βλήµατος, που οφείλεται στην κρούση. Η σανίδες και τα βλήµατα έχουν 

ίσες µάζες m. Η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της είναι 

2

12

1
lmI = .  

Απάντηση: 

Στις παραπάνω κρούσεις το σύστηµα των σωµάτων είναι µονωµένο, συνεπώς η ορµή παραµένει σταθερή. 

2
)(

υ
υυυµεταπριν =→+=→= cmcmmmmPP

rr
 

Εξάλλου στην (α) περίπτωση, η δύναµη που ασκεί το βλήµα στη διάρκεια της κρούσης, στη ράβδο, περνά 

από το κέντρο µάζας της Ο, συνεπώς δεν έχει ροπή (ως προς το κέντρο µάζας)  και η σανίδα δεν πρόκειται 

να περιστραφεί. Θα εκτελέσει απλά µεταφορική ευθύγραµµη οµαλή κίνηση. Συνεπώς η µεταβολή της ορµής 

του βλήµατος θα είναι: 

υυυτ mmmPPPP cma 2

1
−=−=∆→−=∆

rrr
 

Στην (β) περίπτωση όµως, η δύναµη που ασκεί το βλήµα στη σανίδα, παρουσιάζει ροπή ως 

προς το κέντρο το κέντρο µάζας της ράβδου, οπότε θα προκαλέσει και την περιστροφή της. 

Θεωρώντας ότι το συσσωµάτωµα µετά την κρούση εκτελεί σύνθετη κίνηση, εκτός από την 

→
υ

→
υ

Α

Ο Ο

(α) (β)
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µεταφορική κίνηση µε ταχύτητα κέντρου µάζας 
2

υ
υ =cm , θα εκτελέσει και µια στροφική κίνηση γύρω από 

κατακόρυφο άξονα, ο οποίος περνά από το κέντρο µάζας Κ, του συσσωµατώµατος. Επειδή όµως η σανίδα 

και το βλήµα έχουν ίσες µάζες, το Κ θα βρίσκεται στο µέσον της απόστασης (ΟΑ). Εφαρµόζοντας της 

Α.∆.Σ. για την κρούση, ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο µάζας έχουµε: 

l

ll
l

llrr

5

6

161612

1

44

22
2 υ

ωωυωυτελπρ =→⋅







++=→=→= mmmmImLL  

Αλλά τότε το βλήµα που θεωρείται υλικό σηµείο, έχει µια ταχύτητα υcm, εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης 

και µια υγρ=ωR=ω· υυ 3,0
10

3

4
==

l
, συνεπώς η µεταβολή της ορµής  του είναι: 

υυυυυυ γρτ mmmmPPPP cmAa 2,0)( −=−+=−=∆→−=∆
rrr

 

Παρατήρηση: 

Μπορούσε κάποιος να θεωρήσει ότι η στροφορµή διατηρείται ως προς νοητό σταθερό κατακόρυφο άξονα 

που περνά από το µέσον Ο της ράβδου; Η απάντηση είναι καταφατική. Η στροφορµή διατηρείται ως προς 

οποιοδήποτε ακλόνητο σηµείο ή άξονα, αφού δεν ασκούνται εξωτερικές ροπές στο σύστηµα (η 

συνισταµένη των ροπών είναι µηδενική, ως προς οποιοδήποτε σταθρό σηµείο και αν υπολογιστούν). Αρκεί 

να υπολογίσουµε σωστά την στροφορµή του συσσωµατώµατος ως προς τον άξονα που περνά από το Ο. 

Πόση είναι αυτή; 

RmIL cmocm υω λ+= , 

όπου Ιcm·ω  η ιδιοστροφορµή (το spin) του στερεού και Rm cmo υλ η τροχιακή στροφορµή, αν το στερεό 

θεωρηθεί υλικό σηµείο, που εκτελεί κυκλική κίνηση γύρω από το Ο. 

Ας δοκιµάσουµε: 

l

lll
l

llrr

5

6

42
2

161612

1

22

22
2 υ

ω
υ

ωυυωυ λτελπρ =→⋅⋅+⋅







++=→+=→= mmmmmRmImLL cmocm  

Παρατηρούµε ότι υπολογίζουµε ξανά την ίδια τιµή γωνιακής ταχύτητας.  Είναι καλή ιδέα να εφαρµόσουµε 

µε αυτόν τον τρόπο την Α∆Σ; ∆εν θα το πρότεινα σε καµία περίπτωση!!! 

Εφαρµογή 5: 

Πάνω σε µια παγωµένη λίµνη ηρεµούν δυο όµοιες σανίδες. Η πρώτη 

είναι ελεύθερη ενώ η δεύτερη µπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό 

κατακόρυφο άξονα z, ο οποίος περνά από το άκρο της Α. ∆ύο όµοιες 

σφαίρες κινούµενες οριζόντια κτυπούν τις ράβδους στο µέσον Ο κάθε 

ράβδου. Μετά την κρούση οι δυο σφαίρες έχουν µηδενικές ταχύτητες. 

Οι σανίδες και τα βλήµατα έχουν ίσες µάζες m. Η ροπή αδράνειας µιας 

ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της είναι 2

12

1
lmI = .  
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i) Ποια η ταχύτητα του µέσου Ο κάθε ράβδου, αµέσως µετά την κρούση. 

ii)  Να ερµηνευτεί το αποτέλεσµα. 

iii)  Να εξετάσετε αν µπορούµε να µελετήσουµε το αποτέλεσµα της κρούσης χρησιµοποιώντας την 

Α.∆.Σ. ως προς νοητό σταθερό κατακόρυφο άξονα που να περνά: 

      α) από το σηµείο Κ,   

      β) από το άκρο Β της ράβδου. 

γ)  Από το µέσον Ο της ράβδου. 

Απάντηση: 

i) Κατά την (α) κρούση η ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή, αφού στο σύστηµα δεν ασκούνται 

εξωτερικές δυνάµεις (Η συνισταµένη του βάρους και της δύναµης στήριξης Ν είναι µηδενική). 

υυυυµεταπριν =→+⋅=→= cmcmmmmPP 0
rr

 

∆ηλαδή η πρώτη ράβδος εκτελεί µεταφορική κίνηση µε σταθερή ταχύτητα υcm (τριβές δεν υπάρχουν) 

ίση µε την αρχική ταχύτητα της σφαίρας. 

Στην περίπτωση (β), η ράβδος συνδέεται µε άξονα, συνεπώς δεν γνωρίζουµε αν δέχεται η όχι δύναµη 

από τον άξονα z στη διάρκεια της κρούσης και αν αυτή η δύναµη είναι µικρή ή µεγάλη, ώστε να 

µπορούµε να αγνοήσουµε την ώθησή της. Ό,τι και να συµβαίνει όµως στο άκρο Α, η ροπή της 

ασκούµενης δύναµης ως προς τον άξονα z θα είναι µηδενική. Συνεπώς η στροφορµή κατά τον άξονα z 

παραµένει σταθερή. 

→=→⋅







+=→+⋅⋅=→= ωυωυωυτελπρ

2
2

2

3

1

2412

1

22
0

2
l

ll
l

lllrr
mmmmmImmLL cm  

υ
υ

υυ
υ

ω
4

3

22

3

2

3
=⋅==→=

l

ll
ocm  

ii)  Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που 

ασκούνται στα δυο σώµατα στη διάρκεια της κρούσης 

(µεταβλητού µέτρου δυνάµεις), όπου F1-F2 και F3-F4 

ζευγάρια δράσης-αντίδρασης, συνεπώς δυνάµεις ίσων 

µέτρων. Αν υποθέσουµε ότι οι κρούσεις έχουν την ίδια 

διάρκεια (για χάριν ευκολίας στη µελέτη µας), τότε 

F1=F3, αφού οι δυνάµεις αυτές µηδενίζουν την ορµή 

των σφαιρών. Αλλά τότε F4=F3=F1=F2 και αφού η ράβδος (β) απέκτησε µικρότερη ταχύτητα κέντρου 

µάζας, σηµαίνει ότι δέχτηκε και δύναµη F5 από τον άξονα αντίθετης φοράς από την F4. Με άλλα 

λόγια η ράβδος στην (β) περίπτωση απέκτησε µικρότερη ορµή, επειδή δέχτηκε εξωτερική δύναµη 

από τον άξονα στη διάρκεια της κρούσης, αντίθετης κατεύθυνσης από την αρχική ορµή της  

σφαίρας. 

Με βάση τα παραπάνω, γίνεται σαφές γιατί δεν µπορούµε να στηριχθούµε στην Α.∆.Ο. για τον 

υπολογισµό της ταχύτητας της ράβδου, µετά την κρούση. 
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iii)  Η στροφορµή ως προς τον νοητό κατακόρυφο άξονα που περνά από το Κ, διατηρείται και στις δύο 

περιπτώσεις. Στην (α) αφού δεν έχουµε εξωτερικές ροπές, αλλά και στη (β), αφού ο φορέας της 

δύναµης από τον άξονα περνά από το Κ (οπότε Στεξ=0). Πράγµατι: 

Περίπτωση (α):  υυυυτελπρ =→+⋅⋅=→= cmcmmmmLL
22

0
2

lllrr
 

Περίπτωση (β):  →++⋅⋅=→=
22

0
2

lllrr

cmcm mImmLL υωυτελπρ  

υυ
υ

ωωωυ
4

3

2

3

2212

1

2
2 =→=→⋅+= cmmmm

l

ll
l

l
 

β) Πάµε τώρα στον νοητό κατακόρυφο άξονα που περνά από το άκρο Β. 

Στην (α) περίπτωση η στροφορµή διατηρείται επίσης:  

υυυυτελπρ =→+⋅⋅=→= cmcmmmmLL
22

0
2

lllrr
 

Στην (β) περίπτωση όµως ασκείται εξωτερική ροπή και αυτή είναι η ροπή της δύναµης από τον 

άξονα, συνεπώς η στροφορµή δεν διατηρείται. 

γ)   Το ίδιο συµβαίνει και για την στροφορµή ως προς κατακόρυφο νοητό άξονα που περνά από το 

µέσον της ράβδου. 

 Στην (α) περίπτωση η στροφορµή διατηρείται επίσης:  

000 ⋅+⋅⋅=⋅→= cmmmmLL υυτελπρ

rr
 

Στην (β) περίπτωση όµως ασκείται εξωτερική ροπή, οπότε: 

0⋅= υπρ mL  ενώ  0≠= ωτελ cmIL  

Εφαρµογή 6: 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ0=4m/s µια οµογενής ράβδος 

Α µάζας m=16kg, χωρίς να στρέφεται, όπως στο σχήµα. Σε µια στιγµή συγκρούεται µε 

δεύτερη ράβδο Β µάζας m, η οποία έχει τη διεύθυνση της αρχικής ταχύτητας. Αν το 

σηµείο σύγκρουσης Κ, απέχει κατά 
4

l
=x από το µέσον Ο της ράβδου και µετά την 

κρούση, η ράβδος Β αποκτά ταχύτητα κέντρου µάζας υ2=3m/s, να βρεθεί η απώλεια της µηχανικής 

ενέργειας κατά την κρούση. ∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το 

µέσον της 2

12

1
lmI = . 

Απάντηση: 

Το σύστηµα των δύο ράβδων είναι µονωµένο, συνεπώς η ορµή διατηρείται κατά την κρούση: 

smmmmPP /1201210 =−=→+⋅=→= υυυυυυµεταπριν

rr
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Αλλά και η στροφορµή του συστήµατος διατηρείται αφού Στεξ=0. Ως προς ποιο άξονα θα εφαρµόσουµε την 

διατήρηση αυτή; Ως προς όποιον µας βολεύει. ∆εν υπάρχει πρόβληµα. Θεωρούµε λοιπόν ένα νοητό 

κατακόρυφο άξονα που περνά από το µέσον Ο της Α ράβδου και έχουµε: 

→=→−⋅⋅=⋅→= 21
2

12 4

1

12

1

4
0 υωωυυτελπρ ll

lrr
mmImmLL  

l

2
1

3υ
ω =  

Αλλά τότε η απώλεια της µηχανικής ενέργειας είναι: 

→−−−=−=∆Ε 2
2

2
1

2
1

2
0 2

1

2

1

2

1

2

1
υωυυτελαρχ mImmKK  

2
2

2
2

2
1

2
0

2
2

2
1

22
1

2
0 2

1
9

24

1

2

1

2

1

2

1

12

1

2

1

2

1

2

1
υυυυυωυυ mmmmmmmm −⋅−−=−−−=∆Ε l  

και µε αντικατάσταση ∆Ε=21J. 

Εφαρµογή 7: 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο κινείται µε σταθερή ταχύτητα υ0=3,8m/s µια 

οµογενής ράβδος (α) µάζας m και µήκους 1m, χωρίς να στρέφεται, όπως στο 

σχήµα. Σε µια στιγµή συγκρούεται µε δεύτερη όµοια ράβδο (β), το µέσον Μ της 

οποίας βρίσκεται σε ευθεία ε, παράλληλης προς την ταχύτητα υ0, η οποία περνά 

από το άκρο Β της πρώτης ράβδου. Αν µετά την κρούση, το κέντρο Ο της (α) 

έχει ταχύτητα της ίδιας διεύθυνσης µε µέτρο υ1=0,6m/s ενώ  στρέφεται 

σύµφωνα µε τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού µε ω1=4,8rad/s: 

i) Το κέντρο Μ της ράβδου (β) θα κινηθεί κατά µήκος της ευθείας ε ή όχι και γιατί; 

ii)  Να βρεθεί η ταχύτητα του Μ. 

iii)  Ποια η γωνιακή ταχύτητα της δεύτερης ράβδου (β); 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 2

12

1
lmI = . 

Απάντηση: 

i)  Αφού το κέντρο µάζας Ο της ράβδου (α), 

συνεχίζει να κινείται µε ταχύτητα ίδιας 

διεύθυνσης (ας την πούµε διεύθυνση x), σηµαίνει 

ότι η δύναµη που δέχτηκε η ράβδος, κατά τη 

διάρκεια της κρούσης, είχε τη διεύθυνση x. 

Συνεπώς και η αντίδρασή της που ασκήθηκε στην 

(β) ράβδου, είχε επίσης την ίδια διεύθυνση, µε 

αποτέλεσµα το κέντρο µάζας να έχει ταχύτητα παράλληλη της αρχικής ταχύτητας υ0 και αφού 

αρχικά το Μ ήταν πάνω στην ευθεία ε, πάνω στην ίδια ευθεία θα κινηθεί. Βλέπε σχήµα.  

ii)  Η ορµή του συστήµατος διατηρείται κατά την κρούση, αφού το σύστηµα είναι µονωµένο: 
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smmmmPP /2,3102210 =−=→+⋅=→= υυυυυυµεταπριν

rr
 

iii)  Αλλά και η στροφορµή του συστήµατος διατηρείται ως προς οποιονδήποτε άξονα, αφού ΣFεξ=0, 

οπότε και Στεξ=0. Ας επιλέξουµε έναν κατακόρυφο άξονα ο οποίος διέρχεται από κάποιο σηµείο Κ 

της ευθείας x.  Θα έχουµε: 

→=+→−⋅⋅+−=⋅→=
412

1

12

1

4
0, 221

2
222110,

l
ll

lrr
υωωωυωυτελπρ mmmImImkLL Mk  

srsrsr /8,4/8,4/
1

2,333
3 1

2
2221 =−

⋅
=−=→=+ ω

υ
ωυωω

l
ll  

Εφαρµογή 8: 

Μια οµογενής ράβδος µάζας m και µήκους l µπορεί να στρέφεται γύρω από 

σταθερό οριζόντιο άξονα, ο οποίος περνά από το ένα της άκρο Α και ηρεµεί σε 

κατακόρυφη θέση. Από ένα σηµείο Κ, το οποίο βρίσκεται στην ίδια κατακόρυφη 

που περνά από το Α, κρέµεται µια σφαίρα µάζας m µέσω νήµατος µήκους επίσης 

l . Εκτρέπουµε τη σφαίρα προς τα αριστερά, όπως στο σχήµα και την αφήνουµε 

να κινηθεί, οπότε φτάνει στην κατακόρυφη θέση µε ταχύτητα υ=4m/s και 

συγκρούεται κτυπώντας την ράβδο στο µέσον της Ο. Μετά την κρούση, η σφαίρα 

δεν έχει ταχύτητα. Να βρεθεί η ταχύτητα του µέσου της ράβδου, αµέσως µετά την 

κρούση. Για τη ράβδο ως προς τον άξονα περιστροφής της Ι= 2

3

1
lm . 

Απάντηση.  

Με βάση όλα τα προηγούµενα παραδείγµατα, είναι νοµίζω σαφές ότι η ορµή δεν διατηρείται κατά τη 

διάρκεια της κρούσης.  

Η στροφορµή όµως του συστήµατος διατηρείται; 

Ποια στροφορµή; Ως προς ποιον άξονα; Ως προς αυτόν γύρω από τον οποίο στρέφεται το νήµα, από το 

σηµείο Κ ή ως προς τον άξονα γύρω από τον οποίο θα στραφεί η ράβδος από το άκρον της Α; 

Το σύστηµα σφαίρα – ράβδος δέχεται τις εξής εξωτερικές δυνάµεις: Τα δυο βάρη, την τάση του νήµατος και 

την δύναµη από τον άξονα στο Α. Ως προς τον άξονα στο Α η συνολική ροπή είναι µηδενική, ως προς τον 

άξονα στο Κ, όχι, αφού η δύναµη του άξονα έχει ροπή ως προς το Κ. Κατά συνέπεια εφαρµόζουµε την 

Α.∆.Σ. ως προς τον άξονα περιστροφής της ράβδου και έχουµε: 

l
ll

llrr

2

3

2

1

3

1

2
0

2
2 υ

ωυωωυτελπρ =→=→+⋅⋅=⋅→= mmImmLL  

Αλλά τότε smo /3
4

3

22

3

2
==⋅=⋅= υ

υ
ωυ

l

l

l
 

Συµπέρασµα; 

Όταν πάµε να εφαρµόσουµε την Α∆Ο ή την Α∆Σ, στην περίπτωση που στο πρόβληµα υπεισέρχεται κάποιο 

στερεό, θα πρέπει να είµαστε απόλυτα σίγουροι, αν µιλάµε για ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ άξονα περιστροφής ή για 

l

l
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ΝΟΗΤΟ. Στην πρώτη περίπτωση ο άξονας, ασκεί κατά κανόνα δύναµη ή τουλάχιστον µπορεί να ασκήσει, 

οπότε η ορµή δεν διατηρείται (ή τουλάχιστον δεν ξέρουµε αν διατηρείται), ενώ αν θέλουµε να εφαρµόσουµε 

την Α∆Σ, θα πρέπει υποχρεωτικά να δουλέψουµε ως προς αυτόν τον άξονα, ώστε να µην ασκείται 

εξωτερική ροπή, στη διάρκεια της κρούσης. 

Στην περίπτωση του νοητού άξονα δεν έχουµε αντίστοιχο περιορισµό. 

 

 
Επιµέλεια 

∆ιονύσης Μάργαρης 

 

 



Και κατά τη  διάρκεια της  κρούσης; 

Μια σφαίρα Α µάζας m κινούµενη µε ταχύτητα υ, συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Β 

µάζας 2m. 

 

i)  Τα µέτρα των ταχυτήτων των δύο σφαιρών µετά την κρούση, συνδέονται µε τη σχέση: 

α) υ1΄= υ2΄   β) υ1΄=2 υ2΄ γ) υ1΄= ½ υ2΄ 

ii)  Σε µια στιγµή t1 στη διάρκεια της κρούσης η σφαίρα Β έχει ταχύτητα υ2= ½ υ. 

 Α) Η ταχύτητα της Α σφαίρας τη στιγµή αυτή είναι: 

α)  µηδέν        β)  1/3 υ        γ) ½ υ 

Β)  Η δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των δύο σφαιρών τη στιγµή αυτή είναι: 

α) µηδέν    β) ¼ mυ2 γ) ½ mυ2. 

Απάντηση: 

i) Βρίσκουµε τις ταχύτητες µετά την κρούση: 

υυυυ
3

1

2

2

21

21
1 −=

+

−
=

+

−
=

mm

mm

mm

mm΄   

υυυυ
3

2

2

22

21

1
2 =

+
=

+
=

mm

m

mm

m΄  

Συνεπώς για τα µέτρα τους ισχύει το γ) υ1΄= ½ υ2΄ 

ii)  Εφαρµόζουµε Α∆Ο ανάµεσα σε µια στιγµή πριν την κρούση και τη στιγµή t1 και παίρνουµε: 

1ta PP
rr

=ρ  → 

 mυ=mυ1+2mυ2 → 

 υ1=υ-2υ2= 0 

Α) ∆ηλαδή τη στιγµή αυτή η Α σφαίρα έχει µηδενική ταχύτητα. Το α). 

Β) Αφού η κρούση είναι ελαστική, οι δυνάµεις που αναπτύσσονται στη διάρκειά της ανάµεσα στα δυο 

σώµατα είναι συντηρητικές, οπότε η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή. Με εφαρµογή της Α∆ΜΕ 

για το σύστηµα ανάµεσα σε µια στιγµή πριν την κρούση και τη στιγµή t1 παίρνουµε: 

Καρχ+Uαρχ= Κτελ+Uτελ → 

½ mυ2 = ½ 2m·( ½ υ)2 + Uελ → 

Uελ= ¼ mυ2. 

dmargaris@sch.gr 
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ΚΡΟΥΣΕΙΣ – ΘΕΜΑ Α 
 

1.  Οη ζθαίξεο ηνπ ζρήκαηνο έρνπλ ίζεο κάδεο. Γηα θαζεκία από ηηο πεξηπηώζεηο εια-

ζηηθήο θξνύζεο πνπ παξηζηάλνληαη ζηε ζηήιε Α αληηζηνηρίζηε κία από ηηο πηζαλέο 

ηαρύηεηεο ηεο ζθαίξαο Α πνπ απεηθνλίδνληαη ζηε ζηήιε Β. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  Γύν ζθαίξεο θηλνύληαη θαηά κήθνο κηαο επζείαο κε 

αληίζεηεο νξκέο θαη ζπγθξνύνληαη πιαζηηθά. Άξα: 

α. Μεηά ηελ θξνύζε νη δύν ζθαίξεο ζα έρνπλ αληίζεηεο 

νξκέο. 

β. Η νιηθή θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο κεδελίδεηαη. 

γ. Πξηλ από ηελ θξνύζε κεγαιύηεξε θηλεηηθή ελέξγεηα είρε ε ζθαίξα κε ηε 

κεγαιύηεξε κάδα. 

δ. Πεξηζζόηεξν κεηαβιήζεθε ην κέηξν ηεο νξκήο ηεο ζθαίξαο κε ηε κεγαιύηεξε κάδα. 

ε. Η ζθαίξα κε ηε κηθξόηεξε κάδα ζα ράζεη, θαηά ηελ θξνύζε, πεξηζζόηεξε 

θηλεηηθή ελέξγεηα. 

Να ραξαθηεξίζεηε θαζεκηά από ηηο παξαπάλω πξνηάζεηο ωο ζωζηή ή ιάζνο. 

 

 

3.  α. Σηε ζύγρξνλε θπζηθή, ην θαηλόκελν ηνπ κηθξόθνζκνπ ζην νπνίν δύν 

"ζπγθξνπόκελα" ζωκαηίδηα αιιειεπηδξνύλ κε ζρεηηθά κεγάιεο δπλάκεηο γηα πνιύ 

κηθξό ρξόλν νλνκάδεηαη ζθέδαζε. 

β. Σηελ έθθεληξε θξνύζε ηα δηαλύζκαηα ηωλ ηαρπηήηωλ ηωλ θέληξωλ κάδαο ηωλ 

ζωκάηωλ, πνπ ζπγθξνύνληαη, βξίζθνληαη πάλω ζηελ επζεία πνπ ζπλδέεη ηα θέληξα 

κάδαο ηνπο. 

γ. Σηελ πιαζηηθή θξνύζε δύν ζωκάηωλ ε δεκηνπξγία ζπζζωκαηώκαηνο έρεη ωο 

απνηέιεζκα ηε κεηαβνιή ηεο νξκήο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

δ. Σε θάζε θξνύζε δύν ζωκάηωλ ε κεηαβνιή ηεο νξκήο ηνπ ελόο ζώκαηνο είλαη 

αληίζεηε από ηε κεηαβνιή ηεο νξκήο ηνπ άιινπ ζώκαηνο. 

                                                                   

ΣΤΗΛΗ Α 

                                   

ΣΤΗΛΗ Β 

     

1. 

    α.  

 

2. 

    β.  

 γ.  

  δ.          

Α 

π1 = 10 m/sec 

Β 

π2 = 5 m/sec 

Α 

π1΄ = 10 m/sec 

Α 

π1΄ = 10 m/sec 

Α 

π1΄ = 5m/sec 

Α 

π1΄ = 5 m/sec 

Α 

π1 = 10 m/sec 

Β 

π2 = 5 m/sec 

m1 

π1  

m2 

π2  

Πριν 
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ε. Αληίζεηα από όηη ζπκβαίλεη ζην καθξόθνζκν, ζην κηθξόθνζκν είλαη δπλαηό λα 

έρνπκε θξνύζεηο απνιύηωο ειαζηηθέο. 

Να ραξαθηεξίζεηε θαζεκηά από ηηο παξαπάλω πξνηάζεηο ωο ζωζηή ή ιάζνο. 

 

 

4.  Οη ζθαίξεο Α θαη Β ηνπ επόκελνπ ζρήκαηνο 

ζπγθξνύνληαη θεληξηθά θαη ειαζηηθά. Πνηεο από ηηο 

επόκελεο πξνηάζεηο είλαη ζωζηέο θαη πνηεο 

ιαλζαζκέλεο; 

α. Οη νξκέο ηωλ ζθαηξώλ κεηά ηελ θξνύζε ηνπο είλαη αληίζεηεο. 

β. Η κεηαβνιή ηεο νξκήο  ηεο ζθαίξαο Α έρεη ίζν κέηξν κε ηε κεηαβνιή ηεο 

νξκήο ηεο ζθαίξαο Β.  

γ. Ακέζωο κεηά ηελ θξνύζε ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ηωλ δύν 

ζθαηξώλ κεδελίδεηαη. 

δ. Δμαηηίαο ηεο θξνύζεο, νη ηαρύηεηεο ηωλ δύν ζθαηξώλ αιιάδνπλ θαηεύζπλζε 

ρωξίο λα κεηαβάιιεηαη ην κέηξν ηνπο. 

ε. Οη κεηαβνιέο ηωλ θηλεηηθώλ ελεξγεηώλ ηωλ δύν ζωκάηωλ είλαη ίζεο. 

 

 

5.  Γύν ζθαίξεο θηλνύληαη, κε ηελ ίδηα νξκή p  ε θαζεκία, πάλω ζε κία επζεία. 

Πνηα από ηηο παξαθάηω πξνηάζεηο είλαη ζωζηή; 

α. Αλ νη δύν ζθαίξεο ζπγθξνπζηνύλ, ε ζθαίξα κε ηε κηθξόηεξε κάδα ζα έρεη, 

κεηά ηελ θξνύζε, νξκή κε κέηξν κεγαιύηεξν από p.  

β. Αλ νη δύν ζθαίξεο ζπγθξνπζηνύλ, ζα απμεζεί ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο ηεο 

ζθαίξαο κε ηε κεγαιύηεξε κάδα.  

γ.  Αλ νη δύν ζθαίξεο ζπγθξνπζηνύλ, ε νξκή θάζε ζθαίξαο κεηά ηελ θξνύζε ζα έρεη 

μαλά κέηξν p.  

δ. Οη δύν ζθαίξεο, ζε θακηά πεξίπηωζε, δε ζα ζπγθξνπζηνύλ. 

 

6.  Μία ζθαίξα Α κάδαο m1 ζπγθξνύεηαη θεληξηθά θαη ειαζηηθά κε ηαρύηεηα π1 κε α-

θίλεηε, αξρηθά, ζθαίξα Β κάδαο m2.  Αλ ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο ηεο ζθαίξαο Α κεηά 

ηελ θξνύζε είλαη π'1 = π1/2, ηόηε ε κάδα ηεο ζθαίξαο Β είλαη: 

2 1 2 1 2 1/3, 3. . ., /3,m m m ma m m     ή 12 3m m ,  δ. 2 1 / 2m m ή  2 12m m  

 

 

 

                                                                                         

                                                                                           Τάσος Τζανόπουλος  
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Συνοπτικές απαντήσεις: 

 

 

1. 1 – δ,  2 – γ,     2. Λ, Σ, Λ, Λ, Σ      3. Σ, Λ, Λ, Σ, Σ     4. Σ, Σ, Λ, Σ, Λ,     5. (β)  ,   6.  (δ)  

 
 







  

 Α∆Ο  &  Α∆ΜΕ  στην κίνηση βαγονιού 

Βαγόνι σχήµατος ορθογωνίου παραλληλογράµµου µάζας Μ βρίσκεται ακίνητο πάνω σε λείο οριζό-

ντιο επίπεδο. Στο δεξιό του άκρο έχει αφαιρεθεί µάζα ώστε να σχηµατίζεται λεία καµπύλη τροχιά, η 

οποία αντιστοιχεί σε τεταρτοκύκλιο ακτίνας R. Μικρή σφαίρα µάζας m εκτοξεύεται από το κατώτε-

ρο σηµείο Α του τεταρτοκύκλιου µε αρχική ταχύτητα υο. Θεωρώντας γνωστό το g καθώς και ότι η 

σφαίρα ολισθαίνει χωρίς να στρέφεται, στο εσωτερικό του τεταρτοκύκλιου, να υπολογίσετε: 

 

i)  το ύψος στο οποίο θα ανεβεί η σφαίρα δεδοµένου ότι αυτή εγκαταλείπει το βαγόνι, µετρηµένο 

από το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σηµείο εκτόξευσης  

ii)  τη µέγιστη ταχύτητα εκτόξευσης υο ώστε η σφαίρα να µην εγκαταλείψει το βαγόνι 

 

Απάντηση: 

 

Αφού το δάπεδο είναι λείο, το σύστηµα σφαίρα-

βαγόνι είναι µονωµένο κατά την οριζόντια διεύ-

θυνση, οπότε η ολική ορµή στον άξονα χ΄χ δια-

τηρείται σταθερή. Εφόσον το τεταρτοκύκλιο εί-

ναι λείο, η δύναµη F που δέχεται η σφαίρα από 

αυτό βρίσκεται στην εκάστοτε ακτινική διεύθυν-

ση. Η δύναµη αυτή µεταβάλλεται συνεχώς ώστε 

µαζί µε την αντίστοιχη συνιστώσα του βάρους να δίνουν την απαραίτητη κεντροµόλο.  

Εξάλλου η συνιστώσα της Fx στην οριζόντια διεύθυνση µειώνει την οριζόντια ταχύτητα της σφαί-

ρας. 

Λόγω δράσης-αντίδρασης το βαγόνι δέχεται από τη σφαίρα αντίθετη δύναµη F1, η χ συνιστώσα της 

οποίας το επιταχύνει στον οριζόντιο άξονα. Οι δυνάµεις αλληλεπίδρασης είναι εσωτερικές του συ-



στήµατος και δεν µεταβάλλουν την ορµή του. 

 

i) Στη θέση Γ όπου η σφαίρα εγκαταλείπει το βαγόνι, η σφαίρα και το βαγόνι έχουν την ίδια 

οριζόντια ταχύτητα υχ (αφού σε αντίθετη περίπτωση θα είχε χαθεί η επαφή σφαίρας βαγονιού)  

ενώ η σφαίρα έχει αποκτήσει και κατακόρυφη ταχύτητα υψ.  

Η κοινή ταχύτητα υχ υπολογίζεται από την Α∆Ο: 

 

( ) ( ) ( )x x x x

m
p p m M m

M m

ο
αρχ τελ ο

υ
υ υ υ= ⇒ = + ⇒ =

+

r r
    (1) 

 

Η σφαίρα µόλις εγκαταλείψει το βαγόνι δέχεται την επίδραση µόνο του βάρους της, η οποία 

την επιβραδύνει στον κατακόρυφο άξονα αλλά δε µεταβάλλει την κινητική της κατάσταση 

στον οριζόντιο. Αντίστοιχα το βαγόνι αφού το δάπεδο είναι λείο συνεχίζει να κινείται µε την 

ταχύτητα που απέκτησε τη στιγµή που η σφαίρα το εγκατέλειψε. 

Η σφαίρα φθάνει στο µέγιστο ύψος της τροχιάς της τη στιγµή που µηδενίζεται η κατακόρυ-

φη συνιστώσα της ταχύτητάς της: υψ=0. Την ίδια στιγµή η σφαίρα και το βαγόνι έχουν οριζό-

ντια ταχύτητα: 

x

m

M m

ουυ =
+

. 

  

Εφόσον δεν υπάρχουν θερµικές απώλειες ενέργειας, η µηχανική ενέργεια του συστήµατος 

διατηρείται σταθερή: 

 

     

2 2 2 2 2

( ) ( )

2 2 2
2 2

2

1 1 1 1 1
( )

2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (1 )

2 2 ( ) 2 2 ( )

x x xE E m m M mgh m M m mgh

m Mm
m M m mgh m mgh h

M m M m g M m

ολ αρχ ολ τελ ο ο

ο ο
ο ο

υ υ υ υ υ

υ υ
υ υ

= ⇒ = + + ⇒ = + + ⇒

= + + ⇒ − = ⇒ =
+ + +

(2) 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  

Για έναν ακίνητο παρατηρητή στο οριζόντιο δάπεδο, µετά την εγκατάλειψη, η σφαίρα και το ανώτερο 

σηµείο του τεταρτοκυκλιου βρίσκονται κάθε στιγµή στην ίδια κατακόρυφο, ενώ η σφαίρα από τη 

στιγµή που εγκαταλείπει το βαγόνι διαγράφει παραβολική τροχιά. Για έναν παρατηρητή πάνω στο 

βαγόνι, η σφαίρα κινείται κατακόρυφα. 

ii)  Η µέγιστη ταχύτητα εκτόξευσης υο ώστε η σφαίρα να µην εγκαταλείψει το βαγόνι είναι εκεί-

νη όπου τη στιγµή που φθάνει στη θέση Γ έχει µηδενική ταχύτητα στον άξονα ψ’ψ. Άρα το 



µέγιστο ύψος θα είναι: 

 

2 ( )gR M m
h R

M
ου

+
= ⇒ =     (3) 

 

 

 

 Θοδωρής Παπασγουρίδης 
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 Κρούση µιας σφαίρας µε κύβο. 

Από την κορυφή ενός λείου τεταρτοκυκλίου ακτίνας R=2,5m, 

αφήνεται να ολισθήσει µια σφαίρα Α µάζας Μ=0,3kg και ακτί-

νας r=5cm, η οποία φτάνει στο οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα 

υ. Η σφαίρα παρουσιάζει µε το επίπεδο συντελεστές τριβής 

µ=µs=0,2 και αφού κινηθεί επί χρονικό διάστηµα ∆t=2s, συ-

γκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε ακίνητο κύβο ακµής 

α=0,1m και µάζας m=0,2kg.  

i)   Ποιο το µέτρο της ταχύτητας υ, µε την οποία αρχίζει να κινείται η σφαίρα στο οριζόντιο επίπεδο. 

ii)  Ποια η ταχύτητα της σφαίρας ελάχιστα πριν την κρούση. 

iii) Πόσο απέχει ο κύβος Β από την βάση του τεταρτοκυκλίου; 

iv) Με δεδοµένο ότι η δύναµη που ασκείται από τη σφαίρα στον κύβο στη διάρκεια της κρούσης είναι ορι-

ζόντια, να βρεθεί το % ποσοστό της κινητικής ενέργειας της σφαίρας, που µεταφέρεται στον κύβο. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι=
5

2
R2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που περνά από το κέντρο της 

σφαίρας, στο οριζόντιο επίπεδο. Αφού το τεταρτοκύκλιο είναι λείο, η σφαίρα εκτελεί µεταφορική κί-

νηση χωρίς να περιστρέφεται, αφού δεν δέχεται καµιά ροπή, κατά την κίνησή της. Η µηχανική ενέρ-

γεια κατά την παραπάνω κίνηση παραµένει σταθερή: 

Καρχ+Uαρχ= Κτελ+Uτελ → Μg(R-r) =
2

1
Μυ

2 →  

smsmrRg /7/)05,05,2(102)(2 =−⋅⋅=−=υ  

ii)  Μόλις η σφαίρα φτάσει στο οριζόντιο επίπεδο, θα δεχτεί δύναµη τριβής 

ολίσθησης, όπως στο σχήµα, η οποία αφενός θα µειώσει το µέτρο της 

ταχύτητας του κέντρου µάζας, επιβραδύνοντας την µεταφορική κίνηση, 

αφετέρου θα περιστρέψει τη σφαίρα, σύµφωνα µε την φορά περιστρο-

φής των δεικτών του ρολογιού, προκαλώντας µέσω της ροπής της, γω-

νιακή επιτάχυνση. Από το 2ο νόµο του Νεύτωνα έχουµε, δουλεύοντας µε τα µέτρα των µεγεθών: 

ΣFx=Μ·αcm → Τ=Μαcm → µΜg=Μαcm → αcm=µg=2 m/s2. 

Στ=Ι·αγων → Τ·R = γωνaMR2

5

2
→ µg= γωνRa

5

2
→ Rαγων=2,5µg=5m/s2. 

Εστιάζοντας την προσοχή µας στο σηµείο Ε, το σηµείο επαφής της σφαίρας µε το επίπεδο, αυτό έχει 

µια ταχύτητα προς τα δεξιά ίση µε υcm εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης και µια υγρ=ω·R εξαιτίας της 

κυκλικής κίνησής του, που οφείλεται στην περιστροφή της σφαίρας, προς τ’ αριστερά. Η παραπάνω 
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κίνηση πραγµατοποιείται µέχρι τη στιγµή που θα εξισωθούν τα µέτρα των παραπάνω ταχυτήτων, οπό-

τε η σφαίρα θα αρχίσει να κυλίεται και η τριβή θα µηδενιστεί. 

υΕ=0 → υcm=υγρ=ω·R → υ-αcm·t=αγων·t·R → sttt 1527 =→=−  

   Αλλά τη στιγµή αυτή η σφαίρα έχει υcm= υ-αcm·t=7m/s-2·1m/s=5m/s. 

iii)  Η σφαίρα, τη στιγµή t1=1s που σταµατά η ολίσθησή της, έχει διανύσει στο οριζόντιο επίπεδο απόστα-

ση ∆x1=υ·t- ½ αcm·t2=(7·1- ½ ·2·1)m=6m, έχοντας αποκτήσει σταθερή ταχύτητα κέντρου µάζας 5m/s. 

Με την ταχύτητα αυτή θα κινηθεί για χρονικό διάστηµα t2=∆t-t1=1s, διανύοντας απόσταση 

∆x2=υcm·t2=5·1m=5m, µέχρι να συγκρουσθεί µε τον κύβο. Συνεπώς ο κύβος απέχει από την βάση του 

τεταρτοκυκλίου απόσταση: 

D=∆x1+∆x2= 11m. 

iv) Η δύναµη µεταξύ των σωµάτων στη διάρκεια της κρούσης, είναι οριζόντια, συνεπώς δεν θα ασκηθεί 

ροπή στη σφαίρα, µε αποτέλεσµα η γωνιακή της ταχύτητα να παραµείνει σταθερή. Συνεπώς για την 

ελαστική κρούση µεταξύ των δύο σωµάτων ισχύουν οι γνωστές µας εξισώσεις, από όπου παίρνουµε: 

smsm
mM

mM
cm /1/5

2,03,0

2,03,0
1 =

+

−
=

+

−
=′ υυ  και  smsm

mM

M
cm /6/5

2,03,0

3,022
2 =

+

⋅
=

+
=′ υυ  

Το ζητούµενο ποσοστό είναι: 

→

+

′

=

+

′

==
−

%100

5
2

2
1

2
1

2
1

%100

2
1

2
1

2
1

%100
222

2
2

22

2
2

ωυ

υ
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π
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Πλάγια ελαστική κρούση 

Ας δούµε ξανά το θέµα ∆ (∆1,∆2) των πρόσφατων επαναληπτικών εξετάσεων: 

 

Η απάντηση που προφανώς αναµένεται, είναι η παρακάτω, όπως πολύ σωστά δόθηκε από το Νίκο 

Πριόβολο: 

 

Η παραπάνω λύση στηρίζεται στον ορισµό της ελαστικής κρούσης. Είναι η κρούση κατά την οποία η 

κινητική ενέργεια των σωµάτων πριν την κρούση, είναι ίση µε την κινητική ενέργεια µετά την 

κρούση. 

Στον παραπάνω ορισµό, δεν µας ενδιαφέρει ποιες ακριβώς δυνάµεις ασκεί το ένα σώµα στο άλλο, στη 

διάρκεια της κρούσης, ούτε τα έργα τους. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται µε αρχή διατήρηση της ορµής, 

αφού οι δυνάµεις είναι εσωτερικές και µε διατήρηση της κινητικής ενέργειας, εξ ορισµού. 

Ας δούµε µια  διαφορετική µατιά του ίδιου ερωτήµατος. 

Να ξεκινήσουµε λέγοντας κάποια πράγµατα, που τα έχουµε ξαναδεί, µε άλλες αφορµές. Η κρούση λέγεται 

ελαστική, αν οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ των σωµάτων, είναι δυνάµεις ελαστικότητας, δυνάµεις που 

υπακούουν στο νόµο Ηοοke, συνεπώς συντηρητικές δυνάµεις, από όπου δικαιολογείται και η διατήρηση της 

µηχανικής ενέργειας. 

Ένα  δεύτερο σηµείο, που δεν αναφέρεται ή τουλάχιστον δεν αναφέρεται πολύ συχνά, είναι ότι στη διάρκεια 

της κρούσης δεν ασκούνται δυνάµεις παράλληλες στην επιφάνεια επαφής των δύο σωµάτων. ∆εν ασκείται 
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δύναµη Τριβής. Να το πούµε µε άλλα λόγια, αν η κρούση είναι κεντρική, δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα, ο 

φορέας των ασκούµενων δυνάµεων είναι πάνω στην ευθεία που συνδέει τα κέντρα των δύο σφαιρών, σχήµα 

(α). Έτσι και αλλιώς δεν υφίσταται θέµα άσκησης εφαπτοµενικής συνιστώσας δύναµης. 

 

Αν όµως η κρούση είναι πλάγια, για να διατηρείται η κινητική ενέργεια στην κρούση (Κπριν=Κµετ), θα πρέπει 

οι ασκούµενες δυνάµεις να έχουν την διεύθυνση της διακέντρου, σχήµα (β). Η δύναµη δηλαδή F1, που 

δέχεται η κινούµενη σφαίρα δεν είναι αντίθετη της ταχύτητας υ, αλλά κάθετη στην επιφάνεια επαφής. Αν 

δεν ίσχυε αυτό θα είχαµε δύο άλλα αποτελέσµατα.  Αφενός, η ασκούµενη τριβή θα µετέτρεπε κάποιο µέρος 

της µηχανικής ενέργειας σε θερµική, µέσω του έργου της τριβής ολίσθησης. Αφετέρου η τριβή αυτή θα 

παρουσίαζε και ροπή ως προς το κέντρο κάθε σφαίρας, µε αποτέλεσµα οι σφαίρες µετά την κρούση να 

περιστρέφονται. Αλλά τότε ένα µέρος της αρχικής κινητικής ενέργειας θα µετατρεπόταν σε περιστροφική 

κινητική ενέργεια των σφαιρών, µε αποτέλεσµα οι τελικές ταχύτητες των κέντρων των δύο σφαιρών θα ήταν 

µικρότερες από αυτές που θα υπολογίζαµε, θεωρώντας τις σφαίρες υλικά σηµεία. Και το θέµα είναι ότι δεν 

υπάρχουν πραγµατικά σφαίρες υλικά σηµεία, αλλά σφαίρες µε ακτίνες και η παράλειψη της κινητικής 

ενέργειας οφειλόµενης σε περιστροφή, οδηγεί σε µεγαλύτερο ή µικρότερο σφάλµα. 

Με βάση αυτά, ας δούµε µια εναλλακτική λύση στο ερώτηµα των εξετάσεων. 

 

Στο παραπάνω σχήµα έχει σχεδιαστεί η ταχύτητα της πρώτης σφαίρας την οποία έχουµε αναλύσει σε δύο 

συνιστώσες, την υx στη διεύθυνση της διακέντρου και την υy σε κάθετη διεύθυνση. Αλλά αφού η δύναµη F1 

που δέχεται η πρώτη σφαίρα έχει την κατεύθυνση της υx, µόνο αυτήν την συνιστώσα ταχύτητας µπορεί να 

µεταβάλλει, ενώ η άλλη συνιστώσα (υy) δεν µπορεί να µεταβληθεί. Συνεπώς µετά την κρούση, η πρώτη 

σφαίρα θα έχει διατηρήσει την ταχύτητα υy, ενώ στην διεύθυνση x της διακέντρου, η περίπτωση 

παραπέµπει
*  στην µετωπική ελαστική κρούση, δύο σφαιρών µε ίσες µάζες. Έτσι οι σφαίρες ανταλλάσσουν 

τις ταχύτητές τους, συνεπώς θα µηδενιστεί η ταχύτητα της πρώτης σφαίρας, ενώ η δεύτερη σφαίρα θα 

αποκτήσει ταχύτητα  υ2=υx. 

Συµπέρασµα: η πρώτη σφαίρα θα κινηθεί στη διεύθυνση y, ενώ η δεύτερη στην διεύθυνση x, οπότε οι 

σφαίρες κινούνται σε κάθετες διευθύνσεις. 

Εξάλλου για τα µέτρα των ταχυτήτων έχουµε: 
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υ2= 1 3 60
3 3

oυ υηµϑ
υ συνϑ εϕϑ ϑ= = → = → =  

Αλλά τότε  1

4 3 2 3
/ /

3 2 3
y m s m s

υ
ηµϑ υ υηµϑ

υ
= → = = ⋅ =  

Και 1
2

2 3 2
/ /

33 3 3
x m s m s

υ
υ υ= = = =  

 

Και µε την ευκαιρία ας δούµε γενικότερα µια πλάγια κρούση µεταξύ δύο σφαιρών Α και Β, ίσων µαζών και 

ακτινών , όπου η δεύτερη είναι αρχικά ακίνητη. 

 

Έστω ότι µια σφαίρα κέντρου Ο1 και ακτίνας R κινούµενη µε ταχύτητα υ
r

 και η οποία συγκρούεται 

ελαστικά µε δεύτερη σφαίρα κέντρου Ο2 και ακτίνας R, όπως στο σχήµα.  

i) Να βρεθεί η ταχύτητα που θα αποκτήσει η Β σφαίρα σε συνάρτηση µε την απόσταση x του φορέα 
της ταχύτητας από το κέντρο της σφαίρας Β. 

ii)  Να βρεθούν οι τιµές της ταχύτητας της Α σφαίρας για τις διάφορες τιµές του x. 

Απάντηση: 

Με βάση όσα συζητήθηκαν παραπάνω, κρούση έχουµε εξαιτίας της συνιστώσας υx της ταχύτητας της Α 

σφαίρας, όπου: 

2 24

2x

R x

R
υ υ συνθ υ

−
= ⋅ =  

i) Η ταχύτητα της Β σφαίρας, µε εφαρµογή των γνωστών εξισώσεων του βιβλίου, είναι: 

2 2
1 1

2
1 2 1

2 2 4

2 2x x

m m R x

m m m R
υ υ υ υ

−′ = = =
+

 

• Για x=0 έχουµε υ2΄=υx=υ η οποία είναι και η µέγιστη ταχύτητα που µπορεί να 
αποκτήσει, στην περίπτωση της κεντρικής ελαστικής κρούσης. 

• Για x=2R τότε  υ2΄= 0 

Η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί στην κατάσταση που φαίνεται στο διπλανό σχήµα, που η 

σφαίρα Α περνά εφαπτοµενικά από την σφαίρα Β. 

ii)  Η ταχύτητα της Α σφαίρας µετά την κρούση είναι ίση µε την συνιστώσα υx: 
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1 2

x

R
υ υ ηµθ υ′ = ⋅ = ⋅  

• Για x=0, παίρνουµε υ1΄=0, η ελάχιστη ταχύτητα της Α σφαίρας, στην περίπτωση της µετωπικής 
ελαστικής κρούσης και 

• Για x=2R, έχουµε υ1΄= υ, όπου στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει κρούση µεταξύ των δύο σφαιρών. 

 

Σηµείωση: 

Επειδή οι σφαίρες δεν δέχονται δυνάµεις στον άξονα y (κάθετος στην διάκεντρο) η ταχύτητα κάθε σφαίρας 

στον άξονα αυτόν, παραµένει αµετάβλητη. Συνεπώς, yy 11 υυ =
′

 και 02 =′ yυ  

Θεωρώντας ότι η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει αµετάβλητη παίρνουµε: 

2
22

2
11

2
11 2

1

2

1

2

1
υυυ ′+′= mmm  → 

)(
2

1
)(

2

1
)(

2

1 2
2

2
22

2
1

2
11

2
1

2
11 yxyxyx mmm υυυυυυ ′+′+′+′=+ → 

)
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 2
22

2
22

2
11

2
11

2
11

2
11 yxyxyx mmmmmm υυυυυυ ′+′+′+′=+ → 

2
22

2
11

2
11 2

1

2

1

2

1
xxx mmm υυυ ′+′=  (α) 

Η εξίσωση (α) µαζί µε την εξίσωση από την διατήρηση της ορµής στον άξονα x: 

m1·υ1x=m1·υ΄1x + m2·υ΄2x    (β) 

αποτελούν ένα σύστηµα (ίδιο µε αυτό που προκύπτει στην µετωπική ελαστική κρούση) η λύση του οποίου 

µας  δίνει 01 =′xυ  και xx 12 υυ =′ . 
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Πότε αποκτά µεγαλύτερη ταχύτητα; 

Ένας άνθρωπος στέκεται πάνω σε ένα ακίνητο πατίνι, κρατώντας στα χέρια του δυο µπάλες. Πότε θα απο-
κτήσει µεγαλύτερη ταχύτητα, όταν: 

 
i)   Εκτοξεύει ταυτόχρονα και τις  δυο µπάλες προς την ίδια κατεύθυνση µε ταχύτητα υ ως προς τον εαυτόν 
του. 

i)  Εκτοξεύει πρώτα τη µια και µετά την άλλη, επίσης προς την ίδια κατεύθυνση, µε ταχύτητα υ ως προς 
τον εαυτόν του. 

Απάντηση: 
i)   Εκτοξεύοντας ταυτόχρονα τις δυο µπάλες προς τα δεξιά µε ταχύτητα (ως προς το έδαφος) v

r
, ο άν-

θρωπος θα αποκτήσει ταχύτητα 1υ
r

(ως προς το έδαφος), όπου η ταχύτητα κάθε µπάλας ως προς τον 

άνθρωπο (η σχετική ταχύτητα), συνδέεται µε τις παραπάνω ταχύτητες µε τη σχέση: 

 

 
Εφαρµόζουµε για το σύστηµα άνθρωπος-µπάλες την Α.∆.Ο. για τη διάρκεια της εκτόξευσης και παίρ-
νουµε: 

→= τελπρ pp
rr

  

vmM
rr

20 1 += υ  ή 

)(20 11 υυυ
rrr

++= mM  ή 

υυ
rr

mmM 2)2(0 1 ++=  ή 

υυ
rr

m
mM 2

2
1 +

−=   (1) 

ii)  Έστω τώρα ότι ο άνθρωπος εκτοξεύει πρώτα την µια µπάλα, τότε µε εφαρµογή της Α.∆.Ο. όπως πα-

ραπάνω έχουµε: 

→= τελπρ pp
rr

   

vmmM
rr

++= 1)(0 υ   ή 

)()(0 11 υυυ
rrr

+++= mmM  ή 

υυ
rr

mmM ++= 1)2(0  ή 

υυ
rr

mM

m

21 +
−=  

Στη συνέχεια εκτοξεύει και τη δεύτερη σφαίρα, αποκτώντας ο ίδιος ταχύτητα υ2, όπου 

22 υυυυυσχ

rrrrrrr
+=→−== vv   οπότε εφαρµόζοντας ξανά την Α.∆.Ο, παίρνουµε: 

→= τελπρ pp
rr

  ή 

vmMmM
rrr

+=+ 21)( υυ  ή 

)()( 221 υυυυ
rrrr

++=+ mMmM  ή 

υυ
υ rr
r

mmM
mM

m
mM ++=

+
+− 2)(

2
)( ή 

11 υυυυυσχ
rrrrrrr

+=→−== vv
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mM

m

mM

m

+
−

+
−=

υυ
υ

rr
r

22  

υυ
rr

m
mMmM








+

+
+

−=
1

2

1
2   (2) 

Από τη σύγκριση των (1) και (2) βλέπουµε ότι στην δεύτερη περίπτωση ο άνθρωπος αποκτά µεγαλύτερη 
κατά µέτρο ταχύτητα. 
 

dmargaris@sch.gr 
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Μη µετωπική πλαστική κρούση και ενέργειες. 

Το σώµα Α, µάζας m1=1kg ηρεµεί στο κάτω άκρο ενός ιδανικού 

ελατηρίου, σε επαφή µε το σώµα Β, µάζας m2=0,4kg που ηρεµεί 

σε λείο οριζόντιο επίπεδο, στη θέση Ο. Στη θέση αυτή δεν α-

σκείται δύναµη µεταξύ των δύο σωµάτων, ενώ το ελατήριο, στα-

θεράς k=40Ν/m, έχει µήκος 0,8m. Ανεβάζουµε το Α σώµα, κα-

τακόρυφα κατά h=1/2π m και µετακινούµε το σώµα Β, προς τα 

αριστερά, κατά d. Σε µια στιγµή αφήνουµε το σώµα Α ελεύθερο, 

ενώ ταυτόχρονα εκτοξεύουµε µε κατάλληλη ταχύτητα υ0, το Β σώµα, προς την αρχική του θέση Ο. Τα δύο 

σώµατα συγκρούονται πλαστικά φτάνοντας στο Ο και κατόπιν το  συσσωµάτωµα συνεχίζει οριζόντια, φτά-

νοντας µέχρι το σηµείο Ρ, σε απόσταση (ΟΡ)=0,6m, όπου και σταµατά στιγµιαία, πριν  κινηθεί ξανά προς το 

Ο. Τα δύο σώµατα θεωρούνται υλικά σηµεία αµελητέων διαστάσεων, ενώ π2
≈10 και g=10m/s2. 

i)   Να υπολογιστεί η κοινή ταχύτητα του συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση. 

ii)   Ποια η αρχική ταχύτητα υ0 του σώµατος Β και από ποια απόσταση d είχε εκτοξευθεί το Β σώµα; 

iii)  Να βρεθεί η µεταβολή της ορµής του σώµατος Α που οφείλεται στην κρούση. 

iv)  Αν είχαµε ανεβάσει το Α σώµα κατά h́ =2h= 1/π, πόσο θα έπρεπε να γινόταν η αρχική ταχύτητα του Β 

σώµατος, ώστε από την ίδια απόσταση d, να είχαµε ξανά παρόµοια κρούση;  

Απάντηση: 

i) Αφού δεν ασκείται δύναµη µεταξύ των σωµάτων, το Α σώµα ισορροπεί, έχοντας επιµηκύνει το ελατή-

ριο κατά ∆ℓ. Εξάλλου αφού το σώµα ισορροπεί: 

ΣF=0 → Fελ-m1g → mm
k

gm
25,0

40

1011 =
⋅

==∆l . 

Έστω ότι το συσσωµάτωµα σταµατά στη θέση Ρ. Το τρίγωνο ΟΚΡ, στο 

διπλανό σχήµα, είναι ορθογώνιο, οπότε από Π.Θ. παίρνουµε:  

mmOPKOKP 16,08,0)()()( 2222 =+=+=  

Στην αρχική του θέση, το ελατήριο είχε µήκος 0,8m και επιµήκυνση 

0,25m, συνεπώς το φυσικό µήκος του είναι mmm 55,025,08,00 =−=l . 

Αλλά τότε στην τελική θέση Ρ, το ελατήριο έχει επιµήκυνση mmm 45,055,01 =−=′∆l  

Για την κίνηση του συσσωµατώµατος από το Ο (αµέσως µετά την κρούση) µέχρι τη θέση Ρ, η µόνη 

δύναµη που παράγει έργο είναι η δύναµη του ελατηρίου, η οποία είναι συντηρητική δύναµη, συνεπώς 

η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ → 222
21 )(

2

1
)(

2

1
)(

2

1
ll ′∆=∆++ kkVmm  → 

( ) smsm
mm

k
V /2/)25,045,0(

4,01

40
)()( 2222

21

=−
+

=∆−′∆
+

= ll  



Υλικό Φυσικής-Χηµείας    Επανάληψη 

 www.ylikonet.gr 2 

ii)  Η ορµή του συστήµατος των δύο σωµάτων δεν διατηρείται, κατά την µη µετωπική τους 

κρούση, αφού στην κατακόρυφη διεύθυνση έχουµε ορµή πριν, αλλά όχι µετά την κρούση. 

Ισοδύναµα το σύστηµα των δύο σωµάτων, δεν είναι µονωµένο, αφού η κάθετη αντίδραση 

που δέχεται το Β σώµα από το έδαφος, είναι πολύ µεγαλύτερη του βάρους, στη διάρκεια 

της κρούσης. ∆εν ασκούνται όµως οριζόντιες εξωτερικές δυνάµεις στο σύστηµα, συνε-

πώς ισχύει: 

Ραρχ,χ=Ρτελ,χ → m2·υ0=(m1+m2)·V   

smsmV
m

mm
/7/2

4,0

4,01

2

21
0 =

+
=

+
=υ  

Εξάλλου η αρχική θέση του Α σώµατος είναι η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης που θα εκτελέσει ό-

ταν αφεθεί να κινηθεί. Το χρονικό διάστηµα, από τη στιγµή που αφήνεται το Α σώµα, µέχρι τη στιγµή 

της κρούσης είναι ίσο µε: 

ss
k

m
Tt 25,0

40

1

2
2

4

1

4

1 1
1 ====

π
π  

Αλλά τότε d=υ0·t1=7·0,25m=1,75m. 

iii)  Στο διπλανό σχήµα παρουσιάζεται η αρχική και η τελική ορµή του σώµατος Α, µε 

µέτρα: 

Ραρχ=m1·υ1=m1ωΑ = smkgsmkgh
m

k
m /1/

2

1

1

40
1

1
1 ⋅=⋅=

π
 και 

Ρτελ=m1·V= 2kg·m/s 

Συνεπώς η µεταβολή της ορµής του Α σώµατος έχει µέτρο: 

smkgsmkgPPP a /5/21 2222 ⋅=⋅+=+=∆ τελρχ  

ενώ η διεύθυνσή της είναι αυτή του σχήµατος όπου 2==
αρχ

τελεφθ
P

P
 

iv) Το χρονικό διάστηµα από τη στιγµή που αφήνουµε το Α σώµα να ταλαντωθεί, µέχρι την κρούση είναι 

ίσος µε t1= ¼ Τ και δεν εξαρτάται από το πλάτος της ταλάντωσης, συνεπώς και η αρχική ταχύτητα θα 

πρέπει να είναι ξανά υ0=7m/s. 

dmargaris@sch.gr 

 



Ενέργεια και ελαστική κρούση. 

Μια σφαίρα Α µάζας m1=2kg κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα 

υ1=10m/s και συγκρούεται κεντρικά ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Β µάζας 

m2=3kg. Σε µια στιγµή t1 στη διάρκεια της κρούσης η σφαίρα Β έχει ταχύτητα 

υΒ=6m/s. Οι σφαίρες µας έχουν ίσες ακτίνες και θεωρούνται υλικά σηµεία. 

i) Για τη στιγµή t1: 

α) Πόση κινητική ενέργεια έχει κάθε σφαίρα; 

β) Πόση είναι η δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των δύο σφαιρών; 

ii) Να βρείτε τα έργα των δυνάµεων που ασκούνται µεταξύ των δύο σωµάτων από την στιγµή t1 µέχρι το 

τέλος της κρούσης. 

iii) Με βάση τα παραπάνω αποτελέσµατα χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστές ή λαθεµένες. 

α) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η ορµή του συστήµατος παραµένει σταθερή. 

β) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η κινητική ενέργεια του συστήµατος παραµένει 

σταθερή. 

γ) Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής κρούσης η ορµή κάθε σφαίρας παραµένει σταθερή. 

δ) Η παραµόρφωση των σφαιρών είναι ελαστική. 

ε) Τα έργα της δράσης – αντίδρασης είναι αντίθετα. 

στ) Οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ των δύο σφαιρών κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κεντρικής 

κρούσης είναι συντηρητικές. 

Απάντηση: 

i) Το σύστηµα των δύο σφαιρών είναι µονωµένο οπότε µε εφαρµογή της Α∆Ο 

παίρνουµε: 

1tP Pαρχ =
r r

→ 

m1 ·υ1= m1·υΑ+m2·υΒ 

1 1 2

1

2 10 3 6
/ 1 /

2
B

A

m m
m s m s

m

υ υ
υ

− ⋅ − ⋅
= = =  

α) ΚΑ= ½ m1·υΑ
2 = ½ 2·1= 1J και  ΚΒ= ½ m2·υΒ

2 = ½ 3·62J=54J. 

β) Η αρχική κινητική ενέργεια της σφαίρας Α ήταν: 

Καρχ= ½ m1·υ1
2 = ½ 2·102J =100J 

Αφού η κρούση είναι ελαστική οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις είναι συντηρητικές, οπότε από την Α∆ΜΕ 

παίρνουµε : 

Καρχ+Uαρχ=ΚΑ+ΚΒ+U → 

U= 100J-55J=45J. 

ii) Οι τελικές ταχύτητες των δύο σφαιρών είναι: 



1 2
1 1

1 2

2 3
10 / 2 /

2 3
΄ m m

m s m s
m m

υ υ
− −

= = = −
+ +

 και 

1
2 1

1 2

2 2 2
10 / 8 /

2 3
΄ m

m s m s
m m

υ υ
⋅

= = =
+ +  

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα έργου-ενέργειας (ΘΜΚΕ) για κάθε σφαίρα, από τη στιγµή t1 µέχρι το τέλος 

της κρούσης, παίρνουµε: 

Κ1τελ-Κ1t1= WF1  ή 

WF1= ½ m1·υ1΄
2 – ½ m1·υΑ

2 = 4J-1J=3J 

 Και για τη  Β σφαίρα: 

Κ2τελ-Κ2t1= WF2 ή 

 WF2= ½ m2·υ2΄
2 – ½ m2·υΒ

2 = 96J-54J =42J. 

iii) Με βάση τα παραπάνω οι απαντήσεις είναι: 

α) Σ β) Λ γ) Λ δ) Σ ε) Λ στ) Σ 

 

Σχόλια: 

i) Παρατηρήστε ότι το άθροισµα των δύο έργων των δυνάµεων που ασκούνται στις δύο σφαίρες, από την  

στιγµή t1, µέχρι την ολοκλήρωση της κρούσης,  είναι ίση µε την δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των 

σφαιρών τη στιγµή t1. 

ii)  Κατά τη διάρκεια µιας ελαστικής κρούσης, η ορµή παραµένει σταθερή. Αυτό σηµαίνει ότι η ορµή πριν 

την κρούση, είναι ίση µε την ορµή µετά, αλλά είναι επίσης ίση και κάθε στιγµή στη διάρκεια της 

κρούσης. Πράγµα που δεν συµβαίνει για την Κινητική ενέργεια. Όταν λέµε ότι αυτή διατηρείται, 

εννοούµε ότι, όση είναι η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος πριν την κρούση, τόση θα είναι 

και µετά, αφού η κρούση ολοκληρωθεί. Στη διάρκεια όµως της κρούσης, ένα µέρος της κινητικής 

ενέργειας, µετατρέπεται σε δυναµική ενέργεια παραµόρφωσης των δύο σωµάτων. 
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υ0
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Γ

Ποιες αρχές διατήρησης  ισχύουν; 

Μια οµογενής ράβδος µάζας m και  µήκους l  ηρεµεί σε οριζόντια θέση σε 

λείο οριζόντιο επίπεδο. Ένα σώµα Σ µάζας επίσης m που θεωρείται υλικό 

σηµείο κινείται µε ταχύτητα υ0 σε διεύθυνση κάθετη στη ράβδο και προ-

σκολλάται στο άκρο Γ. Ποιες προτάσεις είναι σωστές και ποιες λάθος: 

i) Για την σύγκρουση µεταξύ των δύο σωµάτων ισχύει η αρχή διατήρη-

σης της ορµής. 

ii) Για την σύγκρουση µεταξύ των δύο σωµάτων ισχύει η αρχή διατήρησης της στροφορµής. 

iii) Για την σύγκρουση µεταξύ των δύο σωµάτων ισχύει η αρχή διατήρησης της µηχανικής 

ενέργειας. 

iv) Το σύστηµα µετά την σύγκρουση θα περιστρέφεται γύρω από το µέσον Ο της ράβδου. 

v) Για τις γραµµικές ταχύτητες λόγω περιστροφής των σηµείων Α και Γ ισχύει υΑ=3υΓ. 

 

Απάντηση: 

i) Το σύστηµα των σωµάτων είναι µονωµένο, αφού εξωτερικές δυνάµεις είναι τα βάρη και 

οι κάθετες αντιδράσεις του επιπέδου, όπου ΣFσαν =0 και ΣFΣ=0 οπότε η ολική ορµή πα-

ραµένει σταθερή. Σ. 

ii)  Αφού στο σύστηµα δεν ασκούνται ροπές εξωτερικών δυνάµεων (Στεξ=0), ισχύει η αρχή 

διατήρησης της στροφορµής. Σ. 

iii)  Αφού η κρούση είναι πλαστική, υπάρχει µόνιµη παραµόρφωση των σωµάτων και η µη-

χαµική ενέργεια µειώνεται. Λ. 

iv) Το σύστηµα µετά την κρούση θα στρέφεται γύρω από κατακόρυφο 

άξονα που περνά από το κέντρο µάζας του συστήµατος, που δεν είναι 

το Ο, αλλά το µέσον Μ της ΟΓ. Λ. 

v) Η γραµµική ταχύτητα του Γ είναι: 

υΓ= ω·(ΓΜ) 



όπου 
4

ΓΜ
l

= ,  άρα  
4

ωυ
Γ

l
⋅=  

ενώ η αντίστοιχη ταχύτητα του Α είναι: 

υΑ= ω·(ΜΑ) → 

ΓA υ3
4

3
ωυ =⋅=

l
 Σ. 
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Κρούση και Ταλάντωση. 
 
Μικρή οµογενής σφαίρα µάζας m1 είναι δεµένη στην ελεύθερη άκρη οριζόντιου 
ιδανικού ελατηρίου και εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους Α. Την στιγµή 

που διέρχεται από την θέση 1

3
x A

5
=  συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε άλλη 

µικρή και οµογενή σφαίρα µάζας m2 που αρχικά είναι ακίνητη. Η σφαίρα µάζας m1 
µετά την κρούση αλλάζει φορά κίνησης και εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε 

πλάτος 
13

A΄ Α
5

= . 

Α. Να βρεθεί ο λόγος των µαζών 1

2

m

m
 

Β. Η δεύτερη σφαίρα κινείται µε την ταχύτητα που απέκτησε σε λείο οριζόντιο 
επίπεδο και στην συνέχεια συναντάει ανηφορικό δρόµο, µε γωνία κλίσης 30ο. Η 
σφαίρα ανεβαίνει τον ανηφορικό δρόµο και σταµατάει αφού διανύσει διάστηµα ίσο 

µε τα 
4

7
 του διαστήµατος που θα διένυε αν ο δρόµος ήταν λείος. Να βρεθεί ο 

συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ ανηφορικού δρόµου και σφαίρας. 
Οι σφαίρες δεν περιστρέφονται κατά την κίνησή τους. 
 

    Λύση 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
A. Για την απλή αρµονική ταλάντωση της σφαίρας m1 πριν την κρούση, 

εφαρµόζουµε την αρχή διατήρησης της ενέργειας: 
2

2 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 3 16
E = K + U kA m υ k A m υ kA (1)

2 2 2 5 25
 

⇒ = + ⇒ = 
 

 

Εφαρµόζουµε την αρχή διατήρησης της ενέργειας, για την απλή αρµονική 
ταλάντωση της σφαίρας m1, µετά την κρούση: 

2
2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 3 4
E = K + U kA΄ m υ΄ k A m υ΄ kA (2)

2 2 2 5 25
 

⇒ = + ⇒ = 
 

 

∆ιαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (1), (2), παίρνουµε: 

2 2
1 1 1

2 2
1 1 1

4
υ ΄ υ ΄ 1 υ ΄ 125

16 4 2υ υ υ

25

= ⇒ = ⇒ = ±  

 
Αφού όµως η ταχύτητα υ1΄ έχει αντίθετη φορά από την υ1, τελικά θα είναι: 
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Σχήµα 1 
Σχήµα 2 



1
1 1

1

υ ΄ 1 1
υ ΄ υ (3)

υ 2 2
= − ⇒ = −  

Η κρούση των δύο σφαιρών είναι ελαστική, άρα ισχύει η σχέση: 

(3)1 2 1 2 1
1 1

1 2 1 2 2

m m m m 1 m 1
υ ΄ υ

m m m m 2 m 3

− −
= → = − ⇒ =

+ +
 

 
Β. Μετά την κρούση, η δεύτερη σφαίρα αποκτά ταχύτητα υ2΄. Με την ταχύτητα 
αυτή αρχίζει και ανεβαίνει στο κεκλιµένο επίπεδο. Αν το επίπεδο είναι λείο, οι 
δυνάµεις που ασκούνται στην σφαίρα είναι: το βάρος της W = m2g, το οποίο 
αναλύεται στις συνιστώσες: Wx = m2gηµφ και Wy = m2gσυνφ και η κάθετη 
δύναµη από το κεκλιµένο επίπεδο Ν.  Έστω ότι η σφαίρα σταµατάει αφού 
διανύσει διάστηµα S1 στο κεκλιµένο επίπεδο. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα 
µεταβολής της κινητικής ενέργειας, από την στιγµή που συναντάει το κεκλιµένο 
επίπεδο, µέχρι την στιγµή που σταµατάει, πάνω σ’ αυτό.: 

2
2 2

τελ αρχ ολ 2 2 2 1 1

1 υ ΄
Κ Κ W 0 m υ ΄ m gηµφS S (4)

2 2gηµφ
− = ⇒ − = − ⇒ =  

 
Αν το επίπεδο δεν είναι λείο, οι δυνάµεις που ασκούνται στην σφαίρα είναι: το 
βάρος της W = m2g, το οποίο αναλύεται στις συνιστώσες: Wx = m2gηµφ και Wy = 
m2gσυνφ, η κάθετη δύναµη από το κεκλιµένο επίπεδο Ν και η τριβή Τ.  
Από την συνθήκη ισορροπίας στον κατακόρυφο άξονα y΄y, έχουµε: 

y y 2F 0 N W 0 N m gσυνφ (5)= ⇒ − = ⇒ =∑  

Από τον νόµο της τριβής, παίρνουµε: (5)
2Τ µΝ Τ µm gσυνφ (6)= → =  

 Έστω ότι η σφαίρα σταµατάει αφού διανύσει διάστηµα S2 στο κεκλιµένο 
επίπεδο. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας, από την 
στιγµή που συναντάει το κεκλιµένο επίπεδο, µέχρι την στιγµή που σταµατάει, 
πάνω σ’ αυτό.: 

2
τελ αρχ ολ 2 2 2 2 2 2

2
2

2

1
Κ Κ W 0 m υ ΄ m gηµφS µm gσυνφS

2

υ ΄
S (7)

2g(ηµφ µσυνφ)

− = ⇒ − = − − ⇒

=
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Όµως: 
2 2

(4),(7) 2 2
2 1

4 υ ΄ 4 υ ΄
S S 7ηµφ 4ηµφ 4µσυνφ

7 2g(ηµφ µσυνφ) 7 2gηµφ

3ηµφ 3 3
µ µ εφφ µ
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Μιχάλης Κοκολίνας 
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Μια ιδιόµορφη “κρούση”. 

Σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια λεπτή και µακριά σανίδα µήκους ℓ 

και µάζας Μ=4kg. Ένα σώµα Α, το οποίο θεωρούµε υλικό σηµείο, µάζας 

m=2kg, εκτοξεύεται από το ένα άκρο της σανίδας µε αρχική ταχύτητα 

υ0=10m/s. Αν το µισό µήκος της σανίδας είναι λείο, ενώ ο συντελεστής τριβής µεταξύ του Α και του 

υπόλοιπου µισού της σανίδας είναι µ=0,4, ενώ η τελική ταχύτητα του Α, τη στιγµή που εγκαταλείπει την 

σανίδα, είναι  υ1=6m/s, να βρεθούν: 

i)   Η ταχύτητα την οποία αποκτά η σανίδα. 

ii)  Η επιτάχυνση την οποία απέκτησε η σανίδα, καθώς και το χρονικό διάστηµα της επιτάχυνσής της. 

iii) Η µηχανική ενέργεια που µετετράπη σε θερµική εξαιτίας της τριβής. 

iv) Το χρονικό διάστηµα που το σώµα Α είναι σε επαφή µε την σανίδα. 

∆ίνεται g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που  

ασκούνται στο σώµα Α, στο πρώτο µισό λείο µέρος 

της σανίδας, στο δεύτερο µισό που δέχεται τριβή και 

η αντίδραση Τ΄της τριβής που ασκείται από το σώµα 

Α στην σανίδα. Όταν το σώµα Α βρίσκεται στο λείο µέρος της σανίδας, κινείται µε σταθερή ταχύτητα, ενώ η 

σανίδα ηρεµεί, µόλις όµως περάσει στο δεύτερο µισό και δεχτεί δύναµη τριβής, αρχίζει να επιβραδύνεται, 

ενώ ταυτόχρονα η αντίδραση της τριβής Τ, η Τ΄,  επιταχύνει την σανίδα. 

i) Οι δυνάµεις τριβής για το  σύστηµα σώµα Α-σανίδα είναι εσωτερικές, ενώ οι εξωτερικές δυνάµεις 

(βάρη και κάθετη αντίδραση από το οριζόντιο επίπεδο) έχουν µηδενική συνισταµένη. Συνεπώς το 

σύστηµα είναι µονωµένο και η ορµή του παραµένει σταθερή. 

τελρχ PPa

rr
= → mυ0=mυ1+ΜV → smsm

M

m
V /2/

4

)610(2)( 0 =
−

=
−

=
υυ

 

ii)  Η τριβή ολίσθησης που ασκείται µεταξύ των δύο σωµάτων έχει µέτρο Τ=µ·Ν=µ·mg=0,4·2·10Ν=8Ν. 

Συνεπώς η σανίδα αποκτά επιτάχυνση 2
2 /2

4

8
sm

kg

N

M

T
a ==

′
=  

Αλλά V=α2·t2 → ss
a

V
t 1

2

2

2
2 ===  

iii)  Η αρχική Μηχανική ενέργεια είναι ίση µε την κινητική ενέργεια του σώµατος Α  Καρχ= ½ mυ0
2, ενώ η 

τελική, ίση µε το άθροισµα των κινητικών ενεργειών των δύο σωµάτων Κτελ= ½ mυ1
2+ ½ ΜV2, 

συνεπώς η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική είναι: 

Q=Καρχ-Κτελ=  ½ mυ0
2- (½ mυ1

2+ ½ ΜV2) = ½ 2·102J- ½ 2·62J- ½ 4·22J=56J. 



iv) Προφανώς ο χρόνος επιτάχυνσης της σανίδας είναι ο ίδιος µε το χρόνο επιβράδυνσης του σώµατος Α. 

Αλλά το σώµα Α γλίστρησε πάνω στη σανίδα κατά ½ ℓ και η θερµική ενέργεια είναι κατά απόλυτο 

τιµή ίση µε το έργο της τριβής ολίσθησης, δηλαδή: 

mm
T

Q
TWQ T 14

8

5622

2
=

⋅
==→⋅== l

l

 
Συνεπώς το χρονικό διάστηµα που βρίσκεται σε επαφή το σώµα Α µε τη σανίδα, είναι ίσο µε το χρονικό 

διάστηµα, που κινείται στο µισό λείο της µέρος, συν το χρόνο επιβράδυνσης: 

tολ=t1+t2= ssst 7,11
10

72
2

0

=+=+
υ

l

 

 

Σχόλιο: 

 Στο χρονικό διάστηµα t2, το σώµα Α µετατοπίζεται κατά: 

x1=υ0t2- ½ α1t
2, µε   

→=== 22
1 /4/

2

8
smsm

m

T
a

 

x1=υ0t2- ½ α1t
2= 10·1m- ½ 4·12 m=8m 

Στον ίδιο χρόνο η σανίδα µετατοπίζεται κατά: 

x2= ½ α2t
2 = ½ 2·12m=1m,  

οπότε µε βάση το σχήµα: 

½ ℓ=x1-x2=7m ή ℓ=14m. 

Αλλά τότε το έργο της τριβής που ασκείται στο σώµα Α είναι WΤ=-Τ·x1=-8·8J=-64J, ενώ το αντίστοιχο έργο 

της αντίδρασής της Τ΄ που ασκείται στη σανίδα είναι WΤ΄= + Τ΄·x2= 8·1J=8J. 

Τι µετράνε τα παραπάνω έργα; Η ασκούµενη τριβή, αφαιρεί ενέργεια 64J από το σώµα Α, ένα µέρος της 

ενέργειας αυτής µεταφέρεται στη σανίδα (µέσω του έργου της Τ΄,  8J), ενώ τα υπόλοιπα (56J) µετατρέπονται 

σε θερµική ενέργεια, αφού το σώµα γλίστρησε κατά 7m πάνω στη σανίδα.
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Μια περισσότερο ιδιόµορφη «κρούση». 

Πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί µια λεπτή σανίδα µάζας Μ. 

Εκτοξεύουµε  οριζόντια, από το άκρο της σανίδας, µια σφαίρα ίδιας µάζας 

Μ µε αρχική ταχύτητα υ0 και µε κινητική ενέργεια 36J, η οποία δεν 

περιστρέφεται. Παρατηρούµε ότι η σφαίρα αρχίζει να περιστρέφεται, ενώ ταυτόχρονα η σανίδα κινείται 

προς τα δεξιά επιταχυνόµενη για λίγο, ενώ στη συνέχεια τόσο η σφαίρα, όσο και η σανίδα κινούνται µε 

σταθερές ταχύτητες. 

i)  Μπορείτε να ερµηνεύσετε τις παραπάνω παρατηρήσεις; 

ii) Αποδείξτε ότι όταν τα σώµατα αποκτήσουν σταθερές ταχύτητες ισχύει υcm-ωR=υ1, όπου υcm η ταχύτητα 

του άξονα της σφαίρας, ω η γωνιακή της ταχύτητα και υ1 η ταχύτητα της σανίδας. 

iii) Ας πάρουµε ένα νοητό σταθερό οριζόντιο άξονα z, ο οποίος ταυτίζεται µε την αρχική θέση του άξονα 

περιστροφής της σφαίρας. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της στροφορµής του συστήµατος σφαίρα-

σανίδα, ως προς τον άξονα z, σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

iv)Να υπολογιστεί η µηχανική ενέργεια που µετατρέπεται σε θερµική εξαιτίας της τριβής που αναπτύχθηκε 

µεταξύ σφαίρας και σανίδας. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της Ι= 2/5 ΜR2. 

Απάντηση: 

i) Στο σχήµα έχουν  σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται στα δυο 

σώµατα, όπου έχουµε δύο ζεύγη δράσης αντίδρασης Ν-Ν΄και Τ-Τ΄, 

ενώ Ν1, η κάθετη αντίδραση του επιπέδου. Αφού η σφαίρα έχει αρχική 

ταχύτητα υ0 προς τα δεξιά, δέχεται δύναµη τριβής προς τ’ αριστερά, η 

οποία από τη µια επιβραδύνει (µεταφορικά) την σφαίρα, αλλά από την 

άλλη προκαλεί γωνιακή επιτάχυνση, µε αποτέλεσµα να αρχίσει να περιστρέφεται, όπως οι δείκτες του 

ρολογιού. Εξάλλου η αντίδραση της τριβής που ασκείται στον σφαίρα  η Τ΄, έχει φορά προς τα δεξιά, 

ασκείται στην σανίδα, την οποία και επιταχύνει. Ναι, αλλά για πόσο χρόνο συµβαίνουν όλα αυτά; Για 

όσο χρόνο ένα σηµείο Α, επαφής της σφαίρας µε τη σανίδα, να έχει µηδενική ταχύτητα, ως προς την 

σανίδα ή για να το πούµε µε άλλα λόγια, έχει την ίδια ταχύτητα µε την σανίδα. Αλλά τότε αφού το 

παραπάνω σηµείο δεν κινείται ως προς την σανίδα, δεν υπάρχει λόγος να ασκείται δύναµη τριβής, 

συνεπώς η σφαίρα κινείται πλέον µε σταθερή ταχύτητα υcm και µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, ενώ 

και η σανίδα µεταφέρεται µε σταθερή ταχύτητα υ1. 

ii)  Θεωρούµε ότι η σφαίρα εκτελεί σύνθετη κίνηση αποτελούµενη από µια µεταφορική 

κίνηση µε ταχύτητα υcm=υΟ και µια στροφική γύρω από τον άξονα περιστροφής της 
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µε γωνιακή ταχύτητα ω. Στο διπλανό σχήµα έχουµε σχεδιάσει  τις ταχύτητες του σηµείου Α, σηµείου 

επαφής της σφαίρας µε την σανίδα, όπου υcm η ταχύτητα εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης και υγρ=ωR 

η γραµµική ταχύτητα του σηµείου εξαιτίας της κυκλικής του κίνησης. Η ολίσθηση της σφαίρας θα 

σταµατήσει όταν: 

υΑ= υcm-ωR=υ1,  

όπου υ1 η ταχύτητα της σανίδας. 

iii)  Οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα σφαίρα-σανίδα είναι τα βάρη w=Μg και w1=Μg 

και η κάθετη αντίδραση του επιπέδου Ν1. Αλλά στον κατακόρυφο άξονα η σφαίρα ισορροπεί, οπότε 

Ν=Μg, ενώ από την ισορροπία της σανίδας παίρνουµε: 

ΣF=0 → Ν1-w1-Ν΄=0 → Ν1-2Μg=0 → Ν1=2Μg. 

Το σύστηµα λοιπόν σφαίρα-σανίδα είναι µονωµένο και Στεξ=0. Γιατί; 

Αφού η σανίδα δεν στρέφεται η συνολική ροπή ως προς το κέντρο 

µάζας της Κ είναι µηδενική, αλλά τότε: 

τΝ΄+τΝ1+τΤ΄+τw1=0 → -Ν΄·(ΚΛ)+Ν1·(ΚΜ)+w1·0+Τ΄·0=0 →  

(ΚΛ)=2(ΚΜ)=2x,  

Έστω ότι κάποια στιγµή το κέντρο της σφαίρας έχει µετατοπισθεί 

κατά s, όπως στο σχήµα.  

Στεξz=Ν1(s-x)-N΄·s-w1·(s-2x) =2Mg·s-2Mg·x-Μg·s-Μg·s+Μg·2x=0 

συνεπώς η στροφορµή του συστήµατος κατά τον άξονα z παραµένει σταθερή και ίση µε L=Lαρχ=0. 

iv) Για το µονωµένο σύστηµα σφαίρα-σανίδα ισχύει η Α.∆.Ο. 

(1)  1010 υυυυυυτελρχ +=→+=→= cmcma MMMPP
rr

 

Παίρνοντας την Α∆Σ κατά (ως προς) τον άξονα z έχουµε: 

(2)5,2R
5

2
0 11

2
1  ωRMMRRMILLa υυωυωτελρχ =→=→−=→=

rr
 

Εξάλλου προηγουµένως αποδείξαµε ότι υΑ= υcm-ωR=υ1   (3) 

Από (2) και (3) → υcm-2,5υ1=υ1 → υcm=3,5υ1, οπότε από την (1) βρίσκουµε υ0=4,5υ1 → 

υ1= 09

2
υ , 09

7
υυ =cm  και  ωR= 09

5
υ  

Με βάση τα παραπάνω η απώλεια της µηχανικής ενέργειας (η οποία εµφανίζεται σαν θερµική) είναι: 
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∆Κ=Καρχ-Κτελ= ½ Μυ0
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Μια πλάγια πλαστική κρούση αλλά µετά τι; 

 Σε ένα λείο οριζόντιο επίπεδο ηρεµεί ένα σώµα Σ1 µάζας m1=1kg δεµένο στο άκρο οριζό-

ντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k=100Ν/m και φυσικού µήκους ℓ0=0,6m, το άλλο ά-

κρο του οποίου είναι δεµένο σε σταθερό σηµείο Ο. Σε απόσταση s=0,628m ηρεµεί ένα 

δεύτερο σώµα Σ2, της ίδιας µάζας, όπως στο σχήµα. Τα δύο σώµατα θεωρούνται υλικά 

σηµεία αµελητέων διαστάσεων. Μετακινούµε το σώµα Σ1 συσπειρώνοντας το ελατήριο 

κατά 0,4m  και σε µια στιγµή t0=0 το αφήνουµε να ταλαντωθεί, ενώ ταυτόχρονα εκτοξεύ-

ουµε οριζόντια µε ταχύτητα υ2 το σώµα Σ2. Μόλις το σώµα Σ1 φτάσει στην θέση ισορροπίας του, τα  δύο 

σώµατα συγκρούονται πλαστικά.  

i)   Με ποια ταχύτητα κινήθηκε το σώµα Σ2 πριν την κρούση; 

ii)  Να βρεθεί η ταχύτητα του συσσωµατώµατος Σ  αµέσως µετά την κρούση. 

iii) Πόση είναι η απώλεια της µηχανικής ενέργειας κατά την κρούση; 

iv) Μετά από λίγο το ελατήριο έχει δυναµική ενέργεια 4J. Για τη θέση αυτή: 

α)  Να υπολογιστεί η ταχύτητα του συσσωµατώµατος Σ. 

β)  Ποιος ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του Σ, ως προς κατακόρυφο άξονα που περνά από το 

άκρο Ο του ελατηρίου; 

γ) Να βρεθεί η απόσταση του σηµείου Ο, από τον φορέα της ταχύτητας του συσσωµατώµατος. 

Απάντηση: 

i) Το Σ1 σώµα αφήνοντάς το να κινηθεί εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος Α=0,4m, οπότε θα φτάσει στη θέση ι-

σορροπίας του τη στιγµή ss
k

mT
t

20100

1

2241

πππ
==== . Συνεπώς η ταχύτητα του Σ2 πριν την 

κρούση είναι sm
s

m

t

s
/4

20

628,0

1
2 ===

π
υ . 

ii)   Η ταχύτητα υ1 µε την οποία το πρώτο σώµα φτάνει στη θέση ι-

σορροπίας του είναι smA
m

k
A /44,0

1

100
1 ====ωυ . 

Εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο. για την κρούση: 

 

Συνεπώς smsmyx /22/22 2222
=+=+=

κκκ
υυυ   ενώ το σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο εί-

ναι τετράγωνο, οπότε η ταχύτητα σχηµατίζει γωνία θ=45° µε την διεύθυνση της υ2. 

iii)  Η απώλεια της µηχανικής ενέργειας είναι: 

τ
PPa

rr
=  

m2υ2=(m1+m2)υκx → υκx= 2m/s 

 

m1υ1=(m1+m2)υκy → υκy= 2m/s 

Ο Ο

θ

→
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→
υ

→
υ

→
υ κ→
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2 κx

κy

πριν µετά
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iv) α) Μετά την κρούση, το συσσωµάτωµα κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο, συνεπώς η µόνη δύναµη 

που παράγει έργο είναι η δύναµη του ελατηρίου, δύναµη συντηρητική και η µηχανική ενέργεια παρα-

µένει σταθερή. Εφαρµόζουµε λοιπόν την Α∆ΜΕ, αµέσως µετά την κρούση µέχρι τη θέση που το ελα-

τήριο έχει δυναµική ενέργεια 4J: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ →  

→++=+
τελκ

υυ Ummmm 2
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β) Οι δυνάµεις που ασκούνται στο συσσωµάτωµα µετά την κρούση είναι το 

βάρος και η κάθετη αντίδραση του επιπέδου (µε µηδενική συνισταµένη) 

και η δύναµη του ελατηρίου, η οποία κατευθύνεται στο άκρο Ο, ως προς 

το οποίο δεν έχει ροπή. Οπότε: 

0=Σ= τ
r

r

dt

Ld
 

γ) Με βάση και το προηγούµενο ερώτηµα η στροφορµή του συσσωµατώµατος, ως προς το σηµείο Ο (ι-

σοδύναµα κατά τον κατακόρυφο άξονα, ο οποίος περνά από το άκρο Ο του ελατηρίου) παραµένει 

σταθερή. 
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                                           ΚΕΝΤΡΙΚΗ  ΑΝΕΛΑΣΤΙΚΗ  ΚΡΟΥΣΗ 
 
ΑΣΚΗΣΗ 
 
Κύβος µάζας Μ και ακµής d ηρεµεί σε λείο οριζόντιο δάπεδο. Ένα βλήµα µάζας m το 
οποίο κινείται οριζόντια συναντά τον κύβο µε ταχύτητα υ1. Το βλήµα διαπερνά τον 
κύβο κατά µήκος της ευθείας που ενώνει τα κέντρα των δύο απέναντι εδρών του, χωρίς 
να προκληθεί µετρήσιµη µεταβολή µάζας του κύβου. Το βλήµα τη στιγµή που βγαίνει 
από τον κύβο έχει ταχύτητα υ1/3. Η δύναµη αλληλεπίδρασης µεταξύ κύβου-βλήµατος 
θεωρείται σταθερή σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του βλήµατος µέσα στον κύβο, η 
οποία δεν είναι αµελητέα. 
Να υπολογίσετε: 

1. Την απώλεια µηχανικής ενέργειας κατά την κρούση. 
2. Το διάστηµα που διανύει ο κύβος στο οριζόντιο δάπεδο µέχρι να βγει το βλήµα 

από αυτόν. 
3. Το χρονικό διάστηµα κίνησης του βλήµατος µέσα στον κύβο. 
4. Το µέτρο της δύναµης αλληλεπίδρασης µεταξύ κύβου-βλήµατος. 

 
ΛΥΣΗ 
 
Οι δυνάµεις αλληλεπίδρασης F, F́  µεταξύ κύβου- βλήµατος  
είναι εσωτερικές δυνάµεις του συστήµατος κύβος-βλήµα. 
Επειδή το δάπεδο είναι λείο δεν αναπτύσσεται τριβή µεταξύ 
κύβου-δαπέδου και το σύστηµα είναι µονωµένο. Οπότε 
διατηρείται η ορµή του σε όλη τη διάρκεια της κρούσης. 
Υπολογίζουµε την ταχύτητα του κύβου µόλις το βλήµα βγει 
από αυτόν: 
 

  1 1
( ) ( ) 1 2 2

2

3 3

m
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υ υ
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    (1) 

 
 
1)  Η απώλεια µηχανικής ενέργειας είναι ίση µε: 
              

2 2 2
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   (2) 
 
2) Εφαρµόζουµε ΘΜΚΕ στο σύστηµα αναφοράς ακίνητου παρατηρητή στην 

επιφάνεια του δαπέδου, για τον κύβο και το βλήµα χωριστά: 
 

      
2 2 2 2

2 1 1
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4 21 1

2 2 9 9F
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υ υ
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αφού F=F́  ως δράση-αντίδραση. 

 
Στις παραπάνω σχέσεις  s είναι το διάστηµα που διανύει ο κύβος στο οριζόντιο 
δάπεδο µέχρι να βγει το βλήµα από αυτόν. Προφανώς το βλήµα διανύει διάστηµα 
s+d στο σύστηµα αναφοράς του ακίνητου παρατηρητή. 
 
∆ιαιρώντας τις (3) , (4) κατά µέλη έχουµε: 
 

                 (2 )
2 (2 )

m s md
s M m md s

M s d M m
= ⇒ − = ⇒ =

+ −
    (5) 

 
3) Από τη γενικευµένη µορφή του 2ου Νόµου Newton για τον κύβο έχουµε: 
 

          2 1 12 2

3 3

M m mp
F F F t M F t

t t M

υ υ υ∆
= ⇒ = ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =
∆ ∆

     (6) 

 
∆ιαιρώντας κατά µέλη τις  (3), (6) έχουµε: 
 

             1

1 1 1

3 3 3

3 (2 ) (2 )

ms Ms Mmd Md
t t t

t M m m M m M m

υ

υ υ υ
= ⇒ ∆ = ⇒ ∆ = ⇒ ∆ =

∆ − −
   (7) 

 
4) Από τη γενικευµένη µορφή του 2ου Νόµου Newton για τον κύβο και τις σχέσεις 

(1) και (7) έχουµε: 
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      (8) 

 
Ισοδύναµα η απώλεια µηχανικής ενέργειας µπορεί να εκφρασθεί: 
 

       2 2
1 1

2(2 ) 2 (2 )

9 9

M m m M m
E Fd m Fd F

M Md
υ υ

− −
∆ = ⇒ = ⇒ =  

 
Κατά τη διάρκεια της κίνησης του βλήµατος µέσα στον κύβο, το έργο της δύναµης F’ 
που δέχεται το βλήµα (-F’(s+d)), εκφράζει απώλεια ενέργειας για το βλήµα, η οποία 
κατά ένα µέρος µεταφέρεται στον κύβο µέσω του έργου της δύναµης F (Fs) που 
δέχεται ο κύβος και το υπόλοιπο (Fd) εκφράζει την απώλεια µηχανικής ενέργειας και 
µετατροπή αυτής σε θερµική. 
 
          

Θοδωρής Παπασγουρίδης 



Κρούση και µεταβολή της ορµής. 

 

Μια σφαίρα Α, µάζας 2kg κινείται σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε ταχύτητα υ1=4m/s και σε µια 

στιγµή συγκρούεται µε µια σφαίρα Β µε αποτέλεσµα µετά την κρούση να κινείται µε ταχύτητα 

υ2=3m/s σε διεύθυνση κάθετη στην αρχική, όπως στο σχήµα. 

i)  Να βρεθεί η µεταβολή της ορµής της σφαίρας Α. 

ii) Ποια είναι η διεύθυνση της δύναµης που δέχτηκε η Α σφαίρα κατά την κρούση, θεωρώ-

ντας την σταθερή; 

iii) Σε ποια διεύθυνση θα κινηθεί η Β σφαίρα; 

 

Απάντηση: 

i) Αρχικά η σφαίρα Α έχει ορµή µέτρου Ρ1=m·υ1=2·4kg·m/s=8 kg·m/s, ενώ µετά την κρού-

ση η ορµή της είναι Ρ2=m·υ2=2·3 kg·m/s= 6 kg·m/s. 

Η µεταβολή της ορµής της Α σφαίρας είναι: 

)P(PPPΡ∆ 1212Α

rrrrr
−+=−=  

∆ηλαδή η µεταβολή της ορµής προκύπτει σαν διανυσµατικό άθροισµα της τελικής ορ-

µής και της αντίθετης της αρχικής ορµής. Κατασκευάζουµε λοιπόν το παρακάτω σχήµα 

που φαίνονται τα διανύσµατα <Ρ1, -<Ρ1, <Ρ2 και από το σχηµατιζόµενο παραλληλόγραµµο 

υπολογίζουµε την µεταβολή της ορµής: 
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Όσον αφορά δε, την κατεύθυνση του διανύσµατος βρίσκουµε την εφαπτοµένη της γω-

νίας θ που σχηµατίζει το διάνυσµα ∆<Ρ µε την τελική ορµή, οπότε: 
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===  

δηλαδή η διεύθυνση της µεταβολής της ορµής σχηµατίζει µε την τελική ορµή γωνία θ 

µε  εφθ=4/3. 

ii) Από την γενίκευση του δεύτερου νόµου του 

Νεύτωνα έχουµε: 

F
t∆

Ρ∆ r
r

=  

Συνεπώς η δύναµη που δέχτηκε η Α σφαίρα έχει 

την κατεύθυνση του διανύσµατος της µεταβολής 

της ορµής, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 

iii) Με βάση τον τρίτο νόµο του Νεύτωνα η δύναµη 

<FΒ που δέχτηκε η Β σφαίρα είναι αντίθετη από την 

δύναµη <FΑ που δέχτηκε η Α. Συνεπώς στην κατεύ-

θυνση της δύναµης <FΒ θα αποκτήσει ορµή η σφαί-

ρα Β και στην κατεύθυνση αυτή θα κινηθεί. 
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ΜΗ ΚΕΝΤΡΙΚΗ ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ 

 
              

Α.  Να δείξετε ότι μετά την πλάγια 

ελαστική κρούση μεταξύ δύο σωμάτων 

ίδιας μάζας που το ένα αρχικά ήταν 

ακίνητο, τα δύο σώματα θα κινηθούν προς 

κάθετες μεταξύ τους κατευθύνσεις. 

Β.  Πάνω σε ένα λείο οριζόντιο τραπέζι 

ηρεμεί ένα σφαιρίδιο Σ2 μάζας m = 1 kgr 

στερεωμένο στην άκρη οριζόντιου 

ελατηρίου σταθεράς k = 100 N/m, του οποίου το άλλο άκρο συγκρατείται από 

ακλόνητο στήριγμα. Ένα δεύτερο σφαιρίδιο Σ1 ίδιας μάζας με το Σ2 κινείται με 

ταχύτητα υ1 = 2 m/sec πάνω σε μια ευθεία που δε διέρχεται από το κέντρο του Σ2 

και σχηματίζει γωνία φ = 135
0
 με τον άξονα του ελατηρίου.  Ακολουθεί πλάγια 

ελαστική κρούση στο τέλος της οποίας διαπιστώνεται ότι το Σ2 κινείται κατά μήκος 

του άξονα του ελατηρίου κάνοντας απλή αρμονική ταλάντωση. 

   1.  Ποια είναι η διεύθυνση κίνησης του Σ1 μετά την κρούση;  Πόσο είναι το μέτρο 

της ταχύτητάς του μετά την κρούση;                                                               (1 m/sec) 

   2.  Να υπολογίστε τη μέγιστη ταχύτητα, το πλάτος της ταλάντωσης, και τη μέγιστη 

επιτάχυνση του Σ2.                                                                 (1 m/sec, 0,1 m,10 m/sec
2
) 

   3. Να παραστήσετε σε κοινό ορθογώνιο σύστημα αξόνων τις συναρτήσεις της 

κινητικής, της δυναμικής και της ολικής ενέργειας της ταλάντωσης, σε συνάρτηση με 

την ταχύτητα.                                                                         (ολική ενέργεια 0 ,5 Joule) 

 

 

 

 

  

Τάσος Τζανόπουλος                                                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

υ1 

k, ℓo  m 

φ Σ2 

m 

Σ1 

http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com/
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

 

Α. Επειδή η κρούση είναι ελαστική ισχύουν: 

. . άp p       (Αρχή διατήρησης της ορμής) 

. . άK K      (Επειδή Εαπωλειών = 0) 

Οι παραπάνω σχέσεις παίρνουν τη μορφή: 

2 2 2

1 1 2 1 22p p p p p          (σύμφωνα με το παραπάνω σχήμα)           (1)        

2

1

2

p

m

2

1

2m

p


 2

2

2m

p



  (αφού 

2 2 2 2

2 2 2

m m p

m m

 
  )                                       (2) 

 

Οι (1) και (2) συναληθεύουν:  

i. αν συνφ = 0, δηλαδή αν φ = 90
o
, ή  

ii. αν 1 0,p   δηλαδή αν 2 1p p   

Η δεύτερη περίπτωση όμως ισχύει στη μετωπική ελαστική κρούση. Καταλήγουμε, 

επομένως, στο συμπέρασμα ότι φ = 90
ο
. 

Παρατηρείστε ότι οι δύο σχέσεις (1) και (2) είναι ουσιαστικά μία, που παίρνει τη 

μορφή:  

                                                  2 2 2

1 1 2       

Έτσι, αν χρειαστούμε τις τελικές ταχύτητες των δύο σωμάτων χρειαζόμαστε, εκτός 

από την αρχική ταχύτητα, και άλλο ένα δεδομένο. 

 

Β. 1. 
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Δείξαμε πριν ότι οι ταχύτητες των δύο σωμάτων, μετά από μια τέτοια κρούση, είναι 

κάθετες μεταξύ τους. Αφού το Σ2 κινείται κατά μήκος του άξονα του ελατηρίου, το Σ1 

θα κινηθεί, όπως φαίνεται στο σχήμα που προηγείται, κάθετα προς αυτόν.  

Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής χωριστά στους δύο άξονες Οx και Οψ. 
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Β.2.  Για την ταλάντωση που θα κάνει το Σ2 ισχύουν τα παρακάτω: 
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Β.3.  Οι συναρτήσεις, των οποίων η γραφική παράσταση παρατίθεται πιο κάτω, είναι: 

2 21

2
0,5K Km        (το Κ σε Joule και το υ σε m/s) 

22 2 0,5 0,5
1 1

2 2
U E K m m          (το U σε Joule και το υ σε m/s) 
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

1. Στην παραπάνω γραφική παράσταση φαίνονται και οι τιμές της ταχύτητας για τις 

οποίες η δυναμική και η κινητική ενέργεια είναι ίσες. Μπορείτε να αποδείξετε ότι 

γενικά ισχύει: 
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2. Η άσκηση είναι μια προέκταση της άσκησης 5.41 σελ. 180 
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