
  

21Η ΠΑΓΚΥΠΡΙΑ ΟΛΥΜΠΙΑ∆Α ΦΥΣΙΚΗΣ 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ– Α΄ ΦΑΣΗ 

Κυριακή, 14 Ιανουαρίου, 2007                                                               Ώρα: 10:00 - 13:00 
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ΘΕΜΑ 1  (12 µον

Ένα σώµα µάζας
πάνω σε λεί
επίπεδο και τη χρ
t=0 αρχίζει να 
επίδραση οριζόν
F, που µεταβάλ
χρόνο όπως φ
σχήµα.  
α) Να βρείτε την 
αποκτά το σώµα
στιγµή t=8s.         
β) Να βρείτε τη µέ
γ) Εάν µετά τη χρ
ακίνητο σώµα διπ
του σώµατος που
δ) Εάν το οριζόν
µεταξύ της κάτω ε
συντελεστή στατικ
ποια θα ήταν η απ
 
 
ΘΕΜΑ 2  (10 µον

∆ύο πολύ µικρές 
συνδέονται µεταξ
βρίσκονται στο έδ
κέντρα τους συµπ
αρχική ταχύτητα, 
αµελητέα και το τέ
α) Να βρείτε το µέ
β) Να γίνει σε β
µπάλας Α σε συν
φθάνει στο µέγιστ
γ) Να βρείτε την α
στο µέγιστο ύψος.
Το δοκίµιο αποτελείται από επτά (7) θέµατα. 
α απαντήσετε σε όλα τα θέµατα και ερωτήµατα. 
 η χρήση µη προγραµµατιζόµενης υπολογιστικής µηχανής. 
Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 

α γράφετε ευανάγνωστα µε µελάνι µπλε ή µαύρο. 
∆ίνεται : επιτάχυνση της βαρύτητας: g=10 m/s2. 
ΕΝΩΣΗ ΚΥΠΡΙΩΝ ΦΥΣΙΚΩΝ
άδες) 

 10kg ηρεµεί 
ο οριζόντιο 
ονική στιγµή 
δέχεται την 

τιας δύναµης 
λεται µε το 
αίνεται στο 

ταχύτητα που 
 τη χρονική 

                                                                                                 (µον. 3) 
γιστη ταχύτητα που αποκτά το σώµα.                                     (µον. 3) 
ονική στιγµή t=8s, το σώµα συγκρούεται κεντρικά και πλαστικά µε 
λάσιας µάζας, να υπολογίσετε το ποσοστό της κινητικής ενέργειας 

 θα µεταβιβαστεί στο δεύτερο σώµα.                                       (µον. 3) 
τιο επίπεδο δεν ήταν λείο, αλλά ο συντελεστής τριβής ολίσθησης 
πιφάνειας του σώµατος και του οριζόντιου επιπέδου ήταν  ίσος µε το 
ής τριβής µεταξύ των δύο επιφανειών,  και ίσος µε  0,4 , να βρείτε 
άντηση του ερωτήµατος β).                                                    (µον. 3) 

άδες) 

(αµελητέων διαστάσεων) µπάλες Α και Β µε µάζα 0,1Kg , η κάθε µία, 
ύ τους µε αβαρές και µη εκτατό νήµα µήκους 65cm. Οι µπάλες 
αφος και εφάπτονται, ώστε να µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα 
ίπτουν. Τη χρονική στιγµή t=0 δίδουµε στη µπάλα Α κατακόρυφη 
προς τα πάνω, µέτρου 7m/s. Θεωρήστε την αντίσταση του αέρα 
ντωµα του σχοινιού ακαριαίο. 
γιστο ύψος που θα φθάσει η µπάλα Α.                                    (µον. 4) 
αθµολογηµένους άξονες η γραφική παράσταση της ταχύτητας της 
άρτηση µε το χρόνο, από τη χρονική στιγµή t=0 µέχρι τη στιγµή που 
ο ύψος.                                                                                     (µον. 3) 
ρχική ενέργεια του συστήµατος και την ενέργεια του όταν βρίσκεται 
 Να δικαιολογήσετε τα αποτελέσµατά σας.                              (µον. 3)  
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ΘΕΜΑ 3  (6 µονάδες) 

Στο σχήµα φαίνεται σώµα µάζας m που κρέµεται από το ένα άκρο αβαρούς και µη 
εκτατού νήµατος µήκους . Το σώµα συνδέεται και µε το άκρο οριζόντιου αβαρούς 
ελατηρίου σταθεράς K. Το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος όταν το νήµα είναι 
κατακόρυφο. 

l

 
 
 l
 
 

K  m 
 
 
 
α) Να δείξετε ότι εάν το σώµα εκτραπεί λίγο ώστε η γωνία που θα σχηµατίζει το 
τεντωµένο νήµα µε την κατακόρυφο να είναι µικρότερη των 5ο τότε το σώµα, όταν 
αφεθεί ελεύθερο, θα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση (Α.Α.Τ.).                        (µον. 3)                  
β) Να  βρείτε  την  περίοδο της ταλάντωσης του σώµατος σε συνάρτηση µε τα µεγέθη  
m, , K και g.                                                                                                        (µον. 3) l
                                                                                                    
 
ΘΕΜΑ 4  (20 µονάδες) 

Τα σώµατα Σ1 και Σ2 του σχήµατος έχουν µάζες 2Kg και 4Kg αντίστοιχα και είναι 
συνδεδεµένα µε αβαρές οριζόντιο ελατήριο φυσικού µήκους 21cm  και σταθεράς  
12N/m. Αρχικά το σύστηµα ισορροπεί πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 
Αποµακρύνουµε τα σώµατα τραβώντας τα, οπότε το ελατήριο επιµηκύνεται κατά 
d=12cm, και τη χρονική στιγµή t=0 τα αφήνουµε ταυτόχρονα  ελεύθερα.  
 
 
 

Σ1 Σ2

 
 
 
α) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα σηµείο στο ελατήριο το οποίο παραµένει  συνεχώς 
ακίνητο και να βρείτε τη θέση του.                                                                        (µον. 3) 
β) Να δείξετε ότι τα σώµατα θα εκτελούν Α.Α.Τ. και να βρείτε τα πλάτη της κάθε 
ταλάντωσης.                                                                                                         (µον. 4)  
γ) Να βρείτε την περίοδο της ταλάντωσης του κάθε σώµατος.                            (µον. 4)  
δ) Να βρείτε τη χρονική στιγµή που τα δυο σώµατα θα βρίσκονται για πρώτη φορά 
στην πιο κοντινή απόσταση µεταξύ τους.                                                             (µον. 3) 
ε) Να γράψετε την εξίσωση κίνησης του σώµατος Σ2 παίρνοντας ως αρχή µέτρησης 
της θέσης του, το ακίνητο σηµείο του ελατηρίου και θετική φορά προς τα δεξιά.(µον. 3) 
στ) Να  σχεδιάσετε στο ίδιο διάγραµµα και σε βαθµολογηµένους άξονες τη θέση του 
κάθε σώµατος ως προς το ακίνητο σηµείο σε συνάρτηση µε το χρόνο και σε αυτό να 
σηµειώσετε την απάντηση του ερωτήµατος δ).                                                    (µον. 3)  
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ΘΕΜΑ 5  (16 µονάδες) 

Μικρή σφαίρα Σ, η οποία θεωρείται σηµειακή, 
µάζας 0,5Kg, αφήνεται ελεύθερη να ολισθήσει 
από την κορυφή λείου τεταρτοκυκλίου ακτίνας 
R=1,2m. Τη χρονική στιγµή που φτάνει η σφαίρα 
στο κατώτατο σηµείο του ηµικύκλιου, φτάνει και η 
οµογενής ράβδος ΟΑ, µήκους  ℓ=1,2m και µάζας 
M=3,5Kg, η οποία έχει αφεθεί  ελεύθερη από την 
οριζόντια έση, και κινείται στο κατακόρυφο 
επίπεδο.  

0,8m 

O

θ   

Η κρούση της σφαίρας µε τη ράβδο είναι πλαστική.  Η περιστροφή της ράβδου γίνεται 
χωρίς τριβές, γύρω από ακλόνητο, οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το άκρο της, Ο. 
Να υπολογίσετε: 
α) Το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας του κάτω άκρου της ράβδου ακριβώς πριν την 
κρούση µε τη µικρή σφαίρα.                                                                                 (µον. 4) 
β) Το µέτρο της στροφορµής της µικρής σφαίρας ως προς τον άξονα περιστροφής της 
ράβδου ακριβώς πριν η σφαίρα συγκρουσθεί µε τη ράβδο.                                (µον. 4) 
γ) Τη µεταβολή της στροφορµής της µικρής σφαίρας ως προς τον άξονα περιστροφής 
της ράβδου εξαιτίας της κρούσης της µε τη ράβδο.                                              (µον. 4) 
δ) Το ποσοστό επί τοις εκατό, της απώλειας κινητικής ενέργειας εξαιτίας της κρούσης 
των δύο σωµάτων.                                                                                               (µον. 4) 
(∆ίνεται: Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα Ο δίνεται από τη σχέση: 

21 .
3

I Mρ = l ). 

 
 
ΘΕΜΑ 6  (12 µονάδες) 

Η οµογενής ράβδος του σχήµατος, η οποία έχει µήκος 1,2m και µάζα 0,8kg, ισορροπεί 
οριζόντια. Η ράβδος είναι στερεωµένη σε οριζόντιο άξονα Ο, γύρω από τον οποίο 
µπορεί να περιστρέφεται κατακόρυφα χωρίς τριβές.  Ένα κοµµάτι πλαστελίνης µάζας 
0,2Kg αφήνεται να πέσει από ύψος 0,8m πάνω από τη ράβδο και προσκολλάται στη 
ράβδο σε απόσταση 0,5m από τον άξονά της.  
 
 
 
 
 
 
 
Ζητούνται: 
α) Η αρχική γωνιακή ταχύτητα της ράβδου (αµέσως µετά την κρούση).              (µον. 4) 
β) Η απώλεια κινητικής ενέργειας κατά την κρούση.                                            (µον. 4) 
γ) Η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου όταν αυτή γίνει κατακόρυφη.                        (µον. 4) 
(∆ίνεται: Η ροπή αδράνειας της ράβδου γύρω από τον άξονα Ο δίνεται από τη 

σχέση: 21I M.
12

= l  ). 

 
 
 
 

Β 

Σ Ο Α
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ΘΕΜΑ 7  (24 µονάδες) 

Στο ελατήριο του σχήµατος, σταθεράς 50N/m, στερεώνουµε το σώµα Σ1 µάζας 0,3kg 
και πάνω σ’ αυτό τοποθετούµε το σώµα Σ2, µάζας 0,15Κg. Στη συνέχεια σπρώχνοντας 
µε το χέρι µας  τα σώµατα προς  τα κάτω τα κατεβάζουµε κατά 10cm, και τη χρονική 
στιγµή t=0, αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο.  
 
 

Σ2  
Σ1  Α

 
10cm  

 
 
 
 
 
 
Ζητούνται: 
α) Η θέση στην οποία το Σ2 χάνει επαφή µε το Σ1.                                               (µον. 4) 
β) Η χρονική στιγµή κατά την οποία χάνεται η επαφή µεταξύ τους.                     (µον. 8) 
γ) Η χρονική στιγµή κατά την οποία το Σ1 φθάνει στο µέγιστο του ύψος.            (µον. 8) 
 
δ) Καθώς κατεβάζαµε προς τα κάτω το σύστηµα (σπρώχνοντας τα σώµατα µε το χέρι 
µας), το σύστηµα κέρδιζε ελαστική δυναµική ενέργεια και έχανε βαρυτική δυναµική 
ενέργεια. Να αποδείξετε ότι συνολικά η δυναµική ενέργεια του συστήµατος  αυξανόταν 
και ότι η αύξηση αυτή ήταν ίση µε ½ Κy2, όπου y είναι η αποµάκρυνση από την αρχική 
θέση Α.                                                                                                         (µον. 4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΤΕΛΟΣ 
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ΕΝΩΣΗ ΚΥΠΡΙΩΝ ΦΥΣΙΚΩΝ 
21Η ΠΑΓΚΥΠΡΙΑ ΟΛΥΜΠΙΑ∆Α ΦΥΣΙΚΗΣ 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ - Α΄ ΦΑΣΗ 
 
Κυριακή, 14 Ιανουαρίου, 2007                                                               Ώρα: 10:00 - 13:00 
 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ 1 

 
  
 
 
 
 
 
 
 

360 120 240 240 τελ αρ∆ = − = ⇒ ∆ = ⇒ −P P Nm P P
0

8240 . 240 10υ == ⇒ = ⇒t sm 8. 24 0υ = =t s  

8 24 /υ =⇒ =t s m s                                                                                                (µονάδες 3) 

 
β)  Η µεγαλύτερη µεταβολή στην ορµή είναι 

6360 αρ=∆ = ⇒ −t sP Nm P P
0

6360 . 360 10υ == ⇒ = ⇒t sm 6. 36 0υ = =t s 6 max36 /υ υ=⇒ = =t s m s  

                                    (µονάδες 3) 
γ)  Η ταχύτητα µε την οποία κινείται η µπάλα είναι 24 m/s 
 
 
 
 
 
 
 

Επειδή 0 . ( 2 ).τελ αρχεξ υΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
ur ur ur

K K
mF P c P P m m m V V

3 m
.

3
υυ ⇒ =KV (µονάδα 1) 

To ποσοστό της κινητικής ενέργειας του σώµατος που θα µεταβιβαστεί στο δεύτερο 

σώµα, δίνεται από το λόγο 2

1

K

K

E

E
µετα

πριν

.   

2

1

1
2K

K

E

E
µετα

πριν

=
.2 m

2

.
3

1
2

υ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. m

2

2

2.

.

υ

υ
=

2
9

υ
2 ( 22,2%)
9

= =                                                            (µονάδες 2) 

 
 
 

120 

60 

-60 

-120 

0 
t (s) 

F(N) 

2 4 10 6 8

Ε1 

Ε2 

α) Από το γενικευµένο δεύτερο 
νόµο του Newton 

.∆
Σ = ⇒ ∆ = Σ ∆

∆
PF P F t
t

 έχουµε ότι 

το εµβαδό στη γραφική 
παράσταση F=f(t) δίνει τη 
µεταβολή της ορµής. 

1
6.120 360

2
= =E ,   2 2.60 120= =E  

ΜΕΤΑ την κρούση ΠΡΙΝ την κρούση 

( )⊕  

VK υ1=24m/s υ2=0m/s 
m 2m 

1 2 
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δ)  Αν 0, 4 . . . . 0, 4.10.10 40 40T N B m g T Nολ στ στ στ στ στ στµ µ µ µ µ= = ⇒ = = = = = ⇒ =   

                                                                                                                                      (µονάδα 1) 
Αυτό σηµαίνει ότι το σώµα αρχίζει να κινείται όταν πάνω του ασκηθεί δύναµη µεγαλύτερη 
από 40Ν. Η µέγιστη τιµή της ταχύτητα πάλι θα είναι τη χρονική στιγµή t=6s. Τώρα επειδή 
ασκούνται δύο δυνάµεις µας ενδιαφέρει η Συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται  
πάνω στο σώµα, έτσι η γραφική παράσταση ΣF=f(t) είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2 

α) Οι σφαίρες Α και Β είναι σηµειακές. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η σφαίρα Α εκτελεί κατακόρυφη κίνηση προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα 0 7 /A m sυ = . 
Όταν φτάσει στη θέση όπου το νήµα τεντώνει (θέση 1)  έχουµε: 

0 1
20 1 0 1 1

0 1 0 1
0

2 2
0 0 1 1

(1)
1
21 1

2 2

A A
A A

A A A A
A

A

gt gt t
g

g
g g

y t gt t gt

υ υυ υ υ υ
υ υ υ υυ

υ υ

− ⎫= − ⇒ = − ⇒ = ⎪ ⎛ ⎞− −⎪⇒ = − ⇒⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪= − ⇒ = − ⎪⎭

l

l

 

(µονάδα 1) 
2

0 12 2 2oA A Ag υ υ υ= −l 2
0 12oA A Aυ υ υ+ + 2 2 2

1 1 0 2 7 2.10.0,65 6A A A gυ υ υ− ⇒ = − ⇒ − =l  

1 6 /A m sυ⇒ =  

Όπου υ1Α η ταχύτητα που έχει η σφαίρα Α όταν φτάσει στη θέση όπου τεντώνει το νήµα. 
(θέση 1) 

Από την σχέση (1) 1 1
7 6 0,1 0,1
10

t t s−
= = ⇒ =  . Όπου t1 ο χρόνος που χρειάζεται να φτάσει 

στη θέση 1. 
Επειδή το τέντωµα του νήµατος είναι ακαριαίο, κατά το τέντωµα του νήµατος ισχύει η 
Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής.  

( ) 1
1

0,1.6 0,60 3
0,1 0,1 0,2

A A
A A A B K K

A B

mF P c P P m m m V V
m m

π µεξ
υυΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ = = = =
+ +

ur ur ur
 

3 /KV m s⇒ =                                                                                                                (µονάδα 1) 
 

80 

ΣF (N) 

t (s) 2 6 4 0 

80 

ΣF (N) 

t (s) 2 6 4 0 

E 

Το εµβαδό Ε ισούται µε 4.80 160
2

= =E  

160 τελ αρ∆ = ⇒ −P Nm P P
0

6

160

. 160 10υ =

=

⇒ = ⇒t sm 6. 16 0υ = =t s

  

'
6 max16 /υ υ=⇒ = =t s m s                  (µονάδες 2) 

hmax

Ε∆=0

Β Α t=0s 

0 7 /A m sυ =  

A 

B 

0,65m=l  

Θέση (1) 

Θέση (2) A 

B 

0,65m=l  

d
έδαφος 
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Όταν τεντωθεί το νήµα και πάλι η κίνηση είναι κατακόρυφη βολή προς τα πάνω.  

20 2 2 2 2

2 2
0 2 2

0 (2)
1 3 0,45
2 2 201 1

2 2

K
K

K K K
K

K

Vgt V gt t
g V V Vd V g d

g g g
y t gt d V t gt

υ υ

υ

⎫= − ⇒ = − ⇒ = ⎪ ⎛ ⎞⎪⇒ = − ⇒ = = =⎬ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪= − ⇒ = − ⎪⎭

 

0,45d m⇒ = .  Όπου το  d η απόσταση από τη θέση 1 µέχρι το ανώτατο σηµείο της 
τροχιάς του συστήµατος.                                                                                          (µονάδα 1)                   
Το µέγιστο ύψος hmax  που θα φτάσει η µπάλα  Α ισούται µε: 

max max0,65 0,45 1,1 1,1h d h m= + = + = ⇒ =l                                                              (µονάδα 1) 
 
β) Αφού τεντωθεί το νήµα ο χρόνος που χρειάζεται για να  φτάσει το σύστηµα στην 
ανώτατη του θέση  (θέση 2) είναι: 

2 2
3 0,3

10
KVt t s
g

= = ⇒ =                                                                                               (µονάδα 1) 

 
 
 

 
 
 
 
 
                        
                         (µονάδα 2) 
 
γ) Θεωρούµε ότι το επίπεδο µηδενικής Βαρυτικής Ενέργειας  είναι το έδαφος. 
 

 
( ) ( ) ( )1 11

KE E E
συστ συστ συστολ αρχ αρχ∆= +

0 2 2
0

1 1. .0,1.7 2,45 2,45
2 2A A Km E J

συταρχυ= = = ⇒ =   (µονάδα 1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
. . . . 0,1.10.0, 45 0,1.10.1,1 1,1 0, 45 1,55

A B A A A BE E E m g h m g h
συστολ ∆ ∆= + = + = + = + =

( )2
1,55E J

συστολ⇒ =                                                                                                                  (µονάδα 1) 

Η µεταβολή της ενέργειας ισούται µε 1,55 2, 45 0,9E E J∆ = − ⇒ ∆ = − . ∆ηλαδή υπάρχει 

απώλεια ενέργειας 0,9 J, η οποία χάνεται κατά το τέντωµα του σχοινιού.           (µονάδα 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,4 0,1 0,2 0,3 0,5 0,6 t (s) 

2 

4 

6 

8 

υ (m/s) 

0 
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ΘΕΜΑ 3 

α)  
 
 
 
 
 
 
 

(µονάδα 1) 

Εκτρέπουµε το σφαιρίδιο κατά µικρή γωνία ( 05ϑ p ). Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις στο 
σφαιρίδιο σε µια τυχαία θέση και βρίσκουµε την συνισταµένη δύναµη στη διεύθυνση της 
κίνησης. 

.0y
m gF S B Sσυνϑ
συνϑ

Σ = ⇒ = ⇒ =
 

. .. ( . . . ) ( . . . ) ( )x
m g x m gF S F K x m g K x m g K x K xεληµϑ ηµϑ εϕϑ
συνϑ

Σ = − − = − − = − + = − + = − +
l l  

                                                                                                                                    (µονάδα 1) 
Παρατηρούµε ότι η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα έχει µέτρο ανάλογο µε 
το µέτρο της αποµάκρυνσης από τη Θέση Ισορροπίας και µε  φορά προς τη Θέση 
Ισορροπίας, άρα είναι ∆ύναµη επαναφοράς και έτσι το  σώµα εκτελεί Γραµµική Αρµονική 
Ταλάντωση.                                                                                                                 (µονάδα 1) 
 
β) Είναι της µορφής  .F D xεπ = − . 

2
2

2

. . 4. . .. . 2
. .

m g m g m g mD K m K m K T
T m g K
πω π= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =

+
l

l l l l
 

                                                                                                                                   (µονάδες 3) 

 

ΘΕΜΑ 4 

 
 
 
 
α) Αφού στο σύστηµα 0F P cσυστεξΣ = ⇒ =

ur
 και αρχικά ήταν ακίνητο 

( )1 20 . 0 0KM KMP m mσυστ υ υ= ⇒ + = ⇒ =
ur

                                                                  (µονάδες 1) 
Επειδή το Κέντρο Μάζας παραµένει ακίνητο (ως να ήταν καρφωµένο στο πάτωµα) είναι 
σαφές ότι το κάθε σώµα ταλαντώνεται µε την επίδραση του µέρους του ελατηρίου δεξιά / 
αριστερά του Κέντρου Μάζας. Η θέση του Κέντρου Μάζας είναι: 

 
1 1 2 2 0 0

2 0
1 1 2 2 1 1 2 0 1 1 1 1

1 2

. . .
. 4.21. . . .( ) 0,14 0,14

6

K K K
mm m m m m

m m

= =

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = = ⇒ =
+

l l l

l
l l l l l l l l

 

και   2 20, 21 0,14 0,07 7m cm= − ⇒ = =l l . Οι αποστάσεις αυτές είναι από το Κέντρο 

Μάζας.                                                                                                                       (µονάδες 2) 
 

05
x

ϑ

ηµϑ εϕϑ⇒ = =

p

l

 

K 

l  

m 
K 

l

m 

ϑ  

S Sσυνϑ

Sηµϑ

Fελ

B 

x 

Σ1 Σ2 

ΚΜ 

10l  
20l  
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β) Σε τυχαία θέση  1 2 1 1 2 2 1 2( )F F K x K x K x x Kx= = − = − = − + = −                                                     
(µονάδα 1) 
Παρατηρούµε ότι η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα έχει µέτρο ανάλογο µε 
το µέτρο της αποµάκρυνσης από τη Θέση Ισορροπίας και µε  φορά προς τη Θέση 
Ισορροπίας, άρα είναι ∆ύναµη επαναφοράς και έτσι το  σώµα εκτελεί Γραµµική Αρµονική 
Ταλάντωση.                                                                                                                 (µονάδα 1) 
 
Για οποιαδήποτε θέση για το ΚΜ ισχύει: 

0 0
1 1 0 0 1 1

1

0 0
2 2 0 0 2 1

2

. 12.0,21. . 18 18 /
0,14

. 12.0,21. . 36 36 /
0,7

KK K K K N m

KK K K K N m

= ⇒ = = = ⇒ =

= ⇒ = = = ⇒ =

l
l l

l

l
l l

l

 

Το κάθε σώµα εκτελεί ταλάντωση µε το µέρος του ελατηρίου 1l  και 2l  αντίστοιχα. 

1 01 1 01
01 02 01 01 01 01

01 02

. .
18 36 18 36(0,12 ) 18 36(0,12 )

F K x K x
x x x x x x

x x d
Σ = = ⎫

⇒ = ⇒ = − ⇒ = −⎬+ = ⎭
 

01 01 01 0118 432 36 54 4,32 0,08 8x x x x m cm⇒ = − ⇒ = ⇒ = =                                      (µονάδα 1) 

02 020,08 0,12 0,04 4x x m cm+ = ⇒ = =                                                                      (µονάδα 1) 

γ) Η περίοδος για το σώµα Σ1  1
1 1

1

2 2 22 2
18 3 3

mT T s
K

π ππ π= = = ⇒ =                (µονάδα 2) 

 

Η περίοδος για το σώµα Σ2    2
2 2

2

4 2 22 2
36 3 3

mT T s
K

π ππ π= = = ⇒ =                 (µονάδα 2) 

 
δ)  Αφού τα δύο σώµατα κινούνται µε διαφορά φάσης π θα  είναι στην πιο κοντινή 

απόσταση σε χρόνο 1,05 1,05
2 3 3
Tt t s sπ π

∆ = = = ⇒ ∆ = =                                  (µονάδες 3) 

 

ε) ( )
2 22 0 0 2 0 2. 7 4. 3.

2
x x t x t πηµ ω ϕ ηµ ⎛ ⎞= + + ⇒ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
l   

2 2
T
π πω ω= ⇒ =

.3
2π

3 /rad sω⇒ =                                                                           (µονάδες 3) 

 
στ)  
 
 
 
 
                 

                                                                                                Η περίοδος 
2 2,1
3

T s sπ
= = . 

 
  
 
                                                                                                                                  (µονάδες 3) 
 

1 14 8. (3 3 )
2

x t πηµ= − + +  

2 7 4. (3 )
2

x t πηµ= + +  

Τα δύο σώµατα θα  είναι 
στην πιο κοντινή απόσταση 

π/3 2π/3 

x (cm) 

t (s) 
π/6 π/2 

3 
6 
9 

12 

0 
-3 
-6 
-9 

-12 
-15 
-18 
-21 
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ΘΕΜΑ 5 
α)  
 
 
 
 
 
 

(µονάδες 2) 

Έτσι . 5.1,2 6 6 m
s

υ ω υ= = = ⇒ =l                                                                              (µονάδα 1)  

β) Με τη εφαρµογή της Αρχής ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για τη µετακίνηση 
της σφαίρας από τη θέση Α στην θέση Β. 

A B AM M KE E E ιν= ⇒
0

A B AKE E Eυν ιν υν∆ ∆+ = +
0
 

m⇒
1. . .
2

g R m= 2. 2. 2.10.1,2 24 4,9 4,9 mgR
s

υ υ υ⇒ = = = = ⇒ =                  (µονάδες 2) 

Η σφαίρα εκτελεί κυκλική κίνηση µε κέντρο το σηµείο Ο. Έτσι: 
2.. . 0,5.4,9.1, 2 2,94 2,94 Kg mL m R L

s
υ= = = ⇒ =                                                    (µονάδες 2) 

γ) Επειδή το σύστηµα είναι µονωµένο ως προς την περιστροφή των σωµάτων γύρω από 
τον άξονα περιστροφής της ράβδου,  έτσι: 
L L L L Lαρχ τελ σϕ ραβ τελ= ⇒ + =
ur ur ur ur ur

 
Θεωρούµε ότι η θετική φορά είναι προς τα µέσα της  σελίδας. Έτσι: 

2 2 2

2 2 2

1 1. . . . . . . . .
3 3

1 12,94 .3,5.1,2 .5 .3,5.1,2 0,5.1,2 5,46 2,4. 2,275
3 3

L I I m R M M m

rad
s

σϕ ραβ συστ µ µ

µ µ µ

ω ω υ ω ω

ω ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = ⇒ − + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ − + = + ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

l l l

 

                                                                                                                                      (µονάδες 2) 
Για τη µεταβολή της στροφορµής της σφαίρας έχουµε: 

( ). . . . . .( . )L L L L m R m R m Rµετ πρινσφ σϕ σϕ σϕ µ π µ πυ υ ω υ∆ = − ⇒ ∆ = − − = +
uur ur ur

l  
2.0,5.1, 2.(2, 275.1, 2 4,9) 4,58 4,58 Kg mL L

sσϕ σϕ⇒ ∆ = + = ⇒ ∆ =                            (µονάδες 2) 

δ) Το ποσοστό επί τοις εκατό της απώλειας κινητικής ενέργειας εξαιτίας της κρούσης των 
δύο σωµάτων. 

. .

. .

1
2

% .100K
E EEa

E E
συστ συστ

συστ συστ

αρ τελ

ολ ολ

−∆
= = =

2 1. .
2

Iσυστ µετω
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1.
2

mυ + 2. .

1
2

Iραβ πρινω
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1.
2

mυ + 2

.100
. .Iραβ πρινω

(µονάδες 2) 

( ) ( )2 2 2

2 2

2, 4.2, 275 0,5.4,9 1,68.5 12, 42 54% .100 .100 77%
0,5.4,9 1,68.5 54

a
− + −

⇒ = = =
+

              (µονάδες 2) 

M⇒ g l 1 1. .
2 3

M= 2.l 2. Mω + .g l

3

1
2 6
⇒ 2.

2
gω =l

3 3.10 5 5
1, 2

g rad
s

ω ω⇒ = = = ⇒ =
l

Α

Β Ε∆ΥΝ=0

Ο Με τη εφαρµογή της Αρχής ∆ιατήρησης 
της Μηχανικής Ενέργειας για τη 
µετακίνηση της ράβδου από τη θέση Α 
στην θέση Β. 

A B AM M KE E E ιν= ⇒
0

A B AKE E Eυν ιν υν∆ ∆+ = +  

21 . .
2 2

Mg I Mgρ ω= +
l

l                         (µονάδα 1) 
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ΘΕΜΑ 6 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α) Για το κοµµάτι πλαστελίνης εφαρµόζοντας την Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής 
Ενέργειας. 

A B AM M KE E E ιν= ⇒
0

A B AKE E Eυν ιν υν∆ ∆+ = +
0
 

m⇒
1. . .
2

g h m= 2. 2. . 2.10.0,8 16 4 4B B B
mg h
s

υ υ υ⇒ = = = = ⇒ =                       (µονάδα 1)              

Η ταχύτητα υΒ  είναι η ταχύτητα που έχει η πλαστελίνη όταν φτάνει στη  ράβδο. 
Η πλαστελίνη προκαλεί περιστροφή στη ράβδο . 
Επειδή ΣΜ=0 ισχύει η Αρχή ∆ιατήρηση της Στροφορµής. 

2
2

0 0 0 2
2

. ... . . . . ( . ).
.12 .

12

B
B B

m RML L m R I m R m R
M m R

αρχ αρχ συστ
υυ ω υ ω ω= ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
+

ur ur l

l
 

0 02
2

0, 2.4.0,5 0, 4 0, 4 2,74 2,74 /
0,8.1, 2 0,096 0,05 0,1460, 2.0,5

12

rad sω ω= = = = ⇒ =
++

           (µονάδες 3) 

β) 
2

2 2 2 2 2
0 0

1 1 1 . 1. . . ( . ). .
2 2 2 12 2K K K B B

ME E E I m m R m
τελ αρχ συστ ω υ ω υ∆ = − = − = + −

l
               (µονάδες 2) 

 
2

2 2 21 0,8.1,2 1( 0,2.0,5 ).2,74 .0,2.4 0,548 1,6 1,052 1,052
2 12 2K KE E J⇒∆ = + − = − = − ⇒ ∆ = −  

Άρα η απώλεια κατά την κρούση είναι 1,052 J.                                                      (µονάδες 2)  

γ) 
2

2 2 0
0

. 2. . .1 1. . . . . .
2 2BM M

I m g RE E I I m g R
I

συστ
συστ συστ

συστ

ωω ω ω
Γ Γ Γ

+
= ⇒ = − ⇒ =           (µονάδες 2) 

20,146.2,74 2.0, 2.10.0,5 3,1 21, 23 4,61 /
0,146 0,146

rad sω ωΓ Γ

+
⇒ = = = ⇒ =         (µονάδες 2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,8m 

O 

Α 

Β Β

Γ

O
R 
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ΘΕΜΑ 7 

Α.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Β  η θέση όπου το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος. 
Γ  η Θέση Ισορροπίας του σώµατος Σ1. 
Α  η Θέση Ισορροπίας του συστήµατος των σωµάτων Σ1 και Σ2. 
∆  η Ακραία Θέση της Γ.Α.Τ. που εκτελεί το σύστηµα των σωµάτων Σ1 και Σ2. 
Ε Τυχαία Θέση  
 
α) Στην Τυχαία Θέση Ε έχουµε  (βλέπε αρχικό σχήµα) για το Σ2: 

2 2 2 2. . .F m a N B m a N B m aΣ = ⇒ − + = ⇒ = −  
Χάνει η επαφή όταν  0N = .  

2 2 2 2 20 . 0 .N B m a B m a m= ⇒ − = ⇒ = ⇒ 2.g m= − 2
2. . gy yω

ω
⇒ = −                     (µονάδες 2) 

Χάνει επαφή όταν 2

gy
ω

= − . 

Ταλαντώνονται και τα δύο σώµατα µαζί και έτσι:  
2 2

1 2
1 2

( ). KK m m
m m

ω ω= + ⇒ =
+

 

1 2
2

.( ) 10g m mgy
Kω
+

= − = − = −
.(0,3 0,15)

5 0
+ 0,09 0,09y m= − ⇒ = −  

Το σώµα χάνει επαφή 0,09m (9cm) πάνω από  τη Θέση Ισορροπίας.               (µονάδες 2) 
 
β)  Α΄ τρόπος 
Η εξίσωση ταλάντωσης του συστήµατος των δύο σωµάτων είναι: 

0 0( ) (1)y y tηµ ω ϕ= +  

0 0 00 0,1 0,1 0,1 (0 ) 1
2

t y m πηµ ϕ ηµϕ ϕ= → = + ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =  

1 2

50 10,54 10,54 /
0,3 0,15

K rad s
m m

ω ω= = = ⇒ =
+ +

 

Από  την ένα 0,1 (10,54 ) 0,1 (10,54 )
2 2

y t y tπ πηµ ηµ= + ⇒ = +   y σε m και t σε s. (µονάδες 4) 

Αφού χάνει επαφή στη θέση 0,09y m= −  έχουµε ότι: 
4 .

1 1 10,09 0,1 (10,54 ) (10,54 ) 0,9 10,54 1,57 4,26
2 2

o

t t t
τεταρτπ πηµ ηµ= + ⇒ + = ⇒ + =  

1 0, 255t s⇒ =                                                                                                               (µονάδες 4) 

Σ2 

Σ1 

Ν 

( )+  

Α
Β2 

Β 

∆ 

Ε 
Γ 

10cm 

Σ2 

Σ1 

Σ1 
e1 

e2 

Fελ 

B1 

F’ελ 

Βολ 

y1Ε∆=0 
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Β΄ τρόπος 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              (µονάδες 2) 
 
Γ΄ τρόπος 
Χρόνος µέχρι να χάσει επαφή το Σ2: 

'
1

2 2, 0,6 0,15
4 10,54 4
T Tt t T T s sπ π

ω
= + = = ⇒ = ⇒ =                                           (µονάδες 4) 

' ' ' '
0. 0,09 0,1. 10,54 10,54 0,9 10,54 1,12 0,106y y t t t t t sηµω ηµ ηµ= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

1 10,15 0,106 0,256t t s= + ⇒ =                                                                                  (µονάδες 4) 
 
 
γ) Όταν το σώµα Σ2 χάνει επαφή, η Θέση ισορροπίας της ταλάντωσης αλλάζει η Θέση 
Ισορροπίας. 
Για τη Θέση Γ , η οποία είναι Θέση Ισορροπίας για το σώµα Σ1 , έχουµε ότι: 

1
1 1 1 1 1

. 0,3.100 . . 0,06 0,06
50

m gF B F m g K e e e m
KελΣ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = = ⇒ =  

Για τη Θέση Α , η οποία είναι Θέση Ισορροπίας για το σύστηµα των σωµάτωνΣ1 και Σ2 , 
έχουµε ότι:  

' 1 2
1 2 1 2 2 2 2

( ). 0, 45.100 ( ). . 0,09 0,09
50

m m gF B B F m m g K e e e m
Kελ
+

Σ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = = = ⇒ =

                                                                                                                                      (µονάδα 1) 
Όταν χάνει επαφή το Σ2  το συσσωµάτωµα έχει ταχύτητα: 

2 2 2 2
1 0 1 110,54 0,1 0,09 0,46 0,46 /y y m sυ ω υ= − = − = ⇒ =                                     (µονάδα 1) 

Αυτή η ταχύτητα είναι και η ταχύτητα του σώµατος Σ2, αµέσως µετά, αλλά η 
αποµάκρυνση από τη Θέση Ισορροπίας είναι διαφορετική από προηγουµένως, διότι η 
Θέση Ισορροπίας άλλαξε. 

2 1 1 2 2( ) 0,09 (0,09 0,06) 0,06 0,06y y e e y m= + − = − − = ⇒ =                                     (µονάδα 1) 
Επίσης αλλάζει και η κυκλική συχνότητα ω, αφού αλλάζει η µάζα του ταλαντωτή. 

2
1 2 2 2

1

50. 12.91 12,91 /
0,3

KK m rad s
m

ω ω ω= ⇒⇒ = = ⇒ =                                       (µονάδα 1) 

2 2 2

2 2
2 2 2 21

2 1 2 0 2 0 2 02 2
2

0, 46 0,06 0,07 0,07
12,91

y y y y y mυυ υ ω
ω

= = − ⇒ = + = + = ⇒ =   (µονάδα 1) 

 
Η εξίσωση ταλάντωσης του σώµατοςΣ1 µετά  που θα χάσει επαφή ο σώµα Σ2 είναι: 

0 0( ) (1)y y tηµ ω ϕ= +  
3 .

0 0 00 0,06 0,06 0,07. (0 ) 0,86 4.17t y m rad
ο εταρτ

ηµ ϕ ηµϕ ϕ
Τ

= → = + ⇒ + = + ⇒ = + ⇒ =  

 
 

0,09 0,9 1,12
0,1

radηµϕ ϕ= = ⇒ =                       (µονάδες 2) 

Η συνολική γωνιακή µετατόπιση που διανύει στην 
αντίστοιχη κυκλική κίνηση είναι:  

1

1,12 2,69
2

.

rad

t t

ολ ολ
πϕ ϕ

ϕϕ ω
ω

= + ⇒ =

= ⇒ =

1 1
2,69 0,255 0,255

10,54
t t s⇒ = = ⇒ =                    (µονάδες 4) t=0 

+ 
φ 

+0,1 

-0,09 

+0,1 
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Α΄τροπος 
Από  την (1) 0,07. (12,91 4) 0,07. (12,91 4,17)y t y tηµ ηµ= + ⇒ = +   y σε m και t σε s.   
                                                                                                                                    (µονάδα 1)                    
Όταν φτάνει στην ανώτατη θέση  0,07y m= −  έχουµε ότι: 

2 2 20,07 0,07. (12,91 4,17) (12,91 4,17) 1 12,91 4,17 3
2

t t t πηµ ηµ− = + ⇒ + = − ⇒ + =  

2 0,042t s⇒ =                                                                                                                 (µονάδα 1) 
Άρα η χρονική στιγµή κατά την οποία το Σ1  φτάνει στο µέγιστο του ύψος είναι:                                      

1 2 0, 255 0,042 0,322 0,297x xt t t t s= + = + = ⇒ =                                                       (µονάδα 1) 
 
Β΄ τρόπος   Οι τελευταίες τρεις µονάδες µπορεί να δοθούν  και έτσι; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Γ΄τροπος 
 
Η νέα Θέση Ισορροπίας είναι κατά y2 πιο πάνω από τη Θέση Α. 

2
2 2 2 2

. 1,5. . 0,03
50

m gm g K y y y m
K

= ⇒ = = ⇒ =    Άρα τη στιγµή της απώλειας επαφής, το Σ1, 

βρίσκεται κατά 0,09-0,03=0,06m=6cm  πάνω από τη Θέση Ισορροπίας. Ο χρόνος t2 που 
µεσολαβεί από τη στιγµή  της απώλειας επαφής µέχρι το Σ1 να φτάσει στο µέγιστο ύψος 

είναι 
'

'
2 4

Tt t= − ,  ' '1 0,32 2 0, 48
50

mT T s
K

π π= = ⇒ =  

' ' ' '0,06 0,07. 12,9 12,9 0,857 12,9 1,029 0,08t t t t sηµ ηµ= ⇒ = ⇒ = ⇒ =                          (µονάδα 1) 
'

'
2 2

0, 487 0,08 0,042 0,042
4 4
Tt t t s= − = − = ⇒ =                                                              (µονάδα 1) 

                                                     (µονάδα 1) 

 

Β. ( )2 2
1 2 2 2

1 1( ). . . . . .
2 2

E m m g y K y e K e∆
⎡ ⎤∆ = − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2
1 2

1 1( ). . . .
2 2

E m m g y K y∆∆ = − + + + . . 2K 2
2 2

1. . . .
2

y e K e+ 2
2

1 . .
2

K e−  

1 2( ). .E m m g y∆∆ = − + 2
2

1 . . . .
2

K y K y e+ + 2

1 2 2

1 . .
2( ). .

E K y
m m g K e

∆

⎫
⎪⇒ ∆ =⎬
⎪+ = ⎭

                                   (µονάδες 4) 

ΤΕΛΟΣ 

t=0 

+ 
φ 

+0,07 

-0,06 

-0,07 
2 2

0,06 6 1,03
0,07 7

radηµϕ ϕ= = ⇒ =                          (µονάδα 1)   

Η γωνιακή µετατόπιση που διανύει στην αντίστοιχη κυκλική 
κίνηση είναι:  

2 21,03 0,54
2

radπϑ ϑ= − ⇒ =  

2
2 2 2 2 2

2

. 0,042 0,042t t t sϑϑ ω
ω

= ⇒ = = ⇒ = .         (µονάδα 1) 

 Άρα η χρονική στιγµή κατά την οποία το Σ1  φτάνει στο 
µέγιστο του ύψος είναι:                                                                

1 2 0, 255 0,042 0,322 0,297x xt t t t s= + = + = ⇒ =  (µονάδα 1) 

1 2 0, 256 0,042 0, 298 0, 298t t t t sολ ολ= + = + = ⇒ =
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