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3ωρη ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ  ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΗ  ΥΛΗ: Κεφάλαιο 4, Μηχανικό στερεό   

Θέμα Α         (5Χ5 μονάδες) 
Για να απαντήσετε στις παρακάτω ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 1-4 αρκεί να γράψετε στο φύλλο απαντήσεων τον αριθμό 
της ερώτησης και δεξιά από αυτόν το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 

 Α1.   Η ροπή αδράνειας ενός ομογενούς κυκλικού δίσκου ως προς άξονα ο οποίος περνάει από το κέντρο 

του και είναι κάθετος στο επίπεδό του δίνεται από τη σχέση : 21
2cmI M R= ⋅  όπου Μ η μάζα και R η 

ακτίνα του δίσκου. Αν Ι είναι η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα παράλληλο με τον 
προηγούμενο που  εφάπτεται στην περιφέρεια του τροχού τότε ισχύει : 

α. 3 cmI I=    β. 
3
2 cmI I=   γ. cmI I=   δ. 

1
2 cmI I=  

Α2. Το αποτέλεσμα της δράσης ενός ζεύγους δυνάμεων (στο επίπεδο του οποίου δεν ανήκει ο άξονας 
περιστροφής) πάνω σε στερεό σώμα είναι: 

α.  Η μεταβολή της ορμής του στερεού σώματος. 
β.  Η μεταβολή της στροφορμής του στερεού σώματος. 
γ.  Η μεταβολή της ταχύτητας του κέντρου μάζας του στερεού σώματος. 
δ. Εξαρτάται από τον άξονα περιστροφής γύρω από τον οποίο περιστρέφεται ή είναι δυνατόν να 

περιστραφεί το στερεό. 
 
 

Α3.   Ένα μηχανικό στερεό περιστρέφεται γύρω από ακλόνητο άξονα περιστροφής. Αν διπλασιαστεί η 
στροφορμή  του στερεού χωρίς να αλλάξει ο άξονας γύρω από τον οποίο περιστρέφεται τότε η 
κινητική του ενέργεια: 
α. Παραμένει σταθερή    β. Υποδιπλασιάζεται      γ. Διπλασιάζεται δ.  Τετραπλασιάζεται.  

 
Α4.  Στο κλειστό γυμναστήριο του σχολείου πετάμε μια μπάλα μπάσκετ κατακόρυφα προς τα πάνω έτσι 

ώστε να περιστρέφεται γύρω από τον άξονα συμμετρίας της. Αν η αντίσταση του αέρα θεωρείται 
αμελητέα τότε 
α. Η γωνιακή ταχύτητα της μπάλας καθώς ανεβαίνει ελαττώνεται.  
β. Η γωνιακή ταχύτητα της μπάλας καθώς ανεβαίνει αυξάνεται. 
γ. Η περιστροφική κινητική ενέργεια της μπάλας από τη στιγμή που φεύγει από τα χέρια μας μέχρι 

να επιστρέψει διατηρείται σταθερή. 
δ. Η ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας κατά τη διάρκεια της κίνησής της είναι σταθερή. 
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Α5.  Για κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις οι οποίες αναφέρονται στο διπλανό σχήμα σημειώστε στο φύλλο 
απαντήσεων το γράμμα της πρότασης και δεξιά της τη λέξη Σωστή εάν τη θεωρείς σωστή ή τη λέξη 
Λανθασμένη εάν τη θεωρείς λανθασμένη. 

 
α.  Η μεταφορική κίνηση ενός μηχανικού στερεού μπορεί να είναι καμπυλόγραμμη .  
β.  Η ροπή αδράνειας εκφράζει στην περιστροφή ό,τι εκφράζει η μάζα στη μεταφορική κίνηση και,   
     όπως και η μάζα, είναι ένα σταθερό μονόμετρο μέγεθος .   
γ.  Η περίοδος της ιδιοπεριστροφής της Γης είναι σταθερή επειδή η ελκτική δύναμη που δέχεται από 

τον Ήλιο δεν δημιουργεί ροπή, αφού ο φορέας της δύναμης αυτής διέρχεται από το κέντρο μάζας 
της Γης. 

δ.  Στην κύλιση χωρίς ολίσθηση ενός τροχού, το υλικό σημείο που απέχει μεγαλύτερη απόσταση από 
το δάπεδο έχει κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα διπλάσιου μέτρου από την αντίστοιχη ταχύτητα του 
κέντρου μάζας του τροχού. 

ε. Το συνολικό έργο της τριβής που ασκείται σε ένα στερεό το οποίο κυλίεται με ταυτόχρονη 
ολίσθηση είναι μηδενικό. 

 

Θέμα Β     
Β1.  Μία λεπτή ομογενής ράβδος ΟΑ ισορροπεί ακίνητη όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα 

σχηματίζοντας γωνία θ με κατακόρυφο τοίχο (ημθ=0,6 και συνθ=0,8). Στην πρώτη περίπτωση η 
ράβδος δέχεται στο άκρο της Α οριζόντια δύναμη (τάση) Τ1 ενώ στη δεύτερη περίπτωση κατακόρυφη 
δύναμη (τάση) Τ2 τις οποίες ασκούν αβαρή νήματα. 

Τα μέτρα των τάσεων συνδέονται με τη σχέση :  

α.    2 1
4
3

T T=   β.    2 1T T=   γ.   2 1
3
4

T T=  

Α. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.    (1 μονάδα) 

Β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.    (5 μονάδες) 

 

 

Ο Ο

Α Α

θ θ

(I)
(II)
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Β2.  Δύο λεπτές ομογενείς ράβδοι ίδιας μάζας m και μήκους L1 και L2 αντίστοιχα μπορούν να περιστρέφονται 
χωρίς τριβές σε οριζόντιο επίπεδο γύρω από κατακόρυφο ακλόνητο άξονα κάτω από την επίδραση 
οριζόντιας δύναμης σταθερού μέτρου F η οποία ασκείται στο ελεύθερο άκρο τους και είναι διαρκώς 
κάθετη στη ράβδο. Η μία ράβδος περιστρέφεται γύρω από άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
μάζας της ενώ η άλλη γύρω από άξονα ο οποίος διέρχεται από το ένα της άκρο. Οι γωνιακές 
επιταχύνσεις αγων,1 και αγων,2 που αποκτούν οι δύο ράβδοι έχουν ίσα μέτρα. Αν η ροπή αδράνειας μιας 
λεπτής ομογενούς ράβδου μάζας m και μήκους L ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο ο οποίος διέρχεται 

από το κέντρο μάζας της δίνεται από τη σχέση  21
12cmI m L= ⋅     τότε τα μήκη των δύο ράβδων 

συνδέονται με τη σχέση: 

α.    2 1L L=   β.    1
2 2

LL =   γ.   2 12L L=  

(Τα μήκη στο σχήμα είναι σχεδιασμένα τυχαία) 

Α. Να επιλέξετε  τη σωστή απάντηση.     (1 μονάδα) 

Β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.     (5 μονάδες) 

 

Β3.  Ένας λεπτός ομογενής δίσκος μάζας m και ακτίνας R μπορεί να περιστρέφεται 
χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο ακλόνητο άξονα ο οποίος 
διέρχεται από σημείο Γ της περιφέρειάς του. Αρχικά ο δίσκος συγκρατείται 
ακίνητος με την ακτίνα ΓΚ οριζόντια όπως φαίνεται στο σχήμα. Κάποια στιγμή 
αφήνεται ελεύθερος. Τη στιγμή που η ακτίνα ΓΚ γίνεται κατακόρυφη, το μέτρο της 
γραμμικής ταχύτητας του κατώτατου σημείου του δίσκου είναι ίσο με:   

α. 4 gR   β. 2
3

gR
  γ. 4

3
gR

 

όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας. Δίνεται η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς 

άξονα κάθετο στο επίπεδό του ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του Κ :  21
2cmI m R= ⋅  

Α. Να επιλέξετε  τη σωστή απάντηση.     (1 μονάδα) 

Β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.     (6 μονάδες) 

m,L1 m,L2

(I)
(II)

K

K

Γ
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(Η παρακάτω ερώτηση είναι  του συναδέλφου Δ. Μάργαρη από το ylikonet.gr) 

Β4.  Μία κοίλη σφαίρα της οποίας το κέντρο μάζας ταυτίζεται με το γεωμετρικό 
της κέντρο αφήνεται σε σημείο Α ενός κεκλιμένου επιπέδου και ξεκινά να 
κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Στη θέση Β το κέντρο μάζας της σφαίρας έχει 

ταχύτητα μέτρου    
8
7Bu gh=    όπου h η κατακόρυφη απόσταση των δύο 

θέσεων Α και Β. Αν η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα ο οποίος 

διέρχεται από το κέντρο μάζας της είναι 2
cmI m Rλ= ⋅ ⋅    όπου m η μάζα της σφαίρας και R η 

απόσταση του κέντρου της από την εξωτερική της επιφάνεια τότε η τιμή της θετικής σταθεράς λ είναι 
ίση με : 

α. 
5
8

λ =    β. 
6
8

λ =   γ. 
7
8

λ =  

Α. Να επιλέξετε  τη σωστή απάντηση.     (1 μονάδα) 

Β. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.     (5 μονάδες) 

 

(Το θέμα Γ είναι του συναδέλφου Π. Τσουμάκη από το ψηφιακό σχολείο) 

Θέμα Γ         (6+6+7+6  μονάδες) 
Ο τροχός του σχήματος έχει ακτίνα R=0,1m και στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από 

οριζόντιο  ακλόνητο άξονα κάθετο στο επίπεδό του ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του Κ με 
στροφορμή (ως προς Κ) μέτρου L0=20kgm2/s. Η ράβδος ΑΒ του σχήματος είναι αβαρής, έχει μήκος 
d=0,4m και μπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο ακλόνητο άξονα που 
περνά από το σημείο Ο και είναι παράλληλος με τον άξονα περιστροφής του τροχού. Τη χρονική 
στιγμή t0=0 ασκείται στο άκρο Β της ράβδου κατακόρυφη δύναμη μέτρου F=400N με αποτέλεσμα η 
ράβδος να εφάπτεται στον τροχό στο άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί οριζόντια, ενώ ο τροχός, λόγω 
τριβών στο σημείο επαφής με τη ράβδο, επιβραδύνεται και τελικά σταματά. Η τριβή ολίσθησης που 
ασκεί η ράβδος στον τροχό, όσο αυτός περιστρέφεται, έχει μέτρο Τολ=10Ν. Η ροπή αδράνειας του 
τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του είναι Ι=2kg·m2 και ο συντελεστής τριβής ολίσθησης 
μεταξύ τροχού και ράβδου μ=0,1. 

 
 

 
 

 
 

R
K

O
A B
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Γ1.   Να υπολογίσετε την απόσταση (ΑΟ). 

Γ2.  Να υπολογίσετε το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής του τροχού (ως προς το κέντρο του 
Κ) κατά τη διάρκεια της στροφικής του κίνησης. 

Γ3.  Να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του τροχού, τη στιγμή που το μέτρο 
της γωνιακής του ταχύτητας είναι το μισό από το αρχικό. 

Γ4.  Να υπολογίσετε τη χρονική στιγμή στην οποία ο τροχός ακινητοποιείται καθώς και το συνολικό έργο 
των ροπών πάνω στον τροχό από τη στιγμή t=0 έως ότου σταματήσει να κινείται. 

 
(Το θέμα Δ είναι παραλλαγή θέματος του συναδέλφου Ξ. Στεργιάδη από το ylikonet.gr) 

Θέμα Δ         (4+6+4+6+5   μονάδες) 
Το στερεό του σχήματος αποτελείται από δύο ομοαξονικούς κυλίνδρους ακτίνων 
R1=9·10-2m και R2=4·10-2m οι οποίοι έχουν συνενωθεί και έχει μάζα Μ=5,2kg. Το 
στερεό ισορροπεί με τη βοήθεια δύο κατακόρυφων αβαρών και μη εκτατών 
νημάτων (Ν1) και (Ν2) που είναι τυλιγμένα στις περιφέρειες των κυλίνδρων. Η 
επιτάχυνση της βαρύτητας έχει μέτρο g=10m/s2. 

Δ1.  Να υπολογίσετε τα μέτρα των δυνάμεων που ασκούν τα νήματα στο στερεό. 

Δ2. Έστω αγων,1 η γωνιακή επιτάχυνση που αποκτά το στερεό αν κοπεί το νήμα (Ν1) και αγων,2 η γωνιακή 

επιτάχυνση του στερεού αν κοπεί το νήμα (Ν2) . Αν γνωρίζετε ότι αγων,1=αγων,2 (κατά μέτρο) και τα 
νήματα δεν ολισθαίνουν στην περιφέρεια των κυλίνδρων , να αποδείξετε ότι η ροπή αδράνειας του 
στερεού ως προς τον άξονα περιστροφής του υπολογίζεται από τη σχέση    Ι=Μ·R1·R2   . 

Τη χρονική στιγμή t0=0 κόβουμε το νήμα (Ν1) οπότε το στερεό αρχίζει να κατεβαίνει και το νήμα (Ν2) 
παραμένει διαρκώς κατακόρυφο όπως και το επίπεδο του κυλίνδρου. 

 Τη χρονική στιγμή t1=1,3s : 

Δ3.  Να υπολογίσετε τη στροφορμή του στερεού κατά τον άξονα περιστροφής του (2 μονάδες) καθώς και 
την κινητική του ενέργεια (2 μονάδες).  

Δ4.  Να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της περιστροφικής κινητικής ενέργειας (2 μονάδες) και τον 
ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του κέντρου μάζας (2 μονάδες) . Τέλος αφού εξηγήσετε 
γιατί η μηχανική ενέργεια του στερεού διατηρείται σταθερή να χρησιμοποιήσετε την Αρχή 
Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της δυναμικής 
ενέργειας του στερεού σώματος (2 μονάδες).  

K

R1

R2

(N )1 (N )2
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Δ5.  Αν τη χρονική στιγμή t1 το σημείο Ζ είναι το δεξί άκρο της οριζόντιας διαμέτρου του εξωτερικού 
κυλίνδρου, να υπολογίσετε την ταχύτητά του. 

 

Σημείωση: Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε το αποτέλεσμα του ερωτήματος Δ2 στα επόμενα 
ερωτήματα ακόμα κι αν δεν το έχετε αποδείξει. 

 

 

Μια που οι κυλιόμενοι βράχοι είναι το συγκρότημα του στερεού…  

You can’t always get what you want 

But if you try  

Sometimes  

You just might find 

You get what you need   The Rolling Stones 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

3ωρη ΔΟΚΙΜΑΣΙΑ ΣΤΗ ΦΥΣΙΚΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΗ  ΥΛΗ: Κεφάλαιο 4, Μηχανικό στερεό   

Θέμα Α             (5Χ5 μονάδες) 

Για να απαντήσετε στις παρακάτω ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 1-4 αρκεί να γράψετε στο φύλλο απαντήσεων τον αριθμό 
της ερώτησης και δεξιά από αυτόν το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 

 Α1.   Η ροπή αδράνειας ενός ομογενούς κυκλικού δίσκου ως προς άξονα ο οποίος περνάει από το κέντρο 

του και είναι κάθετος στο επίπεδό του δίνεται από τη σχέση : 21
2cmI M R= ⋅  όπου Μ η μάζα και R η 

ακτίνα του δίσκου. Αν Ι είναι η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα παράλληλο με τον 
προηγούμενο που  εφάπτεται στην περιφέρεια του τροχού τότε ισχύει : 

α. 3 cmI I=    β. 
3
2 cmI I=   γ. cmI I=   δ. 

1
2 cmI I=  

Απ: α 

Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Steiner (θεώρημα παραλλήλων αξόνων) έχουμε: 

2 2 2 2 2
cm cm

1 3 1I = I +mR = mR +mR = mR = 3 mR = 3I
2 2 2

⋅  

Α2. Το αποτέλεσμα της δράσης ενός ζεύγους δυνάμεων (στο επίπεδο του οποίου δεν ανήκει ο άξονας 
περιστροφής) πάνω σε στερεό σώμα είναι: 

α.  Η μεταβολή της ορμής του στερεού σώματος. 
β.  Η μεταβολή της στροφορμής του στερεού σώματος. 
γ.  Η μεταβολή της ταχύτητας του κέντρου μάζας του στερεού σώματος. 
δ. Εξαρτάται από τον άξονα περιστροφής γύρω από τον οποίο περιστρέφεται ή είναι δυνατόν να 

περιστραφεί το στερεό. 
Απ: β 

0 0 Lζευγ γωντ σταθ α σταθ ω σταθ σταθΣ = ≠ ⇒ = ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠  

 
Σημείωση: Αν οι δυνάμεις του ζεύγους είναι παράλληλες με τον άξονα η ροπή του ζεύγους κατά τον 
άξονα είναι μηδενική και δεν μεταβάλλει τη στροφορμή του στερεού. Σωστή απάντηση θα ήταν η δ. 
σ’ αυτή την περίπτωση. 
 

Α3.   Ένα μηχανικό στερεό περιστρέφεται γύρω από ακλόνητο άξονα περιστροφής. Αν διπλασιαστεί η 
στροφορμή  του στερεού χωρίς να αλλάξει ο άξονας γύρω από τον οποίο περιστρέφεται τότε η 
κινητική του ενέργεια: 
α. Παραμένει σταθερή    β. Υποδιπλασιάζεται      γ. Διπλασιάζεται δ.  Τετραπλασιάζεται.  

Απ: δ 
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( )

2 2
2

,

22 2 2
2

, ,

1 1
2 2 2

21 1 4 4
2 2 2 2 2

L LK I I
I I

LL L LK I I K
I I I I

στρ αρχ

στρ τελ στρ αρχ

ω

ω

 = ⋅ = ⋅ = 
 

′ ′ ′= ⋅ = ⋅ = = = = 
 

 

 
Α4.  Στο κλειστό γυμναστήριο του σχολείου πετάμε μια μπάλα μπάσκετ κατακόρυφα προς τα πάνω έτσι 

ώστε να περιστρέφεται γύρω από τον άξονα συμμετρίας της. Αν η αντίσταση του αέρα θεωρείται 
αμελητέα τότε 
α. Η γωνιακή ταχύτητα της μπάλας καθώς ανεβαίνει ελαττώνεται.  
β. Η γωνιακή ταχύτητα της μπάλας καθώς ανεβαίνει αυξάνεται. 
γ. Η περιστροφική κινητική ενέργεια της μπάλας από τη στιγμή που φεύγει από τα χέρια μας μέχρι 

να επιστρέψει διατηρείται σταθερή. 
δ. Η ταχύτητα του κέντρου μάζας της σφαίρας κατά τη διάρκεια της κίνησής της είναι σταθερή. 
 
Απ: γ 

Η μπάλα περιστρέφεται γύρω από νοητό άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο μάζας της. Από τη 
στιγμή που φεύγει από τα χέρια μας πάνω της ασκείται μόνο το βάρος της του οποίου η ροπή ως 
προς το κέντρο μάζας είναι μηδενική. Έτσι αγων=0 οπότε η γωνιακή ταχύτητα και επομένως η 
περιστροφική κινητική ενέργεια της μπάλας διατηρούνται σταθερές. 
 

Α5.  Για κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις οι οποίες αναφέρονται στο διπλανό σχήμα σημειώστε στο φύλλο 
απαντήσεων το γράμμα της πρότασης και δεξιά της τη λέξη Σωστή εάν τη θεωρείς σωστή ή τη λέξη 
Λανθασμένη εάν τη θεωρείς λανθασμένη. 

 
α.  Η μεταφορική κίνηση ενός μηχανικού στερεού μπορεί να είναι καμπυλόγραμμη . Σωστή 
β.  Η ροπή αδράνειας εκφράζει στην περιστροφή ό,τι εκφράζει η μάζα στη μεταφορική κίνηση και,   
     όπως και η μάζα, είναι ένα σταθερό μονόμετρο μέγεθος .  Λανθασμένη (δεν είναι σταθερή) 
γ.  Η περίοδος της ιδιοπεριστροφής της Γης είναι σταθερή επειδή η ελκτική δύναμη που δέχεται από 

τον Ήλιο δεν δημιουργεί ροπή, αφού ο φορέας της δύναμης αυτής διέρχεται από το κέντρο μάζας 
της Γης. Σωστή 

δ.  Στην κύλιση χωρίς ολίσθηση ενός τροχού, το υλικό σημείο που απέχει μεγαλύτερη απόσταση από 
το δάπεδο έχει κάθε χρονική στιγμή ταχύτητα διπλάσιου μέτρου από την αντίστοιχη ταχύτητα του 
κέντρου μάζας του τροχού. Σωστή 

ε. Το συνολικό έργο της τριβής που ασκείται σε ένα στερεό το οποίο κυλίεται με ταυτόχρονη 
ολίσθηση είναι μηδενικό. Λανθασμένη (αυτό συμβαίνει με τη στατική τριβή όχι με την ολίσθησης) 
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Θέμα Β     

Β1.  Μία λεπτή ομογενής ράβδος ΟΑ ισορροπεί ακίνητη όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα 

σχηματίζοντας γωνία θ με κατακόρυφο τοίχο (ημθ=0,6 και συνθ=0,8). Στην πρώτη περίπτωση η 
ράβδος δέχεται στο άκρο της Α οριζόντια δύναμη (τάση) Τ1 ενώ στη δεύτερη περίπτωση κατακόρυφη 
δύναμη (τάση) Τ2 τις οποίες ασκούν αβαρή νήματα. 

Τα μέτρα των τάσεων συνδέονται με τη σχέση :  

α.    2 1
4
3

T T=   β.    2 1T T=   γ.   2 1
3
4

T T=  

Σωστή απάντηση είναι η α. 

Ροπή ως προς το Ο όπως φαίνεται και στα σχήματα έχουν στο σχήμα (Ι) το βάρος και η Τ1 και στο 
σχήμα (ΙΙ) το βάρος και η Τ2. Έχουμε: 

1

1 2

2

( ) 1
1 2 1 2 2

( )

( ) : 0 40,8 0,6
3( ) : 0

w

w

I TT L T L T T T
II

τ τ τ
τ τ συνθ ηµθ

τ τ τ

Ο Τ

Τ Τ

Ο Τ

Σ = ⇒ = ⇒ = ⇒ ⋅ / ⋅ = ⋅ / ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ =
Σ = ⇒ = 

 

Β2.  Δύο λεπτές ομογενείς ράβδοι ίδιας μάζας m και μήκους L1 και L2 αντίστοιχα μπορούν να περιστρέφονται 
χωρίς τριβές σε οριζόντιο επίπεδο γύρω από κατακόρυφο ακλόνητο άξονα κάτω από την επίδραση 
οριζόντιας δύναμης σταθερού μέτρου F η οποία ασκείται στο ελεύθερο άκρο τους και είναι διαρκώς 
κάθετη στη ράβδο. Η μία ράβδος περιστρέφεται γύρω από άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
μάζας της ενώ η άλλη γύρω από άξονα ο οποίος διέρχεται από το ένα της άκρο. Οι γωνιακές 
επιταχύνσεις αγων,1 και αγων,2 που αποκτούν οι δύο ράβδοι έχουν ίσα μέτρα. Αν η ροπή αδράνειας μιας 
λεπτής ομογενούς ράβδου μάζας m και μήκους L ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο ο οποίος διέρχεται 

από το κέντρο μάζας της δίνεται από τη σχέση  21
12cmI m L= ⋅     τότε τα μήκη των δύο ράβδων 

συνδέονται με τη σχέση: 

Ο Ο

Α Α

θ θ θ

(I)
(II)

θ

dw dw

dT2

dT1
dT1
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α.    2 1L L=   β.    1
2 2

LL =   γ.   2 12L L=  

(Τα μήκη στο σχήμα είναι σχεδιασμένα τυχαία) 

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Θα εφαρμόσουμε και στις δύο περιπτώσεις τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής για τη στροφική 
κίνηση της ράβδου. Στην περίπτωση (ΙΙ) χρειάζεται να εφαρμόσουμε το θεώρημα του Steiner για να 
υπολογίσουμε τη ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της: 

2
2 2 2 22
2 2 2 22cm

L 1 1 4 1I = I +m = mL + mL mL mL
12 4 12 3

  = = 
 

 

Έχουμε: 

21
1 ,1 1 ,1 ,1

1
1

2 2
2 ,2 2 2 ,2 ,2 1 2

2

,1 ,2

1 6( ) :
2 12

6 31 3( ) : 23
                                 

L FI I a F mL a a
mL

LF FF LII I a F L mL a a mL mLmL
a a

γων γων γων

γων γων γων

γων γων

τ

τ

Σ = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = 
⇒ = ⇒ =Σ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = 


= 

 

 

Β3.  Ένας λεπτός ομογενής δίσκος μάζας m και ακτίνας R μπορεί να περιστρέφεται 
χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο ακλόνητο άξονα ο οποίος 
διέρχεται από σημείο Γ της περιφέρειάς του. Αρχικά ο δίσκος συγκρατείται 
ακίνητος με την ακτίνα ΓΚ οριζόντια όπως φαίνεται στο σχήμα. Κάποια στιγμή 
αφήνεται ελεύθερος. Τη στιγμή που η ακτίνα ΓΚ γίνεται κατακόρυφη, το μέτρο της 
γραμμικής ταχύτητας του κατώτατου σημείου του δίσκου είναι ίσο με:   

α. 4 gR   β. 2
3

gR
  γ. 4

3
gR

 

όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας. Δίνεται η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς 

άξονα κάθετο στο επίπεδό του ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του Κ :  21
2cmI m R= ⋅  

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

m,L1 m,L2

(I)
(II)

K

K

Γ

Ζ

ω
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Υπολογίζουμε καταρχάς τη ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς τον άξονα περιστροφής του 
εφαρμόζοντας το θεώρημα του Steiner: 

2 2 2 2
cm

1 3I = I +mR = mR +mR = mR
2 2

 

Εφαρμόζουμε τώρα το Θεώρημα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας για τη στροφική κίνηση του 
δίσκου μεταξύ των δύο θέσεων του σχήματος (υπάρχει και η δύναμη που δέχεται ο δίσκος από τον 
άξονα η οποία δεν έχει σχεδιαστεί, το έργο της ωστόσο είναι μηδενικό γιατί δεν μετατοπίζει το 
σημείο εφαρμογής της). 

2 2 21 1 3 2
2 2 2 3w F

gK K W W I mgR mR mgR
Rαξτελ αρχ ω ω ω/− / = + ⇒ ⋅ = ⇒ ⋅ = / ⇒ =/ / /  

Το κατώτατο σημείο Ζ του δίσκου απέχει από το Γ απόσταση 2R οπότε για τη γραμμική του ταχύτητα 
έχουμε: 

2

, 2 2 2 4 4
3 3 3
g gR gRu R R
R Rγρ ωΖ = ⋅ = ⋅ = =  

 

Β4.  Μία κοίλη σφαίρα της οποίας το κέντρο μάζας ταυτίζεται με το γεωμετρικό της κέντρο αφήνεται σε 
σημείο Α ενός κεκλιμένου επιπέδου και ξεκινά να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. Στη θέση Β το κέντρο 

μάζας της σφαίρας έχει ταχύτητα μέτρου    
8
7Bu gh=    όπου h η κατακόρυφη απόσταση των δύο 

θέσεων Α και Β. Αν η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 

μάζας της είναι 2
cmI m Rλ= ⋅ ⋅    όπου m η μάζα της σφαίρας και R η απόσταση του κέντρου της από 

την εξωτερική της επιφάνεια τότε η τιμή της θετικής σταθεράς λ είναι ίση με : 

α. 
5
8

λ =    β. 
6
8

λ =   γ. 
7
8

λ =  

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Εφαρμόζουμε για τη σφαίρα το Θεώρημα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας μεταξύ των θέσεων Α 
και Β: 

0B w N TK W W W
στ

− = + +  

Όμως το έργο της κάθετης δύναμης είναι μηδενικό γιατί είναι κάθετη στη μετατόπιση της σφαίρας 
ενώ το έργο της στατικής τριβής είναι επίσης μηδενικό γιατί δεν μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής 
της (αφού αυτό έχει μηδενική ταχύτητα). Έτσι παίρνουμε από την παραπάνω σχέση: 



6 
 

2 2 2 2 2 21 1 1 1 (1 ) 2
2 2 2 2

8 14 14 6(1 ) 2 1 1
7 8 8 8

Bu R

B B B B BI m u mgh mR m u mgh u gh

gh gh

ω

ω λ ω λ

λ λ λ

Β=

⋅ + ⋅ = ⇒ + ⋅ = ⇒ + = ⇒/ / /

+ = ⇒ + = ⇒ = − =
 

 

 

Θέμα Γ              (6+6+7+6  μονάδες) 

Ο τροχός του σχήματος έχει ακτίνα R=0,1m και στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από 
οριζόντιο  ακλόνητο άξονα κάθετο στο επίπεδό του ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του Κ με 
στροφορμή (ως προς Κ) μέτρου L0=20kgm2/s. Η ράβδος ΑΒ του σχήματος είναι αβαρής, έχει μήκος 
d=0,4m και μπορεί να στρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο ακλόνητο άξονα που 
περνά από το σημείο Ο και είναι παράλληλος με τον άξονα περιστροφής του τροχού. Τη χρονική 
στιγμή t0=0 ασκείται στο άκρο Β της ράβδου κατακόρυφη δύναμη μέτρου F=400N με αποτέλεσμα η 
ράβδος να εφάπτεται στον τροχό στο άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί οριζόντια, ενώ ο τροχός, λόγω 

 τριβών στο σημείο επαφής με τη ράβδο, επιβραδύνεται και τελικά σταματά. Η τριβή ολίσθησης που 
ασκεί η ράβδος στον τροχό, όσο αυτός περιστρέφεται, έχει μέτρο Τολ=10Ν. Η ροπή αδράνειας του 
τροχού ως προς τον άξονα περιστροφής του είναι Ι=2kg·m2 και ο συντελεστής τριβής ολίσθησης 
μεταξύ τροχού και ράβδου μ=0,1.  

Γ1.   Να υπολογίσετε την απόσταση (ΑΟ). 

(Στο σχήμα δεν έχουν σχεδιαστεί οι δυνάμεις από τους άξονες και το βάρος του δίσκου) 

Στο σχήμα φαίνονται οι δυνάμεις που ασκεί το ένα στερεό πάνω στο άλλο. Έχουμε δύο ζεύγη 
δράσης-αντίδρασης : Ν-Ν΄ και Τολ-Τ΄ολ . Σύμφωνα με τον τρίτο νόμο του Νεύτωνα είναι Ν=Ν΄ και 
Τολ=Τ΄ολ. 

Όμως είναι  10 0,1 100T N N Nολ µ= ⇒ = ⇒ = Ν    επομένως και Ν΄=100Ν. 

Η ράβδος ισορροπεί ακίνητη επομένως η συνισταμένη των ροπών είναι μηδενική ως προς 
οποιοδήποτε σημείο της. Θέτουμε (ΑΟ)=x. Έχουμε: 

R
K

O

A B

x d-x

ω,L(+)
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( ) Ν (Ο) ( )0 ( ) 100 400(0,4 )

16 32100 160 400 500 160 0,32
50 100

′Ο ′Σ = ⇒ = ⇒ ⋅ = ⋅ − ⇒ = − ⇒

= − ⇒ / = / ⇒ = = =

F O N x F d x x x

x x x x m

τ τ τ
 

Γ2.  Να υπολογίσετε το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής του τροχού (ως προς το κέντρο του 
Κ) κατά τη διάρκεια της στροφικής του κίνησης. 

Εφαρμόζουμε για τον τροχό τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα στη γενικευμένη του μορφή: 

10 0 1 1(K)
( )

dL
R ,  Nm

dt ολΚ Τ ολ= Στ = τ = −Τ ⋅ = ⋅ =  

Γ3.  Να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του τροχού, τη στιγμή που το μέτρο 
της γωνιακής του ταχύτητας είναι το μισό από το αρχικό. 

Υπολογίζουμε την αρχική γωνιακή ταχύτητα του τροχού: 

0
0 10

I
L rad

s
ω = =   οπότε   0

1 5
2

rad
s

ω
ω = =  

Τώρα υπολογίζουμε τον ζητούμενο ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του τροχού: 

1 5 5
dK J

dt s
περ = Στ⋅ω= − ⋅ = −  

Γ4.  Να υπολογίσετε τη χρονική στιγμή στην οποία ο τροχός ακινητοποιείται καθώς και το συνολικό έργο 
των ροπών πάνω στον τροχό από τη στιγμή t=0 έως ότου σταματήσει να κινείται. 

Ο τροχός εκτελεί ομαλά επιβραδυνόμενη περιστροφική κίνηση. Έχουμε: 

0 0
10 10 20

2
t t t t sγων ολ ολ

Στ −
ω=ω +α ⋅∆ ⇒ω=ω + ⋅∆ ⇒ = + ∆ ⇒∆ =

Ι
 

Το ζητούμενο έργο των ροπών είναι ίσο με τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας του τροχού: 

2 2
0

1 10 I 2 10 100
2 2

W W W Jτελ αρχΚ −Κ = Σ ⇒ − ω = Σ ⇒Σ = − ⋅ = −   
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Θέμα Δ              (4+6+4+6+5   μονάδες) 

Το στερεό του σχήματος αποτελείται από δύο ομοαξονικούς κυλίνδρους ακτίνων 
R1=9·10-2m και R2=4·10-2m οι οποίοι έχουν συνενωθεί και έχει μάζα Μ=5,2kg. Το 
στερεό ισορροπεί με τη βοήθεια δύο κατακόρυφων αβαρών και μη εκτατών 
νημάτων (Ν1) και (Ν2) που είναι τυλιγμένα στις περιφέρειες των κυλίνδρων. Η 
επιτάχυνση της βαρύτητας έχει μέτρο g=10m/s2. 

Δ1.  Να υπολογίσετε τα μέτρα των δυνάμεων που ασκούν τα νήματα στο στερεό. 

Το στερεό ισορροπεί οπότε ισχύουν: 

1 2 1 2

2
1 1 2 2 1 2 1

2 2
2 2 1

0 52
40 9 4
9

4 13 4 3652 52 36 16
9 9 9

( )

F T T Mg T T      (1)      και
T

Στ R R T T T     (2)

ό τις (1) και (2) παίρνουμε:
T T

T       και   Τ

Κ

Σ = ⇒ + = ⇒ + =

= ⇒Τ ⋅ = Τ ⋅ ⇒ = ⇒ =

Απ
⋅

+ = ⇒ = ⇒Τ = Ν = = Ν

 

 

Δ2. Έστω αγων,1 η γωνιακή επιτάχυνση που αποκτά το στερεό αν κοπεί το νήμα (Ν1) και αγων,2 η γωνιακή 

επιτάχυνση του στερεού αν κοπεί το νήμα (Ν2) . Αν γνωρίζετε ότι αγων,1=αγων,2 (κατά μέτρο), να 
αποδείξετε ότι η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς τον άξονα περιστροφής του υπολογίζεται από 
τη σχέση     Ι=Μ·R1·R2   . 

 

 

 

 

 

 

Θεωρούμε ότι έχει κοπεί το νήμα (Ν1).  

Εφαρμόζουμε για τη σύνθετη κίνηση του στερεού τον 2ο νόμο του Νεύτωνα τόσο για τη μεταφορική 
κίνηση όσο για την περιστροφική κίνηση γύρω από νοητό άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
μάζας του (έχουμε δικαίωμα να το κάνουμε γιατί ο νοητός αυτός άξονας είναι άξονας συμμετρίας, 
περνάει από το κέντρο μάζας και δεν αλλάζει κατεύθυνση στη διάρκεια της κίνησης).  

K

R1

R2

(N )1 (N )2

K

R1

R2

(N )1 (N )2

K

R1

R2

(N )1

(+)

(+)

aγων,2

acm,2

K

R1

R2

(N )2

(+)

(+)

aγων,1

acm,1
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Επίσης ισχύει 2 1 1 20 0cm , cm cm, ,u u u u u R    οπότε α R   νηµ Λ γ Λ γων= = ⇒ − = ⇒ =ω⋅ = α ⋅  

1 3 1 3 2 1

1
1 3 2 1 3

2

2
2 2

2

cm, cm, ,

,
( ) , ,

,
,

F M Mg T M Mg T M R

R
R

ό τις σχέσεις αυτές παίρνουμε με πρόσθεση κατά μέλη:

Mg M R   (3)
R

γων

γων
Κ γων γων

γων
γων

Σ = ⋅α ⇒ − = ⋅α ⇒ − = ⋅ ⋅α
Ι ⋅α

Στ = Ι ⋅α ⇒Τ ⋅ = Ι ⋅α ⇒Τ =

Απ
Ι ⋅α

= ⋅ ⋅α +

 

Θεωρούμε ότι έχει κοπεί το νήμα (Ν2).  

Εφαρμόζουμε για τη σύνθετη κίνηση του στερεού τον 2ο νόμο του Νεύτωνα τόσο για τη μεταφορική 
κίνηση όσο για την περιστροφική κίνηση γύρω από νοητό άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
μάζας του (έχουμε δικαίωμα να το κάνουμε γιατί ο νοητός αυτός άξονας είναι άξονας συμμετρίας, 
περνάει από το κέντρο μάζας και δεν αλλάζει κατεύθυνση στη διάρκεια της κίνησης).  

1 2 2 10 0N cm ,N cm cm, ,u u u u u R    οπότε α R   νηµ γ γων= = ⇒ − = ⇒ =ω⋅ = α ⋅  

2 4 2 4 1 2

2
2 4 1 2 2

1

2
1 2

1

cm, cm, ,

,
( ) , ,

,
,

F M Mg T M Mg T M R

R
R

ό τις σχέσεις αυτές παίρνουμε με πρόσθεση κατά μέλη:

Mg M R   (4)
R

γων

γων
Κ γων γων

γων
γων

Σ = ⋅α ⇒ − = ⋅α ⇒ − = ⋅ ⋅α
Ι ⋅α

Στ = Ι ⋅α ⇒Τ ⋅ = Ι ⋅α ⇒Τ =

Απ
Ι ⋅α

= ⋅ ⋅α +

 

Από τις σχέσεις (3) και (4) παίρνουμε: 

( )

( )

1 2
2 1 1 2

2 1

2 1 1 2
2 1 2 1

1 2
1 2 1 2

1 2

1 1

, ,
, ,M R  M R   

R R

M R M R M R R
R R R R

R R
M R R M R R

R R

γων γων
γων γων

Ι ⋅α Ι ⋅α
⋅ ⋅α + = ⋅ ⋅α + ⇒

 Ι Ι
⋅ + = ⋅ + ⇒ Ι ⋅ − = ⋅ − ⇒ 

 
−

Ι ⋅ = ⋅ − ⇒ Ι = ⋅ ⋅
⋅

 

Τη χρονική στιγμή t0=0 κόβουμε το νήμα (Ν1) οπότε το στερεό αρχίζει να κατεβαίνει χωρίς το νήμα 
(Ν2) να ολισθαίνει στην περιφέρεια του μικρού κυλίνδρου. 

 Τη χρονική στιγμή t1=1,3s : 

Δ3.  Να υπολογίσετε τη στροφορμή του στερεού κατά τον άξονα περιστροφής του (2 μονάδες) καθώς και 
την κινητική του ενέργεια (2 μονάδες).  
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 Από τη σχέση (3) παίρνουμε: 

1 2 2
2 2 1 2 2 2 2

2 1 2

1 000
13

,
, , ,

MR R g . radMg MR g (R R )
R R R s

γων
γων γων γων

⋅α
= α + ⇒ = + α ⇒α = =

+
 

Υπολογίζουμε τώρα τη γωνιακή ταχύτητα ω1 του στερεού τη χρονική στιγμή t1: 

1 2 1
1 000 1 3 100

13,
. radt ,

sγωνω = α ⋅ = ⋅ =  

Η στροφορμή του στερεού τη χρονική στιγμή t1 είναι: 

2
2 2 2

1 1 1 2 1 5 2 4 10 9 10 10 1 872(K)
kg mL M R R , ,

s
− − ⋅

= Ι ⋅ω = ⋅ ⋅ ⋅ω = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

με φορά από τη σελίδα προς τον αναγώστη. 

Υπολογίζουμε τώρα την κινητική ενέργεια του στερεού: 

( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 4

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 5 2 4 10 13 10 10 135 2
2

K K K M u M R MR R MR R R

K , , J

ολ µετ στρ

− −
ολ

= + = ⋅ + Ι ⋅ω = ⋅ω ⋅ + ω = + ω ⇒

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
 

Δ4.  Να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της περιστροφικής κινητικής ενέργειας (2 μονάδες) και τον 
ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του κέντρου μάζας (2 μονάδες) . Τέλος αφού εξηγήσετε 
γιατί η μηχανική ενέργεια του στερεού διατηρείται σταθερή να χρησιμοποιήσετε την Αρχή 
Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της δυναμικής 
ενέργειας του στερεού σώματος (2 μονάδες).  

Είναι 4
1 1 1 2 1

1 0005 2 36 10 100 144
13

dK . JM R R ,
dt s
περ −

γων γων= Στ⋅ω = Ι ⋅α ⋅ω = ⋅ ⋅ ⋅α ⋅ω = ⋅ ⋅ ⋅ =  

Επίσης 

 

2
1 2 2 1 2 2 1 2 1

4 1 0005 2 16 10 100 64
13

cm,

dK
F u M R M R R M R

dt
dK . J,

dt s

µετ
γων γων

µετ −

= Σ ⋅ = ⋅α ⋅ ⋅ω = ⋅ ⋅α ⋅ ⋅ω = ⋅ ⋅α ⋅ω ⇒

= ⋅ ⋅ ⋅ =
 

Η τάση του νήματος ασκείται σε σημείο με μηδενική ταχύτητα (ίδια με την ταχύτητα του νήματος η 
οποία είναι μηδενική) οπότε η μόνη δύναμη μη μηδενικού έργου η οποία ασκείται στο στερεό είναι 
το βάρος του, δηλαδή συντηρητική δύναμη. Η Μηχανική Ενέργεια του στερεού διατηρείται 
επομένως σταθερή. Έχουμε λοιπόν: 



11 
 

 
0

144 64 208

dK dK dU dU dK dK
K K U

dt dt dt dt dt dt
dU J

dt s

περ µετ βαρ βαρ περ µετ
περ µετ βαρ

βαρ

+ + = σταθ⇒ + + = ⇒ = − − ⇒

= − − = −
 

Δ5.  Αν τη χρονική στιγμή t1 το σημείο Ζ είναι το δεξί άκρο της οριζόντιας διαμέτρου του εξωτερικού 
κυλίνδρου, να υπολογίσετε την ταχύτητά του. 

 

 

Με βάση και το διπλανό σχήμα έχουμε: 

( ) 2 2
1 2 1 1 1 2 1 100 4 10 9 10 5Z cm ,

mu u u R R R R ( )
s

− −
γ Ζ= − = ω ⋅ −ω ⋅ = ω ⋅ − = ⋅ ⋅ − ⋅ = −

δηλαδή έχει φορά προς τα πάνω. 

Σημείωση: Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε το αποτέλεσμα του ερωτήματος Δ2 
στα επόμενα ερωτήματα ακόμα κι αν δεν το έχετε αποδείξει. 

 

Επιμέλεια λύσεων: Σταύρος Ε. Πρωτογεράκης 

 

 

 

 

 

Μια που οι κυλιόμενοι βράχοι είναι το συγκρότημα του στερεού…  

You can’t always get what you want 

But if you try  

Sometimes  

You just might find 

You get what you need   The Rolling Stones 

K

R1

R2

(N )2

(+)

(+)

aγων,2

acm,2

Z

uγ,Ζ

ucm


