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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο: ΚΡΟΥΣΕΙΣ – ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ DOPPLER 

ENOTHTA 1: ΚΡΟΥΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Ερώτηση 1. 

Ένα βλήμα διαπερνά ένα ακίνητο κιβώτιο και η ελάττωση της κινητικής ενέργειας του 
βλήματος είναι 100J . Εάν η ενέργεια που χάθηκε κατά την κρούση είναι 50J  τότε η 
κινητική ενέργεια του κιβωτίου μετά την κρούση είναι: 

α) 0 . 

β) 50J . 

γ) 100J . 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Λύση 

 

Η ελάττωση της κινητικής ενέργειας του βλήματος είναι 100J , άρα 1 100J∆Κ = − . 

H ενέργεια που χάθηκε κατά την κρούση είναι Q 50J= . 

Η κρούση είναι ανελαστική, οπότε η Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας λαμβάνει τη μορφή: 
2 0ά ά ά ά ά

1 2 1 2 1 1 2
ά ά ά ά

1 2 2 1 2 2

K K Q K K Q K K Q 0

K K Q 0 K Q K K 50J 100J K 50J
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Ερώτηση 2. 

Σώμα Σ1 κινούμενο προς ακίνητο σώμα Σ2, ίσης μάζας με το Σ1, συγκρούεται μετωπικά 
και πλαστικά με αυτό. Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας του Σ1 που έγινε 
θερμότητα  κατά την κρούση είναι: 

α) 0. 

β) 25%. 

γ) 50%. 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

Η κρούση είναι πλαστική. Το σώμα Σ1 έχει ταχύτητα μέτρου 1υ  και το σώμα Σ2 είναι 

αρχικά ακίνητο. Ισχύει η αρχή διατήρησης της ορμής: άp pπριν µετ
ολ ολ= ⇒
 

 

ά 1
1 2 1 1P P P m 0 (m m)v m 0 2mv v

2
πριν πριν µετ

συσ

υ
+ = ⇒ υ + = + ⇒ υ + = ⇒ =

  

   (1) 

όπου v το μέτρο της ταχύτητας του 
συσσωματώματος.  
Εφαρμόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας 
στη πλαστική κρούση έχουμε:  
 

2 0ά ά ά ά ά
1 2 1 2 1 1K K Q K K Q K Q Q K

πρινΚ =πριν µετ πριν πριν µετ µετ πριν µετ πριν µετ
ολ ολ σ σ= + ⇒Κ +Κ = + + →Κ = + → = Κ −

 
Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας της Σ1 που έγινε θερμότητα  κατά την 
κρούση είναι: 

2
2 1

ά ά
(1)1 . .

2
21 1 1 1 1
1

1 2mv 2K KQ Q 1 12 41 1 1 1 50%1 2 2m
2

πριν µετ µετ
συσ συσ

πριν πριν πριν πριν

υ
Κ −

= = − = − → = − = − = =
Κ Κ Κ Κ υυ

 

  

πριν
Σ2Σ1

μετά
1υ


v

+

2mm m

 



3 
 

Ερώτηση 3. 

Σώμα Α μάζας mΑ προσπίπτει με ταχύτητα υΑ σε ακίνητο σώμα Β μάζας mΒ, με το οποίο 
συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά. Μετά την κρούση το σώμα Α γυρίζει πίσω με 

ταχύτητα μέτρου ίσου με το 1/3 της αρχικής του τιμής. Ο λόγος των μαζών B

A

m
m

είναι: 

α) B

A

m 1
m 3

= . 

β) B

A

m 1
m 2

= . 

γ) B

A

m 2
m

= . 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

Η κρούση είναι κεντρική και ελαστική, το σώμα Α έχει ταχύτητα μέτρου Aυ  και το σώμα 

Β είναι αρχικά ακίνητο. Άρα η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας Α′υ  του σώματος Α μετά την 

κρούση δίνεται από τον τύπο: 

A
A A

m m
m m

Β

Α Β

−′υ = υ
+

    (1) 

Έστω B
B A

A

m m m
m

= λ⇒ = λ     (2) 

Αντικαθιστώντας στην (1) την τιμή του Bm  από τη (2) προκύπτει: 

A A
A A A A

A

m m 1
m m 1Α

−λ −λ′ ′υ = υ ⇒ υ = υ
+ λ + λ     

(3) 

Εφόσον μετά την κρούση το σώμα Α γυρίζει πίσω με ταχύτητα μέτρου ίσου με το 
1
3

της 

αρχικής του τιμής είναι A A
1
3

′υ = − υ , άρα η (3) γίνεται:

A A
1 1 1 1 3 3 1 2 4 2
3 1 3 1

−λ −λ
− υ = υ ⇒ − = ⇒ − + λ = + λ⇒ λ = ⇒ λ =

+ λ + λ
 

Άρα B

A

m 2
m

= λ =  
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Ερώτηση 4. 

Μεταλλική συμπαγής σφαίρα Σ1 κινούμενη προς ακίνητη μεταλλική συμπαγή σφαίρα Σ2, 
τριπλάσιας μάζας από την Σ1, συγκρούεται μετωπικά και ελαστικά με αυτήν. Το ποσοστό 
της αρχικής κινητικής ενέργειας της Σ1 που μεταβιβάζεται στη Σ2 κατά την κρούση είναι: 

α) 30%. 

β) 75%. 

γ) 100%. 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή η (β) 

Λύση 

Η κρούση είναι κεντρική και ελαστική. Έστω ότι η σφαίρα Σ1 έχει ταχύτητα αλγεβρικής 

τιμής 1υ  και μάζα m1=m και η ακίνητη σφαίρα Σ2 έχει μάζα m2=3m. Η αλγεβρική τιμή της 

ταχύτητας της σφαίρας Σ2 μετά την κρούση δίνεται από τον τύπο: 1
2 1

1 2

2m
m m

′υ = υ
+

    (1)  

Με αντικατάσταση m1=m και m2=3m προκύπτει: 

2 1 2 1 2 1
2m 2m 1

m 3m 4m 2
′ ′ ′υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = υ

+
 

Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που έχει μεταφερθεί από την σφαίρα Σ1 στην 
ακίνητη σφαίρα Σ2 μετά την κρούση είναι: 

2

2 2
ά ά12 2 1

2 2
2

2 21 1 1
1 1 1

1 11 13mm 3K K 32 22 4 =0,75  ή  75%1 1 4m m
2 2

µετ µετ

πριν πριν

 υ′υ υ 
 = = = ⇒ =

Κ υ Κυ υ
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Ερώτηση 5. 

Τρεις μικρές σφαίρες Σ1 , Σ2 και Σ3 βρίσκονται ακίνητες πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο. 

Οι σφαίρες έχουν μάζες 1m m= , 2m m=  και 3m 3m=  αντίστοιχα. Δίνουμε στη σφαίρα 

Σ1 ταχύτητα μέτρου υ1 και συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με τη δεύτερη ακίνητη 
σφαίρα Σ2. Στη συνέχεια η δεύτερη σφαίρα Σ2 συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με τη 
τρίτη ακίνητη σφαίρα Σ3. Η τρίτη σφαίρα αποκτά τότε ταχύτητα μέτρου υ3. Ο λόγος των 

μέτρων των ταχυτήτων 3

1

υ
υ  

είναι: 

α) 
1
3

. 

β) 
1
2

. 

γ) 1. 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Λύση 

Η πρώτη κρούση είναι κεντρική και ελαστική, η σφαίρα Σ1 έχει ταχύτητα αλγεβρικής 

τιμής 1υ  και η σφαίρα Σ2 είναι αρχικά ακίνητη. Άρα η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 2′υ

του σώματος Σ2 μετά την κρούση δίνεται από τον τύπο: 1
2 1

1 2

2m
m m

′υ = υ
+

 

Με αντικατάσταση 1m m= , 2m m=  προκύπτει 2 1 2 1 2 1
2m 2m

m m 2m
′ ′ ′υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = υ

+
    

(1) 
 

Η δεύτερη κρούση είναι κεντρική και ελαστική, η σφαίρα Σ2 έχει ταχύτητα μέτρου 1υ  και 

η σφαίρα Σ3 είναι αρχικά ακίνητη. Άρα η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 3υ  της σφαίρας 

Σ3 μετά την κρούση δίνεται από τον τύπο: 2
3 2

2 3

2m
m m

′υ = υ
+

. 

Με αντικατάσταση 2m m= , 3m 3m=  και 2 1′υ = υ  προκύπτει 

31
3 1 3 1 3

1

2m 2m 1
m 3m 4m 2 2

υυ
υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = ⇒ =

+ υ
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Ερώτηση 6. 

Ένα σώμα μάζας m1 κινείται με ταχύτητα μέτρου υ1 και συγκρούεται κεντρικά και 
ελαστικά με δεύτερο σώμα που είναι αρχικά ακίνητο. Είναι δυνατόν μετά την κρούση η 
ταχύτητα του 1ου σώματος να έχει μέτρο 1 ' 3m / sυ =  ίδιας φοράς με την αρχική του 

ταχύτητα και η ταχύτητα του 2ου σώματος να έχει μέτρο 2 ' 4m / sυ = ; 

α) Ναι. 

β) Όχι. 

γ) Μόνο αν τα σώματα έχουν ίδιες μάζες. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Λύση 

Αφού η κρούση των δύο σωμάτων είναι ελαστική και το δεύτερο σώμα είναι αρχικά 
ακίνητο ισχύουν οι τύποι: 

1 2
1 1

1 2

m m'
m m

−
υ = υ

+
 και 1

2 1
1 2

2m'
m m

υ = υ
+

 

Διαιρώντας τις παραπάνω σχέσεις κατά μέλη έχουμε: 

1 1 2 1 2
1 1 2 1 2 1 2

2 1 1

' m m m m3 6m 4m 4m 2m 4m m 2m
' 2m 4 2m

υ − −
= ⇒ = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −

υ
. 

Αλλά αυτό είναι άτοπο. 

Παρατήρηση: Γενικότερα μετά την ελαστική κρούση δύο μαζών εκ των οποίων το 
δεύτερο σώμα ήταν αρχικά ακίνητο, το πρώτο σώμα θα έχει ταχύτητα μέτρου 
μικρότερου της διπλάσιας από αυτή που θα αποκτήσει το δεύτερο. 
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Ερώτηση 7. 

Σε μία κρούση μεταξύ δύο σωμάτων ισχύει πάντα: 

α) 1 2p p∆ = −∆
 

 

β) 1 2p p∆ = ∆
 

 

γ) 1p 0∆ =


 

όπου 1p∆  η μεταβολή της ορμής του 1ου σώματος και 2p∆  η μεταβολή της ορμής του 2ου 
σώματος. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η α. 

Λύση 

Γνωρίζουμε ότι σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής του συστήματος. 

( )

1 2 1 2

2 2 1 1

2 2 1 1

p ( ) p ( )
p ( ) p ( ) p ( ) p ( )
p ( ) p ( ) p ( ) p ( )

p ( ) p ( ) p ( ) p ( )

πριν μετά

πριν πριν μετά μετά

πριν μετά μετά πριν

μετά πριν μετά πριν

ολ ολ= ⇒

+ = + ⇒

− = − ⇒

− − = − ⇒

 

   

   

   

 

2 1p p−∆ = ∆
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Ερώτηση 8. 

Σε μία ελαστική κρούση  μεταξύ δύο σωμάτων ισχύει πάντα: 

Α) 1 2K K∆ = −∆  

Β) 1 2K K∆ = ∆  

Γ) 1 2K 2 K∆ = ∆  

όπου 1K∆  η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του 1ου σώματος και 2K∆  η μεταβολή της 
κινητικής ενέργειας του 2ου σώματος. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η α. 

Λύση 

Γνωρίζουμε ότι στις ελαστικές κρούσεις ισχύει και η Αρχή Διατήρησης της Κινητικής 
Ενέργειας του συστήματος. 

( )

1 2 1 2

2 2 1 1

2 2 1 1

K ( ) K ( )
K ( ) K ( ) K ( ) K ( )
K ( ) K ( ) K ( ) K ( )

K ( ) K ( ) K ( ) K ( )

πριν μετά

πριν πριν μετά μετά

πριν μετά μετά πριν

μετά πριν μετά πριν

ολ ολ= ⇒

+ = + ⇒

− = − ⇒

− − = − ⇒

 

2 1K K−∆ = ∆  
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Ερώτηση 9. 

Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι είναι δυνατόν η αρχική ορμή ενός συστήματος δύο 
σωμάτων που συγκρούονται πλαστικά να είναι μηδέν, και μετά την κρούση η τελική 
ορμή του συστήματος να είναι μηδέν ενώ η κινητική ενέργεια του συστήματος να είναι 
διάφορη του μηδενός. Ο παραπάνω ισχυρισμός: 

α) είναι ψευδής. 

β) είναι αληθής. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η α. 

Λύση 

Η ορμή είναι μέγεθος διανυσματικό. Αφού πριν την κρούση η ορμή του συστήματος είναι 
μηδέν, αυτό σημαίνει ότι οι ορμές των σωμάτων είναι αντίθετες. 

1 2

2 1

p ( ) 0
p ( ) p ( ) 0
p ( ) p ( )

πριν

πριν πριν

πριν πριν

ολ =
+ = ⇒
= −



 

 

 

Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής του συστήματος. 

p ( ) p ( )
0 p ( )

πριν μετά

μετά
ολ ολ

ολ

= ⇒

=

 



 

Άρα και μετά την κρούση η ορμή του συστήματος θα είναι μηδέν. Το συσσωμάτωμα που 

θα σχηματιστεί μετά την κρούση θα είναι ακίνητο. Συνεπώς, η τελική κινητική ενέργεια 

του συστήματος θα είναι μηδέν. 
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Ερώτηση 10. 

Σώμα μάζας m κινείται οριζόντια με ταχύτητα υ. Στην πορεία του συγκρούεται πλαστικά 
με ακίνητο σώμα μάζας M 3m= . Η απόλυτη τιμή της μεταβολής της ορμής Pολ∆  και της 

κινητικής ενέργειας ολ∆Κ  του συστήματος είναι αντίστοιχα: 

α) p 0ολ∆ =


, 
2mK

3ολ

υ
∆ =   

β) pολ∆
 m= υ , 

2mK
3ολ

υ
∆ = . 

γ) pολ∆


0= , 
23mK

8ολ

υ
∆ = . 

δ) pολ∆
 3m

4
υ

= , 
23mK

8ολ

υ
∆ = . 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής: 

( ) ( )p pολ ολαρχ = τελ
 

 (1) 

Άρα: 

p 0ολ∆ =


 

( )' '
m M m M K K

m m(1) : p p p p m 0 m M V V
m M m 3m

υ υ
+ = + ⇒ υ+ = + ⇒ = = ⇒

+ +
   

KV
4
υ

=  (2) 

( ) 2
m M

1K K K m 0
2ολ αρχ = + = υ + ⇒ ( ) 21K m

2ολ αρχ = υ  (3) 

( ) ( ) ( )
2

(2)' ' 2
m M K

1 1K K K m M V K 4m
2 2 16ολ ολ

υ
τελ = + = + → τελ = ⇒ ( ) 21K m

8ολ τελ = υ  

(4) 

( ) ( )
2 2 2

(3),(4) m m 3mK K K K
8 2 8ολ ολ ολ ολ

υ υ υ
∆ = τελ − αρχ → ∆ = − = − ⇒

23mK
8ολ

υ
∆ =  
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Ερώτηση 11. 

Ένα σώμα μάζας m1 συγκρούεται μετωπικά με δεύτερο ακίνητο σώμα μάζας m2. Aν η 
σύγκρουση θεωρηθεί ελαστική και η αρχική κινητική ενέργεια του m1 είναι Κ1, η κινητική 
ενέργεια που χάνει το m1 είναι: 

α) 
( )

1 2
1 1

1 2

m m
m m

∆Κ = Κ
+

. 

β) 
( )2

1 2
1 1

1 2

m m
2m m
+

∆Κ = Κ . 

γ) 
( )

1 2
1 12

1 2

4m m
m m

∆Κ = Κ
+

. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

2 2 2 2 2
2 21 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

m m m 2m m m m 2m m m1 1 1K ' m ' m m K ' K
2 2 m m 2 m 2m m m m 2m m m

   − − + − +
= υ = υ = υ ⇒ =   + + + + +   

 

Συνεπώς: 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 21

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 2
1 1 2 2

m 2m m m m 2m m mK K K ' K K K 1
m 2m m m m 2m m m

m 2m m m m 2m m mK
m 2m m m

 − + − +
∆ = − = − = − = + + + + 

 + + − + −
= ⇒ + + 

 

( )
1 2

1 1 2
1 2

4m mK K
m m

∆ =
+
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ΘΕΜΑ Γ 

Άσκηση 1. 

Σώμα μάζας M 5kg=  ηρεμεί σε οριζόντιο επίπεδο. Βλήμα κινούμενο 

οριζόντια με ταχύτητα μέτρου 1 100m / sυ =  και μάζας m 0,2kg= , 

διαπερνά το σώμα χάνοντας το 75% της κινητικής του ενέργειας και 

εξέρχεται με ταχύτητα 1′υ


. Να υπολογιστεί: 

α) το μέτρο της ταχύτητας 1′υ


 του βλήματος και της ταχύτητας 2′υ


 
του σώματος αμέσως μετά την έξοδο του βλήματος. 
β) Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήματος που μεταφέρθηκε στο 

σώμα κατά την κρούση. 
γ) Η μεταβολή της ορμής του βλήματος και του σώματος από τη στιγμή που ηρεμούσε το 

σώμα μέχρι την έξοδο του βλήματος. 
δ) Η μέση δύναμη που δέχεται το σώμα κατά τη διάρκεια της διέλευσης του βλήματος, 

αν αυτή διαρκεί t 0,01s∆ = . 

 

α) Η αρχική κινητική ενέργεια του βλήματος πριν τη κρούση είναι: 

Λύση 

2
2

. 1 . .
1 1 mm 0,2kg 100 1000J
2 2 sβλ αρχ βλ αρχ βλ αρχ

 Κ = υ ⇒Κ = ⋅ ⇒Κ = 
 

   

Το βλήμα χάνει το 75% της κινητικής του ενέργειας, άρα η τελική κινητική ενέργεια του 
βλήματος μετά τη κρούση είναι το 25% της αρχικής, οπότε: 

. . . .25% 25% 1000J 250Jβλ τελ βλ αρχ βλ τελ βλ τελΚ = Κ ⇒Κ = ⋅ ⇒Κ =  

Ισχύει: 

.2
. 1 1 1 1 1

21 2 250J m mm 2500 50
2 m 0,2kg s s

βλ τελ
βλ τελ

Κ ⋅′ ′ ′ ′ ′Κ = υ ⇒ υ = ⇒ υ = ⇒ υ = ⇒ υ = . 

Στην περίπτωση αυτή η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας ταυτίζεται με το μέτρο. 

Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο σωμάτων: 

, , 1, 1, 2,p p p 0 p pολ αρχ ολ τελ αρχ τελ τελ= ⇒ + = +
    

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1 1 1
1 1 2 2 2

m m m( )m m
′ ′υ − υ υ − υ′ ′ ′ ′υ = υ +Μυ ⇒ υ = ⇒ υ =

Μ Μ
 

και με αντικατάσταση προκύπτει: 

2 2

m0,2kg (100 50) ms υ = 2
5kg s

⋅ −
′ ′υ = ⇒  
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β) Το ποσοστό της αρχικής κινητικής ενέργειας του βλήματος που μεταφέρθηκε στο 
ακίνητο σώμα κατά την κρούση είναι: 

2

2
2

.
2

2.
1

1 m1 5kg 2K 10J2 s2 0,01   ή    1%1 1000J1 mm 0,2kg 1002 2 s

σωµ τελ

βλ αρχ

 ⋅′Μυ  
 = = = =

Κ  υ  
 

 

 
γ) Η μεταβολή της ορμής του σώματος είναι: 

άp p pµετ πριν
σωµ σωµ σωµ∆ = −
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

'
2

m kg mp 0 p 5kg 2 p 10
s sσωµ σωµ σωµ

⋅
∆ = Μυ − ⇒ ∆ = ⋅ ⇒ ∆ =    με φορά προς τα δεξιά. 

Η μεταβολή της ορμής του βλήματος είναι: 
άp p pµετ πριν

βλ βλ βλ∆ = −
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1
m m kg mp m ' m p 0,2kg 50 0,2kg 100 p -10
s s sβλ βλ βλ

⋅
∆ = υ − υ ⇒ ∆ = ⋅ − ⋅ ⇒ ∆ =  με φορά 

προς τα αριστερά. 
Παρατηρούμε ότι οι δύο μεταβολές είναι αντίθετες. 

 

δ) Εφαρμόζουμε τον 2ο νόμο του Newton για το σώμα, για τη διάρκεια της διέλευσης του 
βλήματος μέσα από αυτό: 

p p
F F

t t
σωµ σωµ∆ ∆

Σ = ⇒ = ⇒
∆ ∆





kg m10
sF

0,01s

⋅

= ⇒ 3F 10 N=  
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Άσκηση 2. 

Σώμα Σ1 μάζας 1m 1kg=  κινείται με οριζόντια ταχύτητα μέτρου 1 12m / sυ =  με 

κατεύθυνση κάθετη σε κατακόρυφο τοίχο και συγκρούεται 

πλαστικά με σώμα Σ2 μάζας 2m 2kg=  που κινείται παράλληλα 

προς τον τοίχο με οριζόντια ταχύτητα 2υ


. Το συσσωμάτωμα 

αποκτά ταχύτητα 1v . Στη συνέχεια το συσσωμάτωμα 

συγκρούεται ελαστικά με τον κατακόρυφο τοίχο. Μετά την 

ελαστική κρούση αποκτά  ταχύτητα μέτρου 2v 4 2m / s= , η 

διεύθυνση της οποίας είναι κάθετη με τη 1v . Οι κινήσεις των 

σωμάτων Σ1, Σ2 και του συσσωματώματος γίνονται στο ίδιο 
οριζόντιο επίπεδο. Να υπολογίσετε:  

α) το μέτρο και την κατεύθυνση της ταχύτητας 1v . 

β) το μέτρο της ταχύτητας 2υ


. 

γ) τη μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος εξαιτίας της ελαστικής κρούσης με τον 
τοίχο. 

δ) το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκήθηκε στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της 
κρούσης, αν η χρονική διάρκεια της κρούσης του συσσωματώματος με τον τοίχο είναι 

t 0,01s∆ = . 

Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2. 
 

α) Θεωρούμε ένα σύστημα δύο ορθοκανονικών  αξόνων: 

Λύση 

Τον x’x παράλληλο στον τοίχο και τον y’y κάθετο στον τοίχο. 

Αναλύουμε την ταχύτητα 1v  σε δύο συνιστώσες και εφαρμόζουμε 

την 

 αρχή διατήρησης της ορμής για την πλαστική κρούση: 

άp pπριν µετ=
 

 

Όταν δύο διανύσματα είναι ίσα, είναι ίσες και οι συνιστώσες 
τους, επομένως η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά για 
κάθε άξονα: 
Στον άξονα x΄x επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα 
πάνω έχουμε:

 

( ) ( )

( )

ά 2 2
x x 2 2 1 2 1x 1x

1 2

2 1x
1x 1x 2 2

mp p 0 m m m v v
m m

2kg 3v2v v     (1)
1kg 2kg 3 2

πριν µετ υ
= ⇒ + υ = + ⇒ = ⇒

+

⋅υ
= ⇒ = υ ⇒ υ =

+

 

Στον άξονα y΄y επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα δεξιά έχουμε: 

Σ2

Σ1
1υ


2υ


1v

2v

1m

2m
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( ) ( ) ( )
ά 1 1

y y 1 1 1 2 1y 1y 1y 1y
1 2

m1kg 12m msp p m 0 m m v v v v 4
m m 1kg 2kg s

πριν µετ
⋅υ

= ⇒ υ + = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

 
Επειδή η κρούση με τον τοίχο είναι ελαστική η κινητική ενέργεια του συστήματος 
διατηρείται. 

ά ά 2 2
1 1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 1K K K K (m m )v 0 (m m )v v v 4 2m / s
2 2

πριν µετ πριν µετ
ολ ολ= ⇒ = ⇒ + + = + ⇒ = =  

Κατά τη διάρκεια της κρούσης με τον τοίχο ασκείται στο σώμα μία οριζόντια δύναμη, 
κάθετη στον τοίχο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Ως εκ τούτου δεν υπάρχει 
δύναμη στον άξονα x’x οπότε η ορμή διατηρείται. Αντίθετα στον άξονα y’y υπάρχει η 

εξωτερική δύναμη F


  οπότε εκεί έχουμε μεταβολή της ορμής. Εφαρμόζοντας την αρχή 
διατήρησης της ορμής του συσσωματώματος στον άξονα x΄x έχουμε: 

ά
x xp pπριν µετ=
 

 

Επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα πάνω, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά:  

( ) ( )1 2 1x 1 2 2x 1x 2x 1 2m m v m m v v v v v+ = + ⇒ = ⇒ ηµθ = ηµϕ⇒ ηµθ = ηµϕ⇒ θ = ϕ  

Όμως  90 2 90 45ο ο οθ + ϕ = ⇒ θ = ⇒ θ =  
Άρα φ=θ=45ο  

 

β) Οπότε έχουμε: 1x 1v v 45ο= ηµ ⇒ 1x
2 mv 4 2

2 s
= ⇒ 1x

mv 4
s

=  

(1) ⇒  1x
2 2 2

m3 43v ms 6
2 2 s

⋅
υ = ⇒ υ = ⇒ υ =   

 

γ) Για τα μέτρα των ταχυτήτων ισχύει: 2x 2v v 45ο= ηµ ⇒ 2x
2 mv 4 2

2 s
= ⇒ 2x

mv 4
s

=  

και 

2y 2v v 45ο= συν ⇒ 2y
2 mv 4 2

2 s
= ⇒ 2y

mv 4
s

=  και 

1y 1v v 45ο= συν ⇒ 1y
2 mv 4 2

2 s
= ⇒ 1y

mv 4
s

=  

Η μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος εξαιτίας της 
ελαστικής κρούσης με τον τοίχο είναι: 

x yp p p∆ = ∆ + ∆
  

 
Για τον άξονα x΄x σύμφωνα με όσα είπαμε παραπάνω ισχύει :  

ά
x x xp p p 0µετ πριν∆ = − =
  

 
Για τον άξονα y΄y: ά

y y yp p pµετ πριν∆ = −
  

  

Επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω 
σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

1v

2v

θ

φ

+x

1yv

1xv

2xv

2yv

F


θ

φ +y
y΄

x΄
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y 1 2 2y 1 2 1y y 1 2 2y 1y

(1)
y y

p (m m )v (m m )v p (m m )(v v )

m m kg mp (1kg 2kg) 4 4 p 24
s s s

∆ = − + − + ⇒ ∆ = − + + ⇒

⋅ ∆ = − + ⋅ + →∆ = − 
   

Άρα η μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος έχει μέτρο 
kg mp 24

s
⋅

∆ =
 

με 

κατεύθυνση κάθετη στον τοίχο και φορά προς τα αριστερά. 
 
δ) Εφαρμόζουμε τον 2ο Νόμο του Newton για τον άξονα y΄y  για όσο χρόνο το 
συσσωμάτωμα βρίσκεται σε επαφή με τον τοίχο: 

y
y

p
F

t
∆

Σ =
∆





 

Επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

y

m24kgp sF F F 2400N
t 0,01s

−∆
= ⇒ = ⇒ = −

∆
 

Άρα το μέτρο της δύναμης F είναι F 2400N=  
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Άσκηση 3. 

Ένα ξύλινο σώμα μάζας 2m 0,96kg=  είναι ακίνητο πάνω σε  

λείο οριζόντιο επίπεδο. Ένα βλήμα μάζας 1m 40g=  κινείται 

οριζόντια με ταχύτητα μέτρου 1 200m / sυ =  και σφηνώνεται στο σώμα, σε βάθος 

d 7,68cm= . Να υπολογιστεί: 

α) το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος μετά την κρούση. 
β) το ποσοστό της μηχανικής ενέργειας που μετατρέπεται σε θερμότητα (να θεωρήσετε 

ότι όλη η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος γίνεται θερμότητα και ότι 
το επίπεδο μηδενικής  δυναμικής ενέργειας είναι το οριζόντιο επίπεδο). 

γ) η μέση δύναμη που ασκεί η σφαίρα στο ξύλο καθώς εισχωρεί σε αυτό. 
δ) η μετατόπιση του συστήματος ξύλο-βλήμα μέχρι να σφηνωθεί το βλήμα στο ξύλο. 
 

α) Έστω 

Λύση 

v  η ταχύτητα του συσσωματώματος που δημιουργείται αμέσως μετά την 
κρούση. Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο 
σωμάτων: 

ά
1 2P P Pπριν πριν µετ

συσ+ =
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, 
επιλέγοντας θετική κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω 
εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

( ) 1 1
1 1 1 2

1 2

mm 0 m m v v
m m

υ
υ + = + ⇒ =

+
 

Με αντικατάσταση m1 =40g=0,04kg , m2=0,96kg και υ1=200m/s, προκύπτει: 

m0,04kg 200 msv v 8
(0,04 0,96)kg s

⋅
= ⇒ =

+
. Το μέτρο συμπίπτει με την αλγεβρική τιμή. 

 
β) Η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος κατά τη κρούση είναι:  

άU U 0ά ά ά ά( U ) ( U )
πριν µετ
ολ ολ

µηχ µηχ

= =πριν µετ πριν πριν µετ µετ πριν µετ
απ απ ολ ολ ολ ολ απ ολ ολΕ = Ε −Ε ⇒ Ε = Κ + − Κ + →Ε = Κ −Κ  

Επειδή όλη η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος γίνεται θερμότητα, 
άQ πριν µετ

απ ολ ολ= Ε = Κ −Κ  

 
Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που μετατρέπεται σε θερμότητα κατά την κρούση 

είναι: 

2
ά ά 1 2

2
1 1

1 (m m )vQ 21 1 1 m 0
2

πριν µετ µετ
ολ ολ ολ

πριν πριν πριν
ολ ολ ολ

+Κ −Κ Κ
= = − = −

Κ Κ Κ υ +
 

Με αντικατάσταση προκύπτει: 
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2

2

1 m(0,04kg 0,96kg) 8
Q 642 s1 1 1 0,04 0,96 96%

0,04 400001 m0,04kg 200
2 s

πριν
ολ

 + ⋅ 
 = − = − = − =

Κ ⋅ ⋅ 
 

  ή   

 
γ) Σε όλη τη διάρκεια της κρούσης το βλήμα ασκεί στο ξύλο μια  

μέση δύναμη F


 και το ξύλο μια αντίθετη δύναμη F′


 (3ος νόμος του 

Newton). Η δύναμη F


 μετακινεί το ξύλο κατά x. Το βλήμα 
μετατοπίζεται κατά d+x. 
Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου-ενέργειας: 

Για το ξύλο: ά 2
2 2 F 2

1W m v 0 F x   (1)
2

µετ πρινΚ −Κ = ⇒ − = ⋅  

Και για το βλήμα: ά 2 2
1 1 F' 1 1 1

1 1W m v m F (d x)   (2)
2 2

µετ πριν ′Κ −Κ = ⇒ − υ = − ⋅ +  

Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (1) και (2): 

F F'2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2
2 1 1 1

1 1 1 1 1 1m v m v m F x F (d x) m v m v m F d
2 2 2 2 2 2

m v m v mF
2d

=′+ − υ = ⋅ − ⋅ + → + − υ = − ⋅ ⇒

− − + υ
=

 

Με αντικατάσταση προκύπτει:  
2 2 20,96 8 0,04 8 0,04 200F N

2 0,0768
− ⋅ − ⋅ + ⋅

= ⇒
⋅

1536F N
0,1536

= ⇒ 4F 10 N=  

 
δ) H μετατόπιση x του συστήματος ξύλο-βλήμα μέχρι να σφηνωθεί το βλήμα στο ξύλο θα 
βρεθεί από τη σχέση (1):  

2

2
2

4

m0,96kg 8
m v s(1) x x x 0,003m 0,3cm

2F 2 10

 ⋅ 
 ⇒ = ⇒ = ⇒

⋅
    ή   
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Άσκηση 4. 

Δυο σφαίρες Σ1 και Σ2, που έχουν μάζες 1m 1kg=  και 

2m 2kg=  αντίστοιχα, κινούνται σε λείο οριζόντιο επίπεδο 

κατά μήκος της ίδιας ευθείας και πλησιάζουν η μια την άλλη 

με ταχύτητες μέτρων 1 6m / sυ =  και 2 9m / sυ = , αντίστοιχα. 

Οι δυο σφαίρες συγκρούονται μετωπικά. Μετά τη κρούση η σφαίρα Σ1 αλλάζει 

κατεύθυνση κινούμενη με ταχύτητα μέτρου 1 14m / s′υ = .  

α) Να υπολογίσετε το μέτρο της ταχύτητας 2′υ


 της σφαίρας Σ2 μετά την κρούση. 

β) Να εξετάσετε αν η κρούση είναι ελαστική. 
γ) Να υπολογίσετε: 

1) την μεταβολή της κινητικής ενέργειας κάθε σφαίρας κατά τη κρούση. Τι 
παρατηρείτε; 
2) την μεταβολή της ορμής κάθε σφαίρας κατά τη κρούση. Τι παρατηρείτε; 

 

α) Επιλέγουμε θετική φορά προς τα δεξιά. Έστω η 

Λύση 

2′υ


 έχει φορά προς τα δεξιά. 

Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο σωμάτων: 
ά ά ά

1 2 1 2p p p p p pπριν µετ πριν πριν µετ µετ
ολ ολ= ⇒ + = +
     

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2 2

2

m m mm m m m
m

′υ − υ + υ′ ′ ′υ − υ = − υ + υ ⇒ υ =  

και με αντικατάσταση προκύπτει: 

2 2

m m m1kg 6 2kg 9 1kg 14
s s s 1m / s

2kg

⋅ − ⋅ + ⋅
′ ′υ = ⇒ υ =  

Επειδή η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας υ2΄ είναι θετική ( 2 0′υ > ) 

συμπεραίνουμε ότι το Σ2 μετά τη κρούση κινείται πράγματι προς 
τα δεξιά. 
 
β) Υπολογίζουμε τη κινητική ενέργεια κάθε σφαίρας πριν και 
μετά τη κρούση. 
Σφαίρα Σ1 πριν τη κρούση: 

2
2

1 1 1 1 1
1 1 mm 1kg 6 18J
2 2 s

πριν πριν πριν Κ = υ ⇒Κ = ⋅ ⇒Κ = 
 

 

Σφαίρα Σ2 πριν τη κρούση: 
2

2
2 2 2 2 1

1 1 mm 2kg 9 81J
2 2 s

πριν πριν πριν Κ = υ ⇒Κ = ⋅ ⇒Κ = 
 

 

Σφαίρα Σ1 μετά τη κρούση: 
2

ά 2 ά ά
1 1 1 1 1

1 1 mm 1kg 14 98J
2 2 s

µετ µετ µετ ′Κ = υ ⇒Κ = ⋅ ⇒ Κ = 
 

 

Σ1

1υ


Σ2

2m1m 2υ


 

Πριν τη κρούση
Σ1

1υ


Σ2

2m1m

2′υ


2υ


Μετά τη κρούση
Σ1

1′υ


Σ2

2m1m

+
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Σφαίρα Σ2 μετά τη κρούση: 
2

ά 2 ά ά
2 2 2 2 2

1 1 mm 2kg 1 1J
2 2 s

µετ µετ µετ ′Κ = υ ⇒Κ = ⋅ ⇒ Κ = 
 

 

Η ολική ενέργεια των δύο σφαιρών πριν τη κρούση είναι: 

1 2K K 18J 81J K 99Jπριν πριν πριν πριν πριν
ολ ολ ολ= Κ +Κ ⇒ = + ⇒ =  

Η ολική ενέργεια των δύο σφαιρών μετά τη κρούση είναι: 
ά ά ά ά ά

1 2K K 98J 1J K 99Jµετ µετ µετ µετ µετ
ολ ολ ολ= Κ +Κ ⇒ = + ⇒ =  

Δηλαδή ισχύει άK Kπριν µετ
ολ ολ=  οπότε η κρούση είναι ελαστική. 

 
γ) 
1) Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Σ1 είναι: 

ά
1 1 1 1 1K 98J 18J 80Jµετ πριν∆Κ = −Κ ⇒ ∆Κ = − ⇒ ∆Κ =  

Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Σ2 είναι: 
ά

2 2 2 2 2K 1J 81J 80Jµετ πριν∆Κ = −Κ ⇒ ∆Κ = − ⇒ ∆Κ = −  

Παρατηρούμε ότι κατά την κρούση η μείωση της ενέργειας της σφαίρας Σ2 είναι ίση με 
την αύξηση της ενέργειας της σφαίρας Σ1. Στην περίπτωση αυτή, ένα μέρος της 
ενέργειας της πιο ‘βαριάς’ σφαίρας Σ2 μεταφέρεται στην πιο ‘ελαφριά’ σφαίρα Σ1. 
 
2) Η μεταβολή της ορμής της σφαίρας Σ1 είναι: 

ά
1 1 1p p pµετ πριν∆ = −
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1 1 1 1 1 1
m m kg mp m m p 1kg 14 1kg 6 p 20
s s s

⋅′∆ = − υ − υ ⇒ ∆ = − ⋅ − ⋅ ⇒ ∆ = −  

Η μεταβολή της ορμής της σφαίρας Σ2 είναι: 
ά

2 2 2p p pµετ πριν∆ = −
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

2 2 2 2 2 2 2
m m kg mp m m ( ) p 2kg 1 2kg 9 p 20
s s s

⋅′∆ = υ − ⋅ −υ ⇒ ∆ = ⋅ + ⋅ ⇒ ∆ =  

Παρατηρούμε ότι οι μεταβολές της ορμής των δύο σφαιρών είναι αντίθετες. Το 
αποτέλεσμα είναι αναμενόμενο αφού η ορμή του συστήματος των σωμάτων διατηρείται, 
άρα θα πρέπει: 

p 0ολ∆ =
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Άσκηση 5. 

Τρεις μικρές σφαίρες Σ1 , Σ2 και Σ3 βρίσκονται ακίνητες 
πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο όπως στο σχήμα. Οι 

σφαίρες έχουν μάζες 1m m= , 2m m=  και 3m 3m=  

αντίστοιχα. Δίνουμε στη σφαίρα Σ1 ταχύτητα μέτρου υ1. 
Όλες οι κρούσεις που ακολουθούν ανάμεσα στις σφαίρες 
είναι κεντρικές και ελαστικές. Να βρεθούν: 
α) ο αριθμός των κρούσεων που θα γίνουν συνολικά.  
Αφού ολοκληρωθούν όλες οι κρούσεις των σφαιρών μεταξύ τους, να υπολογισθεί: 
β) η τελική ταχύτητα κάθε σφαίρας. 
γ) το μέτρο της μεταβολής της ορμής της πρώτης σφαίρας. 
δ) το ποσοστό της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Σ1 που μεταφέρθηκε στη τρίτη 

σφαίρα Σ3. 

Δίνονται: η μάζα 1m 2kg=  και 1 10m / sυ = . 

 

α) Αρχικά η σφαίρα Σ1 συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με τη δεύτερη σφαίρα Σ2 που 
είναι ακίνητη (1η κρούση). 

Λύση 

Επειδή οι δύο σφαίρες έχουν ίσες μάζες ανταλλάσσουν 
ταχύτητες, άρα σφαίρα Σ1 ακινητοποιείται και η Σ2 

αποκτά ταχύτητα ίση με 1υ


. 

Στη συνέχεια η δεύτερη σφαίρα Σ2 συγκρούεται 
κεντρικά και ελαστικά με τη τρίτη σφαίρα Σ3 που είναι 
ακίνητη (2η κρούση). Επειδή m2 < m3 η σφαίρα Σ2 μετά 
τη κρούση θα κινηθεί προς τα αριστερά. 
Έτσι τέλος η δεύτερη σφαίρα Σ2  συγκρούεται κεντρικά 
και ελαστικά με τη πρώτη σφαίρα Σ1 που είναι ακίνητη 
(3η κρούση). 
Συνολικά λοιπόν γίνονται τρεις (3) κρούσεις. 
 
β) Η δεύτερη κρούση είναι κεντρική και ελαστική, η 

σφαίρα Σ2 έχει πριν τη κρούση ταχύτητα 1υ


 και η Σ3 

είναι αρχικά ακίνητη. Έστω 2′υ


 η ταχύτητα της σφαίρας Σ2 και 3υ


 η ταχύτητα της 

σφαίρας Σ3 μετά τη δεύτερη κρούση.  Ισχύει: 

2

3

m m2 1
3 1 3 1 3 1 3m 3m

2 3

2m 2m 2m
m m m 3m 4m 2

=
=

υ
υ = υ →υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ =

+ +
    (1) (φορά προς τα 

δεξιά)  και 

2

3

m m2 3 1
2 1 2 1 2 1 2m 3m

2 3

m m m 3m 2m
m m m 3m 4m 2

=
=

− υ− −′ ′ ′ ′υ = υ →υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = −
+ +

    (2) (φορά προς 

τα αριστερά). 

Σ1

1υ


Σ2 Σ3

2m 3m1m

 

Σ1

1υ


Σ2 Σ3

Μετά την 1η κρούση (Σ1 με Σ2)

Σ1

1υ


Σ2 Σ3

2m 3m1m

1m 2m 3m

Μετά την 2η κρούση (Σ2 με Σ3)

Σ1 Σ2 Σ3

1m 2m 3m2′υ


3υ


Μετά την 3η κρούση (Σ2 με Σ1)

Σ1 Σ2 Σ3

1m 2m
3m1 2′ ′υ = υ

 

3υ


+

+
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Στην τρίτη κρούση επειδή οι δύο σφαίρες έχουν ίσες μάζες ανταλλάσσουν ταχύτητες. 

Άρα η σφαίρα Σ1 αποκτά ταχύτητα 1 2′ ′υ = υ
 

, άρα έχει κατεύθυνση προς τα αριστερά και 

μέτρο (από σχέση 2) 1
1 2 2

υ′ ′υ = υ =  (3) και η σφαίρα Σ2 ακινητοποιείται. 

Με αντικατάσταση στις παραπάνω σχέσεις του μέτρου της ταχύτητας υ1=10m/s 
προκύπτει η τελική ταχύτητα της κάθε σφαίρας: 

Σφαίρα Σ1 1 1

m10 ms 5
2 s

′ ′⇒ υ = ⇒ υ =: (3)  με φορά προς τα αριστερά. 

Σφαίρα Σ2: Έχει ταχύτητα μηδέν. 

Σφαίρα Σ3 3 3

m10 ms 5
2 s

⇒υ = ⇒ υ =: (1)  με φορά προς τα δεξιά. 

 
γ) Η μεταβολή της ορμής της πρώτης σφαίρας Σ1 είναι: 

ά
1 1 1p p pµετ πριν∆ = −
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

(3) 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3mp m m p m m p
2 2
υ υ′∆ = − υ − υ →∆ = − − υ ⇒ ∆ = −    

Με αντικατάσταση προκύπτει:  

1 1

m3 2kg 10 kg msp p 30
2 s

⋅ ⋅ ⋅
∆ = − ⇒ ∆ = −

 
 
δ) Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας της σφαίρας Σ1 που μεταφέρθηκε στη τρίτη 

σφαίρα Σ3 είναι: 

3

1

2

2 2
ά ά 23 3 3

m 3m3 3 3
2m m 2

2 21 1 1
1 1 1

m1 1 3 5m 3mK K 3 75s2 2 75%1 1 100mm m 102 2 s

µετ µετ
=
=πριν πριν

 
υ υ  υ  = → = = = = =

Κ Κ υ  υ υ  
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Άσκηση 6. 

Μια σφαίρα Σ1 μάζας m1 κινείται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο με ταχύτητα 1υ


 και 

συγκρούεται μετωπικά και ελαστικά με ακίνητη σφαίρα Σ2 

μάζας m2 ( )2 1m m> . Μετά την κρούση η σφαίρα Σ2 

συγκρούεται ελαστικά με κατακόρυφο επίπεδο τοίχο, που 
είναι κάθετος στη διεύθυνση της κίνησης των δυο σφαιρών. 

α) Αν ο λόγος των μαζών των δυο σφαιρών είναι 2

1

m
m

λ =  να 

εκφράσετε τις αλγεβρικές τιμές των ταχυτήτων των σφαιρών Σ1 και Σ2 σε συνάρτηση με 

το λ και το μέτρο της ταχύτητας 1υ


. 

 
Να βρεθεί: 
β) για ποιες τιμές του λ η σφαίρα Σ1 μετά τη κρούση της με τη σφαίρα Σ2 κινείται προς τα 

αριστερά. 
γ) για ποια τιμή του λ, η σφαίρα Σ2, μετά τη κρούση της με τον τοίχο θα διατηρεί 

σταθερή απόσταση από την σφαίρα Σ1. 
 
Με βάση την παραπάνω τιμή του λ, να υπολογισθεί: 
δ) ο λόγος της τελικής κινητικής ενέργειας της σφαίρας Σ2, που έχει μετά τη κρούση της 

με τον τοίχο,  προς την αρχική κινητική ενέργεια της σφαίρας Σ1. 
 

α) Η κρούση των σφαιρών Σ1 και Σ2  είναι κεντρική και 

ελαστική, η σφαίρα Σ1 έχει ταχύτητα 

Λύση 

1υ


 και η σφαίρα Σ2 

είναι αρχικά ακίνητη. Άρα η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 

1′υ  της σφαίρας Σ1 μετά την κρούση δίνεται από τον τύπο: 

1 2
1 1

1 2

m m
m m

−′υ = υ
+

    (1) 

και η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 2′υ  της σφαίρας Σ2  

μετά την κρούση δίνεται από τον τύπο:  1
2 1

1 2

2m
m m

′υ = υ
+

    

(2) 

Λύνουμε τη σχέση 2

1

m
m

λ =  ως προς m2: 2 1m m= λ ⋅  (3) 

Από τις σχέσεις (1), (3) προκύπτει: 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

m m m (1 ) 1
m m m (1 ) 1

−λ −λ −λ′ ′ ′υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = υ
+ λ + λ + λ

    

(4) 
 
Από τις σχέσεις (2), (3) προκύπτει: 

1 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 1 1 1

2m 2m 2m 2
m m m m m (1 ) 1

′ ′ ′ ′υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ = υ
+ + λ + λ + λ

    (5) 

Σ1

1υ


Σ2

2m1m

 

Σ1

1υ


Σ2

1′υ


2m1m

1m 2m
2′υ


πριν τη κρούση των σφαιρών Σ1 – Σ2

μετά τη κρούση των σφαιρών Σ1 – Σ2

 



24 
 

β) Για να κινείται η σφαίρα Σ1 προς τα αριστερά πρέπει η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 

της 1′υ


 (σχέση 4), που αποκτά μετά την κρούση της με τη σφαίρα Σ2, να είναι 

αρνητική, οπότε προκύπτει ότι: 

1 1
1(4) 0 1 0 1
1
−λ′⇒ υ = υ < ⇒ −λ < ⇒ λ >
+ λ

  

γ) Το μέτρο της ταχύτητας 1′υ


 είναι: 1 1 1 1
1 1
1 1
−λ λ −′ ′υ = υ ⇒ υ = υ
+ λ + λ

    (6) 

Η σφαίρα Σ2 χτυπά στον τοίχο ελαστικά, άρα ανακλάται με 

ταχύτητα 2υ


 ίσου μέτρου με την ταχύτητα 2′υ


 και αντίθετης 

φοράς, (5)
2 2 2 1

2
1

′υ = υ → υ = υ
+ λ

(7) 

Για να παραμένει σταθερή η απόσταση των δύο σφαιρών μετά 
τη κρούση της σφαίρας Σ2 με τον τοίχο, πρέπει τα μέτρα των 
ταχυτήτων των δύο σφαιρών να είναι ίσα, δηλαδή: 

2 1′υ = υ  (6)
1 1(7)

2 1 2 1 3
1 1

λ −
→ υ = υ ⇒ = λ − ⇒ λ =

+ λ + λ
 

 

δ) Ισχύει: 2 2
2 1

1 1

m m3 m 3m
m m

λ = ⇒ = ⇒ =  

Από τη σχέση (7) με αντικατάσταση του λ=3, προκύπτει: 

1
2 1 2 1 2

2 2
1 1 3 2

υ
υ = υ ⇒ υ = υ ⇒ υ =

+ λ +
 

Ο λόγος της τελικής κινητικής ενέργειας K2 της σφαίρας Σ2, που έχει μετά την κρούση 
της με τον τοίχο, προς την αρχική κινητική ενέργεια K1 της σφαίρας Σ1 είναι: 

2
2

12 112 2
(7)2 2

2 2
21 1 1 1 1

1 1

1 3mm 32K K2 4 0,751 mm
2

 υ υ υ
 = → = = =

Κ Κ υ υυ
 

  

1′υ


1m 2m2υ


πριν τη κρούση της Σ2 με τον τοίχο

μετά τη κρούση της Σ2 με τον τοίχο

1′υ


1m 2m
2′υ


d

+
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Άσκηση 7. 

Σώμα μάζας M 2kg=  ηρεμεί σε οριζόντιο επίπεδο με το οποίο παρουσιάζει συντελεστή 

τριβής ολίσθησης 0,2µ = . Μια μικρή μπάλα μάζας m 100g=  κινούμενη οριζόντια προς 

τα δεξιά, με ταχύτητα μέτρου 1 100m / sυ = , συγκρούεται με το σώμα και επιστρέφει με 

ταχύτητα μέτρου 1 20m / s′υ = . Να υπολογιστεί: 

α) το μέτρο της ταχύτητας υ2΄ του σώματος Μ αμέσως μετά την 
κρούση. 

β) η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο 
σωμάτων κατά τη κρούση. Σε ποιες μορφές ενέργειας  
μετατράπηκε; 

γ) η μετατόπιση του σώματος μάζας Μ μέχρι να σταματήσει εξαιτίας της τριβής του με το 
επίπεδο. 

δ) ο λόγος 
M
m

λ =
 
των μαζών των δύο σωμάτων, αν η κρούση ήταν ελαστική. 

Δίνεται: 2g 10m / s=  

 

α) Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο σωμάτων: 

Λύση 

ά ά ά
1 2 1 2p p p p p pπριν µετ πριν πριν µετ µετ

ολ ολ= ⇒ + = +
     

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1 1 1
1 1 2 2 2

m m m( )m 0 m
′ ′υ + υ υ + υ′ ′ ′ ′υ + = − υ +Μυ ⇒ υ = ⇒ υ =

Μ Μ  
και με αντικατάσταση προκύπτει: 

2 2

m0,1kg (100 20)
s 6m / s

2kg

⋅ +
′ ′υ = ⇒ υ =  

 

β) 
2

2
1

1 1 mm 0 0,1kg 100 500J
2 2 s

πριν πριν πριν
ολ ολ ολ

 Κ = υ + ⇒Κ = ⋅ ⇒ Κ = 
 

   

2 2
ά 2 2 ά ά

1 2

ά

1 1 1 m 1 mm 0,1kg 20 2kg 6 20J 36J
2 2 2 s 2 s
56J

µετ µετ µετ
ολ ολ ολ

µετ
ολ

   ′ ′Κ = υ + Μυ ⇒Κ = ⋅ + ⋅ ⇒ Κ = + ⇒   
   

Κ =
 
Η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων κατά την κρούση 
είναι: 

( ) ( )ά ά άE E U Uπριν µετ πριν πριν µετ µετ
απωλ µηχ µηχ απωλ ολ ολ ολ ολΕ = − ⇒ Ε = Κ + − Κ +  

Επειδή η κρούση των σωμάτων γίνεται στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο ισχύει: άU Uπριν µετ
ολ ολ=  

άρα 
ά 500J 56J 444Jπριν µετ

απωλ ολ ολ απωλ απωλΕ = Κ −Κ ⇒ Ε = − ⇒ Ε =  

M
πριν

μετά

+

1υ


m

M1′υ


m
2′υ
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Κατά την κρούση ένα μέρος της μηχανικής ενέργειας του συστήματος μετατράπηκε 
(υποβαθμίστηκε) σε θερμότητα και (πιθανόν) σε μόνιμη ενέργεια παραμόρφωσης των 
δύο σωμάτων. 
 
γ) Στο σώμα ασκούνται οι δυνάμεις: τριβή 
Τ, βάρος W και η κάθετη αντίδραση από το 
επίπεδο Ν. 
Το σώμα στον άξονα y’y είναι ακίνητο, άρα 

yF 0 N W 0 N W N MgΣ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =


 

Η τριβή έχει μέτρο: T T Mg= µΝ⇒ = µ   

Η τριβή παράγει έργο: TW T x= − ⋅  
 
Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου – 
ενέργειας για τη διαδρομή του σώματος Μ μέχρι να σταματήσει: 

2 2
2 2 2

T 2
M1W W 0 M T x x x

2 2T 2 gολ τ α

′ ′υ υ′∆Κ = ⇒Κ −Κ = ⇒ − υ = − ⋅ ⇒ = ⇒ =
µ

 

Με αντικατάσταση προκύπτει: 

2

2

m6
sx x 9mm2 0,2 10

s

 
 
 = ⇒ =
⋅ ⋅

 

 

δ) Είναι 
M M m
m

λ = ⇒ = λ . 

Επειδή η κρούση είναι ελαστική η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας 1′υ


 της μπάλας μετά την 

κρούση δίνεται από τον τύπο: 

M m 1
1 1 1 1

1

m M m m 1
m M m m 1

=λ ′υ− −λ −λ′ ′υ = υ →υ = υ ⇒ =
+ + λ υ + λ

     

Με αντικατάσταση υ1 = 100m/s  και 1′υ = - 20m/s (επειδή έχει φορά προς τα αριστερά), 

προκύπτει: 

m201 1 1 3s 1 5 5 4 6m1 1 5 2100
s

−−λ −λ
= ⇒ = − ⇒ − −λ = − λ⇒ λ = ⇒ λ =

+ λ + λ
 

  

2′υ


Μ Μ

0υ =

W


N


T


x    
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Άσκηση 8. 

Δύο τελείως ελαστικές σφαίρες με μάζες 1m m 1kg= =  και 2m 3m 3kg= =  αντίστοιχα, 
κινούνται σε λείο οριζόντιο επίπεδο και πλησιάζουν η μία την άλλη με ταχύτητες μέτρου 

1 2 0 10m / sυ = υ = υ = . Να βρείτε: 
α) Τις ταχύτητές των μαζών μετά την κρούση. 

β) Τη μεταβολή της ορμής της m2. 

γ) Το ποσοστό μεταβολής της κινητικής ενέργειας της σφαίρας m2. 

δ) Τη μέση δύναμη που ασκήθηκε στη σφαίρα m1 κατά την κρούση αν αυτή διαρκεί 
χρόνο t 0,02s∆ = . 

 

 

Λύση 

α) Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής. 

( ) ( )
' '

1 2 1 2

p p

p p p p

πριν μετάολ ολ= ⇒

+ = +

 

   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

' '
1 1 2 2 1 1 2 2

' '
0 0 1 2

' '
0 1 2

m m m m

m 3m m 3m

2 3

υ − υ = υ + υ ⇒

υ − υ = υ + υ ⇒

− υ = υ + υ ⇒

 

' '
1 2 03 2υ = − υ − υ  (1) 

Επειδή η κρούση είναι ελαστική η ολική κινητική ενέργεια του συστήματος παραμένει 
σταθερή. Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Κινητικής Ενέργειας. 

( ) ( )
' '

1 2 1 2

2 2 '2 '2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 '2 '2
0 0 1 2

K K

K K K K
1 1 1 1m m m m
2 2 2 2
m 3m m 3m

πριν μετάολ ολ= ⇒

+ = + ⇒

υ + υ = υ + υ ⇒

υ + υ = υ + υ ⇒
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2 '2 '2
0 1 24 3υ = υ + υ  (2) 

( )

( )

2(1) 2 ' '2
0 2 0 2

2 '2 2 ' '2
0 2 0 0 2 2

'2 '
2 0 2

' '
2 2 0

(2) 4 3 2 3

4 9 4 12 3

12 12 0

12 0

→ υ = − υ − υ + υ ⇒

υ = υ + υ + υ υ + υ ⇒

υ + υ υ = ⇒

υ υ + υ =

 

Προκύπτει: 

'
2 0υ = −υ , 

η οποία απορρίπτεται γιατί είναι η αρχική ταχύτητα του m2, και 

'
2 0υ =   

που είναι αποδεκτή. 

Αντικαθιστώντας την τιμή αυτή της '
2u  στη σχέση (1) προκύπτει:  

'
1 02 20m / sυ = − υ = − . 

Το αρνητικό πρόσημο σημαίνει ότι μετά την κρούση η σφαίρα m1 θα έχει ταχύτητα 
αντίθετης φοράς από αυτή που φαίνεται στο σχήμα (δηλαδή προς τα αριστερά). 

 

β) 2 2 2p p ( ) p ( )μετά πριν∆ = −
  

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα αριστερά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

( )'
2 2 2 2 2p m m 0 3 10 kg m / s∆ = υ − υ = − ⋅ ⋅ ⇒  

2p 30kg m / s∆ = − ⋅  

 

γ) 2 2
2 2 2 0

1 1K ( ) m 3m
2 2

πριν = υ = υ , '2
2 2 2

1K ( ) m 0
2

μετά = υ =  

2
2 2 2 0

1K K ( ) K ( ) 3m
2

μετά πριν∆ = − = − υ  

Στα 2K ( )αρχ  η μεταβολή της κινητικής του ενέργειας είναι ΔΚ2 

Στα   100%                                                                                α2%=; 
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2
0

2
2

22
0

1 3mK 2% 100% 100%1K ( ) 3m
2

− υ∆
α = ⋅ = ⋅ ⇒

αρχ υ
2 % 100%α = −  

δ) 

1 1 1
1 2,1

p p ( ) p ( )F F
t t

μετά πριν∆ −
Σ = ⇒ =

∆ ∆

  

 

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

'
0 01 1 1 1

2,1
m2 mm mF

t t
− υ − υυ − υ

− = = ⇒
∆ ∆

 

0
2,1

3m 3 1 10F N 1500N
t 0,02
υ ⋅ ⋅

= = =
∆
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Άσκηση 9. 

Σώμα Α μάζας 1m 2kg=  αφήνεται να γλιστρήσει από απόσταση 20 m=  από την 

κορυφή λείου κεκλιμένου επιπέδου γωνίας κλίσης 30οϕ = . Ταυτόχρονα δεύτερο σώμα Β 

μάζας 2 1m m=  βάλλεται με αρχική ταχύτητα ou 10 m / s=  από τη βάση του κεκλιμένου 
επιπέδου. Τα σώματα συγκρούονται κεντρικά και πλαστικά.  
Να υπολογίσετε: 
α) τις ταχύτητες των σωμάτων λίγο πριν την κρούση. 
β) την ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. 
γ) το μέτρο της μεταβολής της ορμής του σώματος Α κατά τη διάρκεια της κρούσης. 
δ) την ταχύτητα με την οποία το συσσωμάτωμα θα επανέλθει στη βάση του κεκλιμένου 
επιπέδου. 
Δίνεται η επιτάχυνση βαρύτητας: 2g 10 m / s = . 

 

 

Λύση 

α) Φαινόμενο 10:

1 1 1 1 x 1 1 1 1 1

2
1

F m m g m m g m
1g 10 m / s
2

Σ = α ⇒ = α ⇒ ηµϕ = α ⇒/ /

α = ηµϕ = ⇒

 Κίνηση του σώματος m1 από το (M) προς το (Σ). 

 

2
1 5m / sα =  (1) 

1 1tυ = α  (2) 

2
1 1

1s t
2

= α  (3) 

Φαινόμενο 20:

2 2 2 2 x 2 2 2 2 2

2
2

F m m g m m g m
1g 10 m / s
2

Σ = α ⇒ = α ⇒ ηµϕ = α ⇒/ /

α = ηµϕ = ⇒

 Κίνηση του σώματος m2 από το (Γ) προς το (Σ). 

 

2
2 5m / sα =  (4) 

2 0 2tυ = υ −α  (5) 
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2
2 0 2

1s t t
2

= υ − α  (6) 

Από το σχήμα προκύπτει ότι τη στιγμή της συνάντησης θα ισχύει: 

(3),(6) 2 2
1 2 1 0 2 o

0

1 1 20s s t t t t t s
2 2 10

= + → = α + υ − α ⇒ = υ ⇒ = = ⇒
υ


   t 2s=  (7) 

1 1(2) : t 5 2m / sυ = α = ⋅ ⇒ 1 10m / sυ =  

2 0 2(5) : t (10 5 2)m / sυ = υ −α = − ⋅ ⇒ 2 0m / sυ =  

 

β) Φαινόμενο 30

Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής: 

: Πλαστική κρούση m – Μ. 

 

Την εφαρμόζουμε για τις χρονικές στιγμές: λίγο πριν την κρούση και λίγο μετά. 

( ) ( )p pπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
1 2 1 2p p p p+ = + ⇒
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα κάτω, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

( )1 1 1 2 Km 0 m m Vυ + = + ⇒  

1 1
K

1 2

m m10V m / s
m m 2m

υ
= = ⇒

+ KV 5m / s=  

 

γ) Το μέτρο της ορμής της μάζας m1 πριν την κρούση είναι: 

1 1 1p m 2 10kg m / s= υ = ⋅ ⋅ ⇒ 1p 20kg m / s= ⋅   

Το μέτρο της ορμής της μάζας m1 μετά την κρούση είναι: 

1 1 Kp m V 2 5kg m / s′ = = ⋅ ⋅ ⇒ 1p 10kg m / s′ = ⋅  

Το μέτρο της μεταβολής της ορμής του m1 κατά την κρούση είναι: 
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( ) ( )1 1 1 1 1p p p p p 10 20 kg m / s′ ′∆ = − = − − = + ⋅ ⇒
  

1p 30kg m / s∆ = ⋅


 

 

δ) Φαινόμενο 40:

Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε.: 

 Κίνηση του συσσωματώματος (Σ)  (Γ). 

2B NK K W WΓ Σ− = + ⇒

 ( ) ( )2 2
1 2 K 1 2 K

1 1m m V m m V
2 2

′+ − + = ( ) 2H s
1 2m m gH 0 = ηµϕ+ + →

 2 2
K K 2V V 2gs′ = + ηµϕ⇒  

2
K K 2V V 2gs′ = + ηµϕ  (8) 

(7) 2
2 2

1(6) s 10 2 5 2 m s 10m
2

 → = ⋅ − ⋅ ⇒ = 
 

 (9) 

(9)
K

1(8) V 25 2 10 10  m / s
2

′→ = + ⋅ ⋅ ⋅ ⇒  

KV 5 5m / s′ =  
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Άσκηση 10. 

Ένα σώμα μάζας 1m 4 kg=  εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση πλάτους Α=
5
4

m πάνω 

σε λείο οριζόντιο επίπεδο δεμένο στην άκρη οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 
k 16N / m= . Την χρονική στιγμή 0t 0=  που το σώμα βρίσκεται στη θέση x1=1 m και 
κινείται από τη θέση ισορροπίας προς τη θέση μέγιστης απομάκρυνσης συγκρούεται 
ελαστικά με δεύτερο σώμα μάζας 2m 12 kg=  που κινείται με ταχύτητα μέτρου 

2 1 m / sυ =  αντίθετης φοράς από αυτή της υ1. 

 
Να υπολογίσετε: 
α) το μέτρο της ταχύτητας του σώματος m1 ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) τις ταχύτητες των σωμάτων αμέσως μετά την ελαστική κρούση. 

γ) το νέο πλάτος της ταλάντωσης του σώματος m1. 

δ) το στιγμιαίο ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του m1 όταν αυτό βρίσκεται 

στη νέα ακραία θέση της ταλάντωσής του. 

 

α) 

Λύση 

Φαινόμενο 10:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης Ενέργειας Ταλάντωσης από την ακραία θέση έως τη 
θέση Μ. 

 Υπολογισμός της ταχύτητας u1 του m1 λίγο πριν την κρούση. 
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( )

( )

( )

1x A x x

2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1

1

22
1

22
1

E ( ) E ( )

1 1 1kA m kx
2 2 2

k A x
m
16 5 1 m / s
4 4

1 m / s

= =ολ = ολ ⇒

= υ + ⇒

υ = − ⇒

 υ = − ⇒ 
 

υ = ⇒

 

1 1m / sυ =  

β) Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Ορμής (λίγο πριν – λίγο μετά). Θετική φορά 
καθορίζεται προς τα δεξιά: 

 Ελαστική κρούση m1 – m2. 

( ) ( ) 1 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1 2 1

p p p p p ' p '
m m m ' m ' 4 12 12 ' 4 '

πριν μετά ⊕
ολ ολ= ⇒ + = + →

υ − υ = υ − υ ⇒ − = υ − υ ⇒

     

 

1 2' 3 ' 2υ = υ +  (1) 

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Κινητικής Ενέργειας κατά την κρούση. 

( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

(1)2 2
1 2

2 2
2 2

K K
1 1 1 1m m m ' m '
2 2 2 2
4 12 4 ' 12 '

4 3 ' 2 3 '

ολ ολ= ⇒

υ + υ = υ + υ ⇒

+ = υ + υ →

= υ + + υ ⇒

πριν μετά

 2
24 9 '= υ + 212 'υ 2

24 3 '+ + υ

 

( )

2
2 2

2 2

12 ' 12 ' 0
12 ' ' 1 0
υ + υ = ⇒

υ υ + = ⇒
 

2

2

' 0
' 1m / s

υ =
⇒υ = −

δεκτή
απορρίπτεται 1(1) : ' 2m / sυ =  

 

γ) Φαινόμενο 30:

Εφαρμόζουμε την Α.Δ.Ε.Τ. από τη θέση Μ (σημείο σύγκρουσης) έως την νέα ακραία 
θέση. 

 Εύρεση του νέου πλάτους της ταλάντωσης του m1. 

2 2 2 2 2 2 2 21
1 1 1 1 1

m1 1 1 4m ' kx kA A x u A 1 4 m
2 2 2 k 16

 ′ ′ ′ ′υ + = ⇒ = + ⇒ = + ⇒ 
 

A 2m′ =  
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δ) 
dx

1 F 1dtdK dW dKF dx F
dt dt dt dt

υ=
Σ Σ ⋅

= = → = Σ ⋅υ  

Αλλά στην ακραία θέση η ταχύτητα είναι μηδέν, συνεπώς: 

1dK 0
dt

=  
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ΘΕΜΑ Δ 

Πρόβλημα 1. 

Από την κορυφή (A) ενός κεκλιμένου επιπέδου μεγάλου μήκους και γωνίας κλίσης θ 

αφήνουμε ελεύθερο να κινηθεί ένα σώμα Σ1 μάζας 1m 1kg=  το οποίο εμφανίζει με το 

κεκλιμένο επίπεδο συντελεστή τριβής ολίσθησης 

0,5µ = . Αφού διανύσει διάστημα 1x 4mΑΓ = =  

κινούμενο στο κεκλιμένο επίπεδο, συναντά 

ακίνητο σώμα Σ2 μάζας 2m 3kg= , με το οποίο 

συγκρούεται μετωπικά και πλαστικά (σημείο Γ). 
Το συσσωμάτωμα που δημιουργείται από την 
κρούση των δύο σωμάτων διανύει διάστημα 

2x 2m=  και φτάνει στη βάση (Β) του κεκλιμένου 

επιπέδου. Να υπολογίσετε:  
α) την ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.  
β) τη συνολική θερμότητα λόγω τριβών που παράχθηκε από τη στιγμή που αφήσαμε 

ελεύθερο το σώμα μάζας m1 μέχρι τη στιγμή που το συσσωμάτωμα έφτασε στη βάση 
του κεκλιμένου επιπέδου. 

γ) την απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο μαζών κατά τη 
κρούση. 

δ) το ποσοστό της αρχικής δυναμικής ενέργειας των σωμάτων Σ1 και Σ2 που έγινε 
θερμότητα μέχρι το συσσωμάτωμα να φτάσει στη βάση (Β) του κεκλιμένου επιπέδου. 

Να θεωρηθεί: 
(i) Το επίπεδο μηδενικής δυναμικής ενέργειας ταυτίζεται με το οριζόντιο επίπεδο που 

περνά από τη βάση του κεκλιμένου επιπέδου.  
(ii) Όλη η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος κατά τη κρούση γίνεται 

θερμότητα.  
(iii) Το έργο που καταναλώνει η τριβή μετατρέπεται σε θερμότητα.  
(iv) Τα σώματα έχουν αμελητέες διαστάσεις. 
(v) Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης πριν και μετά την κρούση παραμένει ίδιος. 

Δίνονται: 0,6ηµθ = , 0,8συνθ =  και η επιτάχυνση της βαρύτητας 2g 10m / s= . 

Στην κίνηση του σώματος Σ1 από τη 
κορυφή Α ως το σημείο Γ ασκούνται πάνω 
του οι δυνάμεις: τριβή Τ1, βάρος W1 και η 
κάθετη αντίδραση από το επίπεδο Ν1. 

Λύση 

Θεωρούμε ένα σύστημα δύο 
ορθοκανονικών αξόνων: Τον x’x 
παράλληλο στο κεκλιμένο επίπεδο και τον 
y’y κάθετο στο κεκλιμένο επίπεδο. 
Αναλύουμε το βάρος σε δύο συνιστώσες: 

1y 1

1x 1

W m g

W m g

= ⋅συνθ


= ⋅ηµθ
 

Το σώμα στον άξονα y’y είναι ακίνητο, άρα 

1υ


υ


m2

θ

θ

m1

x1

x2

A

Γ

B  

θ

N1

W1x

W1y
W1

T1

θ

x

x'

y'

y

N

Wx

Wy
W

T

θ

y'

y

Β

Γ

Α

U=0

+
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y 1 1y

1 1y 1 1

F 0 N W 0

N W N m g

Σ = ⇒ − = ⇒

= ⇒ = ⋅συνθ



 
Η τριβή έχει μέτρο:  

1 1 1 1T T m g= µΝ ⇒ = µ ⋅συνθ   

Κατά τη μετατόπιση του σώματος από το Α στο Γ: 

το έργο της τριβής είναι 
1 1T 1 1 T 1 1W T x W m g x= − ⋅ ⇒ = −µ ⋅συνθ⋅     (1) 

και το έργο του βάρους είναι 
1 1W 1x 1 W 1 1W W x W m g x= ⋅ ⇒ = ⋅ηµθ⋅  

Εφαρμόζουμε το θεώρημα έργου – ενέργειας για τη διαδρομή του σώματος Σ1 από το 
σημείο Α στο Γ: 

1 1

2
W T N 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

1W W W W m m g x m g x 0
2

2g x 2 g x 2gx ( )

ολ τ α∆Κ = ⇒Κ −Κ = + + ⇒ υ = ⋅ηµθ⋅ −µ ⋅συνθ⋅ + ⇒

υ = ⋅ηµθ⋅ − µ ⋅συνθ⋅ ⇒ υ = ηµθ−µ ⋅συνθ
 
Με αντικατάσταση προκύπτει: 

1 12

m m2 10 4m (0,6 0,5 0,8) 4
s s

υ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⇒ υ =  

Έστω υ


 η ταχύτητα του συσσωματώματος που δημιουργείται αμέσως μετά τη κρούση. 
Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για το σύστημα των δύο σωμάτων: 

ά
1 2p p pπριν πριν µετ

συσ+ =
  

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα κάτω (όπως φαίνεται στο σχήμα), η παραπάνω εξίσωση γράφεται 
αλγεβρικά: 

( ) 1 1
1 1 1 2

1 2

mm 0 m m
m m

υ
υ + = + υ⇒ υ =

+
 

Με αντικατάσταση m1=1kg, m2=3kg και υ1=4m/s, προκύπτει: 
m1kg 4 ms υ = 1

(1 3)kg s

⋅
υ = ⇒

+
 

 
β) Στην κίνηση του συσσωματώματος από το σημείο Γ στη βάση Β του κεκλιμένου 
επιπέδου, ασκούνται πάνω του οι δυνάμεις: τριβή Τ, βάρος W και η κάθετη αντίδραση 
από το επίπεδο Ν. 
Αναλύουμε το βάρος του συσσωματώματος  σε δύο συνιστώσες: 

y 1 2

x 1 2

W (m m )g

W (m m )g

= + ⋅συνθ


= + ⋅ηµθ
 

Το σώμα στον άξονα y’y είναι ακίνητο, άρα 

y y y 1 2F 0 N W 0 N W N (m m )gΣ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = + ⋅συνθ


 
Η τριβή έχει μέτρο:  

1 2T T (m m )g= µΝ⇒ = µ + ⋅συνθ   

Για τη μετατόπιση του σώματος από το σημείο Γ στη βάση Β το έργο της τριβής είναι:  

T 2 T 1 2 2W T x W (m m )g x= − ⋅ ⇒ = −µ + ⋅συνθ⋅  
Με αντικατάσταση προκύπτει:  
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T T2

mW 0,5(1kg 3kg)10 0,8 2m W -32J
s

= − + ⋅ ⋅ ⇒ =  

Από τη σχέση (1) με αντικατάσταση υπολογίζουμε το έργο της τριβής για την κίνηση του 
Σ1 από τη κορυφή Α ως το σημείο Γ: 

1 1T 1 1 T2

mW m g x 0,5 1kg 10 0,8 4m W -16J
s

= −µ ⋅συνθ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ =  

Το έργο που καταναλώνει η τριβή μετατρέπεται σε θερμότητα, άρα: 

1T TQ W W Q 32J 16J Q 48Jτριβ τριβ τριβ= + ⇒ = + ⇒ =  

 
γ) Η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος κατά τη πλαστική κρούση είναι:  

άU Uά
ά ά ά

2 2
2 2

1 1 1 2

( U ) ( U )

1 1 1 m 1 mm (m m ) 1kg 4 (1kg 3kg) 1
2 2 2 s 2 s
8J 2J 6J

ολ ολ
πριν µετ

µηχ µηχ

=πριν µετ ολ ολ ολ ολ ολ ολ
απ απ πριν πριν µετ µετ απ πριν µετ

απ απ

απ απ

Ε = Ε −Ε ⇒ Ε = Κ + − Κ + →Ε = Κ −Κ ⇒

   Ε = υ − + υ ⇒ Ε = ⋅ − + ⇒   
   

Ε = − ⇒ Ε =

 

Σχόλιο: Θεωρούμε ότι η διάρκεια της πλαστικής κρούσης είναι πάρα πολύ μικρή έτσι 
ώστε η μετατόπιση των σωμάτων να είναι αμελητέα. Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να 
θεωρήσουμε ότι η δυναμική ενέργεια λόγω βάρους πριν και μετά τη κρούση είναι η ίδια. 
 
δ) Όλη η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του 
συστήματος κατά τη πλαστική κρούση γίνεται 

θερμότητα, δηλαδή ύQ 6Jκρο σης απ= Ε =  

Το συνολικό ποσό της θερμότητας είναι: 

ύQ Q Q Q 48J 6J
Q 54J

ολ τριβ κρο σης ολ

ολ

= + ⇒ = + ⇒

=
 

Η αρχική δυναμική ενέργεια του σώματος μάζας Σ1 είναι: 

1, 1 1U m ghαρχ =  

όπου 1 1 2 1 1h (x x ) h (4m 2m) 0,6 h 3,6m= + ⋅ηµθ⇒ = + ⋅ ⇒ =  

Άρα 1, 1,2

mU 1kg 10 3,6m U 36J
sαρχ αρχ= ⋅ ⋅ ⇒ =  

Η αρχική δυναμική ενέργεια του σώματος μάζας Σ2 είναι: 

2, 2 2U m ghαρχ = , 

όπου 2 2 2 2h x h 2m 0,6 h 1,2m= ⋅ηµθ⇒ = ⋅ ⇒ =  

Άρα 2, 2,2

mU 3kg 10 1,2m U 36J
sαρχ αρχ= ⋅ ⋅ ⇒ =  

Το ποσοστό της αρχικής δυναμικής ενέργειας των σωμάτων Σ1 και Σ2 που έγινε 
θερμότητα μέχρι το συσσωμάτωμα να φτάσει στη βάση (Β) του κεκλιμένου επιπέδου, 
είναι: 

1, 2,

Q 54J 54 0,75    ή  75%
U U 36J 36J 72

ολ

αρχ αρχ

= = =
+ +   

U=0
h2

θ

Γ

A

x1

x2 h1
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Πρόβλημα 2. 

Ένα πρωτόνιο Π1 μάζας 1m m=  κινούμενο με ταχύτητα μέτρου  
6

1 10 m / sυ =  αλληλεπιδρά (συγκρούεται έκκεντρα 

και ελαστικά) με ένα άλλο ακίνητο πρωτόνιο Π2 
μάζας m2=m. Μετά την κρούση το πρωτόνιο Π1 
κινείται σε διεύθυνση που σχηματίζει γωνία 

30οθ =  σε σχέση με την αρχική του πορεία.  
Α. Να υπολογισθεί αμέσως μετά τη κρούση: 

α) το μέτρο της ταχύτητας του πρωτονίου Π1. 
β) η ταχύτητα του πρωτονίου Π2. 

Β. Να βρεθεί το ποσοστό της κινητικής ενέργειας 
του πρωτονίου Π1 που μεταφέρεται στο πρωτόνιο 
Π2 

γ) στην παραπάνω κρούση. 
δ) αν η κρούση ήταν κεντρική. 

 

Α. 

Λύση 

α) Έστω 2′υ


 η ταχύτητα του πρωτονίου Π2 μετά τη κρούση και θ η γωνία που σχηματίζει 

με τον άξονα x’x. Αναλύουμε την ταχύτητα 2′υ


 σε δύο συνιστώσες οι οποίες έχουν μέτρα: 

2x 2′ ′υ = υ ⋅συνθ  και 2y 2′ ′υ = υ ⋅ηµθ  

Έστω 1′υ


 η ταχύτητα του πρωτονίου Π1 μετά τη κρούση και σχηματίζει γωνία 30ο με τον 

άξονα x’x. Αναλύουμε την ταχύτητα 1′υ


 σε δύο συνιστώσες οι οποίες έχουν μέτρα: 
o

1x 1 30′ ′υ = υ ⋅συν  και 
o

1y 1 30′ ′υ = υ ⋅ηµ
 
(1) 

Εφαρμόζουμε την αρχή διατήρησης της ορμής για κάθε άξονα χωριστά για το σύστημα 
των δύο πρωτονίων: 

x΄x: ά ά ά
.x .x 1,x 2,x 1,x 2,xp p p p p pπριν µετ πριν πριν µετ µετ

ολ ολ= ⇒ + = +
     

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα δεξιά, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

1 1x 2x 1 1x 2x 2x 1 1xm 0 m m′ ′ ′ ′ ′ ′υ + = υ + υ ⇒ υ = υ + υ ⇒ υ = υ −υ     (2) 

y΄y: ά ά ά
.y .y 1,y 2,y 1,y 2,yp p p p p pπριν µετ πριν πριν µετ µετ

ολ ολ= ⇒ + = +
     

 

Επειδή όλα τα διανύσματα των ορμών έχουν την ίδια διεύθυνση, επιλέγοντας θετική 
κατεύθυνση προς τα πάνω, η παραπάνω εξίσωση γράφεται αλγεβρικά: 

2y 1y 2y 1y 2y 1y0 0 m m 0′ ′ ′ ′ ′ ′+ = υ − υ ⇒ = υ −υ ⇒ υ = υ     (3) 

Υψώνουμε τις σχέσεις (2) και (3) στο τετράγωνο και στη συνέχεια τις προσθέτουμε κατά 
μέλη: 

2 2 2
2x 1 1x 1 1x ( ) 2 2 2 2 2

2x 2y 1 1x 1 1x 1y2 2
2y 1y

2
2+

′ ′ ′ υ = υ + υ − υ υ  ′ ′ ′ ′ ′→υ + υ = υ + υ − υ υ + υ′ ′υ = υ 
   (4) 

1υ


υ


m2

θ

θ

m1

x1

x2

A

Γ

B  
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Όμως 2 2 2 2 2 2
2 2x 2y 1 1x 1y   ,    ′ ′ ′ ′ ′ ′υ = υ + υ υ = υ + υ  και 1x 1

3
2

′ ′υ = υ ⋅  οπότε με αντικατάσταση στην 

(4): 

1

2 2 2
2 1 1 1 3′ ′ ′υ = υ + υ − υ υ     (5) 

 
Επειδή η κρούση είναι ελαστική ισχύει η αρχή διατήρησης κινητικής ενέργειας του 
συστήματος. 

ά ά ά 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1

1 1 1K K K K K K m 0 m m
2 2 2

πριν µετ πριν πριν µετ µετ
ολ ολ ′ ′= ⇒ + = + ⇒ υ + = υ + υ ⇒

 
2 2 2
1 2 1′ ′υ = υ + υ

 
   (6) 

Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (5) και (6): 

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

33 0 3 2 3
2

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′υ + υ = υ + υ + υ + υ −υ υ ⇒ = υ + υ −υ υ ⇒ υ = υ υ ⇒ υ = υ

 

Με αντικατάσταση υ1=106m/s προκύπτει: 6
1

3 m10
2 s

′υ =  

 
β) Από τη σχέση (6) έχουμε: 

22 2 2
2 2 2 2 2 6 6 12 12

2 1 1 2 1 1 2 2 2 2

2
12 6

2 22

m 3 m m 3 m10 10 10 10
s 2 s s 4 s

1 m 1 m10 10
4 s 2 s

  ′ ′ ′ ′ ′ ′υ = υ − υ ⇒ υ = υ −υ ⇒ υ = − ⇒ υ = − ⇒       

′ ′υ = ⇒ υ =

 

Για να βρούμε την κατεύθυνση της 2′υ


 θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο: 2y

2

′υ
ηµθ =

′υ
    (7) 

Με αντικατάσταση 6
1

3 m10
2 s

′υ =  στην (1) προκύπτει: 

6 6
1y 1y

3 m 1 3 m10 10
2 s 2 4 s

′ ′υ = ⋅ ⇒ υ =  

Άρα από την (3) προκύπτει: 6
2y

3 m10
4 s

′υ =
 

Οπότε από τη σχέση (7) με αντικατάσταση 6
2y

3 m10
4 s

′υ =  και 6
2

1 m10
2 s

′υ =  προκύπτει: 

6

6

3 m10 34 s 601 m 210
2 s

οηµθ = ⇒ ηµθ = → θ =  

 
Β. 
γ) Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας του νετρονίου που μεταφέρεται στον πυρήνα 
είναι: 
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2 2ά 22
2 2 2

2
21 1 1
1

1 mK 2
1 m
2

µετ

πριν

′υ  ′ ′υ υ
= = =  Κ υ υ υ

 

Με αντικατάσταση 6
2

1 m10
2 s

′υ =  και 6
1

m10
s

υ =  προκύπτει: 

2
6

ά
2

61

1 m10K 12 s 0,25    ή   25%m 410
s

µετ

πριν

 
 

= = = Κ  
 

 

 
δ) Αν η κρούση ήταν κεντρική επειδή οι μάζες είναι ίσες θα αντάλλαζαν ταχύτητες. 
Δηλαδή όλη η κινητική ενέργεια του πρωτονίου Π1 θα μεταφερόταν  στο πρωτόνιο Π2, 

δηλαδή ά
1 2Kπριν µετΚ =  άρα:  

ά
2

1

K 1 100%
µετ

πριν = =
Κ
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Πρόβλημα 3. 

Ένα σώμα μάζας 3 KgΜ =  ισορροπεί δεμένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού 

ελατηρίου σταθεράς k 100 N / m= . Δεύτερο σώμα μάζας m 1 kg= , βάλλεται από το 

έδαφος από το σημείο Κ με αρχική ταχύτητα 0 10 m / sυ =  και μετά από χρόνο t 0,8 s=  

συγκρούεται ανελαστικά με το Μ. Μετά την κρούση το σώμα m εξέρχεται από το Μ με 
ταχύτητα μέτρου ' 0,5 m / sυ = . Το σώμα Μ εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. 

 

Να υπολογίσετε: 

α) το μέτρο της ταχύτητας του σώματος m ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Μ αμέσως μετά την κρούση. 

γ) το πλάτος της ταλάντωσης που θα εκτελέσει το σώμα μάζας Μ. 

δ) την αρχική μηχανική ενέργεια του συστήματος ελατήριο – σώμα μάζας m – σώμα 
μάζας Μ θεωρώντας σαν επίπεδο μηδενικής δυναμικής βαρυτικής ενέργειας αυτό που 
διέρχεται από το σημείο Κ. 

Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας 2g 10m / s= . 

 

 

Λύση 

α) Φαινόμενο 10: Κίνηση m από το (Κ) στο (Γ). 
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( )0 gt 10 10 0,8 m / sυ = υ − ⇒ υ = − ⋅ ⇒ 2m / sυ =  

 

β) Φαινόμενο 20

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Ορμής (λίγο πριν – λίγο μετά). 

: Ανελαστική κρούση m-Μ. 

( ) ( ) M m M mp p p p p ' p 'πριν μετάολ ολ= ⇒ + = +
     

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα πάνω, γράφουμε την παραπάνω σχέση αλγεβρικά: 

( ) ( )m ' 1 2 0,5
0 m MV m ' V V m / s

M 3
υ−υ ⋅ −

+ υ = + υ ⇒ = ⇒ = ⇒
1V m / s
2

=  

 

γ) Φαινόμενο 30

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης Ενέργειας Ταλάντωσης από το Γ στο Δ. 

: Ταλάντωση του σώματος μάζας Μ.  

2 2 2 2 2

E ( ) E ( )
1 1 M 3MV kA A V m
2 2 k 400

Γ ∆ολ = ολ ⇒

= ⇒ = = ⇒
 

3A m
20

=  

 

δ) Εκμεταλλευόμενοι την αρχική ισορροπία του σώματος μάζας Μ, υπολογίζουμε την 
παραμόρφωση του ελατηρίου από το φυσικό του μήκος: 

.F 0 Mg F 0 Mg kΘ Ι ελΣ = ⇒ − = ⇒ = ⋅∆ ⇒
Mg 30 m
k 100

∆ = = ⇒ 0,3m∆ =  

Η αρχική απόσταση του σώματος μάζας m από το σώμα μάζας Μ είναι: 

( )2 2
0

1 1h t gt h 10 0,8 10 0,8 m 8 3,2 m
2 2

 = υ − ⇒ = ⋅ − ⋅ = − ⇒ 
 

h 4,8m=  

Η αρχική μηχανική ενέργεια του συστήματος είναι το άθροισμα: 

1. της δυναμικής βαρυτικής ενέργειας του σώματος μάζας Μ, 

2. της κινητικής ενέργειας του σώματος μάζας m και 

3. της δυναμικής ελαστικής ενέργειας του ελατηρίου. 
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( ) ( )

( )

22
MHX 0

2 2

1 1E Mgh m k
2 2

1 13 10 4,8 1 10 100 0,3 J
2 2

144 50 4,5 J

αρχ = + υ + ∆ =

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 
 

= + + ⇒



 

( )MHXE 198,5Jαρχ =  
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Πρόβλημα 4. 

Στο κάτω άκρο κεκλιμένου επιπέδου γωνίας κλίσης 030ϕ =  είναι στερεωμένο ιδανικό 
ελατήριο σταθεράς k 100 N / m= . Στο πάνω ελεύθερο άκρο του ελατηρίου έχει 
προσδεθεί σώμα μάζας 1m 2 kg=  που ισορροπεί. Από την κορυφή του κεκλιμένου 

επιπέδου και από απόσταση s 0,15 m=  από το 1m , βάλλεται προς τα κάτω δεύτερο 

σώμα 2m 1 kg=  με αρχική ταχύτητα υ0= 3  m/s και με κατεύθυνση τον άξονα του 

ελατηρίου που συγκρούεται κεντρικά με το m1. Μετά την κρούση η κίνηση του 2m  

αντιστρέφεται, και διανύοντας απόσταση d 0,05m=  σταματάει. Το 1m  εκτελεί απλή 
αρμονική ταλάντωση. 
Α. Να υπολογίσετε: 
α) την ταχύτητα του σώματος m2 ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) τις ταχύτητες των σωμάτων αμέσως μετά την κρούση. 

 

γ) τη μέγιστη συμπίεση του ελατηρίου από την αρχική του θέση. 

δ) την μέγιστη δυναμική ελαστική ενέργεια του ελατηρίου κατά την απλή αρμονική 

ταλάντωση του 1m . 

Β. Να εξετάσετε αν η κρούση είναι ελαστική.  

Δίνεται η επιτάχυνση βαρύτητας 2g 10 m / s= . 

 

Α. 

Λύση 

y

x 1 x

F 0
F 0

F 0 m g Fελ

Σ =
Σ = ⇒Σ = ⇒ =

1
1

m gm g k
k
ηµϕ

ηµϕ = α⇒ α = ⇒
10 m

100
α = ⇒  

0,1mα =  (1) 

α) Φαινόμενο 10: Κίνηση του σώματος m2 (Γ)  (Δ). 
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Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε.: 

2

H s2 2
B N 2 2 2 0 2

2 2
2 0

2 2
2 0

2
2 0

2

1 1K K W W m m m gH 0
2 2

1 1 gs
2 2

2gs

2gs

13 2 10 0,15  m / s
2

= ηµϕ
∆ Γ− = + ⇒ υ − υ = + →

υ − υ = ηµϕ⇒

υ = υ + ηµϕ⇒

υ = υ + ηµϕ ⇒

υ = + ⋅ ⋅ ⋅ ⇒

 

2 4,5 m / sυ = ⇒ 2
3 2 m / s

2
υ =  (2) 

 

β) Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Ορμής. 

 Κρούση m1-m2. 

( ) ( )p pπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
1 2 1 2p p p p+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα κάτω, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

2 2 1 1 2 20 m m ' m '+ υ = υ − υ ⇒  

( )2 2 2
1

1

m '
'

m
υ + υ

υ =  (3) 

 

Φαινόμενο 30:

Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε.: 

 Κίνηση του σώματος m2 από το (Δ) προς το (Ζ). 
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2B N

h d2
2 2 2

2
2

2

2

K K W W

10 m ' m gh 0
2

1 ' gd
2

' 2gd

1' 2 10 0,05  m / s
2

Ζ ∆

= ηµϕ

− = + ⇒

− υ = − + →

υ = ηµϕ⇒

υ = ηµϕ ⇒

υ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇒

 

2
2' m / s

2
υ =  (4) 

(2),(4)
1

4 21
2

(3) ' m / s
2

 
 
 →υ = ⇒ 1' 2m / sυ =  (5) 

 

γ) Η 1'υ  είναι η υmax της απλής αρμονικής ταλάντωσης που θα εκτελέσει το m1 αφού την 

έχει στη Θέση Ισορροπίας Ταλάντωσής του. 

1

k 100rad / s 5 2rad / s
m 2

ω = = ⇒ω=  

1
1

' 2' A A A m
5 2

υ
υ = ω ⇒ = ⇒ = ⇒

ω
A 0,2m=  

Αυτή θα είναι η επιπλέον συμπίεση του ελατηρίου. 

 

δ) ( )2max 2
( )

1 1U k A 100 0,3 J
2 2ελ = + α = ⋅ ⇒ max

( )U 4,5Jελ =  

 

B. Αν η κρούση των m1 και m2 είναι ελαστική, θα ισχύει και η Αρχή Διατήρησης της 
Κινητικής Ενέργειας. 

( ) 2
1 2 2 2

1 1 9K K K 0 m 1 J
2 2 2

πρινολ = + = + υ = ⋅ ⋅ ⇒ ( )K 2,25Jπρινολ =  

( ) ' ' '2 '2
1 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 9K K K m m 2 2 1 J J
2 2 2 2 2 4

μετάολ
 = + = υ + υ = ⋅ + ⋅ = ⇒ 
 

( )K 2,25Jμετάολ =  

Συνεπώς η κρούση είναι ελαστική. 
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Πρόβλημα 5. 

Στο σχήμα το σώμα μάζας 1m 5kg=  συγκρούεται ελαστικά και κεντρικά με το σώμα 

μάζας 2m 5kg= . Αν είναι γνωστό ότι το ιδανικό ελατήριο βρίσκεται στο φυσικό μήκος 

του, ότι η μάζα του σώματος m3 είναι 3m 10kg= , η σταθερά του ελατηρίου είναι 

k 10N / m= , ο συντελεστής τριβής μεταξύ σωμάτων και επιπέδου είναι 0,4µ =  και ότι 

η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι 2g 10m / s= , να υπολογίσετε: 

 
α) τη μέγιστη επιτρεπτή παραμόρφωση του ελατηρίου ώστε να μην κινηθεί το m3. 
β) τη μέγιστη ταχύτητα που μπορεί να έχει το m1 ώστε να μην κινηθεί το m3. 
γ) το μέτρο της μεταβολής της ορμής του m1 στη διάρκεια της κρούσης. 
δ) τη θερμότητα που αναπτύχθηκε κατά τη διάρκεια του φαινομένου του ερωτήματος α. 
 

α) Για να μην κινηθεί το m3 θα πρέπει να συμπιεστεί το ελατήριο μέχρις ότου η δύναμη 
του ελατηρίου να γίνει ίση με την μέγιστη τιμή της στατικής τριβής στο m3. Με άλλα 
λόγια η μέγιστη επιτρεπτή τιμή της συμπίεσης του ελατηρίου πρέπει να είναι: 

Λύση 

 

3

3

F (max)
kx m g

m g 0,4 10 10x m
k 10

ελ = Τ ⇒
= µ ⇒
µ ⋅ ⋅

= = ⇒

 

x 4m=  

 

β) Φαινόμενο 10:

Αφού τα σώματα έχουν ίσες μάζες θα ανταλλάξουν ταχύτητες. 

 Ελαστική κρούση m1 – m2. 

1 2' 0υ = υ =  και 2 1 0'υ = υ = υ  (1)  

Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας από τη θέση Α (αρχική θέση 
του m2) ως τη θέση Γ (τελική θέση του m2). 

 Κίνηση του m2  
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( )

B NW 0,W 0
2 2 B N F

2 0 2
2 2

2 2
2 2 2

2
2

22 2
2 2 2

K ( ) K (A) W W W W

1 10 m ' 0 0 x 180 0 kx
2 2

1 1m ' m gx kx
2 2

1 15 ' 0,4 5 10 4 10 16
2 2
1 5 ' 160 ' 64 m / s ' 8m / s
2

ελ

= =
Τρ

ρ

Γ − = + + + →

− υ = + +Τ ⋅ ⋅συν + − ⇒

− υ = −µ − ⇒

υ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒

υ = ⇒ υ = ⇒ υ =

 

(1) : 0 8m / sυ =  

 

γ) Το μέτρο της ορμής της μάζας m1 πριν την κρούση είναι: 

1 1 0p m 5 8kg m / s= υ = ⋅ ⋅ ⇒ 1p 40kg m / s= ⋅   

Το μέτρο της ορμής της μάζας m1 μετά την κρούση είναι: 

1 1 1p m '′ = υ ⇒ 1p 0kg m / s′ = ⋅  

Το μέτρο της μεταβολής της ορμής του m1 κατά την κρούση είναι: 

m 1 1 1p p p p′∆ = − = ⇒
  

1p 40kg m / s∆ = ⋅


 

 

δ) Η θερμότητα οφείλεται στην τριβή και είναι ίση με το έργο της: 

( )2Q W m gx 0,4 5 10 4 JΤρ= = −µ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ Q 80J=  
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m2 m2 

s 

φ 

m1 

l 
l 

Πρόβλημα 6. 

Αρχικά η σφαίρα m1 βρίσκεται ακίνητη και το νήμα σε κατακόρυφη θέση. 

Εκτρέπουμε τη σφαίρα μάζας 1m m=  από την αρχική 

της θέση ώστε το νήμα μήκους 1,6 m=  να σχηματίζει 

με την κατακόρυφο γωνία 060ϕ =  και την αφήνουμε 
ελεύθερη. Όταν αυτή περάσει από την αρχική της θέση 
ισορροπίας συγκρούεται ελαστικά με ακίνητο σώμα 
μάζας 2m 3m=  που βρισκόταν πάνω σε οριζόντιο 
επίπεδο με τριβές. Το σώμα m2 μετά την κρούση, αφού 
διανύσει διάστημα s σταματάει. Να βρεθούν: 
α) Το μέτρο της ταχύτητας υ1 του σώματος μάζας m 
ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) Το συνημίτονο της τελικής γωνίας απόκλισης θ που θα σχηματίσει το νήμα με την 
κατακόρυφο μετά την ελαστική κρούση. 

γ) Το διάστημα s μέχρι να σταματήσει το σώμα m2. 

δ) Το ποσοστό απώλειας της κινητικής ενέργειας του m1 κατά την κρούση. 

Δίνονται ο συντελεστής τριβής ολίσθησης μεταξύ σώματος και επιπέδου 0,2µ =  και η 

επιτάχυνση της βαρύτητας 2g 10m / s= . 

 

α) Στο τρίγωνο ΟΑΝ έχουμε: 

Λύση 

h 1h h 1,6 1,6 m
2

−  συνϕ = ⇒ − = ⋅συνϕ⇒ = − ⋅συνϕ = − ⇒ 
 



   



h 0,8m=  (1) 

 

Φαινόμενο 10

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το σώμα μάζας m1 από τη 
θέση Α ως τη θέση Γ. 

:Κίνηση του σώματος μάζας m1 από το σημείο (Α) στο σημείο (Γ)  
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TW 0
B T

(1)2
1

1

K( ) K(A) W W
1 m 0 mgh
2

2gh 2 10 0,8m / s 16m / s

=Γ − = + →

υ − = →/ /

υ = = ⋅ ⋅ = ⇒

 

1 4m / sυ =   (2) 

 

β) Φαινόμενο 20

Θεωρώντας θετική φορά την προς τα δεξιά, αφού η κρούση είναι ελαστική και το 20 
σώμα είναι ακίνητο θα ισχύουν οι τύποι: 

:Ελαστική κρούση μεταξύ των σωμάτων m1 και m2. 

1 2
1 1

1 2

m m'
m m

−
υ = υ

+
 (3) και 1

2 1
1 2

2m'
m m

υ = υ
+

 (4). 

Με αντικατάσταση στους παραπάνω τύπους προκύπτουν: 

1
m 3m 2m(3) : ' 4m / s 4m / s
m 3m 4m
− − /υ = = ⇒
+ /

1' 2m / sυ = −  

2
2m 2m(4) : ' 4m / s 4m / s

m 3m 4m
/υ = = ⇒

+ /
2' 2m / sυ =  

Φαινόμενο 30

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το σώμα μάζας m1 από τη 
θέση Γ ως τη θέση Δ. 

: Κίνηση του σώματος μάζας m1 από το σημείο (Γ) στο σημείο (Δ) όπου θα 
σταματήσει στιγμιαία. 

TW 0
B T

2
1

2
1

K( ) K( ) W W
10 m ' mgh
2

' 4h m
2g 20

=∆ − Γ = + →

′− υ = − ⇒/ /

υ′ = = ⇒

 

h 0,2m′ =  (5) 

Στο τρίγωνο ΟΔM έχουμε: 

(5)h 1,6 0,2 1,4
1,6 1,6

′− −
συνθ = →συνθ = = ⇒





7
8

συνθ =  

 

γ) Φαινόμενο 40

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το σώμα μάζας m2 από τη 
θέση Γ ως τη θέση Ε. 

: Κίνηση του σώματος μάζας m2 από το σημείο (Γ) στο σημείο (Ε) όπου 
θα σταματήσει. 
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N BW 0,W 0
B N T

2
2

2
2

K(E) K( ) W W W
10 3m ' 3mgs
2

' 4s m
2 g 2 0,2 10

= =
ρ− Γ = + + →

− / υ = −µ/ ⇒/ /

υ
= = ⇒

µ ⋅ ⋅

 

s 1m=  

 

δ) Ελάχιστα πριν την ελαστική κρούση, το σώμα μάζας m1 είχε κινητική ενέργεια: 

2
1 1

1K ( ) m
2

αρχ = υ  

Αμέσως μετά την ελαστική κρούση, το σώμα μάζας m1 έχει κινητική ενέργεια: 

2
1 1

1K ( ) m '
2

τελ = υ . 

Το ποσοστό απώλειας της κινητικής ενέργειας του m1 κατά την κρούση θα είναι: 

2 2
1 1

1 1 1
1

21 1
1

1 1| m ' m |K | K ( ) K ( ) | 2 2a % 100% 100% 100%1K ( ) K ( ) m
2

υ − υ∆ τελ − αρχ
= = =

αρχ αρχ υ
 

Με αντικατάσταση προκύπτει: 

1
| 4 16 | 3a % 100% 100%

16 4
−

= = ⇒ 1a % 75%=  
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Πρόβλημα 7. 

Το σώμα του διπλανού σχήματος έχει μάζα 0,98KgΜ =  και ισορροπεί δεμένο στο κάτω 
άκρο κατακόρυφου νήματος μήκους 2m= . Κάποια χρονική στιγμή βλήμα μάζας 
m 0,02kg=  σφηνώνεται στο σώμα μάζας Μ και το συσσωμάτωμα που προκύπτει, 
εκτελώντας κυκλική κίνηση, φτάνει σε θέση όπου το νήμα σχηματίζει με την 
κατακόρυφη γωνία φ τέτοια ώστε 0,6συνϕ =  και σταματά στιγμιαία. 

 
Να υπολογίσετε: 

α) Το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. 

β) Την αρχική ταχύτητα υo του βλήματος. 

γ) Την τάση του νήματος πριν την κρούση. 

δ) Την τάση του νήματος αμέσως μετά την κρούση. 

ε) Τη μηχανική ενέργεια, που μετατράπηκε σε θερμότητα στην πλαστική κρούση. 

Δίνεται η επιτάχυνση βαρύτητας 2g 10m / s= . 

 

α) 

Λύση 

Φαινόμενο 10:

Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής: 

 Πλαστική κρούση m –Μ. 
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( ) ( )p pπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
m M m Mp p p p+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

( )0 Km 0 m M Vυ + = + ⇒  

( ) K
0

m M V
m

+
υ =  (1) 

Στο τρίγωνο ΟΝΓ έχουμε: 

h h h−
συνϕ = ⇒ − = συνϕ⇒ = − συνϕ



   



 (2) 

Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το συσσωμάτωμα από τη 
θέση Α ως τη θέση Γ. 

 Κίνηση του συσσωματώματος. 

TW 0
B TK( ) K(A) W W =Γ − = + →  

 

 

( ) ( )2
K

10 m M V 0 m M
2

− + = − + (2)gh →

 
2
K

K

V 2g (1 )

V 2g (1 ) 2 10 2(1 0,6)m / s 16m / s

= −συνϕ ⇒

= −συνϕ = ⋅ ⋅ − = ⇒





 

KV 4m / s=  (2) 

 

β) ( ) ( )
0

0,02 0,98 4
1 : m / s

0,02
+ ⋅

υ = ⇒ 0 200m / sυ =  

 

γ) Επειδή αρχικά το σώμα μάζας Μ ισορροπούσε: 0F 0 T Mg 0Σ = ⇒ − = ⇒

0 0T Mg T 0,98 10N= ⇒ = ⋅ ⇒ 0T 9,8N=  

 

δ) Το συσσωμάτωμα αμέσως μετά την κρούση μπαίνει σε κυκλική κίνηση. 

Η συνισταμένη της τάσης και του βάρους λειτουργούν ως κεντρομόλος δύναμη. 
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R KF FΣ = ⇒  

( ) ( )

( ) ( )

2
K

2
(2)K

VT M m g M m

VT M m g M m

16T 10 1 N
2

− + = + ⇒

= + + + →

 = + ⋅ ⇒ 
 





 

T 18N=  

 

ε) Οι δυναμικές ενέργειες θεωρούνται εξαρχής ίσες με το μηδέν. Η μηχανική ενέργεια 
του συστήματος λίγο πριν την κρούση ήταν: 

2 2 4
MHX 0

1 1E ( ) m 2 10 4 10 J 400J
2 2

−αρχ = υ = ⋅ ⋅ ⋅ =  

Η μηχανική ενέργεια του συστήματος αμέσως μετά την κρούση είναι: 

( ) 2
MHX K

1 1E ( ) M m V 1 16J 8J
2 2

τελ = + = ⋅ =  

MHX MHX MHXE | E ( ) E ( ) | 392J∆ = τελ − αρχ =  
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Πρόβλημα 8. 

Ένα βλήμα μάζας m 1 kg= , βάλλεται με οριζόντια ταχύτητα μέτρου 0 100 2m / sυ =  και 

διαπερνά ένα κιβώτιο μάζας 8 kgΜ =  που ήταν αρχικά ακίνητο στη θέση x 0=  μη λείου 

οριζόντιου δαπέδου. Το βλήμα εξέρχεται από το κιβώτιο με ταχύτητα 20 2m / sυ = . Αν 
ο συντελεστής τριβής μεταξύ δαπέδου και κιβωτίου είναι 0,5 xµ = + , όπου x η θέση του 
κιβωτίου στο (S.I.), να υπολογίσετε: 
α) Την ταχύτητα του κιβωτίου αμέσως μετά την κρούση. 

β) Το ποσοστό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του βλήματος κατά τη διάρκεια της 
κρούσης. 

γ) Το διάστημα που θα διανύσει το κιβώτιο μέχρι να σταματήσει. 

δ) Το μέτρο του στιγμιαίου ρυθμού μεταβολής της ορμής του κιβωτίου στη θέση x=2 m. 

ε) Τη συνολική θερμότητα που μεταφέρθηκε στο περιβάλλον στη διάρκεια του 
φαινομένου. 

Δίνεται η επιτάχυνση βαρύτητας 2g 10m / s= . 

 

α) 

Λύση 

Φαινόμενο 10:

 

 Ανελαστική κρούση m – Μ. 

Σε κάθε κρούση ισχύει η Αρχή Διατήρησης της Ορμής: 

( ) ( )p pπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
m M m Mp p p p+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 
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( )
0

0

m 0 m MV
m

V
M

υ + = υ+ ⇒

υ −υ
= =

 ( )1 100 2 20 2
m / s

8

⋅ −
= ⇒  

V 10 2m / s=  

 

β) ( )2
2

m 0
1 1K ( ) m 1 100 2 J 10000J
2 2

πριν = υ = ⋅ ⋅ =  

( )2
2

m
1 1K ( ) m 1 20 2 J 400J
2 2

μετά = υ = ⋅ ⋅ =  

( )m m mK K ( ) K ( ) 400 10000 J 9600Jμετά πριν∆ = − = − = −  

Στα mK ( )αρχ  η μεταβολή της κινητικής του ενέργειας είναι ΔΚm 

Στα        100%                                                                       αm%=; 

m
m

m

K 9600% 100% 100%
K ( ) 10000
∆ −

α = ⋅ = ⋅ ⇒
αρχ m % 96%α = −  

 

γ) Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το κιβώτιο. 

 Κίνηση κιβωτίου από το Α στο Γ. 

N BW 0,W 0
B NK( ) K(A) W W W = =

ΤρΓ − = + + →  

210 MV W
2 Τρ− =  (2) 

Η τριβή όμως είναι μεταβλητή δύναμη: 

( )Mg 0,5 x 8 10NΤρ = µ = + ⋅ ⋅ ⇒ 40 80xΤρ = +  

Συνεπώς το έργο της θα υπολογιστεί μέσω της γραφικής της παράστασης σε συνάρτηση 
με τη θέση x. 
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( )1
1

2
1 1

W ( )

40 80x 40
x

2
40x 40x

Τρ = −Εµβ τραπ =

+ +
= − =

= − −

 

2
1 1W 40x 40xΤρ = − −  (3) 

Αντικαθιστώντας στην (2), έχουμε: 

2
1 1

2
1 1

2
1 1

10 8 200 40x 40x
2

40x 40x 800 0

x x 20 0

− ⋅ = − − ⇒

+ − = ⇒

+ − =

 

Η παραπάνω δευτεροβάθμια εξίσωση έχει ρίζες: 

1
1

1

x 5m1 81 1 9x m m
x 4m2 2
= −− ± − ±

= = ⇒  =
 

Δεκτή είναι μόνο η θέση: 1x 4m=  

 

δ) Το μέτρο του στιγμιαίου ρυθμού μεταβολής της ορμής του κιβωτίου δίνεται από τον 
δεύτερο νόμο του Νεύτωνα: 

( )dp F Mg 0,5 x Mg
dt

= Σ = Τρ = µ = +  

Στη θέση x=2 m, ο παραπάνω ρυθμός παίρνει την τιμή: 

( )
x 2m

dp 0,5 2 8 10N
dt =

= + ⋅ ⋅ ⇒
x 2m

dp 200N
dt =

=  

 

ε) Η συνολική θερμότητα θα είναι η ενέργεια που μετατράπηκε σε θερμότητα στην 
ανελαστική κρούση και η θερμότητα λόγω της τριβής του κιβωτίου με το δάπεδο: 

Q Q Qολ κρ Τρ= +  (4) 
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( )

2 2 2
( ) ( ) 0

1 1 1Q K K K m m MV
2 2 2

1 1 11 20000 1 800 8 200 J 10000 1200 J
2 2 2

κρ ολ ολ αρχ ολ τελ
 = ∆ = − = υ − υ + = 
 

  ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⇒    

 

Q 8800Jκρ =  

( )(3)Q W Q 40 4 40 16 JΤρ Τρ Τρ= → = ⋅ + ⋅ ⇒ Q 800JΤρ =  

(4): Q 9600Jολ =  
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Πρόβλημα 9. 

Ένα βλήμα μάζας m 0,1kg=  σφηνώνεται με ταχύτητα 100m / sυ =  σε ακίνητο κιβώτιο 
μάζας 0,9kgΜ =  όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Το κιβώτιο μπορεί να ολισθαίνει 
σε λείο οριζόντιο δάπεδο. Αν η δύναμη αντίστασης που εμφανίζεται μεταξύ βλήματος και 
κιβωτίου κατά την κρούση θεωρηθεί σταθερού μέτρου F 4500N= , να υπολογίσετε: 

 
α) Την κοινή ταχύτητα του συσσωματώματος. 

β) Τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας του συστήματος (βλήμα – κιβώτιο) κατά τη 
διάρκεια της κρούσης 

γ) Το χρόνο που διαρκεί η κίνηση του βλήματος σε σχέση με το κιβώτιο. 

δ) Πόσο βαθιά εισχωρεί το βλήμα στο κιβώτιο. 

 

α) 

Λύση 

Φαινόμενο 10:

 

 πλαστική κρούση m - M. 

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Ορμής: 

( ) ( )p pολ ολ=
 

πριν μετά  

' '
m M m Mp p p p+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 

( ) K

K

m 0 m M V
m 0,1 100V m / s

m M 0,1 0,9

υ+ = + ⇒

υ ⋅
= = ⇒

+ +

 

KV 10m / s=  
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β) Η κινητική ενέργεια του συστήματος πριν την κρούση είναι: 

2 21 1K ( ) m 0,1 100 J
2 2

πρινολ = υ = ⋅ ⇒ K ( ) 500Jπρινολ =  

Η κινητική ενέργεια του συστήματος μετά την κρούση είναι: 

( ) 2 2
K

1 1K ( ) m M V 1 10 J
2 2ολ = + = ⋅ ⇒μετά K ( ) 50Jμετάολ =  

( )K K ( ) K ( ) 50 500 Jμετά πρινολ ολ ολ∆ = − = − ⇒ K 450Jολ∆ = −  

 

γ) 

Α΄ Τρόπος: 

Φαινόμενο 20:

2 3 2F 4500F m F m m / s 45 10 m / s
m 0,1

Σ = α⇒ = α⇒α = = ⇒ α = ⋅

 Κίνηση του σώματος m. 

 (1) 

KV t= υ−α  (2) 

21s x t t
2

+ = υ − α  (3) 

Φαινόμενο 30:

2
M M M

F 4500F M F M m / s
M 0,9

Σ = α ⇒ = α ⇒α = = ⇒

 Κίνηση του σώματος Μ. 

3 2
M 5 10 m / sα = ⋅  (4) 

K MV t= α  (5) 

2
M

1s t
2

= α  (6) 

( )M M 3
M

100(2) (5) : t t t t s
50 10

υ
= υ−α = α ⇒ α +α = υ⇒ = = ⇒

α +α ⋅
3t 2 10 s−= ⋅  

 

Εφαρμόζουμε για το κιβώτιο το 2ο νόμο του Νεύτωνα στη γενικευμένη του μορφή. 

Β΄ Τρόπος: 

pF
t

∆
Σ =

∆





 

Επιλέγοντας θετική φορά προς τα δεξιά, η παραπάνω σχέση γράφεται αλγεβρικά: 
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( )

3

3
2

m VmV m mV mF t
t F F

m m0,1kg 10 100
s st t 2 10 sm4,5 10 kg

s

κκ κ

−

−

− υ− υ − υ
= ⇒ ∆ = = ⇒

∆
 − 
 ∆ = ⇒ ∆ = ⋅

− ⋅

 

 

δ)  

Αφαιρώντας τις (3) και (6) κατά μέλη, έχουμε: 

Α΄ Τρόπος: 

( )

( )

2 2 2
M M

3 3 6

1 1 1x t t t t t
2 2 2

1100 2 10 50 10 4 10 m 0,2 0,1 m
2

− −

= υ − α − α = υ − α +α =

 = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − ⇒ 
 

 

x 0,1m=  

Η δύναμη F που ασκείται από το κιβώτιο στο βλήμα ( προκαλεί τη μείωση της κινητικής 
ενέργειας του βλήματος) και η δύναμη 

Β΄ Τρόπος: 

F'  που ασκείται από το βλήμα στο κιβώτιο 
(προκαλεί την αύξηση της κινητικής ενέργειας του κιβωτίου) έχουν ίσα μέτρα. 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το βλήμα. 

( )2 21 1mV m F s x
2 2κ − υ = − +    (1) 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής κινητικής ενέργειας για το κιβώτιο. 

21 MV 0 F's
2 κ − =    (2) 

Με πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) παίρνουμε: 

( )2 2
2 2 2 m m M V1 1 1mV m MV Fx x

2 2 2 2F
κ

κ κ

υ − +
− υ + = − ⇒ =  

Με αριθμητική αντικατάσταση προκύπτει: 

( ) ( )2 2

3
2

0,1kg 100m / s 1kg 10m / s
x x 0,1mm2 4,5 10 kg

s
−

⋅ − ⋅
= ⇒ =

⋅ ⋅
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Ο Α 

Β 

R 

Πρόβλημα 10. 

Το υλικό σημείο μάζας  m 3kg=  

αφήνεται να κινηθεί από το σημείο Α 
ενός λείου κατακόρυφου οδηγού σε 
σχήμα τεταρτοκυκλίου ακτίνας R=0,15 
m. Όταν το υλικό σημείο φτάσει στο 
σημείο Β συγκρούεται ανελαστικά με 
μία λεπτή ομογενή κατακόρυφη ράβδο 
μάζας M 9kg=  και μήκους 

R 0,15 m= =  που μπορεί να 

περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 
το αρθρωμένο άκρο της Ο. Μετά την 
κρούση το υλικό σημείο αποκτά 
ταχύτητα μέτρου ίσου με το μισό από 
αυτό που είχε ελάχιστα πριν την κρούση και αντίθετης φοράς. 

Αν δίνονται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς οριζόντιο άξονα που διέρχεται από 

το κέντρο μάζας της 2
cm

1I ML
12

=  και η επιτάχυνση της βαρύτητας 2g 10 m / s= , να 

υπολογίσετε: 

α) το μέτρο της ταχύτητας του υλικού σημείου ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου αμέσως μετά την κρούση. 

γ) τη μέγιστη γωνία εκτροπής που θα σχηματίσει η ράβδος με την κατακόρυφο. 

δ) την απόλυτη τιμή του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής της ράβδου σε εκείνο το 
σημείο. 

 

Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το άκρο 
της Ο υπολογίζεται από το θεώρημα Steiner: 

Λύση 

2 2
2 2

O cm O
1 1I I M M M I M

2 12 4 3
 = + = + ⇒ = 
 
 

  (1) 



64 
 

 

 

α) Φαινόμενο 10:

Εφαρμόζουμε το Θεώρημα μεταβολής Κινητικής Ενέργειας. 

 Κίνηση του σώματος m από το Α στο Β. 

NW 0
B NK(B) K(A) W W =− = + →  

21 m mgR 2gR 2 10 0,15m / s
2

υ = ⇒ υ = = ⋅ ⋅ ⇒ 3m / sυ =  (2) 

 

β) Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Στροφορμής ως προς τον οριζόντιο άξονα που 
διέρχεται από το σημείο Ο: 

 Ανελαστική κρούση υλικού σημείου  –ράβδου. 

( ) ( )L Lπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
m M m ML L L L+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά, αυτή από τη σελίδα προς τον αναγνώστη, η παραπάνω σχέση 
γράφεται αλγεβρικά: 

( )

( )

( )

O

(1)

O

2

m 0 m ' I
m '

I
m '

1 M
3

3m '
M

33 3 3
2

rad / s
9 0,15

υ + = − υ + ω⇒

υ+ υ
ω = →

υ+ υ
ω = ⇒

υ+ υ
ω = =

 
+ 

 = ⇒
⋅
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10rad / sω =  

 

γ) Φαινόμενο 30:

Στο τρίγωνο ΟΝK έχουμε: 

 Κίνηση της ράβδου από τη θέση Ι στη θέση ΙΙ. 

H H H
/ 2 2 2
−

συνϕ = ⇒ − = συνϕ⇒ = − συνϕ
  

 



 (3) 

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας. 

( )

(3)2
O

2 2

2

2

2

2

E (I) E (II)
1 I Mg 0 MgH
2 2
1 1 M Mg Mg
2 3 2 2
1 g 1g 1
6 2 2
1 g 1
6 2

1
3g

0,15 100 11 1
3g 30 2

ΜΗΧ ΜΗΧ= ⇒

ω + = + →

 / ω + / = / − συνϕ ⇒ 
 

 ω = − + − συνϕ ⇒ 
 

ω = −συνϕ ⇒

ω
−συνϕ = ⇒

ω ⋅
συνϕ = − = − ⇒ συνϕ = ⇒



 

 









 

060ϕ =  

 

δ) Ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής είναι η συνισταμένη των ροπών 

dL dL 0,15 3MgD Mg 9 10 N m
dt dt 2 2 2

= Στ ⇒ = Στ = = ηµϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒


 

dL 3,375 3N m
dt

= ⋅  
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Ο 

Α 

Β 

R 

Πρόβλημα 11. 

Η ομογενής ράβδος μάζας 
9kgΜ =  και μήκους 1,2 m=  

του διπλανού σχήματος 
αφήνεται από την οριζόντια 
θέση να κινηθεί στο 
κατακόρυφο επίπεδο. Η ράβδος 
μπορεί να περιστρέφεται χωρίς 
τριβές γύρω από το αρθρωμένο 
άκρο της Ο. Όταν διέρχεται από 
την κατακόρυφη θέση 
συγκρούεται με ακίνητο υλικό 
σημείο μάζας m 1kg=  που 

βρίσκεται στο κατώτερο σημείο 
Α ενός λείου κατακόρυφου οδηγού σε σχήμα τεταρτοκυκλίου ακτίνας R 1,2 m= . Μετά 

την κρούση η ράβδος αποκτά γωνιακή ταχύτητα μέτρου ίσου με το μισό από αυτό που 
είχε ελάχιστα πριν την κρούση και ίδιας φοράς. 

Αν δίνονται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς οριζόντιο άξονα που διέρχεται από 

το κέντρο μάζας της 2
cm

1I M
12

=   και η επιτάχυνση της βαρύτητας 2g 10 m / s= , να 

υπολογίσετε: 

α) τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου ελάχιστα πριν την κρούση. 

β) την ταχύτητα του υλικού σημείου αμέσως μετά την κρούση. 

γ) την στιγμιαία ισχύ της ροπής του βάρους της ράβδου αμέσως μετά την κρούση. 

δ) την απώλεια της Μηχανικής ενέργειας του συστήματος κατά την κρούση. 

 

 

Λύση 

Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το άκρο 
της Ο υπολογίζεται από το θεώρημα Steiner: 

2 2
2 2

O cm O
1 1I I M M M I M

2 12 4 3
 = + = + ⇒ = 
 
 

  (1) 

 

α) Φαινόμενο 10:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας. 

 Κίνηση της ράβδου από την οριζόντια στην κατακόρυφη θέση. 
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(1)2
O

2 2

2

E (I) E (II)
1Mg I Mg
2 2

1 1 M Mg
2 3 2
1 3gg
3

30 rad / s 25rad / s
1,2

ΜΗΧ ΜΗΧ= ⇒

= ω + →

/ ω = / ⇒

ω = ⇒ω= =

= = ⇒













 

5rad / sω =  

 

β) Φαινόμενο 20:

Εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Στροφορμής ως προς τον οριζόντιο άξονα που 
διέρχεται από το σημείο Ο: 

 Ανελαστική κρούση υλικού σημείου – ράβδου. 

( ) ( )L Lπριν μετάολ ολ=
 

 

' '
m M m ML L L L+ = +
   

 

Επιλέγοντας θετική φορά, αυτή από τον αναγνώστη προς τη σελίδα, η παραπάνω σχέση 
γράφεται αλγεβρικά: 

( )

( )

( )

O O

2 2

2

0 I m I
1 1M m M
3 3
1 M m
3

M
3m

9 1,2 5 2,5
m / s

3 1
3,6 2,5m / s

′+ ω = υ + ω ⇒

′ω = υ + ω ⇒

′ω−ω = υ ⇒

′ω−ω
υ = =

⋅ ⋅ −
= =

⋅
= ⋅ ⇒



  

 



 

9m / sυ =  

 

γ) 
Mg MgP 0τ = τ ⋅ω =  

 

δ) Η μηχανική ενέργεια του συστήματος λίγο πριν την κρούση ήταν: 



68 
 

( )

2
MHX M M m O

2 2

1 MgE ( ) K U K I 0
2 2

1 1 Mg 1 1 1,2M 9 1,44 25 9 10 J
2 3 2 2 3 2
54 54 J

αρχ = + + = ω + + =

 = ω + = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = 
 

= + ⇒





  

MHXE ( ) 108Jαρχ =  

Η μηχανική ενέργεια του συστήματος αμέσως μετά την κρούση είναι: 

2 2
MHX M M m O

2 2 2

1 1E ( ) K ' U ' K ' I ' Mg m
2 2 2

1 1 1M ' Mg m
2 3 2 2
1 1 25 1,2 19 1,44 9 10 1 81 J
2 3 4 2 2

τελ = + + = ω + + υ =

= ω + + υ =

 = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒ 
 





  

MHXE ( ) 108Jτελ =  

MHX MHX MHXE E ( ) E ( ) 0J∆ = αρχ − τελ =  

Προφανώς η κρούση ήταν ελαστική. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο: ΚΡΟΥΣΕΙΣ - ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ DOPPLER 

ΕΝΟΤΗΤΑ 2: ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ DOPPLER 

ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Ερώτηση 1. 

Ένας παρατηρητής πλησιάζει με ταχύτητα υΑ ακίνητη πηγή ήχου, η οποία εκπέμπει ήχο 
συχνότητας fs. Ο παρατηρητής ακούει ήχο συχνότητας fΑ    η οποία  είναι κατά 20% 
μεγαλύτερη από την fs. Η ταχύτητα του παρατηρητή είναι: 

α) 
5
ηχ

Α

υ
υ = . 

β) 
6
ηχ

Α

υ
υ = . 

γ) 
4
ηχ

Α

υ
υ = . 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή είναι η απάντηση α. 

Λύση 

Από τα δεδομένα προκύπτει: A s s s
20f f f 1,2f

100
= + = . 

Έχουμε παρατηρητή που πλησιάζει ακίνητη ηχητική πηγή , οπότε για τη συχνότητα που 
αντιλαμβάνεται ισχύει: 

A s s sf f 1, 2f f 1,2ηχ Α ηχ Α
ηχ ηχ Α

ηχ ηχ

υ + υ υ + υ
= ⇒ = ⇒ υ = υ + υ ⇒

υ υ
 

0,2
5
ηχ

ηχ Α Α

υ
υ = υ ⇒ υ =  

Άρα σωστή απάντηση είναι η α. 
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Ερώτηση 2. 

Μια ηχητική πηγή κινούμενη με ταχύτητα s 20
ηχυ

υ = απομακρύνεται από κινούμενο 

παρατηρητή ο οποίος κινείται με ταχύτητα Αυ  κατευθυνόμενος προς την πηγή. Η πηγή 

εκπέμπει ήχο συχνότητας fs, μήκους κύματος λs , ο οποίος διαδίδεται στον αέρα με 
ταχύτητα υηχ. 

Ο παρατηρητής αντιλαμβάνεται ήχο που έχει μήκος κύματος: 

α) s
20
21Αλ = ⋅λ . 

β) s
41
40Αλ = ⋅λ . 

γ) s
21
20Αλ = ⋅λ .

 

Να επιλέξετε τη σωστή  απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

Έχουμε πηγή που απομακρύνεται από  τον παρατηρητή με ταχύτητα υs, οπότε ο 
παρατηρητής αντιλαμβάνεται μήκος κύματος λΑ για το οποίο ισχύει (βλέπε και 
παράδειγμα 2): 

s s sTΑλ = λ + υ ⋅   

Με αντικατάσταση παίρνουμε: 

ss
s s

s s s s

1
f f f f

ηχ ηχ
Α Α Α

υ υ + υυ
λ = λ + υ ⋅ ⇒ λ = + ⇒ λ = ⇒

s
s s s

21
21 2120 20

f f 20f 20

ηχ ηχ
ηχ

ηχ
Α Α Α Α

υ υ
υ + υ

λ = ⇒ λ = ⇒ λ = ⇒ λ = ⋅λ  

Επομένως σωστή απάντηση είναι η γ. 
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Ερώτηση 3. 

Μια ηχητική πηγή κινούμενη με ταχύτητα sυ
 
απομακρύνεται από κινούμενο παρατηρητή 

ο οποίος κινείται με ταχύτητα 
30
ηχ

Α

υ
υ =  κατευθυνόμενος προς την πηγή. Η πηγή 

εκπέμπει ήχο συχνότητας fs, μήκους κύματος λs, ο οποίος διαδίδεται στον αέρα με 
ταχύτητα υηχ. Ο παρατηρητής αντιλαμβάνεται τον ήχο να διαδίδεται με ταχύτητα: 

α) (A)

31
30

ηχ
ηχ

υ
υ = . 

β) (A)

30
31

ηχ
ηχ

υ
υ = . 

γ) (A)

31
51

ηχ
ηχ

υ
υ = . 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η α. 

Λύση 

Επειδή ο παρατηρητής πλησιάζει την πηγή ισχύει η σχέση (A)ηχ ηχ Αυ = υ + υ  (βλέπε και 

παρατήρηση του παραδείγματος 1, θέμα Β) 

Επομένως έχουμε: 

(A) (A) (A)

31
30 30
ηχ ηχ

ηχ ηχ Α ηχ ηχ ηχ

υ υ
υ = υ + υ ⇒ υ = υ + ⇒ υ =  

Επομένως σωστή απάντηση είναι η α. 
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Ερώτηση 4. 

Μια ακίνητη πηγή ήχου S εκπέμπει ήχο συχνότητας fs για χρονική διάρκεια Δts. Ένας 
παρατηρητής που πλησιάζει την πηγή κινούμενος με σταθερή ταχύτητα αντιλαμβάνεται 
τον ήχο με συχνότητα fΑ και για χρονική διάρκεια ΔtΑ. Για τα δύο χρονικά διαστήματα 
ισχύει η σχέση: 

α) A st t∆ = ∆ . 

β) A st t∆ < ∆ . 

γ)  A st t∆ > ∆ . 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η β. 

Λύση 

Ο αριθμός των μεγίστων Νs που εκπέμπει η πηγή δίνονται από τη σχέση s s sN f t= ⋅∆ . 

Ο αριθμός των μεγίστων ΝΑ που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής δίνονται από τη σχέση 

A A AN f t= ⋅∆ . 

Όμως όσα μέγιστα παραχθούν από την πηγή τόσα θα φθάσουν στον παρατηρητή, 
δηλαδή, 

A sN N= ⇒ s s
A A s s A

A

f tf t f t t
f
⋅∆

⋅∆ = ⋅∆ ⇒ ∆ =  

Επειδή ο παρατηρητής πλησιάζει προς την πηγή έχουμε A sf f> , επομένως A st t∆ < ∆ . 

Άρα, σωστή απάντηση είναι η β. 
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Ερώτηση 5. 

Μια ηχητική πηγή κινείται με ταχύτητα s 10
ηχυ

υ = . Μπροστά από την πηγή σε μεγάλη 

απόσταση υπάρχει ακίνητο κατακόρυφο εμπόδιο (τοίχος) στο οποίο ο ήχος μπορεί να 
ανακλαστεί. Πίσω από την πηγή υπάρχει ένας παρατηρητής Α ο οποίος κινείται με 

ταχύτητα A 20
ηχυ

υ =  με κατεύθυνση προς τον τοίχο. Η πηγή εκπέμπει κύματα συχνότητας 

fs και ο παρατηρητής ακούει δυο ήχους, έναν απευθείας από την πηγή συχνότητας f1 και 
έναν μετά από την ανάκλαση στο κατακόρυφο εμπόδιο συχνότητας f2. Τις δύο 
συχνότητες τις συνδέει η σχέση: 

α) 1 2
21f f
22

= . 

β) 1 2
18f f
21

= . 

γ) 1 2
18f f
22

=  

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση. Να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή είναι η (γ). 

Λύση 

Η συχνότητα του απευθείας ήχου που ακούει ο παρατηρητής είναι: 

( )1 S 1 S 1 S 1 S
s

21
2120 20f f f f f f f f 111 22

10 10

ηχ ηχ
ηχ

ηχ Α

ηχ ηχηχ
ηχ

υ υ
υ +υ + υ

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
υ υυ + υ υ +

 

Η συχνότητα του ανακλώμενου  ήχου που ακούει ο παρατηρητής είναι: 

2 B 2 Bf f f f (2)ηχ Α ηχ Α

ηχ τοιχ ηχ

υ + υ υ + υ
= ⇒ =
υ υ υ

 

Όπου fΒ η συχνότητα του ήχου που ανακλάται από το κατακόρυφο εμπόδιο και για την 
οποία ισχύει : 
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B s B s B s B s
s

10f f f f f f f f9 9
10 10

ηχ ηχ ηχ

ηχ ηχηχ
ηχ

υ υ υ
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

υ υυ −υ υ −
 

Από την (2) έχουμε: 

2 s 2 s 2 s

21
10 10 1020 20f f f f f f
9 9 9

ηχ ηχ
ηχ

ηχ Α

ηχ ηχ ηχ

υ υ
υ +υ + υ

= ⇒ = ⇒ = ⇒
υ υ υ

 

( )2 s 2 s
21 10 21f f f f 3
20 9 18

= ⋅ ⇒ = ⋅  

Από τις (1) και (3) προκύπτει: 

s
1

1 2
2

s

21 ff 1822 f f21f 22f
18

= ⇒ =  

Άρα σωστή απάντηση είναι η γ. 
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Ερώτηση 6. 

Ακίνητη ηχητική πηγή εκπέμπει ήχο που έχει 
συχνότητα fs. Ένας κινούμενος παρατηρητής Α 
αντιλαμβάνεται ότι ο ήχος αυτός έχει συχνότητα fΑ 
που μεταβάλλεται σε σχέση με το χρόνο, όπως 
φαίνεται στο διάγραμμα. Άρα ο παρατηρητής: 

α) απομακρύνεται από την πηγή με σταθερή 
ταχύτητα. 

β) πλησιάζει την πηγή με σταθερή επιτάχυνση. 

γ) απομακρύνεται από την πηγή με σταθερή επιτάχυνση. 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση και να δικαιολογήσετε την επιλογή σας. 

 

Σωστή απάντηση είναι η γ. 

Λύση 

Επειδή η πηγή είναι ακίνητη, η συχνότητα που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής θα δίνεται 

από τη σχέση sf fηχ Α
Α

ηχ

υ ± υ
=

υ
. 

Επειδή στο γράφημα η συχνότητα fΑ ελαττώνεται σε σχέση με το χρόνο, καταλαβαίνουμε 
ότι αφενός ο παρατηρητής απομακρύνεται από την πηγή, αφετέρου η συχνότητα που 

αντιλαμβάνεται θα δίνεται από τη σχέση sf fηχ Α
Α

ηχ

υ − υ
=

υ
. 

Επειδή στο γράφημα η συχνότητα fΑ ελαττώνεται γραμμικά σε σχέση με το χρόνο, 
καταλαβαίνουμε ότι στην τελευταία σχέση θα πρέπει ο αριθμητής ηχ Αυ − υ  να μειώνεται 

γραμμικά σε σχέση με το χρόνο (αφού όλοι οι άλλοι παράγοντες είναι σταθεροί). Για να 
συμβεί αυτό θα πρέπει ο όρος Αυ  να αυξάνεται γραμμικά σε σχέση με το χρόνο. Αυτό θα 
συμβεί αν ο παρατηρητής απομακρύνεται από την πηγή με σταθερή επιτάχυνση. 

Άρα σωστή απάντηση είναι η γ. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Άσκηση 1. 

Ένας ακίνητος παρατηρητής βρίσκεται ανάμεσα σε δυο πανομοιότυπες πηγές κυμάτων 
Π1 και Π2, οι οποίες κατευθύνονται προς τον παρατηρητή και εκπέμπουν κύματα ίδιας 

συχνότητας sf 697,2Hz= . Οι ταχύτητες των δυο πηγών είναι 1 4m / sυ =  και 2 8m / s.υ =  

  

Να βρεθούν: 

α) οι συχνότητες f1 και f2 των δύο ήχων που ακούει ο παρατηρητής. 

β) τα μήκη κύματος λ1 και λ2 των δύο ήχων που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής. 

γ) ποια είναι η συχνότητα του σύνθετου ήχου και ποια η συχνότητα των διακροτημάτων 
που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα 340m / sηχυ = . 

 

α) Για τις συχνότητες του ήχου που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής ισχύει: 

Λύση 

Από την πηγή Π1: A(1) s A(1) A(1)
s

340f f f 697,2Hz f 705,5Hz
340 4

ηχ

ηχ

υ
= ⇒ = ⇒ =
υ −υ −

 

Από την πηγή Π2: A(2) s A(2) A(2)
s

340f f f 697,2Hz f 714Hz
340 8

ηχ

ηχ

υ
= ⇒ = ⇒ =
υ −υ −

 

 

β)  

Α΄ τρόπος: 

Το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ένας παρατηρητής όταν η πηγή  τον  πλησιάζει 
δίνεται από τη σχέση: 

ss s
s s s s

s s s s

T
f f f f

ηχ ηχ
Α Α Α Α

υ υ − υυ υ
λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = λ − ⇒ λ = − ⇒ λ =  

Έτσι, το μήκος κύματος του ήχου που αντιλαμβάνεται εξαιτίας: 

• της πηγής Π1 θα είναι s
1 1

s

340 4 336m m
f 697,2 697,2

ηχυ − υ −
λ = = ⇒ λ =  
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• της πηγής Π2 θα είναι s
2 2

s

340 8 332m m
f 697,2 697,2

ηχυ − υ −
λ = = ⇒ λ =  

 

Β΄ τρόπος: 

Επειδή ο παρατηρητής είναι ακίνητος αντιλαμβάνεται ότι ο ήχος έχει ταχύτητα υηχ 
=340m/s. Εφαρμόζουμε τη θεμελιώδη εξίσωση της κυματικής για το κύμα της κάθε 
πηγής, όπως την αντιλαμβάνεται ο ακίνητος παρατηρητής 

1 1fηχυ = λ ⋅ , επομένως 1
A(1)

340 m
f 705,5

ηχυ
λ = =  

και 2 2fηχυ = λ ⋅ , επομένως 
2

(2)

340 m
f 714

ηχ

Α

υ
λ = =  

 

γ) Oι δύο ήχοι έχουν παραπλήσιες συχνότητες και θα δημιουργήσουν διακροτήματα. Για 
τη συχνότητα f  του σύνθετου ήχου που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής ισχύει: 

1 2f f 705,5 714f Hz f 709,75Hz
2 2
+ +

= = ⇒ =  

Για την περίοδο Τδ και την συχνότητα fδ του διακροτήματος που αντιλαμβάνεται ο 
παρατηρητής ισχύει.  

2 1
2 1

1 f | f f | f 8,5Hz
| f f |δ δ δΤ = ⇒ = − ⇒ =

−
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Άσκηση 2. 

Ένα ασθενοφόρο που κινείται με σταθερή ταχύτητα υs=25 m/s σε ευθύγραμμο δρόμο έχει 
ενεργοποιημένη την σειρήνα του και εκπέμπει ήχο συχνότητας fs=945 Hz. Στη διεύθυνση 
κίνησης του ασθενοφόρου υπάρχουν: 

1) ένας ποδηλάτης Α που κινείται ομόρροπα με το ασθενοφόρο με ταχύτητα υΑ= 10m/s 
και βρίσκεται μπροστά από αυτό. 

2) ένας μοτοσικλετιστής Β που κινείται αντίθετα από το ασθενοφόρο με σταθερή 
ταχύτητα υΒ και βρίσκεται μπροστά από αυτό. 

Για τις συχνότητες του ήχου fA, fB που αντιλαμβάνονται ο ποδηλάτης και ο 

μοτοσικλετιστής αντίστοιχα, ισχύει A

B

f 33
f 37

= . Να βρεθούν: 

α) η συχνότητα fΑ  που αντιλαμβάνεται ο ποδηλάτης. 

β) η ταχύτητα του μοτοσικλετιστή υΒ. 

γ) ο λόγος ( )

( )

ηχ Α

ηχ Β

υ

υ
, όπου υηχ(Α), υηχ(Β), οι ταχύτητες διάδοσης του ήχου που 

αντιλαμβάνονται ο ποδηλάτης και ο μοτοσικλετιστής αντίστοιχα. 

δ) ο λόγος A

B

λ
λ

, όπου λA, λB, τα μήκη κύματος που αντιλαμβάνονται ο ποδηλάτης και ο 

μοτοσικλετιστής αντίστοιχα. 

Δίνεται ότι η ταχύτητα του ήχου είναι υηχ= 340m/s. 

 

α) Ο ποδηλάτης απομακρύνεται από πηγή που τον πλησιάζει. Επομένως αντιλαμβάνεται 
συχνότητα fA  που δίνεται από την σχέση: 

Λύση 

A
A s

s

f f (1)ηχ

ηχ

υ − υ
=
υ − υ

 

Με αντικατάσταση παίρνουμε: A A
340 10 330f 945Hz 945Hz f 990Hz
340 25 315

−
= = ⇒ =

−
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β) Ο μοτοσικλετιστής πλησιάζει την πηγή που τον πλησιάζει και αυτή. Επομένως 
αντιλαμβάνεται συχνότητα fΒ που δίνεται από τη σχέση: 

B
B s

s

f f (2)ηχ

ηχ

υ + υ
=
υ − υ

 

Διαιρώντας κατά μέλη  τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε: 

A
s

s AA

BB B
s

s

f
f
f f

ηχ

ηχ ηχ

ηχ ηχ

ηχ

υ − υ
υ − υ υ −υ

= = ⇒
υ + υ υ + υ
υ −υ

 

33 340 10 33 330 340 370
37 340 37 340 Β

Β Β

−
= ⇒ = ⇒ +υ = ⇒

+υ + υ
 

30m / sΒυ =  

 

γ) Οι ταχύτητες του ήχου που αντιλαμβάνονται ο ποδηλάτης και ο μοτοσικλετιστής 
αντίστοιχα είναι: 

( ) ( ) (340 10)m / s 330m / sηχ Α ηχ Α ηχ Αυ = υ − υ ⇒ υ = − =  

(B) B (B) (340 30)m / s 370m / sηχ ηχ ηχυ = υ + υ ⇒ υ = + =  

Ο ζητούμενος λόγος είναι: ( )A

( )B

33
37

ηχ

ηχ

υ
=

υ  

 

δ) Το μήκος κύματος του ήχου που αντιλαμβάνεται κάθε παρατηρητής εξαρτάται από την 
ταχύτητα της πηγής και την θέση του παρατηρητή . Οι δυο παρατηρητές είναι μπροστά 
από την πηγή που τους πλησιάζει οπότε ισχύει: 

s s sTΑλ = λ − υ ⋅  και B s s sTλ = λ − υ ⋅  

Επομένως 
B

1Αλ =
λ
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Άσκηση 3. 

Πηγή ήχου S κινείται με σταθερή ταχύτητα υs σε ευθύγραμμη τροχιά και εκπέμπει ήχο 
συχνότητας fs. 

Στην ίδια ευθεία βρίσκεται ακίνητος παρατηρητής ο οποίος ακούει ήχο με συχνότητα 

1f 680Hz=  όταν η πηγή τον πλησιάζει και ήχο με συχνότητα 2 1
33f f
35

=  όταν η πηγή 

περνώντας τον απομακρύνεται από αυτόν. Ζητείται: 

α) η ταχύτητα με την οποία κινείται η πηγή. 

β) η συχνότητα του ήχου που εκπέμπει η πηγή. 

γ) το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής όταν η πηγή τον πλησιάζει και 
όταν η πηγή απομακρύνεται από αυτόν. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα υηχ=340m/s. 

 

α) Η πηγή πλησιάζει ακίνητο παρατηρητή επομένως ο παρατηρητής αντιλαμβάνεται ήχο 
συχνότητας: 

Λύση 

1 s
s

f f (1)ηχ

ηχ

υ
=
υ − υ

 

Η πηγή απομακρύνεται από ακίνητο παρατηρητή επομένως ο παρατηρητής 
αντιλαμβάνεται ήχο συχνότητας 

2 s
s

f fηχ

ηχ

υ
=
υ + υ

 

Διαιρώντας κατά μέλη έχουμε: 

s
s s1

s s
2 s

s
s

f
f 35 35( ) 33( )
f 33f

ηχ

ηχ ηχ
ηχ ηχ

ηχ ηχ

ηχ

υ
υ − υ υ + υ

= ⇒ = ⇒ υ −υ = υ + υ ⇒
υ υ −υ

υ + υ

 

s s
2 3402 68 ( )m / s 10m / s

68ηχ

⋅
υ = υ ⇒ υ = =  

 

β) Από τη σχέση (1) με αντικατάσταση παίρνουμε fs=660Hz 
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γ) Το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής όταν η πηγή τον πλησιάζει 
δίνεται από τη σχέση: 

s s
s s s s

s s s

s

s

T
f f f

340 10 33m m 0,5m
f 660 66

ηχ
Α Α Α

ηχ
Α Α

υυ υ
λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = λ − ⇒ λ = − ⇒

υ −υ −
λ = = ⇒ λ = =

 

Το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής όταν η πηγή απομακρύνεται από 
αυτόν δίνεται από τη σχέση: 

s s
s s s s

s s s

s

s

T
f f f

340 10 35m m
f 660 66

ηχ
Α Α Α

ηχ
Α Α

υυ υ
λ = λ + υ ⋅ ⇒ λ = λ + ⇒ λ = + ⇒

υ + υ +
λ = = ⇒ λ =
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Άσκηση 4. 

Η σειρήνα ενός τρένου το οποίο κινείται σε ευθύγραμμη  τροχιά με υs=40m/s εκπέμπει 

ήχο συχνότητας fs=600Hz για χρονικό διάστημα Δts=3,5 s. Ένας παρατηρητής κινείται 

αντίθετα από το τρένο με ταχύτητα υΑ=10m/s. Να βρεθεί: 

α) η συχνότητα του ήχου που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής. 

β) το μήκος κύματος του ήχου που εκπέμπει το τρένο καθώς και το μήκος κύματος που 

αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής Α. 

γ) ο αριθμός των μεγίστων που εκπέμπει η σειρήνα του τρένου. 

δ) η χρονική διάρκεια του ήχου που ακούει ο παρατηρητής. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου υηχ=340m/s. 

 

α) Επειδή ο παρατηρητής πλησιάζει την πηγή και η πηγή πλησιάζει τον παρατηρητή 

ισχύει: 

Λύση 

A
A s A

s

340 10f f f 600Hz 700Hz
340 40

ηχ

ηχ

υ + υ +
= ⇒ = =
υ −υ −  

 

β) Το μήκος κύματος του ήχου που εκπέμπει το τρένο βρίσκεται με εφαρμογή της 

θεμελιώδους εξίσωσης της κυματικής για έναν ακίνητο παρατηρητή: 

s s s
s

340 34 17m m m
f 600 60 30
ηχυ

λ = ⇒ λ = = ⇒ λ =  

Το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής μπορεί να υπολογιστεί με δύο 
τρόπους. 

 

Α΄ τρόπος: 
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Έχουμε πηγή που πλησιάζει παρατηρητή, άρα το μήκος κύματος που αυτός 
αντιλαμβάνεται είναι 

s s
s s s s

s s s

s

s

T
f f f

340 40 m 0,5m
f 600

ηχ
Α Α Α

ηχ
Α Α

υυ υ
λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = λ − ⇒ λ = − ⇒

υ −υ −
λ = = ⇒ λ =

 

 

 

Β΄ τρόπος: 

Εφαρμόζουμε τη θεμελιώδη εξίσωση της κυματικής για  τον κινούμενο παρατηρητή, 

αφού προηγουμένως υπολογίσουμε την ταχύτητα του ήχου που αντιλαμβάνεται ο 

παρατηρητής. 

( ) Aηχ Α ηχυ = υ + υ
 

Έτσι έχουμε ( ) A
A s

A A

350( )m 0,5m
f f 700
ηχ Α ηχυ υ + υ

λ = ⇒ λ = = =  

 

γ) Ο αριθμός των μεγίστων που εκπέμπει η πηγή υπολογίζεται εύκολα από την σχέση: 

s s s sN f t N 600 3,5 2100= ⋅∆ ⇒ = ⋅ = μέγιστα  

 

δ) Όσα μέγιστα εκπέμπει η πηγή τόσα θα ακούσει ο παρατηρητής 

s 2100ΑΝ = Ν = μέγιστα , επομένως έχουμε:
 

A
A

2100f t 3s
t f 700
Α Α

Α
Α

Ν Ν
= ⇒ ∆ = = =
∆  
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Άσκηση 5. 

Ένας παρατηρητής Α κινείται με ταχύτητα υΑ=20 m/s κατευθυνόμενος προς ακίνητη πηγή 

ήχου, η οποία εκπέμπει κύματα συχνότητας fs=68 Hz και μήκους κύματος λs, για χρονικό 

διάστημα Δts = 10s.  

α) Ποια είναι η συχνότητα και ποιο το μήκος κύματος του ήχου που αντιλαμβάνεται ο 

παρατηρητής καθώς πλησιάζει την πηγή; 

β) Πόσο έχει μετατοπισθεί ο παρατηρητής στο χρονικό διάστημα που ακούει 2 διαδοχικά 

μέγιστα ήχου; 

γ) Πόση είναι η απόσταση μεταξύ 2 διαδοχικών μέγιστων του ήχου που αντιλαμβάνεται ο 

παρατηρητής; 

δ) Να βρεθεί η απόσταση πηγής-παρατηρητή τη χρονική στιγμή που φτάνει σε αυτόν το 

1ο μέγιστο  ήχου αν γνωρίζουμε ότι την ίδια στιγμή η πηγή εκπέμπει το τελευταίο 

μέγιστο ήχου. 

Δίνεται υηχ=340m/s 

 

α) Παρατηρητής πλησιάζει ακίνητη πηγή, επομένως ισχύει: 

Λύση 

• Για την συχνότητα που αντιλαμβάνεται: 

A
A s A

340 20f f f 68Hz 72Hz
340

ηχ

ηχ

υ + υ +
= ⇒ = =

υ  

• Για το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται: 

s
s

340 5m
f 68
ηχ

Α

υ
λ = λ = = =  

 

β) Το χρονικό διάστημα μεταξύ δυο διαδοχικών μεγίστων ήχου είναι ίσο με την περίοδο 
του ήχου που ακούει ο παρατηρητής: 

A
A

1 1T sec
f 72

= =  

Στο χρονικό αυτό διάστημα ο παρατηρητής έχει διανύσει απόσταση: 
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A
1 5x T x 20m x m
72 18Α∆ = ⋅υ ⇒ ∆ = ⋅ ⇒ ∆ =  

 

γ) Η ζητούμενη απόσταση είναι ίση με το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο 

παρατηρητής, δηλαδή: 

Ad 5m= λ =
 

 

δ) Ο αριθμός των μεγίστων που εκπέμπει η πηγή είναι: 

A sN f t 68 10 680 μέγιστα= ⋅∆ = ⋅ =
 

Η συνολική απόσταση των μεγίστων αυτών είναι χ=(680-1)·5m=3395 m και είναι ίση με 

την απόσταση πηγής - παρατηρητή. 
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Άσκηση 6. 

Μια αμαξοστοιχία πλησιάζει έναν ακίνητο παρατηρητή κινούμενη με σταθερή ταχύτητα 
και τη στιγμή που η σειρήνα του απέχει d=680m από τον παρατηρητή εκπέμπει ήχο 
συχνότητας fs=800Hz για χρονικό διάστημα Δts=8,5s . Ο ακίνητος παρατηρητής 
αντιλαμβάνεται ήχο συχνότητας fA=850Hz. 

Να υπολογιστεί: 

α) η ταχύτητα της αμαξοστοιχίας 

β) το μήκος κύματος του ήχου που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής 

γ) το χρονικό διάστημα για το οποίο ο παρατηρητής αντιλαμβάνεται τον ήχο της 
σειρήνας. 

δ) η απόσταση αμαξοστοιχίας παρατηρητή την στιγμή που ο παρατηρητής σταμάτησε  να 
ακούει τον ήχο. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα, υηχ=340 m/s. 

 

α) Έχουμε κινούμενη πηγή που πλησιάζει ακίνητο παρατηρητή επομένως ο παρατηρητής 
αντιλαμβάνεται συχνότητα  fΑ για την οποία ισχύει: 

Λύση 

A s
s s

340f f 850 800
340

ηχ

ηχ

υ
= ⇒ = ⇒
υ −υ −υ s s850(340 ) 340 800 20m / sec− υ = ⋅ ⇒ υ =  

 

β) Καθώς η αμαξοστοιχία  πλησιάζει τον παρατηρητή, ο παρατηρητής αντιλαμβάνεται 
ήχο με μήκος κύματος 

 

s
A s s s A s A

s s s

1T
f f f
ηχ ηχυ υ − υ

λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = −υ ⋅ ⇒ λ = ⇒  

A A
340 20 m 0,4m

800
−

λ = ⇒ λ =  

 

γ) Τα μέγιστα που ακούει ο παρατηρητής είναι ίσα με τα μέγιστα  που στέλνει η σειρήνα, 
άρα: 

A s A A s sN N f t f t= ⇒ ⋅∆ = ⋅∆ ⇒  

s s
A

A

f t 800t 8,5s 8s
f 850
⋅∆

∆ = = =  
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δ) Ο παρατηρητής σταματά να ακούει ήχο 8s μετά από την στιγμή που ο ήχος φθάνει σε 
αυτόν. Ο ήχος κινείται με σταθερή ταχύτητα και για να διανύσει την απόσταση d 
χρειάζεται χρονικό διάστημα t1 που υπολογίζεται ως εξής: 

1 1
1

d d 680t t s 2s
t 340ηχ

ηχ

υ = ⇒ = ⇒ = =
υ

 

Επομένως από τη στιγμή που ξεκινά το πρώτο μέγιστο από την αμαξοστοιχία μέχρι να 
φτάσει και το τελευταίο μέγιστο στο αυτί του παρατηρητή περνά χρόνος: 

A 1t t t t 10s∆ = ∆ + ⇒ ∆ =  

Στο χρονικό αυτό διάστημα η πηγή διένυσε απόσταση: 

sx t x 200m∆ = υ ⋅∆ ⇒ ∆ =  

Και η μεταξύ τους απόσταση θα είναι 680m 200m 480m− = . 
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ΘΕΜΑ Δ 

Πρόβλημα 1. 

Ένα σώμα Σ1 που έχει πάνω του προσαρμοσμένο  δέκτη ηχητικών κυμάτων εκτελεί  απλή 

αρμονική ταλάντωση στον οριζόντιο άξονα x’Οx με εξίσωση 
3x 0,4 (10 t )
2
π

= ηµ + . Στον 

θετικό ημιάξονα και σε απόσταση μεγαλύτερη από το πλάτος ταλάντωσης βρίσκεται 
ακίνητη μια σειρήνα που παράγει ηχητικά κύματα συχνότητας fs=850Ηz. 

Να βρεθούν: 

 

α) ποια είναι η ελάχιστη και ποια είναι η μέγιστη συχνότητα του ήχου που ανιχνεύει ο 
δέκτης. 

β) πόσες φορές σε χρονική διάρκεια t s∆ = π⋅  ο ανιχνευτής μετρά ήχο ίδιας συχνότητας 
με τον ήχο που εκπέμπει η πηγή. 

γ) η συνάρτηση που περιγράφει πως μεταβάλλεται η συχνότητα που ανιχνεύει ο δέκτης 
σε σχέση με το χρόνο και να τη σχεδιάσετε σε αριθμημένους άξονες για χρονικό 
διάστημα ίσο με μια περιόδο της ταλάντωσης. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα υηχ=340m/s. 

 

α) Την ελάχιστη συχνότητα την ανιχνεύει ο δέκτης την στιγμή που απομακρύνεται από 
την πηγή με τη μέγιστη ταχύτητα, ενώ τη μέγιστη συχνότητα την ανιχνεύει καθώς 
πλησιάζει την πηγή με τη μέγιστη ταχύτητα. Όμως, ένα σώμα που ταλαντώνεται έχει 
μέγιστη ταχύτητα όταν διέρχεται από τη θέση ισορροπίας, η οποία είναι ίση με 

Λύση 

max max maxA 0,4 10m / s 4m / sυ = ⋅ω⇒ υ = ⋅ ⇒ υ =  

Η  ελάχιστη συχνότητα που ανιχνεύει ο δέκτης  είναι:  

A sf fηχ− Α

ηχ

υ υ
=

υ     
όπου  υΑ  είναι η μέγιστη ταχύτητα  που μπορεί να κινηθεί ο δέκτης  

A
340 4f 850Hz 840Hz

340
−

= =  
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Η μέγιστη συχνότητα που μετρά ο ανιχνευτής είναι 

A s A
340 4f f f 850Hz 860Hz

340
ηχ Α

ηχ

υ + υ +
= ⋅ ⇒ = =

υ
 

β) Ο ανιχνευτής αντιλαμβάνεται ήχο ίδιας συχνότητας με την συχνότητα της πηγής όταν  
είναι ακίνητος, δηλαδή όταν είναι στις ακραίες θέσεις της τροχιάς του.  

Σε μια περίοδο όμως ο δέκτης  περνά από ακραία θέση 2 φορές , δηλαδή κάθε 
T 1 2t s
2 2 10

π π
∆ = = ⋅ =

ω
 

Άρα ο ανιχνευτής αντιλαμβάνεται ήχο ίδιας συχνότητας με την συχνότητα της πηγής:

N N 10

10

φορές  φορές
π

= ⇒ =
π

  

 

γ) Ο ανιχνευτής αντιλαμβάνεται συχνότητα που δίνεται από τη σχέση 

max

A s A s

3( t )
2f f f f

ηχ
ηχ Α

ηχ ηχ

π
υ + υ ⋅συν ω⋅ +υ + υ

= ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒
υ υ

 

( )

A A

A

3 3340 4 (10 t ) 4 (10 t )
2 2f 850 f (1 ) 850

340 340
3f 850 10 (10 t ) SI
2

π π
+ συν ⋅ + συν ⋅ +

= ⋅ ⇒ = + ⋅ ⇒

π
= + συν ⋅ +

 

Η ζητούμενη γραφική παράσταση φαίνεται παρακάτω. 
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Πρόβλημα 2. 

Τα δελφίνια χρησιμοποιούν σύστημα εκπομπής και λήψης υπερήχων για να εντοπίζουν 
την τροφή τους. Ένα ακίνητο δελφίνι παρακολουθεί ένα κοπάδι ψάρια που το 
πλησιάζουν με ταχύτητα υΑ. Το δελφίνι εκπέμπει έναν υπέρηχο συχνότητας fs=78,396 
kHz , ο οποίος αφού ανακλαστεί στο κινούμενο κοπάδι ψαριών, ανιχνεύεται από το 
δελφίνι ως υπέρηχος συχνότητας f2=79,524 kHz . Τα ψάρια αντιλαμβάνονται το δελφίνι 
τη χρονική στιγμή t=0 και αντιστρέφοντας  αμέσως την ταχύτητά τους (χωρίς να 
αλλάξουν το μέτρο της) αρχίζουν να απομακρύνονται από αυτό. Το δελφίνι παραμένει 
ακίνητο μέχρι τη χρονική στιγμή t=3s και στη συνέχεια  αρχίζει να κυνηγά το κοπάδι 
κινούμενο με σταθερή  ταχύτητα υΔ=20 m/s. Να βρεθούν: 

α) η ταχύτητα υΑ των ψαριών. 

β) η συχνότητα του υπερήχου που ανιχνεύει το ακίνητο δελφίνι καθώς τα ψάρια 
απομακρύνονται από αυτό.  

γ) ποια χρονική στιγμή το δελφίνι θα φτάσει στο κοπάδι ψαριών αν τα ψάρια πλησίασαν 
το δελφίνι σε απόσταση d=120 m και πόση απόσταση θα έχει διανύσει το κοπάδι αλλά 
και το δελφίνι έως τότε.  

Δίνεται η ταχύτητα των υπέρηχων στο νερό υηχ=1400m/s. 

 

α) Η συχνότητα του ήχου που θα λάμβανε ένας δέκτης πάνω στο κινούμενο κοπάδι είναι 
f1 και υπολογίζεται από την σχέση: 

Λύση 

1 sf fηχ Α

ηχ

υ + υ
=

υ
    (1) 

Η σχέση αυτή δίνει και τη συχνότητα του υπερήχου που επανεκπέμπεται από τη 
δευτερογενή πηγή (κοπάδι ψαριών). Έχουμε λοιπόν κινούμενη πηγή με ταχύτητα υΑ που 
εκπέμπει ήχο συχνότητας f1. Tον ήχο αυτό τον ανιχνεύει ο ακίνητος ανιχνευτής (δελφίνι) 
με συχνότητα f2, η οποία είναι ιση με: 

2 1f fηχ

ηχ Α

υ
=
υ − υ

    (2) 

Από (1) και (2) έχουμε: 

2 s 2 sf f f fηχ ηχ Α ηχ Α

ηχ Α ηχ ηχ Α

υ υ + υ υ + υ
= ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒
υ −υ υ υ −υ

 

140079524 78396 10m / sec
1400

Α
Α

Α

+ υ
= ⋅ ⇒ υ =

−υ
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β) Ακολουθώντας ακριβώς την ίδια διαδικασία με πριν, βρίσκουμε ότι η συχνότητα του 
ήχου που επανεκπέμπει (ανακλά) η δευτερογενής πηγή, (κοπάδι ψαριών) που 
απομακρύνεται, είναι: 

'
1 sf fηχ Α

ηχ

υ − υ
=

υ
    (3) 

Το δελφίνι τώρα ανιχνεύει ήχο συχνότητας f2΄ που είναι ίσος με: 

1

' '
2f fηχ

ηχ Α

υ
=
υ + υ

    (4) 

Από τις (3) και (4) έχουμε: 

' '
2 s 2 sf f f fηχ ηχ Α ηχ Α

ηχ Α ηχ ηχ Α

υ υ − υ υ −υ
= ⋅ ⇒ = ⇒
υ + υ υ υ + υ

 

'
2

1400 10f 78396 z 77284 z
1400 10

−
= ⋅ Η = Η

+
 

 

γ) Επειδή το κοπάδι και το δελφίνι εκτελούν ευθύγραμμη ομαλή κίνηση, για το διάστημα 

που θα διανύσουν ισχύουν οι σχέσεις: 

Για το κοπάδι: 1S tΑ= υ ⋅     (5) 

Για το δελφίνι: 2S (t 3)∆= υ ⋅ −     (6) 

Αφαιρώντας κατά μέλη έχουμε: 

2 1 AS S (t 3) t d ( ) t 3∆ ∆ Α ∆− = υ ⋅ − − υ ⋅ ⇒ = υ −υ ⋅ − υ ⇒  

d 3 120 3 20t t s 18s
( ) 20 10

∆

∆ Α

+ υ + ⋅
= ⇒ = =

υ −υ −
 

Από τις (5) και (6) βρίσκουμε ότι 1S 180m=  και 2S 300m= . 

  



24 
 

Πρόβλημα 3. 

Το σώμα Σ1 του σχήματος έχει μάζα m1=1kg, φέρει ενσωματωμένο ανιχνευτή ήχου και 

αρχικά ισορροπεί δεμένο στο ελεύθερο άκρο οριζόντιου ελατηρίου σταθεράς k=100N/m. 

Εκτρέπουμε το σώμα κατά d=A=0,2 m προς την αρνητική κατεύθυνση και το αφήνουμε 

ελεύθερο να κινηθεί στο λείο οριζόντιο επίπεδο. Στη διεύθυνση ταλάντωσης και στο 

σημείο Γ υπάρχει ακίνητη πηγή ήχου που εκπέμπει κύματα συχνότητας fs =510Hz. Όταν 

το Σ1  βρίσκεται σε απομάκρυνση: 

x 0,1 3 m=
 

κατευθυνόμενο προς την ηχητική πηγή, συγκρούεται πλαστικά με σώμα Σ2, μάζας 

m2=3kg, το οποίο κινείται σε αντίθετη κατεύθυνση με ταχύτητα υ2=3m/s. 

 

Να βρεθούν: 

α) η μέγιστη τιμή της συχνότητας που θα καταγράψει ο ανιχνευτής πριν την κρούση. 

β) η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής ελάχιστα πριν την κρούση. 

γ) η σχέση που δίνει τη συχνότητα που ανιχνεύει ο ανιχνευτής σε συνάρτηση με το χρόνο 

πριν την κρούση, θεωρώντας t=0 την στιγμή που το Σ1 είναι στη θέση ισορροπίας του και 

κινείται προς τα θετικά. 

δ) η συχνότητα που καταγράφει ο ανιχνευτής αμέσως μετά την κρούση καθώς και το 

ποσοστό της επί % μεταβολής της συχνότητας που καταγράφει ο δέκτης κατά την 

κρούση. 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα υηχ=340m/s. 

 

α) Τη μέγιστη συχνότητα την ανιχνεύει ο δέκτης την στιγμή που πλησιάζει με μέγιστη 

ταχύτητα την ακίνητη πηγή, αυτό συμβαίνει όταν διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του. 

Η μέγιστη ταχύτητα της  αρχικής ταλάντωσης βρίσκεται από τη σχέση: 

Λύση 
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max max
1

k 100 m mA 0,2 2
m 1 s s

υ = ωΑ = = ⋅ ⇒ υ =
 

Επομένως: 

max
max s max max

340 2f f f 510Hz f 513Hz
340

ηχ

ηχ

υ + υ +
= ⇒ = ⇒ =

υ
 

 

β) Πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε την ταχύτητα ταλάντωσης του σώματος Σ1

 
 ελάχιστα 

πριν συγκρουστεί με το Σ2. Με εφαρμογή της διατήρησης της ενέργειας για την 
ταλάντωση μεταξύ της ακραίας θέσης και της θέσης με απομάκρυνση x παίρνουμε: 

2 2 2
1

1 1 1kA kx m
2 2 2

= + υ ⇒  

2 2 2 2

1

k ( x ) 10 0,2 (0,1 3) m / s 10 0,01 m / s 1m / s
m

υ = ± Α − ⇒ υ = ± − ⇒ υ = ± ⇒ υ = ±  

Επειδή κινείται προς τα θετικά: 

1m / sυ = +  

Έχουμε παρατηρητή που πλησιάζει ακίνητη πηγή, άρα ισχύει: 

A s A
340 1f f f 510Hz 511,5Hz

340
ηχ Α

ηχ

υ + υ +
= ⇒ = =

υ
 

 

γ) Τη χρονική στιγμή t=0 ο δέκτης πλησιάζει την πηγή, επομένως θα ισχύει: 

max
A s A s

t
f f f fηχ ηχ

ηχ ηχ

υ + υ υ + υ ⋅συνω⋅
= ⇒ = ⇒

υ υ
 

A A
340 2 10 tf 510 f 510 3 10t

340
+ συν ⋅

= ⇒ = + συν  (S.I.) 

 

δ) Εφαρμόζουμε Αρχή Διατήρησης της Ορμής κατά την κρούση και έχουμε: 

1 2 1 2P P m m (m m )Vπριν µετα Β= ⇒ ⋅υ − ⋅υ = + ⇒
 

 

81 1 3 3 (1 3)V V m / s 2m / s
4

⋅ − ⋅ = + ⇒ = − = −  
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Το (-) σημαίνει ότι η ταχύτητα του συσσωματώματος μετά την κρούση είναι αντίθετη της 
υ. 

Έχουμε παρατηρητή που απομακρύνεται από ακίνητη πηγή, άρα η συχνότητα που 

ανιχνεύει ο δέκτης αμέσως μετά την κρούση είναι: 

A s A

V 340 2f f f 510Hz 507Hz
340

ηχ

ηχ

υ − −
= ⇒ = =

υ  

Το ποσοστό μεταβολής της συχνότητας δίνεται από την σχέση: 

f 507 511,5 450100% 100% 100% %
f 511,5 511,5αρχ

∆ −
π = ⋅ ⇒ π = ⋅ ⇒ π =−  
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Πρόβλημα 4. 

Ένα σώμα Σ1, μάζας m1=1kg, που φέρει ενσωματωμένη σειρήνα συχνότητας fs=528Hz, 
κινείται στον οριζόντιο άξονα x΄x και προς τη θετική κατεύθυνση με ταχύτητα υ1. 
Μπροστά από το Σ1 κινείται προς την ίδια κατεύθυνση ένα δεύτερο σώμα Σ2, μάζας m2 
=2m1, με ταχύτητα υ2=5m/s. Ένας ακίνητος παρατηρητής βρίσκεται πάνω στον οριζόντιο 
άξονα x΄x και δεξιότερα από τα δύο σώματα. Τη χρονική στιγμή t=0  το σώμα Σ1 απέχει 
120m από τον παρατηρητή , ο οποίος αντιλαμβάνεται τον ήχο της σειρήνας να έχει 
συχνότητα fA=561Ηz. Μετά από χρονικό διάστημα Δt το Σ1 φτάνει στο Σ2 και συγκρούεται 
με αυτό πλαστικά. Το συσσωμάτωμα αφού κινηθεί για χρονικό διάστημα Δt προσπερνά 
τον παρατηρητή τη χρονική στιγμή t=2·Δt.  

 

Να βρεθούν: 

α) η ταχύτητα του σώματος Σ1  πριν την κρούση του με το Σ2. 

β) η συχνότητα του ήχου που αντιλαμβάνεται ο παρατηρητής Α μετά την πλαστική 
κρούση. 

γ) η χρονική στιγμή που το συσσωμάτωμα προσπερνά τον παρατηρητή. 

δ) και να σχεδιαστεί σε αριθμημένους άξονες το μήκος κύματος που αντιλαμβάνεται ο 
παρατηρητής σε σχέση με το χρόνο για το χρονικό διάστημα 0 t 12s≤ ≤ . 

Δίνεται η ταχύτητα του ήχου στον αέρα υηχ= 340m/s 

 

α) Έχουμε κινούμενη πηγή που πλησιάζει ακίνητο παρατηρητή επομένως ο παρατηρητής 
αντιλαμβάνεται συχνότητα f1 για την οποία ισχύει : 

Λύση 

1 s 1
s 1

340f f 561 528 20m / s
340

ηχ

ηχ

υ
= ⇒ = ⇒ υ =
υ −υ −υ

 

Η ταχύτητα αυτή είναι η ταχύτητα που έχει το σώμα  Σ1  πριν την κρούση. 

 

β) Εφαρμόζουμε Αρχή Διατήρησης της Ορμής κατά την κρούση και έχουμε: 

P Pπριν µετα= ⇒
 

 

1 1 2 2 1 2m m (m m )V⋅ υ + ⋅υ = + ⇒  
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1 1 2 2

1 2

m m 1 20 2 5V V m / s
(m m ) (1 2)
⋅ υ + ⋅υ ⋅ + ⋅

= ⇒ = =
+ +

10m / s  

H ταχύτητα V έχει ίδια φορά με τις ταχύτητες των σωμάτων πριν την κρούση. 

Έχουμε κινούμενη πηγή με υs=V=10m/s που πλησιάζει ακίνητο παρατηρητή, επομένως ο 
παρατηρητής αντιλαμβάνεται συχνότητα f2 ίση με  

2 s 2 2
s

340 340 528f f f 528 z f z 544 z
340 10 330

ηχ

ηχ

υ ⋅
= ⇒ = Η ⇒ = Η = Η
υ −υ −

 

 

γ) Θα ισχύει: 

1 t V t 120 20 t 10 t 120 t 4sυ ∆ + ∆ = ⇒ ∆ + ∆ = ⇒ ∆ =  

Άρα η χρονική στιγμή που το συσσωμάτωμα προσπερνά τον παρατηρητή είναι η 
t=2·Δt=8s. 

 

δ) Η γραφική παράσταση θα έχει 3 κλάδους. 

Για 0 t 4s≤ <  καθώς το Σ1 πλησιάζει τον παρατηρητή , αυτός αντιλαμβάνεται ήχο με 
μήκος κύματος: 

1
1 s s s 1 s 1

s s s

1 1

1T
f f f

340 20 320m m
528 528

ηχ ηχυ υ − υ
λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = −υ ⋅ ⇒ λ = ⇒

−
λ = ⇒ λ =

 

Για 4s t 8s< <  καθώς το συσσωμάτωμα πλησιάζει τον παρατηρητή, αυτός 
αντιλαμβάνεται ήχο με μήκος κύματος: 

2 s s s 2 s 2
s s s

2 2

V1T
f f f

340 10 330m m
528 528

ηχ ηχυ υ −
λ = λ − υ ⋅ ⇒ λ = −υ ⋅ ⇒ λ = ⇒

−
λ = ⇒ λ =

 

Για 8s t 12s< ≤  καθώς το συσσωμάτωμα απομακρύνεται από τον παρατηρητή ο 
παρατηρητής αντιλαμβάνεται ήχο με μήκος κύματος 

3 s s s 3 s 3
s s s

3 3

V1T
f f f

340 10 350m m
528 528

ηχ ηχυ υ +
λ = λ + υ ⋅ ⇒ λ = + υ ⋅ ⇒ λ = ⇒

+
λ = ⇒ λ =
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Το ζητούμενο διάγραμμα φαίνεται παρακάτω: 
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Πρόβλημα 5. 

Ένα περιπολικό που στέκεται ακίνητο στην άκρη του δρόμου έχει σειρήνα που εκπέμπει 
κύματα συχνότητας fs=510 Hz. Ένας ποδηλάτης (παρατηρητής Α) που βρίσκεται ακίνητος 
ακριβώς δίπλα στο περιπολικό ξεκινά τη χρονική στιγμή t=0 ομαλά επιταχυνόμενη 

κίνηση με 21 m / sα =  απομακρυνόμενος από αυτό. Την ίδια χρονική στιγμή το 
περιπολικό ενεργοποιεί τη σειρήνα του. Ένας αθλητής (παρατηρητής Β) που κινείται με 
σταθερή ταχύτητα υB πλησιάζοντας το περιπολικό αντιλαμβάνεται ότι η συχνότητα του 
ήχου της σειρήνας είναι fB. Τη χρονική στιγμή t=18s ο ποδηλάτης αντιλαμβάνεται ήχο 
συχνότητας fA που διαφέρει από την fB κατά 36Hz. 

 

α) Να βρεθεί η ταχύτητα με την οποία κινείται ο αθλητής καθώς και η συχνότητα του 
ήχου που αντιλαμβάνεται. 

β) Να βρεθεί η συχνότητα fA του ήχου που αντιλαμβάνεται ο ποδηλάτης σε συνάρτηση με 
το χρόνο. 

γ) Να γίνει σε αριθμημένους άξονες το διάγραμμα της συχνότητας fA του ήχου που 
αντιλαμβάνεται ο ποδηλάτης σε συνάρτηση με το χρόνο για το χρονικό διάστημα 
0 t 18s≤ ≤ . 

δ) Να βρεθεί αριθμός των μεγίστων που άκουσε συνολικά ο ποδηλάτης στο χρονικό 
διάστημα 0 t 18s≤ ≤ . 

Δίνεται υηχ=340m/s. 

 

α) Ο αθλητής που πλησιάζει αντιλαμβάνεται συχνότητα που δίνεται από τη σχέση 

Λύση 

B
B sf f (1)ηχ

ηχ

υ + υ
=

υ
 

Ο ποδηλάτης που απομακρύνεται αντιλαμβάνεται συχνότητα που δίνεται από τη σχέση: 

A
A sf f (2)ηχ

ηχ

υ − υ
=

υ
 

Από τις (1) και (2) έχουμε: 

B A
B A s sf f 36 f f 36ηχ ηχ

ηχ ηχ

υ + υ υ − υ
− = ⇒ − = ⇒

υ υ
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B A B A
s

( )
f 36 510 36

340
ηχ ηχ ηχ ηχ

ηχ

υ + υ − υ − υ υ + υ −υ + υ
= ⇒ = ⇒

υ
 

A B
m24 (3)
s

υ + υ =  

Ο ποδηλάτης εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση, επομένως η ταχύτητα του θα δίνεται 
από τη σχέση: 

A At 1 18m / s 18m / sυ = α ⋅ ⇒ υ = ⋅ =  

Επομένως από την (3) έχουμε B 6 m / sυ = . 

Η συχνότητα του ήχου που αντιλαμβάνεται ο αθλητής βρίσκεται με τη βοήθεια της 
σχέσης (1) είναι: 

B
B s B

340 6f f 510Hz f 519Hz
340

ηχ

ηχ

υ + υ +
= = ⇒ =

υ
 

 

β) Από τη σχέση (2) έχουμε: 

s s

a t
f f f fηχ Α ηχ
Α Α

ηχ ηχ

υ − υ υ − ⋅
= ⇒ = ⇒

υ υ
 

340 tf 510 f 510 1,5t (S.I)
340Α Α

−
= ⇒ = −

 

 

γ) Το ζητούμενο διάγραμμα φαίνεται παρακάτω. 

 

 

δ) Στο παραπάνω γράφημα το στοιχειώδες εμβαδό ΔS είναι ίσο με: 

AS f t∆ = ⋅∆  

Όμως η ποσότητα αυτή δηλώνει τον αριθμό των μεγίστων που ανιχνεύει ο ποδηλάτης σε 
χρονικό διάστημα Δt. 
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Άρα το άθροισμα όλων των στοιχειωδών εμβαδών που περικλείονται στο τραπέζιο θα 
δηλώνει το συνολικό αριθμό μεγίστων που αντελήφθη ο παρατηρητής στο χρονικό 
διάστημα 0 t 18s≤ ≤ . 

510 483 18 8937
2Α

+
Ν = ⋅ = μέγιστα
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Πρόβλημα 6. 

Ένας ακίνητος παρατηρητής ενώ βρίσκεται στο μέσο Μ μιας γέφυρας ΑΒ μήκους L 

αντιλαμβάνεται σε απόσταση d ,από το άκρο Α της γέφυρας, ένα τρένο να πλησιάζει με 

ταχύτητα υ0. Ταυτόχρονα ακούει τον ήχο της σειρήνας του τρένου η οποία έχει 

συχνότητα fs=300Hz, ενώ αυτός αντιλαμβάνεται τον ήχο της με συχνότητα fA=340 Hz. Ο 

παρατηρητής αρχίζει αμέσως να τρέχει (χρονική στιγμή t=0) με σταθερή ταχύτητα υΑ=8 

m/s προς το άκρο Β της γέφυρας και χρειάζεται χρόνο tA να φτάσει σε αυτό. 

 

 

Ο μηχανοδηγός από την απόσταση d που βρίσκεται ενεργοποιεί το σύστημα φρένων του 

τρένου, δίνει σε αυτό σταθερή επιτάχυνση α= -0,5 m/s2 και ακινητοποιεί το τρένο στο 

άκρο Β της γέφυρας μετά από χρονικό διάστημα tA. Να υπολογίσετε: 

α) την αρχική ταχύτητα του τρένου. 

β) το μήκος L της γέφυρας καθώς και τη συνολική απόσταση που διέτρεξε το τρένο 

μέχρι να σταματήσει. 

γ) τις συναρτήσεις που δίνουν τις θέσεις του τρένου και του παρατηρητή σε σχέση με το 

χρόνο για όλο το χρονικό διάστημα της επιβραδυνόμενης κίνησης του τρένου. Να 

θεωρήσετε x=0 τη θέση του τρένου τη χρονική στιγμή t=0. Να σχεδιάσετε τις 

συναρτήσεις σε κοινό ορθογώνιο αριθμημένο σύστημα αξόνων. 

δ) ποια ήταν η τελευταία συχνότητα που αντιλήφθηκε ο παρατηρητής πριν τον 

προσπεράσει το τρένο. (το αποτέλεσμα να δοθεί με ακρίβεια ενός δεκαδικού ψηφίου). 

Δίνεται υηχ=340m/s. 

 

α) Η αρχική ταχύτητα του τρένου βρίσκεται από τη συχνότητα που αντιλαμβάνεται ο 

παρατηρητής όταν είναι ακίνητος στο μέσο της γέφυρας. 

Λύση 



34 
 

A s s
s s

340f f 340 300 40m / s
340

ηχ

ηχ

υ
= ⇒ = ⋅ ⇒ υ =
υ −υ −υ

 

 

β) Ο παρατηρητής εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. Έτσι έχουμε: 

( )L t 1
2 Α Α= υ ⋅  

Το τρένο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά μεταβαλλόμενη κίνηση και ισχύουν οι εξισώσεις: 

0 tυ = υ +α ⋅     (2) και 2
0

1x t t
2τρ = υ ⋅ + α ⋅     (3) 

Από τη (2) βρίσκουμε τον χρόνο που θα περάσει για να σταματήσει το τρένο: 

0
0 00 t t t 80sΑ Α Α

υ
= υ +α ⋅ ⇒ −υ = α ⋅ ⇒ = − =

α
 

Με αντικατάσταση στη σχέση (1) βρίσκουμε: 

L 8 80m L 1280m
2
= ⋅ ⇒ =  

Αντικαθιστώντας στη σχέση (3) βρίσκουμε ότι η συνολική απόσταση που έχει διανύσει το 
τρένο είναι: 

21x (40 80 0,5 80 )m x 1600m
2ολ ολ= ⋅ − ⋅ ⋅ ⇒ =  

 

γ) Ο παρατηρητής, τη χρονική στιγμή t=0, βρίσκεται μπροστά από το τρένο σε απόσταση 
Ld
2

+  για την οποία ισχύει: 

L L L 1280 Ld S d (1600 )m d 960m
2 2 2 2 2ολ+ = − ⇒ + = − ⇒ + =  

Επομένως η θέση του τρένου βρίσκεται κάθε στιγμή από τη σχέση: 

21x 40 t 0,5 t (S.I.) 0 t 80s
2τρ = ⋅ − ⋅ ⋅ µε ≤ ≤     (4) 

και του παρατηρητή από τη σχέση 

x 960 8 t (SI)Α = + ⋅     (5) 
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Οι ζητούμενες γραφικές παραστάσεις φαίνονται στο σχήμα: 

 

Από τις γραφικές παραστάσεις προκύπτει ότι τρένο και παρατηρητής συναντιούνται δύο 
φορές. Οι στιγμές αυτές υπολογίζονται  στο επόμενο ερώτημα. 

 

δ) Για να βρούμε τη συχνότητα που άκουσε ο παρατηρητής πριν τον προσπεράσει το 
τρένο πρέπει να υπολογίσουμε την ταχύτητα του τρένου όταν τον φτάνει για 1η φορά. 

Για τις στιγμές της συνάντησης ισχύει xτρ = xΑ . Οπότε από τις σχέσεις (4) και (5) 

παίρνουμε: 

2
A B

2 2

1x x 40 t 0,5 t 960 8 t
2

1 t 32t 960 0 t 128t 3840 0
4

= ⇒ ⋅ − ⋅ ⋅ = + ⋅ ⇒

− + = ⇒ − + =
 

Λύνοντας το τριώνυμο βρίσκουμε: 

2

1,2

1 2

128 128 4 3840 128 32t
2 2

t 48s t 80s

± − ⋅ ±
= = ⇒

= = και 

 

Η λύση 1t 48s=  αντιστοιχεί στη χρονική στιγμή που το τρένο προσπερνά τον 

παρατηρητή, ενώ η λύση 2t 80s=  στη χρονική στιγμή που ο παρατηρητής φτάνει στο 

σταματημένο τρένο. 

Με αντικατάσταση στη σχέση (2) βρίσκουμε την ταχύτητα του τρένου ελάχιστα πριν 
προσπεράσει τον παρατηρητή: 

0 t (40 0,5 48)m / s 16 m / s υ = υ +α = − ⋅ ⇒ υ =  

Για τον υπολογισμό της συχνότητας παίρνουμε τη σχέση του Doppler με πηγή που 
κατευθύνεται προς παρατηρητή και παρατηρητή που απομακρύνεται από αυτή: 
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B s B
s

B B

340 8f f f 300Hz
340 16

8300f Hz f 307,4Hz
27

ηχ Α

ηχ

υ − υ −
= ⇒ = ⋅ ⇒
υ −υ −

= ⇒ =
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