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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο: ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 1: ΚΙΝΗΣΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

 

 

Είδη κινήσεων, γωνιακή ταχύτητα, γωνιακή επιτάχυνση, σύνθετη κίνηση, 
κέντρο μάζας 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τη μελέτη της ισορροπίας και της κίνησης 
μηχανικών στερεών, δηλαδή στερεών που δεν παραμορφώνονται όταν τους 
ασκούνται δυνάμεις. Σε αυτό το κεφάλαιο, όπου αναφερόμαστε σε στερεό θα 
εννοούμε μηχανικό στερεό. 

Ένα στερεό μπορεί να κάνει μεταφορική, στροφική ή σύνθετη κίνηση. 

Ένα στερεό λέμε ότι εκτελεί μεταφορική κίνηση όταν κάθε στιγμή όλα τα υλικά 
σημεία του έχουν την ίδια ταχύτητα. Όταν ένα στερεό εκτελεί μεταφορική κίνηση, 
το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει δύο τυχαία σημεία του μετατοπίζεται παράλληλα 
στον εαυτό του. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα, το στερεό να μην αλλάζει τον 
προσανατολισμό του στο χώρο. Μεταφορική κίνηση εκτελούν π.χ. οι θαλαμίσκοι 
του τροχού του λούνα παρκ και ένα αυτοκίνητο που κινείται σε ευθεία. 

Ένα στερεό λέμε ότι εκτελεί στροφική κίνηση όταν κάθε στιγμή όλα τα υλικά 
σημεία του εκτελούν κυκλική κίνηση. Τα κέντρα όλων των κυκλικών τροχιών 
βρίσκονται πάνω σε μια νοητή ευθεία που ονομάζεται άξονας περιστροφής. Στη 
στροφική κίνηση το στερεό αλλάζει προσανατολισμό στο χώρο, ενώ τα υλικά 
σημεία του που βρίσκονται πάνω στον άξονα περιστροφής παραμένουν ακίνητα. 
Στροφική κίνηση εκτελεί πχ. ο τροχός του λούνα παρκ. 

Στη σύνθετη κίνηση, το στερεό μετακινείται στο χώρο και ταυτόχρονα αλλάζει 
προσανατολισμό. Η σύνθετη κίνηση μπορεί να μελετηθεί ως επαλληλία μιας 
μεταφορικής και μιας στροφικής κίνησης. Η ταχύτητα κάθε υλικού σημείου του 
στερεού υ είναι η συνισταμένη των ταχυτήτων που έχει το υλικό σημείο του στερεού 
λόγω μεταφορικής και λόγω στροφικής κίνησης: 

µετ στρυ = υ + υ
  

     (1) 

Σύνθετη κίνηση εκτελεί πχ. ο τροχός ενός κινούμενου αυτοκινήτου. 

Η μελέτη της κίνησης ενός στερεού απλοποιείται με τη χρήση της έννοιας του 
κέντρου μάζας (center of mass, cm): 

Κέντρο μάζας (cm) ενός στερεού ονομάζεται ένα σημείο που κινείται όπως ένα 
υλικό σημείο με μάζα ίση με τη μάζα του σώματος, αν σε αυτό ασκούνταν όλες οι 
δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα. 

• Το κέντρο μάζας ομογενών συμμετρικών σωμάτων συμπίπτει με το κέντρο 
συμμετρίας τους (πχ. ομογενής κύβος ή σφαίρα). 
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• Το κέντρο μάζας ενός σώματος μπορεί να βρίσκεται και έξω από το σώμα. Στον 
ισοπαχή ομογενή δακτύλιο του σχήματος, το βάρος σχεδιάζεται έξω από το 
στερεό σώμα, στον κενό χώρο που βρίσκεται στο κέντρο συμμετρίας του 
δακτυλίου: 

 

 

• Αν το σώμα βρίσκεται μέσα σε ομογενές πεδίο βαρύτητας, το κέντρο μάζας 
συμπίπτει με το κέντρο βάρους. Ως αποτέλεσμα, η δύναμη του βάρους 
σχεδιάζεται με σημείο εφαρμογής το κέντρο μάζας. 

• Στη μεταφορική κίνηση, κάθε στιγμή όλα τα σημεία του στερεού σώματος 
έχουν την ίδια ταχύτητα και την ίδια επιτάχυνση με την ταχύτητα cmυ



 και την 

επιτάχυνση cma


 του κέντρου μάζας, αντίστοιχα. 

• Στη σύνθετη κίνηση, αν ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο μάζας 
του σώματος, τότε: cmμετ υυ



=  και η σχέση (1) γράφεται: 

cm στρυ = υ + υ
  

 

  

w




3 
 

Γωνιακά μεγέθη 

 

Σε προηγούμενες τάξεις είχαμε μελετήσει τη μεταφορική κίνηση. 

• Αν η κίνηση ενός στερεού γίνεται σε ευθεία γραμμή, τότε η κίνησή του 
ονομάζεται ευθύγραμμη κίνηση και η θέση του προσδιορίζεται από το διάνυσμα 
θέσης cmx



. 

• Αν ένα στερεό κινείται με σταθερή ταχύτητα ( cmυ = σταθ


), τότε η κίνησή του 
ονομάζεται ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. 

• Αν η κίνηση του στερεού γίνεται σε ευθεία τροχιά με σταθερή επιτάχυνση (

cma = σταθ


) τότε η κίνησή του ονομάζεται ευθύγραμμη ομαλά μεταβαλλόμενη 
κίνηση. 

Για τη μελέτη της στροφικής κίνησης ενός στερεού ορίζουμε κατάλληλα μεγέθη, 
που είναι αντίστοιχα των cmx , cmυ



, cma : 
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Γωνία Στροφής θ : 

Η γωνία στροφής περιγράφει τη γωνιακή θέση του στερεού, καθώς αυτό στρέφεται 
και αλλάζει προσανατολισμό. 

Μονάδα μέτρησης στο SI: 1 rad  
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Γωνιακή Ταχύτητα ω


: 

Η γωνιακή ταχύτητα περιγράφει το πόσο γρήγορα στρέφεται ένα στερεό, κάποια 
χρονική στιγμή. 

Η γωνιακή ταχύτητα ορίζεται ως ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας στροφής: 

d
dt
θ

ω =  

Μονάδα μέτρησης στο SI: 
rad1
s

 

Η γωνιακή ταχύτητα είναι διάνυσμα πάνω στον άξονα περιστροφής και με φορά 
που βρίσκεται με τον κανόνα του δεξιού χεριού όπως στο σχήμα. 

 

  

ω

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Γωνιακή επιτάχυνση a γ



: 

Η γωνιακή επιτάχυνση περιγράφει το πόσο γρήγορα μεταβάλλεται η γωνιακή 
ταχύτητα ενός στερεού, κάποια χρονική στιγμή. 

Η γωνιακή επιτάχυνση ορίζεται ως ο ρυθμός μεταβολής της γωνιακής ταχύτητας: 

da
dtγ

ω
=




 

Μονάδα μέτρησης στο SI: 2

rad1
s

. 

Η γωνιακή επιτάχυνση είναι ένα διάνυσμα με φορά πάντα ίδια με τη φορά του 
διανύσματος dω . Στο σχήμα φαίνεται το διάνυσμα της γωνιακής επιτάχυνσης στην 
περίπτωση που η γωνιακή ταχύτητα του στερεού αυξάνεται συναρτήσει του χρόνου. 

 

 

 

  

αρχω


 

ωd


 
τελω


 

γa

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Παρατηρήσεις: 

• Αν .ω = σταθ


 η στροφική κίνηση ονομάζεται ομαλή στροφική κίνηση. 

• Αν a .γ = σταθ


 η στροφική κίνηση ονομάζεται ομαλά μεταβαλλόμενη στροφική 
κίνηση. 

Αντιστοίχιση μεγεθών της μεταφορικής κίνησης στερεού με τα μεγέθη της στροφικής κίνησης 

Μεταφορική κίνηση Στροφική κίνηση 

θέση x γωνία στροφής θ 

ταχύτητα 
dx
dt

υ =  γωνιακή ταχύτητα 
d
dt
θ

ω =  

επιτάχυνση 
da
dt
υ

=  γωνιακή επιτάχυνση 
da
dtγ

ω
=  
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Θέματα που χρειάζονται ιδιαίτερη μελέτη 

 

• Σχέση θ=f(t) στην Ομαλή Στροφική Κίνηση:  

tθ = ω  

 

Απόδειξη: 

d ( ) ( t 0 0) t
dt t t
θ ∆θ θ

ω = ⇒ ω= σταθ ⇒ω= ⇒ αν για = → θ = ⇒ω= ⇒ θ = ω
∆



 

 

• Σχέση ω=f(t) στην Ομαλά Μεταβαλλόμενη Στροφική Κίνηση: 

 0a tγω = +ω  

Απόδειξη: 

0
0 0

da (a . )a ( t 0 ) a a t
dt t tγ γ γ γ γ

ω−ωω ∆ω
= ⇒ = σταθ ⇒ = ⇒ αν για = →ω ⇒ = ⇒ω= +ω

∆
 

Στο διάγραμμα που ακολουθεί φαίνεται το διάγραμμα γωνιακής ταχύτητας-χρόνου. 
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Διάγραμμα ω-t 

 

 

Η κλίση στο διάγραμμα ω-t δίνει την αλγεβρική τιμή της γωνιακής επιτάχυνσης: 

da ( a .) a
dt t t t

τελ αρχ
γ γ γ

τελ αρχ

ω −ωω ∆ω
= Αν = σταθ ⇒ = =

∆ −


 

• Σχέση θ=f(t) στην Ομαλά Μεταβαλλόμενη Στροφική Κίνηση: 

 2
0

1t a t
2 γθ = ω +

 

 

Απόδειξη: 

Το εμβαδόν που ορίζει η καμπύλη ω=f(t) με τον οριζόντιο άξονα t στο διάγραμμα 
ω-t δίνει την αλγεβρική τιμή της γωνίας στροφής Δθ: 

 

 

0 0
ί

( ) t ( t 0 0) t
2 2 2τραπεζ ου

ω +ω ω +ωβ+Β ⋅υ ∆θ = Εµβ = = ⋅ ⇒ για = → θ = ⇒ θ = ⋅ ⇒ 
 

 

2
0 0 0 0 2

0

a t 2 a t 2 t a t 1t t t a t
2 2 2 2

γ γ γ
γ

ω +ω + ω + ω +
⇒ θ = ⋅ ⇒ θ = ⋅ ⇒ θ = ⇒ θ = ω +  

 

 

    ω 

t 

Δθ 

t 0 

ω0 

ω 

ω 

t 

a
tγ

∆ω
=
∆ωαρχ 

ωτελ 

tαρχ tτελ 
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• Επιταχυνόμενη & Επιβραδυνόμενη Στροφική Κίνηση 

 

1. Μια στροφική κίνηση λέμε ότι είναι επιταχυνόμενη όταν τα διανύσματα ω


 και 

γa


 είναι ομόρροπα: 

a γω↑↑
 

 

 

2. Μια στροφική κίνηση λέμε ότι είναι επιβραδυνόμενη όταν τα διανύσματα ω


 και 

γa


 είναι αντίρροπα: 

a γω↑↓
 
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Στροφικά μεγέθη 

 

• Σχέση μεταξύ ταχύτητας λόγω στροφικής κίνησης και γωνιακής ταχύτητας: 
rστρυ = ω⋅  

 

Απόδειξη 

Κατά τη διάρκεια μιας στροφικής κίνησης, μέσα σε χρόνο dt το τυχαίο υλικό σημείο 
Σ του στερεού έχει στραφεί κατά γωνία dθ. Αν το υλικό σημείο Σ βρίσκεται σε 
απόσταση r από τον άξονα περιστροφής τότε στο ίδιο χρονικό διάστημα dt 
διαγράφει μήκος τόξου ds για το οποίο ισχύει: 

dsd ds d r
r

θ = ⇒ = θ⋅  

Διαιρώντας τα δύο μέλη με το αντίστοιχο χρονικό διάστημα dt παίρνουμε: 

ds d ds dr , r
dt dt dt dtστρ στρ

θ θ = ⋅ ⇒ υ = ω = ⇒ υ = ω⋅ 
 

 

Η ποσότητα rστρυ = ω⋅  δηλώνει το πόσο γρήγορα το υλικό σημείο διαγράφει τα 

τόξα και λέγεται ταχύτητα λόγω στροφικής κίνησης, υστρ. 

• Σχέση μεταξύ επιτάχυνσης λόγω στροφικής κίνησης και γωνιακής 
επιτάχυνσης:  

a a rστρ γ= ⋅  

Απόδειξη 

Από τον τύπο rστρυ = ω⋅ , έχουμε: 

d dd dr r a , a a a r
dt dt dt dt
στρ στρ

στρ στρ γ στρ γ

υ υ ω ω
υ = ω⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = = ⇒ = ⋅ 

 
 

 

Σ  

r  r  θd  

ds
 

r  
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Αριθμός περιστροφών Ν 

 

Σε 1 περιστροφή έχει διαγραφεί γωνία 2 rad.π  

Σε Ν περιστροφές έχει διαγραφεί γωνία Δθ. 

Από τα παραπάνω εξάγεται ο τύπος: 

 

N
2
∆θ

=
π

 

 

Φυσικά μεγέθη που απαιτούνται για την περιγραφή της 
περιστροφής στερεών σωμάτων Σύμβολο Μονάδα Μέτρησης 

γωνία στροφής θ rad 

γωνιακή ταχύτητα ω


 rad/s 

γωνιακή επιτάχυνση a γ



 rad/s2 

αριθμός περιστροφών Ν - 
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Κύλιση χωρίς ολίσθηση - Σχέση υcm και ω - Σχέση αcm και αγων 

 

Ένα στερεό που έχει την ικανότητα να κάνει σύνθετη κίνηση (μεταφορική και 
περιστροφική) ονομάζεται ελεύθερο στερεό. Ένα ελεύθερο στερεό δεν έχει 
σταθερό άξονα περιστροφής (ο άξονας περιστροφής εκτελεί μεταφορική κίνηση). 

Η κίνηση τυχαίου υλικού σημείου Σ ενός ελεύθερου στερεού, μπορεί να μελετηθεί 
ως επαλληλία δύο κινήσεων: 

• μιας μεταφορικής κίνησης, στην οποία το υλικό σημείο Σ έχει, κάθε στιγμή, την 
ίδια ταχύτητα με τη μεταφορική ταχύτητα του κέντρου μάζας cmυ



, 

• μιας στροφικής κίνησης γύρω από τον άξονα περιστροφής, στην οποία, κάθε 
στιγμή, η ταχύτητα λόγω στροφικής κίνησης στρυ  εξαρτάται από την απόσταση 

από τον άξονα περιστροφής ( rστρυ = ω⋅ ): 

( ) cmΣ στρυ = υ + υ
  
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Μελέτη της κύλισης (χωρίς ολίσθηση) ενός ομογενούς τροχού 

 

Κύλιση (χωρίς ολίσθηση) ονομάζεται η σύνθετη κίνηση που εκτελεί ένας τροχός (ή 
κύλινδρος, ή σφαίρα) πάνω στο δρόμο, όταν τα σημεία της περιφέρειας του τροχού 
έρχονται διαδοχικά σε επαφή με το δρόμο. 

 

Προσοχή: Η φράση "διαδοχικά σε επαφή" σημαίνει ότι όλα τα σημεία της 
περιφέρειας του τροχού πατούν ένα – προς - ένα στα σημεία του δρόμου, χωρίς να 
υπάρχουν δύο σημεία της περιφέρειας του τροχού που να έχουν πατήσει στο ίδιο 
σημείο του δρόμου (σπινάρισμα του τροχού), αλλά ούτε δύο σημεία του δρόμου στα 
οποία να ακούμπησε το ίδιο σημείο της περιφέρειας του τροχού (ολίσθηση του 
τροχού). 

Ως συνέπεια του ορισμού, η λέξη "κύλιση" περιέχει την έννοια "χωρίς ολίσθηση", 
αλλά έχει επικρατήσει να αναφέρεται όλο μαζί: "κύλιση χωρίς ολίσθηση", 
εννοώντας, φυσικά, απλά κύλιση. 

Κατά την κύλιση ενός ομογενούς τροχού μεταξύ των μεταφορικών και γωνιακών 
μεγεθών ισχύουν οι εξισώσεις: 

cmx R= θ⋅  

cm Rυ = ω⋅  

cma a Rγ= ⋅
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Αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων: 

Ο ομογενής τροχός ακτίνας R του σχήματος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε 
οριζόντιο έδαφος. Η μεταφορική ταχύτητα όλων των σημείων του τροχού είναι 
εκείνη του κέντρου μάζας του ( cmυ



, προς τα δεξιά), ενώ όλα τα σημεία του, 

στρέφονται με γωνιακή ταχύτητα (ω


, δεξιόστροφα). 

 

Για να κυλίεται ο τροχός (χωρίς να ολισθαίνει), πρέπει το μήκος dx που καλύπτει 
μεταφερόμενος σε χρόνο dt να είναι ίσο με το τόξο ds που διαγράφει 
περιστρεφόμενος στον ίδιο χρόνο: 

 

dx ds ( d R)= = θ⋅  

Η σχέση dx ds d R= = θ⋅ , που γράφηκε για το χρονικό διάστημα dt, γενικεύεται για 
ένα μεγαλύτερο χρονικό διάστημα ως εξής: 

 

cmx R= θ⋅  

 

Από τη σχέση dx ds d R= = θ⋅ , σε χρόνο dt, έχουμε: 

 

cm cm
dx dsdx ds ( R) R
dt dt στρ στρ= ⇒ = ⇒ υ = υ ⇒ υ = ω⋅ ⇒ υ = ω⋅  

 

R 

ω


cmυ


 

ω


cmυ


 

dθ 

ds 
dχ 

R 
R 
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Δηλαδή, για να κυλίεται ο τροχός (χωρίς να ολισθαίνει), πρέπει, κάθε στιγμή, το 
μέτρο της ταχύτητας του κέντρου μάζας cmυ  να είναι ίσο με το μέτρο της ταχύτητας 

λόγω στροφικής κίνησης Rστρυ = ω⋅  των σημείων της περιφέρειας του τροχού: 

 

cm Rυ = ω⋅  

Αν ο τροχός κυλίεται επιταχυνόμενος, θα ισχύει: 

 

cm
cm

d dR R
dt dt
υ ω

υ = ω⋅ ⇒ = ⋅ ⇒  

 

cm
cm cm

d da , a a a R
dt dtγ γ

υ ω ⇒ = = ⇒ = ⋅ 
 

 

Άρα: 

cma a Rγ= ⋅  

 

 

Προσοχή: Οι εξισώσεις rστρυ = ω⋅  και a a rστρ γ= ⋅ , με 0 r R≤ ≤ , που μελετήθηκαν 

κατά την περιστροφή ενός στερεού γύρω από έναν άξονα περιστροφής, είναι 
γενικές εξισώσεις και ισχύουν για κάθε υλικό σημείο του στερεού κάθε φορά που 
υπάρχει περιστροφή. Αντίθετα, οι εξισώσεις: dx ds ( d R)= = θ⋅ , cm Rυ = ω⋅  και 

cma a Rγ= ⋅  είναι συνθήκες κύλισης και ισχύουν μόνο όταν το στερεό κυλίεται.  
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Εύρεση της ταχύτητας χαρακτηριστικών σημείων ενός τροχού που κυλιέται 

 

Ας μελετήσουμε τι συμβαίνει με τα μέτρα των ταχυτήτων διαφόρων σημείων του 
τροχού, όταν αυτός κυλίεται: 

 

 

 

cm Rυ +ω = υ  

Σε αυτή την περίπτωση, η ταχύτητα λόγω μεταφοράς υcm είναι ίση με την ταχύτητα 
λόγω στροφικής κίνησης ωR των σημείων της περιφέρειας του τροχού ( cm Rυ = ω ). 
Το τελικό αποτέλεσμα φαίνεται στο σχήμα (δ): 

 

 

    

Παρατηρήστε ότι: 

• Το ανώτερο σημείο του τροχού έχει ταχύτητα μέτρου cm2υ . 

• Το κατώτερο σημείο του τροχού είναι ακίνητο. 

• Τα σημεία, που βρίσκονται στην κατακόρυφη διάμετρο του τροχού, έχουν 
ταχύτητες που αυξάνονται γραμμικά, από κάτω προς τα πάνω, μεταξύ των 
τιμών 0 και cmυ2 . 

(δ) 

(α) (β) (γ) 

Rω  cmυ  Rω  

Rω  

Rω  

Rω  
Rω  

Rω  

Rω  

2
Rω

 

2
Rω

 

cmυ  

cmυ  
cmυ  

cmυ  

cmυ  

cmυ  cmυ  
cmυ  

cmυ  
cmυ  
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• Για να βρεθεί το μέτρο της ταχύτητας οποιουδήποτε σημείου Σ του τροχού, 
εφαρμόζεται το γενικευμένο πυθαγόρειο θεώρημα: 

2 2
( ) cm cm2Σ στρ στρυ = υ + υ + ⋅υ ⋅υ ⋅συνϕ  

όπου φ είναι η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων cmυ


 και στρυ


. 
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Τι σημαίνει η φράση "το κατώτερο σημείο του τροχού είναι ακίνητο"; 

Σε καμία περίπτωση δε σημαίνει ότι είναι και ο τροχός ακίνητος! Αυτό θα συνέβαινε 
αν το κατώτερο σημείο του τροχού ήταν μόνιμα το ίδιο. Εδώ, όμως, το ένα σημείο 
διαδέχεται το άλλο. Στην πραγματικότητα, η φράση αυτή σημαίνει ότι, όποιο σημείο 
βρεθεί να ακουμπά στο έδαφος, στιγμιαία ακινητοποιείται (και όλος ο υπόλοιπος 
τροχός περνά στιγμιαία από πάνω του!). Αν το κατώτερο σημείο είχε ταχύτητα, 
τότε: 

• Αν η ταχύτητά του είχε την ίδια φορά με τη cmυ


, ο τροχός θα γλιστρούσε πάνω 
στο έδαφος (αυτό συμβαίνει όταν ένα αυτοκίνητο προσπαθεί να σταματήσει σε 
παγωμένο έδαφος). 

• Αν η ταχύτητά του είχε αντίθετη φορά από την cmυ


, ο τροχός θα σπίναρε (αυτό 
συμβαίνει όταν ένα αυτοκίνητο προσπαθεί να επιταχυνθεί σε παγωμένο 
έδαφος). 

Αξίζει να προσέξετε ότι στην κύλιση, αφού το κατώτερο σημείο είναι στιγμιαία 
ακίνητο, αν υπάρχει τριβή, θα είναι στατική τριβή. 

 

 

 

 

 

Ημερομηνία τροποποίησης: 27/6/2011 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο: ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 2: ΡΟΠΗ ΔΥΝΑΜΗΣ 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

 

Ροπή δύναμης ως προς τον άξονα και ως προς σημείο 

Στο παρακάτω σχήμα ασκούμε δύναμη F ίδιου μέτρου. Σε ποια περίπτωση θα κλείσει 
ευκολότερα η πόρτα του σχήματος, σε ποιο σημείο της και με ποια διεύθυνση πρέπει να 
ασκήσουμε δύναμη; 

 

Στην πράξη φαίνεται ότι ασκώντας τη δύναμη στο σημείο Β, η πόρτα θα περιστραφεί 
ευκολότερα σε σχέση με το σημείο Α. Επίσης, ασκώντας τη δύναμη στο σημείο Γ, με τον 
τρόπο που φαίνεται στο σχήμα, η πόρτα δε θα περιστραφεί. 

Από αυτές τις παρατηρήσεις συμπεραίνουμε ότι το φυσικό μέγεθος «δύναμη» δεν είναι 
επαρκές για να μελετήσουμε φαινόμενα στροφικής κίνησης ενός στερεού. Κατάλληλο 
φυσικό μέγεθος για να περιγράψει τις μεταβολές στη στροφική κίνηση ενός στερεού (να 
του προσδώσει γωνιακή επιτάχυνση) είναι η ροπή δύναμης τ



. 

Η ροπή δύναμης μπορεί να ορισθεί είτε για στερεό που στρέφεται γύρω από σταθερό 
άξονα, είτε για ελεύθερο στερεό (χωρίς σταθερό άξονα περιστροφής). 

Α 
Β 

Γ 
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Ροπή της δύναμης F


 ως προς τον άξονα περιστροφής 

 

 

• Η φυσική της σημασία είναι ότι προσδιορίζει τη στροφική κίνηση ενός στερεού 
(γωνιακή επιτάχυνση) ως προς σταθερό άξονα. 

• είναι διανυσματικό μέγεθος. 

• έχει τη διεύθυνση του άξονα περιστροφής και η φορά της δίνεται από τον κανόνα 
του δεξιού χεριού. 

• έχει μονάδα μέτρησης στο SI: 1 N m.⋅  

• έχει μέτρο:  

F lτ = ⋅  

όπου: 

τ: μέτρο της ροπής δύναμης ( N m⋅ ) 

F: μέτρο της δύναμης ( N ) 

l: κάθετη απόσταση (μοχλοβραχίονας) της δύναμης από τον άξονα περιστροφής (m)  

 

Ειδικές Περιπτώσεις

 

: 

• Αν ο φορέας της δύναμης περνά από τον άξονα περιστροφής, τότε η ροπή της 
δύναμης είναι μηδέν (η δύναμη δεν μπορεί να περιστρέψει).  

• Αν η δύναμη F


 δε βρίσκεται σε επίπεδο κάθετο στον άξονα περιστροφής, η ροπή της 
είναι ίση με τη ροπή που δημιουργεί η συνιστώσα της που βρίσκεται πάνω στο 
κάθετο επίπεδο. 

l  
F


τ

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Ροπή της δύναμης F


 ως προς σημείο Ο 

 

 

 

• Η φυσική της σημασία είναι ότι προσδιορίζει τη στροφική κίνηση ενός ελεύθερου 
στερεού (γωνιακή επιτάχυνση). 

• είναι διανυσματικό μέγεθος. 

• έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο που ορίζεται από την F


 και το σημείο Ο και η 
φορά της δίνεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού.  

• έχει μονάδα μέτρησης στο SI: 1 N m.⋅  

• έχει μέτρο:  

F lτ = ⋅  

όπου: 

τ: μέτρο της ροπής δύναμης ( N m⋅ ) 

F: μέτρο της δύναμης ( N ) 

l: απόσταση του φορέα της δύναμης από το σημείο Ο ( m ) 

 

Ειδικές Περιπτώσεις

• Αν σ' ένα ελεύθερο στερεό ασκηθεί δύναμη που ο φορέας της διέρχεται από το 
κέντρο μάζας του, η ροπή δύναμης είναι μηδέν και το στερεό δε στρέφεται.  

: 

• Αν σ' ένα ελεύθερο στερεό ασκηθεί δύναμη που ο φορέας της δε διέρχεται από το 
κέντρο μάζας του, το στερεό θα εκτελέσει σύνθετη κίνηση: μεταφορική και στροφική 
γύρω από έναν νοητό (ελεύθερο) άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του 
στερεού και είναι κάθετος στο επίπεδο που ορίζεται από τη δύναμη και το κέντρο 
μάζας του στερεού. 

l  F


τ


Ο 
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• Αν ένα στερεό είναι ελεύθερο, η δύναμη του βάρους δε μπορεί να το περιστρέψει, 
διότι ο φορέας της περνά από το κέντρο μάζας του στερεού και η ροπή βάρους είναι 
μηδέν (η δύναμη ασκείται στο κέντρο μάζας). 
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Συνολική ροπή 

Πώς βρίσκουμε τη συνολική ροπή όταν σε ένα στερεό ασκούνται πολλές δυνάμεις;  

Η αλγεβρική τιμή της συνολικής ροπής που δέχεται ένα στερεό ισούται με το αλγεβρικό 
άθροισμα των επιμέρους ροπών: 

1 2 ...τ = τ + τ +  

Στο στερεό του σχήματος ασκούνται οι δυνάμεις 1F


 και 2F


. 

 

Κατά σύμβαση θεωρούμε θετική τη ροπή της δύναμης που τείνει να περιστρέψει το 
στερεό αντίθετα από τη φορά των δεικτών του ρολογιού, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Οι αλγεβρικές τιμές των αντίστοιχων ροπών είναι: 

1 1 1F xτ = − ⋅  

2 2 2F xτ = + ⋅  

Η αλγεβρική τιμή της συνολικής ροπής είναι: 

1 2 1 1 2 2F x F xτ = τ + τ = − ⋅ + ⋅  

x1 

χ2 

2F


 

1F


 

Σ 

+ 
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Ροπή ζεύγους δυνάμεων 

Όταν σ' ένα στερεό ασκούνται δύο αντίθετες δυνάμεις (αντίρροπες δυνάμεις με ίσα 
μέτρα), αυτές οι δυνάμεις αποτελούν ζεύγος δυνάμεων

 

. 

 

 

Πώς βρίσκουμε τη ροπή ζεύγους δυνάμεων; 

• Η ροπή τ


 ζεύγους δυνάμεων είναι ίδια ως προς οποιοδήποτε σημείο: 

F dτ = ⋅  

όπου τ  η αλγεβρική τιμή της ροπής του ζεύγους δυνάμεων, F  το μέτρο μιας από 
αυτές τις δυνάμεις και d η απόσταση των φορέων τους. 

 

Απόδειξη

Στο στερεό του σχήματος ασκείται ζεύγος δυνάμεων: 

: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η αλγεβρική τιμή της ροπής του ζεύγους δυνάμεων ως προς το τυχαίο σημείο Σ που 

απέχει απόσταση x1 από την 1F


 και απόσταση x2 από την 2F


, υπολογίζεται ως εξής: 

1 1 2 2 1 2F x F x F (x x ) F dΣτ = ⋅ + ⋅ ⇒ Στ = ⋅ + ⇒ Στ = ⋅  

 

χ1 

χ2 

2F


 

1F


 

Σ 
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Τρόποι υπολογισμού ροπής δύναμης 

Η ροπή μιας δύναμης μπορεί να υπολογιστεί με δύο τρόπους: 

α) 

 

με χρήση του μοχλοβραχίονα: 

 

Σε αυτή την περίπτωση: 

F rτ = ⋅  

 

β) 

 

με ανάλυση της δύναμης σε συνιστώσες: 

 

Σε αυτή την περίπτωση: 

xF dτ = ⋅  

 

 

• Οι δύο περιπτώσεις είναι ισοδύναμες: 

x
rF d F d F d F r
d

τ = ⋅ = ⋅συνϕ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

r 

F


Ο 

d Α 

Σ 

φ̂  

xF


 

yF


 φ̂  

r 

F


Ο 

d 
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Ισορροπία στερεού σώματος 

Ένα στερεό που: 

• είναι ακίνητο ή 

• κινείται με σταθερή ταχύτητα και δε στρέφεται ή 

• δεν εκτελεί μεταφορική κίνηση αλλά στρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ή 

• κινείται με σταθερή ταχύτητα και στρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

λέμε ότι ισορροπεί. 

 

 

• Ένα στερεό, που μπορεί να στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα περιστροφής

0Στ =


, 
ισορροπεί αν ισχύει ότι 

 

(ως προς τον σταθερό άξονα περιστροφής) 

και το αντίστροφο. 

• Αν το στερεό είναι ελεύθερο

x

y

F 0
F 0

F 0

Σ =Σ = 
Σ =







, μπορεί να εκτελέσει σύνθετη κίνηση: μεταφορά και 
περιστροφή γύρω από ελεύθερο άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας του 
στερεού. Ένα ελεύθερο στερεό ισορροπεί αν ισχύει ότι 

 

και 

0Στ =


 

(ως προς οποιοδήποτε σημείο ή ελεύθερο άξονα περιστροφής) 

και το αντίστροφο. 

 

 

 

 

 

Ημερομηνία τροποποίησης: 18/7/2011 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο: ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 3: ΡΟΠΗ ΑΔΡΑΝΕΙΑΣ – ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΝΟΜΟΣ ΣΤΡΟΦΙΚΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

 

      

Ροπή αδράνειας και θεώρημα Steiner 

                                

 

Ένας τροχός ποδηλάτου και ένας τροχός αυτοκινήτου που στρέφονται γύρω από 
σταθερό άξονα, με την ίδια γωνιακή ταχύτητα, δε σταματούν με την ίδια ευκολία. Για να 
μετρήσουμε το πόσο δύσκολα μεταβάλλεται η στροφική κινητική κατάσταση ενός 
στερεού, εισάγουμε ένα νέο φυσικό μέγεθος, τη ροπή αδράνειας Ι. 

 

Το στερεό του σχήματος μπορεί να περιστρέφεται γύρω από τον σταθερό άξονα zz'. 
Χωρίζουμε το στερεό σε στοιχειώδη τμήματα με μάζες m1, m2, …, τα οποία κινούνται 
κυκλικά, γύρω από τον άξονα zz', σε κύκλους ακτίνων r1, r2, …. Τα στοιχειώδη τμήματα 
είναι τόσο μικρά, ώστε να θεωρούνται υλικά σημεία:. 

 

Ορίζουμε ως Ροπή αδράνειας Ι του στερεού ως προς τον άξονα περιστροφής zz' το 
φυσικό μέγεθος που προκύπτει από το άθροισμα των γινομένων m1r1

2, m2r2
2, … : 

im  
ir  

z 

z' 
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2 2
1 1 2 2I m r m r ...= + +  

όπου: 

 I: η ροπή αδράνειας στερεού ως προς τον άξονα περιστροφής zz' ( 2kgm ) 

 m1, m2, …: οι στοιχειώδεις μάζες που αποτελούν το στερεό ( kg ) 

 r1, r2, … : οι αντίστοιχες αποστάσεις από τον άξονα περιστροφής zz' ( m ) 

 

Η ροπή αδράνειας Ι έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

• είναι μονόμετρο μέγεθος. 

• είναι πάντα θετική (ή μηδέν). 

• έχει στο SI μονάδα μέτρησης: 21 kg m⋅ . 

• Η φυσική της σημασία είναι ότι προσδιορίζει την αδράνεια στη στροφική κίνηση ενός 
στερεού. 

 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι: 

 

• δεν είναι σωστό να μιλάμε για τη "ροπή αδράνειας ενός στερεού" αλλά για τη 
"ροπή αδράνειας ενός στερεού ως προς συγκεκριμένο άξονα περιστροφής". 
 

• H ροπή αδράνειας ενός σώματος δεν εξαρτάται μόνο από τη μάζα του σώματος 
αλλά και από την κατανομή της μάζας γύρω από τον άξονα περιστροφής. 
 
 

• Η ροπή αδράνειας έχει αντίστοιχο μέγεθος στη μεταφορική κίνηση τη μάζα. 
 

• Σε αντίθεση με τη μάζα Μ που για ένα στερεό έχει μια μοναδική τιμή, η ροπή 
αδράνειας Ι ενός στερεού παίρνει διαφορετική τιμή για κάθε διαφορετικό άξονα 
περιστροφής του. 
 

• Ο υπολογισμός της ροπής αδράνειας είναι γενικά δύσκολος, διότι απαιτεί τον 
υπολογισμό του αθροίσματος μιας άπειρης σειράς γινομένων 2

i im r , που το 
καθένα έχει διαφορετική τιμή. 

 

Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται οι ροπές αδράνειας μερικών ομογενών σωμάτων, 
ως προς έναν άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας τους και ο οποίος δείχνεται στο 
σχήμα: 
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Πίνακας ροπών αδράνειας ομογενών σωμάτων ως προς άξονα που διέρχεται από το 
κέντρο μάζας: 

 

Ορθογώνια πλάκα 

)ba(M
12
1I 22

cm +=  

Δίσκος ή 

Συμπαγής κύλινδρος 

2
cm MR

2
1I =  

Συμπαγής σφαίρα 

2
cm

2I MR
5

=  

Σφαιρικός φλοιός 

2
cm MR

3
2I =  

Λεπτή ράβδος 

2
cm ML

12
1I =
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Θεώρημα Steiner (Θεώρημα παραλλήλων αξόνων): 

 

Το θεώρημα Steiner (παραλλήλων αξόνων) συσχετίζει τη ροπή αδράνειας ενός στερεού 
ως προς δύο σταθερούς άξονες περιστροφής, εκ των οποίων ο ένας περνά υποχρεωτικά 
από το κέντρο μάζας του στερεού. Σύμφωνα με αυτό, η ροπή αδράνειας ενός στερεού 
σώματος ως προς άξονα που είναι παράλληλος με τον άξονα που διέρχεται από το 
κέντρο μάζας και απέχει απόσταση d από αυτόν είναι ίση με: 

 

2
cmI I Md= +  

 

όπου: 

• Icm: η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς άξονα περιστροφής που διέρχεται 
από το κέντρο μάζας ( 2kgm ) 
 

• I: η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς άξονα περιστροφής που απέχει 
απόσταση d από τον άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο μάζας και 
είναι παράλληλος σ' αυτόν ( 2kgm ) 
 
 

• Μ: η μάζα του στερεού ( kg ) 
 

• d: η απόσταση μεταξύ των παραλλήλων αξόνων ( m ) 

 

 

d 

I=Icm+Md2 

Icm
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Παράδειγμα 

 

Για τον ομογενή λεπτό δακτύλιο μάζας Μ και ακτίνας R του σχήματος, να βρεθούν: 

α) η ροπή αδράνειας ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο του δακτυλίου και 
είναι κάθετος στο επίπεδο που αυτός ορίζει. 

β) η ροπή αδράνειας ως προς άξονα που διέρχεται από την περιφέρεια του δακτυλίου 
και είναι κάθετος στο επίπεδο που αυτός ορίζει. 

 

 

α) Ο ομογενής λεπτός δακτύλιος είναι γεωμετρικό στερεό, άρα το κέντρο του δακτυλίου 
είναι και κέντρο μάζας. Επομένως, ο άξονας περιστροφής θα διέρχεται από το κέντρο 
μάζας. 

Απαντήσεις: 

Σχηματίζουμε το άθροισμα των γινομένων 2
i im r : 

2 2
cm 1 1 2 2I m r m r ...= + +  

 

Επειδή ο δακτύλιος είναι λεπτός όλες οι στοιχειώδεις μάζες ισαπέχουν από τον άξονα 
περιστροφής, δηλαδή: 

1 2r r ... R= = =  

Έτσι παίρνουμε: 

2 2
cm 1 2I (m m ...) R MR= + + ⋅ = ⇒  

2
cmI MR=  

 

 

 

R m1 
m2 

R 
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β) Ο άξονας που διέρχεται από την περιφέρεια του δακτυλίου είναι παράλληλος με τον 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας, άρα ισχύει το θεώρημα των παραλλήλων 
αξόνων:  

 

 

d R2 2 2 2 2
cmI I Md MR Md I MR MR== + = + → = + ⇒  

2I 2MR=  

 

R 

Ι Ιcm 
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Θεμελιώδης Νόμος Στροφικής Κίνησης: 

Το πόσο γρήγορα θα επιταχυνθεί o τροχός ενός αυτοκινήτου (και το ίδιο το αυτοκίνητο) 
, εξαρτάται από τη σχέση που έχει επιλέξει ο οδηγός στο κιβώτιο ταχυτήτων (πρώτη, 
δευτέρα κλπ). Μικρή σχέση (π.χ. πρώτη) προκαλεί μεγάλη ροπή και μεγάλη γωνιακή 
επιτάχυνση. 

Ο νόμος που συσχετίζει τη συνολική ροπή που ασκείται σε ένα στερεό (αιτία) με  τη 
γωνιακή επιτάχυνση που αποκτά το στερεό (αποτέλεσμα) αποτελεί το Θεμελιώδη Νόμο 
της Στροφικής Κίνησης.  

Σύμφωνα με αυτόν, η γωνιακή επιτάχυνση που αποκτά ένα στερεό σώμα που στρέφεται 
γύρω από σταθερό άξονα, η οποία είναι ίδια για κάθε σημείο του στερεού, είναι 
ανάλογη της συνολικής ροπής δύναμης που ασκείται στο στερεό και αντιστρόφως 
ανάλογη της ροπής αδράνειας του στερεού: 

 

a
Iγ

Στ
=   

ή 

a γΣτ = Ι ⋅
 

 

όπου: 

• Στ: το αλγεβρικό άθροισμα των ροπών που δρουν στο στερεό ως προς το 
σταθερό άξονα περιστροφής ( Nm ) 

• a γ : η γωνιακή επιτάχυνση ( 2

rad
s

), ίδια για κάθε σημείο του στερεού. 

• I : η ροπή αδράνειας στερεού ως προς το σταθερό άξονα περιστροφής ( 2kgm ) 
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• Τα διανύσματα 
Σχόλια 

Στ


 και a γ



 είναι ομόρροπα. 

 
• Αν 0Στ = , τότε a 0γ = , δηλαδή, το στερεό, αν δεν περιστρέφεται, θα 

εξακολουθεί να μην περιστρέφεται, ενώ αν στρέφεται, θα εξακολουθήσει να 
στρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα. 
 
 

• Αν .Στ = σταθ , τότε a .γ = σταθ , δηλαδή, το στερεό εκτελεί ομαλά 

μεταβαλλόμενη στροφική κίνηση και θα ισχύουν οι σχέσεις της κινηματικής που 
μάθαμε για a .γ = σταθ  

 
• Ο Θεμελιώδης Νόμος της Στροφικής Κίνησης ισχύει και για στερεό που εκτελεί 

σύνθετη κίνηση (πχ. στερεό που κυλίεται), αρκεί ο ελεύθερος άξονας 
περιστροφής να διέρχεται από το κέντρο μάζας του σώματος, να είναι άξονας 
συμμετρίας και να μην αλλάζει κατεύθυνση κατά τη διάρκεια της κίνησης. Σε 
αυτή την περίπτωση, οι ροπές των δυνάμεων και η ροπή αδράνειας του σώματος 
υπολογίζονται ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο μάζας.  

 

 

 

 

 

Ημερομηνία τροποποίησης: 18/7/2011 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο: ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 4: ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

 

Ένα παιδί κρατά στα χέρια του κατακόρυφα τον άξονα ενός τροχού ποδηλάτου. Ο 
τροχός στρέφεται. Το παιδί θέλει να σταματήσει τον τροχό. Πόσο δύσκολο είναι; Από τι 
εξαρτάται η δυσκολία που θα συναντήσει; 

Προφανώς, αν ο τροχός περιστρέφεται γρήγορα, θα είναι δύσκολο να σταματήσει. 
Όμως, η ταχύτητα περιστροφής δεν αρκεί για να απαντήσουμε στο ερώτημα. Πρέπει να 
λάβουμε υπόψη και την κατανομή της μάζας του τροχού γύρω από τον άξονα 
περιστροφής, δηλαδή τη ροπή αδράνειας του τροχού. 

Κατάλληλο φυσικό μέγεθος για να περιγράψει τη δυσκολία που θα συναντήσει το παιδί 
για να τον σταματήσει είναι η στροφορμή. 

Παρακάτω ορίζουμε τη στροφορμή ως προς άξονα για υλικό σημείο που εκτελεί κυκλική 
κίνηση, για στερεό σώμα και για σύστημα σωμάτων: 
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Στροφορμή υλικού σημείου που εκτελεί κυκλική κίνηση 

Αν το υλικό σημείο εκτελεί κυκλική κίνηση, τότε για τη στροφορμή του δίδεται ο 
παρακάτω ορισμός: 

Στροφορμή L


 ενός υλικού σημείου, ως προς έναν άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
της κυκλικής τροχιάς του και είναι κάθετος στο επίπεδό της, ονομάζεται το διανυσματικό 
μέγεθος που: 

• έχει μέτρο: 

L p r= ⋅  ή L m r= ⋅υ⋅  

όπου: 

L: μέτρο της στροφορμής του υλικού σημείου με μονάδα μέτρησης στο SI: 
2kg m

s
⋅

 

p: το μέτρο της ορμής του υλικού σημείου (
kg m

s
⋅

) 

r: η ακτίνα κυκλικής τροχιάς ( m ) 

m: η μάζα υλικού σημείου ( kg ) 

υ: η ταχύτητα υλικού σημείου (
m
s

) 

 

• έχει διεύθυνση αυτή του άξονα και φορά που καθορίζεται από τον κανόνα του δεξιού 
χεριού, όπως στο σχήμα: 

 

 

  

r 

m 

υ


L

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Στροφορμή στερεού σώματος  

Ορίζουμε ως στροφορμή L


 στερεού σώματος ως προς τον άξονα περιστροφής του το 
διανυσματικό μέγεθος που: 

• είναι το άθροισμα των στροφορμών των υλικών σημείων που το αποτελούν: 

 

1 2L L L ...= + +  

 

• έχει διεύθυνση αυτή του άξονα περιστροφής και φορά που καθορίζεται από τον 
κανόνα του δεξιού χεριού: 

 

 

Από τη σχέση 1 2L L L ...= + +  έχουμε: 

1 2 1 1 1 2 2 2L L L ... L m r m r ...= + + ⇒ = υ + υ +  

και επειδή: 1 1rυ = ω , 2 2rυ = ω , … 

με αντικατάσταση προκύπτει: 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2L m r m r ... L (m r m r ...)= ω + ω + ⇒ = ω⋅ + +  

Η ποσότητα 2 2
1 1 2 2I m r m r ...= + +  είναι η ροπή αδράνειας του στερεού. Επομένως: 

 

• Η στροφορμή στερεού σώματος ισούται με: 

L I= ⋅ω  

 

• Επειδή I>0, οι αλγεβρικές τιμές των L, ω είναι ομόσημες. Επομένως, τα διανύσματα 

L


, ω


 είναι ομόρροπα: L ↑↑ ω




. 

im  
ir

iυ


 

L

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• Η στροφορμή ενός στερεού είναι το περιστροφικό ανάλογο της ορμής στη 
μεταφορική κίνηση.  
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Στροφορμή συστήματος σωμάτων  

Ορίζουμε ως στροφορμή L


 συστήματος σωμάτων το διανυσματικό μέγεθος που: 

• είναι το διανυσματικό άθροισμα των στροφορμών των σωμάτων που το αποτελούν: 

 

1 2L L L ...= + +
  
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Σπιν 

Σπιν

 

 ονομάζεται η στροφορμή που σχετίζεται με την περιστροφική κίνηση ενός σώματος 
γύρω από άξονα που περνά από το κέντρο μάζας του. 

Παραδείγματα 

• η Γη έχει σπιν καθώς περιστρέφεται γύρω από τον άξονά της. 

• τα στοιχειώδη σωματίδια (πρωτόνια, νετρόνια, ηλεκτρόνια) έχουν σπιν ħ/2, όπου 

ħ
 

34h 1,05 10 J s
2

−= = ⋅ ⋅
π

 (θεμελιώδης ποσότητα στροφορμής) 
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Γενικότερη διατύπωση του Θεμελιώδους Νόμου της Στροφικής Κίνησης  

Από τη σχέση L I= ⋅ω  που ισχύει για ένα στερεό, προκύπτει: 

 

L I= ⋅ω ⇒ dL I d= ⋅ ω ⇒
dL dI
dt dt

ω
= ⋅ ⇒

dL I a
dt γ= ⋅ ⇒  

dL
dt

Στ =  

 

• Η παραπάνω σχέση είναι για τη στροφική κίνηση το ανάλογο του 2ου Νόμου Newton 
στη μεταφορική κίνηση. 

 

• Ο νόμος αυτός ισχύει και σε σύστημα σωμάτων. Σε σύστημα σωμάτων το αλγεβρικό 
άθροισμα των εσωτερικών ροπών είναι μηδέν, επειδή για τις εσωτερικές δυνάμεις 
λόγω του τρίτου νόμου του Νεύτωνα ανά δύο οι εσωτερικές δυνάμεις είναι ίσες και 
έχουν αντίθετη φορά ( 0εσΣτ = ). Θα ισχύει εξΣτ = Στ  και η παραπάνω σχέση παίρνει 

τη μορφή: 
dL
dtεξΣτ =  

 

Επομένως: 

Το αλγεβρικό άθροισμα των ροπών που δρουν σε ένα στερεό σώμα (ή σύστημα 
σωμάτων) που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα είναι ίσο με την αλγεβρική τιμή 
του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής του. 
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Αρχή Διατήρησης της Στροφορμής 

Αν σε ένα σώμα ή σύστημα σωμάτων δεν ασκούνται ροπές ή η συνισταμένη τους είναι 
μηδέν ( 0Στ = ), τότε: 

 

dL 0 L .
dt

Στ = = ⇒ = σταθ  

δηλαδή, η στροφορμή παραμένει σταθερή

  

. 
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Αρχή Διατήρησης της Στροφορμής και αλλαγή της ροπής αδράνειας 

Αν σε ένα σώμα ή σύστημα σωμάτων δεν ασκούνται ροπές ή η συνισταμένη τους είναι 
μηδέν και λόγω εσωτερικών δυνάμεων υπάρξει ανακατανομή μάζας ενός στερεού, τότε 
μεταβάλλεται η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής, αλλά η στροφορμή του διατηρείται: 

L L 'ολ ολ= ⇒  

1 1 2 2I ⋅ω = Ι ⋅ω  

Ανακατανομή της μάζας μπορεί να συμβεί αν μεταβληθούν οι αποστάσεις των 
στοιχειωδών μαζών που αποτελούν το στερεό, από τον άξονα περιστροφής του (αν 
αλλάξει το σχήμα του στερεού). Ως αποτέλεσμα, το άθροισμα 2 2

1 1 2 2I m r m r ...= + +  
μεταβάλλεται. 
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Εφαρμογές της Αρχής Διατήρησης της Στροφορμής 

 

Περιστροφή της Γης γύρω από τον εαυτό της 

Η ελκτική δύναμη που δέχεται η Γη από τον Ήλιο περνά από το κέντρο μάζας της. 
Επομένως, η δύναμη αυτή, δεν μπορεί να προκαλέσει ροπή. Άρα: 

dL 0 L . I . .
dt

Στ = = ⇒ = σταθ ⇒ ⋅ω = σταθ ⇒ ω= σταθ  

Άρα, η χρονική διάρκεια περιστροφής της Γης γύρω από τον εαυτό της παραμένει 
σταθερή (24 h). 

 

 

Αθλητής καλλιτεχνικού πατινάζ 

 

Όταν ένας χορευτής καλλιτεχνικού πατινάζ, που περιστρέφεται, θέλει να περιστραφεί 
γρηγορότερα, συμπτύσσει τα χέρια του (μειώνεται η ροπή αδράνειας λόγω εσωτερικών 
δυνάμεων). Επειδή οι εξωτερικές δυνάμεις δε δημιουργούν αξιοσημείωτες ροπές, 
μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η στροφορμή διατηρείται. Άρα: 

1
1 1 2 2 2 1

2

II
I

⋅ω = Ι ⋅ω ⇒ ω = ⋅ω  

Επειδή η σύμπτυξη των χεριών μειώνει τη ροπή αδράνειας του χορευτή έχουμε: 2 1I < Ι , 
επομένως: 

2 1ω > ω  

 

 

 

 

 

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5f/Andrei_Lutai_-_skok.JPG�
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Ακροβάτες και καταδύτες 

 

 

Ένας αθλητής καταδύσεων, καθώς περιστρέφεται στον αέρα, συμπτύσσει τα άκρα του. 
Με την τεχνική αυτή μειώνει τη ροπή αδράνειάς του και έτσι αυξάνεται η γωνιακή 
ταχύτητα περιστροφής του. Επειδή η μόνη εξωτερική δύναμη είναι το βάρος, το οποίο δε 
δημιουργεί ροπή, αφού διέρχεται από το κέντρο μάζας, η στροφορμή διατηρείται. Άρα: 

1
1 1 2 2 2 1

2

II
I

⋅ω = Ι ⋅ω ⇒ ω = ⋅ω  

Επειδή 2 1I < Ι , έχουμε: 

2 1ω > ω  

 

 

Αστέρες Νετρονίων (Pulsars) 

 

 

Απομονωμένα άστρα, στα οποία εξαντλείται η ενέργεια τους και συρρικνώνονται λόγω 
βαρύτητας, μειώνεται δραματικά η ροπή αδράνειάς τους με αντίστοιχη αύξηση της 
συχνότητας περιστροφής (οι ασκούμενες δυνάμεις είναι εσωτερικές, επομένως 
διατηρείται η στροφορμή τους). Και πάλι ισχύει: 
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1 1 1
1 1 2 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2

I I II 2 f 2 f f f
I I I

⋅ω = Ι ⋅ω ⇒ ω = ⋅ω ⇒ π = ⋅ π ⇒ = ⋅  

και επειδή 2 1I < Ι , έχουμε: 

2 1f f>  

Υπολογίζεται ότι ένας αστέρας νετρονίων περιστρέφεται με συχνότητα 3000 στροφές το 
δευτερόλεπτο (για σύγκριση, η περίοδος περιστροφής του Ήλιου είναι 25 ημέρες). 

 

 

 

 

 

Ημερομηνία τροποποίησης: 19/07/2011 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο: ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 5: ΚΙΝΗΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΚΑΙ ΕΡΓΟ ΔΥΝΑΜΗΣ ΣΤΗ ΣΤΡΟΦΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ 

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ 

 

Κινητική ενέργεια στερεού στη στροφική κίνηση 

Είναι γνωστό ότι η κινητική ενέργεια ενός υλικού σημείου στη μεταφορική κίνηση 

υπολογίζεται με βάση τη σχέση 21K m
2

= υ . Πώς θα υπολογίσουμε τη κινητική ενέργεια 

ενός στερεού στη στροφική κίνηση; 

Ένα στερεό που στρέφεται γύρω από άξονα έχει κινητική ενέργεια. Για τον υπολογισμό 
της θεωρούμε ότι το στερεό αποτελείται από ένα σύνολο υλικών σημείων. Κάθε υλικό 
σημείο έχει, λόγω της περιστροφής του στερεού, κάποια κινητική ενέργεια. Επομένως, η 
κινητική ενέργεια του στερεού θα βρεθεί αθροίζοντας όλες τις επιμέρους κινητικές 
ενέργειες των υλικών σημείων που το απαρτίζουν. 

Ένα υλικό σημείο μάζας m που κινείται με ταχύτητα υ


 έχει κινητική ενέργεια: 

21K m
2

= υ  

Άρα, η κινητική ενέργεια του στερεού λόγω της στροφικής του κίνησης ισούται με: 

1 2K K K ...περ = + +  

Από την οποία έχουμε: 

2 2
1 1 2 2

1 1K m m ...
2 2περ = υ + υ +  

Καθώς το στερεό περιστρέφεται γύρω από τον άξονα περιστροφής του, τα υλικά σημεία 
που τον αποτελούν εκτελούν κυκλικές κινήσεις. Επομένως ισχύει: 

1 1rυ = ω , 2 2rυ = ω , … 

όπου: 

υi: γραμμικές ταχύτητες υλικών σημείων (
m
s

) 

ω: γωνιακή ταχύτητα στερεού (
rad
s

) 

ri: ακτίνες κυκλικών τροχιών των υλικών σημείων ( m ) 

Με αντικατάσταση έχουμε: 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1K m ( r ) m ( r ) ... K m r m r ...
2 2 2 2περ περ= ω + ω + ⇒ = ω + ω +  

Επειδή η γωνιακή ταχύτητα του στερεού ω είναι κοινή για όλα τα υλικά σημεία που το 
αποτελούν, έχουμε: 



2 
 

2 2 2
1 1 2 2

1K (m r m r ...)
2περ = ω + +  

Το άθροισμα 2 2
1 1 2 2m r m r ...+ +  είναι η ροπή αδράνειας του στερεού, επομένως: 

21K I
2περ = ω  
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Κινητική ενέργεια στερεού στη μεταφορική κίνηση 

Ένα στερεό σώμα που εκτελεί μεταφορική κίνηση έχει κινητική ενέργεια λόγω της 
μεταφορικής του κίνησης ίση με το άθροισμα των επιμέρους κινητικών ενεργειών των 
υλικών σημείων από τα οποία αποτελείται: 

1 2K K K ...µετ = + +  2 2
1 1 2 2

1 1m m ...
2 2

= υ + υ +  

Στη μεταφορική κίνηση, όλα τα υλικά σημεία έχουν ταχύτητα ίση με την ταχύτητα του 
κέντρου μάζας υcm. Επομένως: 

2 2 2
1 cm 2 cm cm 1 2

1 1 1K m m ... (m m ...)
2 2 2µετ = υ + υ + = υ + +  

και τελικά: 

2
cm

1K M
2µετ = υ  

όπου: 

Μ : μάζα στερεού ( kg ) 

 

Τα μεγέθη 

Παρατήρηση 

I  και ω  της στροφικής κίνησης αντιστοιχούν στα μεγέθη M  και cmυ , και ο 

τύπος 21K I
2περ = ω  της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής αντιστοιχεί στον τύπο 

2
cm

1K M
2µετ = υ  της κινητικής ενέργειας λόγω μεταφοράς. 
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Κινητική ενέργεια στερεού στη σύνθετη κίνηση 

Αν ένα στερεό εκτελεί σύνθετη κίνηση, έχει κινητική ενέργεια λόγω της μεταφορικής 
κίνησής του και κινητική ενέργεια λόγω της στροφικής κίνησής του. Η συνολική κινητική 
ενέργειά του υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση: 

2 2
cm

1 1K K K I
2 2µετ περ= + = Μυ + ω  

Οι παραπάνω σχέσεις δεν εκφράζουν νέες μορφές ενέργειας. Είναι, απλά, χρήσιμες 
εκφράσεις της κινητικής ενέργειας του στερεού. 
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Έργο δύναμης στη στροφική κίνηση (έργο ροπής) 

Είναι γνωστό ότι το έργο σταθερής δύναμης δίνεται από τη σχέση W F s= ⋅ . Πώς θα 
υπολογίσουμε το έργο της δύναμης στη στροφική κίνηση, αν η ροπή της είναι σταθερή ; 

Αποδεικνύεται ότι αν η ροπή μιας δύναμης είναι σταθερή, το έργο της δίνεται από τον 
τύπο: 

W = τ⋅θ  

όπου: 

W: έργο δύναμης ( J ) ή έργο σταθερής ροπής 

τ: αλγεβρική τιμή σταθερής ροπής ( N m⋅ ) 

θ: αριθμητική τιμή γωνίας στροφής ( rad ) 

 

• Η φυσική σημασία του προσήμου του έργου είναι ότι αν είναι θετικό αυξάνει, ενώ 
αν είναι αρνητικό ελαττώνει την κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής ενός 
στερεού. 

• Το "έργο δύναμης" και το "έργο ροπής δύναμης" είναι ταυτόσημες έννοιες. 
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Απόδειξη του τύπου W = τ⋅θ  (για σταθερή ροπή δύναμης) 

Με βάση το παρακάτω σχήμα, αν ο φορέας μιας δύναμης απέχει απόσταση R από τον 
άξονα περιστροφής και η δύναμη στρέφει το στερεό κατά γωνία dθ  σε χρόνο dt , τότε 
μετατοπίζει το σημείο εφαρμογής της κατά τόξο 

ds d R= θ⋅  

 

 

 

Σε αυτή την απειροστά μικρή στροφή η δύναμη μπορεί να θεωρηθεί σταθερή και το έργο 
της να υπολογιστεί από τον τύπο: 

dW F ds= ⋅    dW F d R⇒ = ⋅ θ⋅  

και επειδή F Rτ = ⋅ : 

dW d= τ⋅ θ  

Το συνολικό έργο της δύναμης σε στροφή κατά γωνία θ είναι: 

W dW=∑   W ( d )⇒ = τ⋅ θ∑  

Επειδή η ροπή της δύναμης είναι σταθερή: 

W d= τ⋅ θ ⇒∑  

W = τ⋅θ  

  

dθ 

ds 

r 

F

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Στιγμιαία ισχύς δύναμης (ή ροπής δύναμης, ή χρονικός ρυθμός μεταβολής έργου 
δύναμης, ή χρονικός ρυθμός μεταβολής έργου ροπής) 

Είναι γνωστό ότι ο χρονικός ρυθμός μεταβολής ενός μεγέθους Α είναι  
dA
dt

. Στην 

περίπτωση του έργου δύναμης (ή ροπής δύναμης) ο χρονικός ρυθμός μεταβολής 
υπολογίζεται ως εξής: 

Από τον τύπο W = τ⋅θ  έχουμε: 

dW dW
dt dt

θ
= τ⋅θ ⇒ = τ⋅  

και επειδή 
d
dt
θ

ω = : 

dW
dt

= τ⋅ω ⇒  

P = τ⋅ω  
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Μέση Ισχύς δύναμης (ή ροπής δύναμης)  

Αν μια δύναμη σε χρόνο Δt έχει προσφέρει έργο Wολ, τότε η μέση ισχύς δίνεται από τον 
τύπο: 

WP
t
ολ=
∆
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Ρυθμός μεταβολής κινητικής ενέργειας στη στροφική κίνηση 

Όμοια με πριν, ο χρονικός ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας υπολογίζεται ως 
εξής: 

dWdK dKdK dW P
dt dt dt

ολ
ολ ολ= ⇒ = ⇒ = ⇒  

dK
dt

= Στ⋅ω  
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Θεώρημα έργου - ενέργειας στη στροφική κίνηση 

Είναι γνωστό ότι στη μεταφορική κίνηση το έργο των δυνάμεων σχετίζεται άμεσα με τη 
μεταβολή της κινητικής  ενέργειας του σώματος, σύμφωνα με τη σχέση: K Wολ∆ = . Ποια 
είναι η σχέση της μεταβολής της κινητικής ενέργειας ενός στερεού και του έργου των 
δυνάμεων στη στροφική κίνηση; 

Η ροπή μιας δύναμης μεταβάλλει την κινητική ενέργεια του περιστρεφόμενου στερεού 
κατά ποσότητα ίση με το έργο της. Αν στο στερεό ασκούνται πολλές ροπές, τότε το 
αλγεβρικό άθροισμα των έργων των ροπών που ασκούνται στο στερεό ισούται με τη 
μεταβολή της κινητικής ενέργειας λόγω περιστροφής του στερεού: 

K Wπερ ολ∆ =  

ή 

2 21 1I W
2 2τελ αρχ ολω − Ιω =  
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Θεώρημα έργου - ενέργειας στη σύνθετη κίνηση 

K Wολ∆ =  

ή 

2 2 2 2
cm, cm,

1 1 1 1M I M I W
2 2 2 2τελ τελ αρχ αρχ ολ

   υ + ω − υ + ω =   
   

 

όπου: 

M : μάζα στερεού ( kg )  

I : ροπή αδράνειας στερεού ως προς ελεύθερο άξονα περιστροφής που διέρχεται από το 
κέντρο μάζας ( 2kg m⋅ ) 

Wολ : συνολικό έργο δυνάμεων ( J ) 

cm, cm,,αρχ τελυ υ : αρχική και τελική ταχύτητα λόγω μεταφοράς του στερεού (
m
s

) 

,αρχ τελω ω : αρχική και τελική γωνιακή ταχύτητα λόγω περιστροφής του στερεού (
rad
s

) 

• Στην κύλιση ενός στερεού, η στατική τριβή Tστ



 δεν προσφέρει, ούτε αφαιρεί 
μηχανική ενέργεια διότι ασκείται στο (στιγμιαία ακίνητο) σημείο επαφής με το 
οδόστρωμα: TW 0

στ
= . 

• Στην κατακόρυφη κίνηση ενός γιο-γιο, του οποίου το νήμα είναι ακλόνητα 

στερεωμένο στην ελεύθερη άκρη του, η τάση του νήματος N


 δεν προσφέρει, 
ούτε αφαιρεί μηχανική ενέργεια διότι ασκείται στο (στιγμιαία ακίνητο) σημείο 
επαφής του κυλίνδρου του γιο-γιο με το ελεύθερο νήμα: NW 0= . 
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Θεώρημα διατήρησης της μηχανικής ενέργειας 

Είναι γνωστό ότι στη μεταφορική κίνηση ενός σώματος ή συστήματος σωμάτων, εφόσον 
οι ασκούμενες δυνάμεις είναι συντηρητικές, η μηχανική ενέργεια διατηρείται. 

Ισχύει η ίδια αρχή στη στροφική ή γενικότερα στη σύνθετη κίνηση και με ποιες 
προϋποθέσεις; 

Αν σε ένα στερεό, το οποίο εκτελεί στροφική ή σύνθετη κίνηση, οι δυνάμεις που 
παράγουν έργο είναι συντηρητικές (διατηρητικές) τότε η μηχανική ενέργεια του στερεού 
διατηρείται: 

'Eµηχ µηχ= Ε  

Δηλαδή: 

' 'K U K Uολ ολ+ = +  

όπου: 

µηχΕ , '
µηχ

Ε : αρχική και τελική μηχανική ενέργεια ( J ). 

K , 'K : αρχική και τελική κινητική ενέργεια ( J ). 

Uολ , 'U
ολ

: αρχική και τελική δυναμική ενέργεια ( J ). 
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