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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

3ο Επαναληπτικό

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Κατά τη σύνθεση δύο απλών αρµονικών ταλαντώσεων ίδιας διεύθυν-
σης, που γίνονται γύρω από την ίδια ϑέση ισορροπίας, µε το ίδιο πλάτος Α
και συχνότητες f1 και f2 δηµιουργείται σύνθετη κίνηση, η οποία παρουσι-
άζει διακροτήµατα. Η περίοδος της ταλάντωσης είναι ίση µε :

(δ)
2

f1 + f2

Α.2. Η εξίσωση της συνέχειας των ιδανικών ϱευστών είναι άµεση συνέπεια
της αρχής διατήρησης

(γ) της ύλης.

Α.3. Μια αθλήτρια του καλλιτεχνικού πατινάζ περιστρέφεται, χωρίς τριβές,
έχοντας τα χέρια της σε σύµπτυξη. ΄Οταν η αθλήτρια, κατά την περιστροφή
της, απλώσει τα χέρια της σε οριζόντια ϑέση, τότε :

(γ) η περίοδος περιστροφής της αυξάνεται

Α.4. Σώµα που είναι αναρτηµένο σε ελατήριο εκτελεί εξαναγκασµένη τα-
λάντωση µε κατάλληλο µηχανισµό (διεγέρτης). Για δύο διαφορετικές συ-
χνότητες του διεγέρτη f1 και f2 > f1 το πλάτος της ταλάντωσης είναι το ίδιο.
Για την ιδιοσυχνότητα fo του συστήµατος ισχύει ότι :

(γ) f1 < fo < f2
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Α.5.

(α) Σε κάθε εγκάρσιο κύµα δηµιουργούνται πυκνώµατα και αραιώµατα.
Λάθος

(ϐ) Σε κάθε ϕθίνουσα ταλάντωση η περίοδος της ταλάντωσης µειώνεται µε
τον χρόνο. Λάθος

(γ) Η πίεση που δηµιουργεί ένα εξωτερικό αίτιο σε κάποιο σηµείο ενός
ακίνητου υγρού µεταφέρεται αναλλοίωτη σε όλα τα σηµεία του. Λάθος

(δ) Η ϱοπή µιας δύναµης ~F ως προς άξονα περιστροφής είναι µηδέν, όταν ο
ϕορέας της δύναµης είναι παράλληλος στον άξονα περιστροφής. Σωστό

(ε) Σε όλες τις πλάγιες κρούσεις ισχύει η Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής.
Λάθος

Θέµα Β

Β.1. ΄Ενα ανοικτό κυλινδρικό δοχείο µε µεγάλο εµβαδό ϐάσης ακουµπά σε
οριζόντια επιφάνεια και περιέχει ιδανικό ϱευστό. Στο πλευρικό τοίχωµα του
δοχείου και στην ίδια κατακόρυφο ανοίγουµε δύο µικρές οπές σε ϐάθος h1

και h2 = 4h1 αντίστοιχα από την ελεύθερη επιφάνεια του νερού.

Αν γνωρίζουµε ότι από τις οπές εξέρχεται ίσος όγκος νερού ανά δευτε-
ϱόλεπτο, ο λόγος των εµβαδών των διατοµών των οπών είναι :

(γ)
A1

A2
= 2
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Από την εκφώνηση προκύπτει ότι :

Π1 = Π2 ⇒ A1υ1 = A2υ2

Εφαρµόζοντας Bernoulli για µια οπή σε ϐάθος h από την ελέυθερη επι-
ϕάνεια του υγρού µε δεδοµένο ότι η ταχύτητα της ελεύθερης επιφάνειας είναι
αµελητέα, αφού η διατοµή της οπής είναι µικρή σε σχέση µε την διατοµή του
δοχείου, προκύπτει για την ταχύτητα εκροής :

Patm + ρgh = Patm +
1

2
ρυ2 ⇒ υ =

√
2gh

΄Αρα για τις οπές του προβλήµατος έχουµε :

A1

√
2gh1 = A2

√
2gh2 ⇒ A1 = 2A2

Β.2. ΄Ενα ξύλινο κιβώτιο µάζαςm ισορροπεί ακλόνητα στερεωµένο στο άκρο
ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k το οποίο ϐρίσκεται στο ϕυσικό του µήκος.
Εκτοξεύουµε ένα ϐλήµα ίσης µάζας µε το κιβώτιο µε ταχύτητα µέτρου υo µε
αποτέλεσµα το συσσωµάτωµα που ϑα προκύψει να εκτελεί απλή αρµονική
ταλάντωση πλάτους Α.

Στην περίπτωση 1 που η ταχύτητα του ϐλήµατος πριν την κρούση ϐρίσκε-
ται πάνω στην ευθεία που διέρχεται από το κέντρο του κιβωτίου και σχηµα-
τίζει γωνία φ = 60o µε το οριζόντιο επίπεδο το πλάτος της ταλάντωσης είναι
A1. Στην περίπτωση 2 που η ταχύτητα του ϐλήµατος πριν την κρούση ε-
ίναι οριζόντια και στην ευθεία που διέρχεται από το κέντρο του κιβωτίου το
πλάτος της ταλάντωσης ϑα είναι A2.

Για τα πλάτη στις δύο περιπτώσεις ϑα ισχύει ότι :

(ϐ)
A1

A2
=

1

2

Και στις δύο περιπτώσεις η κρούση γίνεται στην ΘΙΤ και προκύπτει συσσω-
µάτωµα ίδιας µάζας δεµένο στο ίδιο ελατήριο, άρα για την ταχύτητα µετά την
κρούση ϑα ισχύει ότι :
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υ = ωA =

√
k

2m
A

Με την Α∆Ο στον οριζόντιο άξονα για την 1η περίπτωση προκύπτει ότι :

mυoσυνφ = 2mυ1 ⇒ υ1 =
υo
4

Με την Α∆Ο για την 2η περίπτωση προκύπτει ότι :

mυo = 2mυ2 ⇒ υ2 =
υo
2

∆ιαιρώντας κατά µέλη προκύπτει ότι :

υ1

υ2
=
ωA1

ωA2
=

1

2

Β.3. Πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο ένας δίσκος µάζας M και ακτίνας R
περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα µέτρου ωo γύρω από άξονα που διέρ-
χεται από το κέντρο του και είναι κάθετος στο επίπεδο του, ταυτόχρονα το
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κέντρο του δίσκου µεταφέρεται µε ταχύτητα µέτρου υo. ΄Ενα σφαιρίδιο µι-

κρών διαστάσεων µάζας m =
M

5
που κινείται µε ταχύτητα µέτρου υo, όπως

στο σχήµα σφηνώνεται σε ένα σηµείο Γ της περιφέρειας του δίσκου, όπως
σχηµατικά παριστάνεται στην παρακάτω κάτοψη.

ωο

Μ

R m

υο

υο
Πριν Μετά

m

Μ

Γ Γ

Αν σας είναι γνωστό ότι το µέτρο της ταχύτητας του σηµείου Γ του δίσκου,

ακριβώς πριν την κρούση είναι υΓ =
3υo
5

και έχει ϕορά ίδια µε της ταχύτητας
του κέντρου του δίσκου, τότε η ταχύτητα του σφαιριδίου αµέσως µετά την
κρούση ϑα έχει την ίδια ϕορά και µέτρο ίσο µε :

(γ)
2υo
21

Για το σηµείο Γ πριν την κρούση εφαρµόζω την αρχή της επαλληλίας :

υΓ = υo − ωoR⇒ ωoR =
2υo
5

Μετά την κρούση το συσωµάτωµα ϑα εκτελεί σύνθετη κίνηση περιστρεφόµε-
νο γύρω απο το κέντρο του δίσκου µε ταχύτητα ω και κινούµενο µεταφορικά
µε ταχύτητα υcm. Εφαρµόζω Α∆Ο για το κέντρο µάζας και Α∆Σ γύρω από το
κέντρο µάζας

http://www.perifysikhs.com 5
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Mυo −mυo = (M +m)υcm ⇒ υcm =
2υo
3

Iωo +mυoR = (I +mR2)ω ⇒ ωR =
4υo
7

*Στην Α∆Σ αξιοποίησα την σχέση που έχω ϐρει παραπάνω ανάµεσα στην
υo και την ωo

Για την ταχύτητα του Γ µετά την κρούση εφαρµόζω ξανά την αρχή της
επαλληλίας :

υ′Γ = υcm − ωR =
2υo
21

Θέµα Γ

Κατά µήκος µιας µεγάλης χορδής που ταυτίζεται µε τον άξονα x′Ox δια-
δίδονται ταυτόχρονα δύο αρµονικά κύµατα που έχουν την ίδια συχνότητα,
ίδιο πλάτος και αντίθετες κατευθύνσεις. Την χρονική στιγµή to = 0 τα δύο
κύµατα ϑα συναντηθούν στο σηµείο Ο,που ϐρίσκεται στην ϑέση x = 0 και
ϑα αρχίζει να ταλαντώνεται µε εξίσωση ταλάντωσης y = 0, 4ηµ(ωt) µε το y
σε m. Παρακάτω σας δίνονται δύο διαγράµµατα ϕάσης. Το φ = f(x) των
ταλαντώσεων των υλικών σηµείων της χορδής σε συνάρτηση µε την ϑέση τους
πάνω στην χορδή την στιγµή συνάντησης των δύο κυµάτων και το διάγραµµα
ϕάσης φ = g(t) της ταλάντωσης του υλικού σηµείου Ο.

Γ.1 Να υπολογίσετε το πλάτος, µήκος κύµατος, συχνότητα και ταχύτητα
διάδοσης των τρεχόντων κυµάτων.

Αφού το Ο είναι κοιλία έχω 2A = 0, 4⇒ A = 0, 2m. Από το διάγραµµα
ϕάσης ϑέσης παρατηρώ ότι την to = 0 τα σηµεία x = ±2m έχουν ολοκλη-
ϱώσει δύο ταλαντώσεις αφού έχουν ϕάση 4π, άρα 2 = 2λ⇒ λ = 1m (η
απλά έχουν διαφορά ϕάσης 4π µε το Ο). Από το δεύτερο διάγραµµα υπο-
λογίζω την κλίση της ευθείας και ϐρίσκω ότι ω = 10πrad/s⇒ f = 5Hz
(ή παρατηρώ ότι την t = 0, 4s το σηµείο Ο έχει ολοκληρώσει δύο ταλαν-
τώσεις αφού έχει ϕάση 4π). Η ταχύτητα διάδοσης ϑα είναι υ = λf =
5m/s

http://www.perifysikhs.com 6
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Γ.2 Να γραφτούν οι εξισώσεις των τρεχόντων κυµάτων και η εξίσωση του
στάσιµου κύµατος.

Για τα τρέχοντα κύµατα στο (S.I.) έχω:

y = 0, 2ηµ (10πt− 2πx)

y = 0, 2ηµ (10πt+ 2πx)

Για την περιοχή στην οποία έχει διαµορφωθεί στάσιµο κύµα στο (S.I.)
έχω:

y = 0, 4συν (2πx) ηµ (10πt) − 5t ≤ x ≤ +5t

Γ.3 Για ένα υλικό σηµείο Ζ για το οποίο xZ =
5

12
m να υπολογιστεί η µέγι-

στη ταχύτητα ταλάντωσης και η ϕάση της ταλάντωσης σε συνάρτηση µε
τον χρόνο, µετά την συµβολή των δύο κυµάτων σε αυτό.

Μετά την συµβολή των κυµάτων στο σηµείο Ζ η εξίσωση ταλάντωσης στο
(S.I.) ϑα είναι :

http://www.perifysikhs.com 7
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y = 0, 4συν

(
2π

5

12

)
ηµ (10πt)⇒ y = −0, 2

√
3ηµ (10πt)⇒

y = 0, 2
√

3ηµ (10πt+ π)

΄Αρα η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης ϑα είναι :

υmax = ωA′ = 2
√

3πm/s

Η συνάρτηση της ϕάσης στο (S.I.) µετά την συµβολή των κυµάτων στο
σηµείο Ζ ϑα είναι :

φ = 10πt+ π

* Είναι προφανές ότι η παραπάνω συνάρτηση έχει νόηµα µετά την συµ-
ϐολή των δύο κυµάτων στο Ζ δηλαδή όταν ϕτάσει εκεί το κύµα που

διαδίδεται προς τα δεξιά την t =
x

υ
=

1

12
s

Γ.4 Για ένα υλικό σηµείο Θ για το οποίο xΘ = 6, 25m να υπολογιστεί η
επιτάχυνση της ταλάντωσης του την χρονική στιγµή που το υλικό σηµείο
Ο έχει εκτελέσει 5 πλήρεις ταλαντώσεις.

΄Οταν το Ο έχει εκτελέσει 5 πλήρεις ταλαντώσεις το στάσιµο κύµα έχει
διαµορφωθεί στην περιοχή −5m ≤ t ≤ 5m (t = 5T = 1s), άρα την ίδια
στιγµή το σηµείο Θ ταλαντώνεται µόνο εξαιτίας του τρέχοντος κύµατος µε
διάδοση προς τα αριστερά.

a = −ω2y = − (10π)2 0, 2ηµ (10π1 + 2π6, 25)⇒ a = −20π2m/s2

Γ.5 Να υπολογίσετε το πλήθος των σηµείων του ελαστικού µέσου που παρα-
µένουν ακίνητα την χρονική στιγµή που το υλικό σηµείο Ο ϐρίσκεται σε

http://www.perifysikhs.com 8
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ακραία ϑέση για 3η ϕορά µετά την t = 0. Την ίδια στιγµή να σχεδιαστεί
η µορφή της χορδής (στιγµιότυπο) στην περιοχή−2, 5m ≤ x ≤ +2, 5m.

΄Οταν το Ο είναι σε ακραία ϑέση για 3η ϕορά έχει περάσει χρόνος

T +
T

4
,άρα έχει διαµορφωθεί στάσιµο κύµα στην περιοχή −1, 25m ≤

x ≤ 1, 25m

∆εσµός υπάρχει στις ϑέσεις για τις οποίες x = (2κ+ 1)
λ

4
για κ ακέραιο

άρα έχω έξι δεσµούς :

−1, 25m ≤ (2κ+ 1) 0, 25 ≤ 1, 25m⇒ κ = −3,−2,−1, 0, 1, 2

* µπορώ να το κάνω απλούστερα µε ένα σχήµα

Για το Ϲητούµενο στιγµιότυπο έχουµε :

Θέµα ∆

΄Ενα στερεό σώµα αποτελείται από δύο οµόκεντρους οµογενείς λεπτούς
δίσκους από διαφορετικά υλικά κολληµένους έτσι ώστε τα κέντρα τους να

http://www.perifysikhs.com 9
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ταυτίζονται. Στο κέντρο του στερεού έχει τοποθετηθεί αβαρής σηµειακός
ανιχνευτής ηχητικών κυµάτων. Το στερεό έχει συνολική µάζα M = 1kg και

οι ακτίνες των επιµέρους δίσκων είναι R1 = R και R2 =
R

2
.

Αρχικά το στερεό ισορροπεί πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας κλίσης
φ = 30o, µε την ϐοήθεια ενός αβαρούς και µη εκτατού νήµατος µεγάλου
µήκους που έχει το ένα άκρο του στερεωµένο ακλόνητα στο σηµείο Α και
είναι τυλιγµένο πολλές ϕορές στην περιφέρεια του µικρότερου δίσκου όπως
στο παραπάνω σχήµα.

Στην ϐάση του κεκλιµένου επιπέδου ϐρίσκεται µια σηµειακή πηγή ηχη-
τικών κυµάτων και ο ανιχνευτής καταγράφει απευθείας από την πηγή ήχο
µε συχνότητα 680Hz.

∆.1 Να υπολογιστεί η δύναµη που ασκεί το νήµα στο σηµείο Α κατά την
ισορροπία του στερεού σώµατος.
Από τις συνθήκες ισορροπίας για το στερεό

ΣFx = 0⇒Mgηµφ = T + Ts

Στ = 0⇒ TsR1 = TR2

http://www.perifysikhs.com 10
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προκύπτει ότι :

T =
Mg

3
=

10

3
N

Κάποια χρονική στιγµή τοποθετώ πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο µε κατάλ-
ληλο τρόπο λιπαντικό µε αποτέλεσµα το στερεό να αρχίσει να κυλίεται κατά
µήκος του κεκλιµένου, εµφανίζοντας µε αυτό συντελεστή τριβής ολίσθησης

µ =

√
3

15
. Κατά την ολίσθηση του τροχού το νήµα ξετυλίγεται χωρίς ταυ-

τόχρονα να ολισθαίνει σε σχέση µε την περιφέρεια του δίσκου στον οποίο
έχει τυλιχθεί, παραµένοντας ακλόνητα στερεωµένο στο σηµείο Α σε όλη την
διάρκεια της καθόδου, ενώ η πηγή δεν σταµατάει να εκπέµπει ήχο. Να
ϑεωρήσετε ως to = 0 την στιγµή έναρξης της κίνησης του στερεού.

∆.2 Αφού εξηγήσετε ποια ϑα είναι η ϕορά περιστροφής του στερεού γύρω
από άξονα που διέρχεται από το κέντρο του, να υπολογίσετε το µέτρο
της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας κατά την κάθοδο του.

΄Οταν τοποθετήσουµε λιπαντικό στο κεκλιµένο µειώνεται η τριβή, άρα
η τάση ϑα στρίψει το σώµα στην ϕορά των δεικτών του ϱολογιού και
το σώµα ϑα κατέρχεται προς τα κάτω. Επίσης µε δεδοµένο ότι όλα τα
σηµεία του νήµατος έχουν ταχύτητα µηδέν και ότι το νήµα δεν ολισθαίνει
στην περιφέρεια της τροχαλίας, στο σηµείο επαφής νήµατος - σώµατος
πρέπει η ταχύτητα να είναι µηδέν. ΄Αρα υcm − ωR2 = υA = 0, οπότε
αναγκαστικά ϑα στρίψει στην ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

Η τριβή που αναπτύσσεται ανάµεσα στο κεκλιµένο και το στερεό ϑα είναι
τριβή ολίσθησης αφού το σηµείο επαφής δεν έχει ταχύτητα µηδέν. ΄Αρα:

ΣFy = 0⇒ N = Mgσυνφ

Tολ = µN = 1N

http://www.perifysikhs.com 11
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– Για την µεταφορική κίνηση

Mgηµφ− T − Tολ = Macm (1)

– Για την περιστροφική κίνηση

TR2 − TολR1 = Iaγων (2)

– Για την µη ολίσθηση του νήµατος

υcm − ωR2 = υA = 0⇒ υcm = ωR2 ⇒ acm = aγωνR2 (3)

Από (1) , (2) , (3) προκύπτει ότι : acm = 1m/s2

∆.3 Να σχεδιάσετε το διάγραµµα της συχνότητας που καταγράφει ο ανι-
χνευτής για τα ηχητικά κύµατα που λαµβάνει απευθείας από την πηγή,
σε συνάρτηση µε τον χρόνο στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ 4s.

Αφού αρχικά το στερεό είναι ακίνητο fs = 680Hz κατά την κάθοδο του ο
ανιχνευτής πραγµατοποιεί οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση άρα προκύπτει :

f =
υηχ + acmt

υηχ
fs = 680 + 2t (S.I.)

* το διάγραµµα είναι µια ευθεία ϑετικής κλίσης που δεν διέρχεται από
την αρχή των αξόνων.

∆.4 Να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της Κινητικής ενέργειας του στε-
ϱεού όταν ο ανιχνευτής καταγράφει συχνότητα 688Hz.

Ο ανιχνευτής καταγράφει την παραπάνω συχνότητα την t = 4s που έχει
ταχύτητα υcm = 4m/s

dK

dt
= ΣFxυcm + Στω = .... = 8J/s

* Λαµβάνουµε υπόψη ότι ΣFx = Macm , Στ = Iaγων και τις σχέσεις (3).
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∆.5 Να υπολογίσετε το συνολικό έργο των δυνάµεων που ασκούνται στο
στερεό στα πρώτα 4s της κίνησης του.

Εφαρµόζω το ΘΜΚΕ :

ΣW = ∆K =
1

2
Mυ2

cm +
1

2
Iω2 = 16J

∆.6 Να ϐρεθεί το ποσοστό της αρχικής ενέργειας του στερεού που έχει µε-
τατραπεί σε ϑερµότητα στα πρώτα 4s της κίνησης του.

Το στερεό στα πρώτα 4s έχει κατέβει στο κεκλιµένο κατά

xcm =
1

2
acmt

2 = 8m

΄Αρα η κατακόρυφη µετατόπιση του ϑα είναι h = Mgηµφ = 4m

Με επίπεδο µηδενικής ϐαρυτικής ενέργειας το σηµείο που ϕτάνει την
t = 4s η αρχική του ενέργεια ϑα είναι E = Uϐ = Mgh = 40J

Το έργο της τριβής ϑα είναι :

W = −Tολxcm − TολR1θ = 24J

* Παραπάνω λάβαµε υπόψη ότι σύµφωνα µε την σχέση (3) xcm = R2θ

Το Ϲητούµενο ποσοστό είναι :

Wτριβής

E
· 100% = 60%
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