
 

ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Ομογενής τροχαλία μάζας M = 4 kg και ακτίνας R = 0,5 m μπορεί να περιστρέφεται χωρίς 
τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο σταθερό άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
της Κ και είναι κάθετος σε αυτή. Αβαρές μη εκτατό νήμα έχει τυλιχθεί στην περιφέρεια της 
τροχαλίας και στο άλλο άκρο του έχει δεθεί σώμα Σ1 μάζας m1 = 2 kg. Αρχικά το σύστημα είναι 
ακίνητο και το νήμα τεντωμένο. Τη χρονική στιγμή to = 0 αφήνουμε το σύστημα ελεύθερο όποτε 
μετά από χρόνο t1 το σώμα Σ1 έχει κατέβει κατά h1 και η τροχαλία έχει αποκτήσει στροφορμή 
μέτρου L1 = 2 kg·m2/s. Να υπολογίσετε: 
α. Την επιτάχυνση του σώματος Σ1. 
β. Τη γωνιακή επιτάχυνση της τροχαλίας. 
γ. Την κινητική ενέργεια του συστήματος τροχαλία-σώμα Σ1 τη χρονική στιγμή t1. 
δ. Το ύψος h1. 
ε. Το έργο της τάσης του νήματος που δέχεται η τροχαλία από το νήμα, στη χρονική διάρκεια 

από tο = 0 έως t1.  
ζ. Το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας της τροχαλίας τη χρονική στιγμή t1.  

Τη χρονική στιγμή t1 το νήμα κόβεται ακαριαία και το σώμα Σ1 συγκρούεται πλαστικά με σώμα Σ2 μάζας 1
2

m
m 3  που 

είναι δεμένο στο άκρο οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k, το άλλο άκρο του οποίου είναι ακλόνητα στερεωμένο. 
Το σώμα Σ2 πριν την κρούση, εκτελούσε απλή αρμονική ταλάντωση σε λείο οριζόντιο δάπεδο με περίοδο T = 1 s και η 
απόσταση μεταξύ των ακραίων θέσεων της ταλάντωσής του ήταν d = 1 m. Τη στιγμή της κρούσης το σώμα Σ2 βρισκόταν 
στη θέση ισορροπίας του κινούμενο με θετική ταχύτητα. Να υπολογίσετε: 
η. Την ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την πλαστική κρούση. 
θ. Το πλάτος της ταλάντωσης του συσσωματώματος. 
ι. Τo χρονικό διάστημα που απαιτείται, ώστε η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος να γίνει τριπλάσια της δυναμικής 

ενέργειας ταλάντωσής του, για δεύτερη φορά, μετά την κρούση. 
κ. Το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που μετατράπηκε σε θερμότητα κατά την κρούση. 
Να θεωρήσετε ότι το νήμα δεν γλιστρά πάνω στην τροχαλία κατά τη διάρκεια της περιστροφής της. Η χρονική διάρκεια 
της κρούσης είναι αμελητέα. Κατά την κρούση το συσσωμάτωμα που δημιουργείται δεν αναπηδά στο οριζόντιο δάπεδο. 
Δίνονται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2, π2 = 10 και η ροπή αδράνειας της τροχαλίας ως προς τον άξονα 

περιστροφής της 21Ι MR2 . 

ΛΥΣΗ 

α. Οι δυνάμεις που είναι υπεύθυνες για την κίνηση του συστήματος τροχαλία-σώμα Σ1, φαίνονται 
στο διπλανό σχήμα. Επειδή το νήμα είναι αβαρές και μη εκτατό ισχύει: Τ = Τ΄. 
Για την περιστροφική κίνηση της τροχαλίας εφαρμόζουμε το θεμελιώδη νόμο στροφικής 
κίνησης: 

Τ Τ
2

γων γων γων
1 1Στ Ι α Τ R MR α Τ MRα  2 2


         

Για τη μεταφορική κίνηση του σώματος Σ1 εφαρμόζουμε τον θεμελιώδη νόμο της Μηχανικής: 

1 1 1 1 1ΣF m α B T m α m g T m α             

Από  και  1 γων 1
1m g MRα m α 2     

Επειδή το νήμα δεν γλιστρά πάνω στην τροχαλία ισχύει: γωνα R α  . 

Οπότε 2
1 1

1 m g Mα m α α 5 m/s .2      

β. Επειδή  2
γων γωνα R α α 10 rad/s .   

γ. Αν ω1 η γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας τη χρονική στιγμή t1, ισχύει: 

 2
1 1 1 1 1

1L I ω L MR ω ω 4 rad/s.2        

 Για την ταχύτητα του σώματος Σ1 τη χρονική στιγμή t1 ισχύει: 1 1 1υ ω R υ 2 m/s.     

Η κινητική ενέργεια του συστήματος τροχαλία-σώμα Σ1 τη χρονική στιγμή t1 είναι: 
2 2 2 2 2

m τροχ 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1K K Κ m υ Iω K m υ ΜR ω K 8 J.2 2 2 2 2          

δ. Το σώμα Σ1 έως τη στιγμή t1 εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση οπότε .1 1 1υ α t t 0, 4 s     

 Για το ύψος h1 ισχύει: 2
1 1 1

1h αt h 0,4 m.  2  

h1 
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R 

Σ1
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ε. Από γων
1 T MRα Τ 10 Ν.2     Οπότε Τ΄ = 10 Ν. 

Το έργο της τάσης του νήματος που δέχεται η τροχαλία είναι: 

T T T 1W T R Δθ W T ΔS W T h W 4 J              T .  

ζ. Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας της τροχαλίας είναι: 

Στ
1 1

dWdK dK Στ dθ dK dK dKΣτ ω Τ R ω 20 J/s.
dt dt dt dt dt dt dt

              

η. Τη στιγμή της κρούσης το σώμα Σ1 έχει κατακόρυφη ταχύτητα μέτρου υ1 
με φορά προς τα κάτω και το σώμα Σ2 διέρχεται από τη θέση ισορροπίας 
της ταλάντωσής του, άρα έχει οριζόντια ταχύτητα μέτρου υmax = ωτ

+ x Θ.Ι. ·Α. 
1υ


 Για την ταλάντωση του σώματος Σ2 πριν την κρούση γνωρίζουμε ότι: 

 τ τ
2πω ω 2π rad/sΤ    και dΑ A 0,5 m2     

 οπότε υmax = π m/s. 
 Κατά την κρούση, το σύστημα των δύο σωμάτων Σ1 και Σ2 είναι μονωμένο 

στην οριζόντια διεύθυνση (άξονας x΄x). 
 Οπότε η ολική ορμή του συστήματος παραμένει σταθερή στην οριζόντια 

διεύθυνση. Δηλαδή 
 

Πριν Μετάx΄x,ολ x΄x,ολ 2 max 1 2 Σ Σ
πp p m υ (m m )υ υ  m/s.4     

 
 

θ. Το νέο ταλαντευόμενο σύστημα συσσωμάτωμα-ελατήριο είναι οριζόντιο άρα έχει θέση ισορροπίας στη θέση του 
φυσικού μήκους του ελατηρίου, όπως και το προηγούμενο ταλαντευόμενο σύστημα σώμα Σ2-ελατήριο. Οπότε η 
ταχύτητα υΣ ισούται με τη μέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης του συσσωματώματος. 
Η κυκλική συχνότητα ταλάντωσης του συσσωματώματος είναι: 

1 2m  3m
τ

Σ Σ Σ Σ Σ
1 2Σ 2

ω2π k kω ω   ω ω ω π rad/s.m mΤ 4m 2



          

Οπότε για το πλάτος ταλάντωσης του συσσωματώματος ισχύει: 

Σ Σ Σ Συ ω Α Α 0, 25 m.     

 ι. Για την εξίσωση απομάκρυνσης του συσσωματώματος, θεωρώντας ότι η ταλάντωση ξεκινά τη στιγμή ot 0   που το 

συσσωμάτωμα διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του με θετική ταχύτητα, ισχύει: 
xΣ = AΣ·ημωΣt΄  xΣ = 0,25·ημπt΄ (S.I.) 

2 2 Σ Σ
Σ Σ Σ Σ Σ Σ

A A1 1 1K 3U E U 3U E 4U DA 4 Dx x A ημω t ημω t2 2 2 2 2
                   

το οποίο συμβαίνει για δεύτερη φορά όταν: Σ
5π 5ω t t  s.6 6

     

κ. Το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 αμέσως πριν την κρούση έχει κινητική ενέργεια: 
2 2

ολ,Πριν 1 1 2 max ολ,Πριν
1 1 22Κ m υ m υ Κ  J.2 2 3     

Το συσσωμάτωμα αμέσως μετά την κρούση έχει κινητική ενέργεια: 
2

ολ,Μετά 1 2 Σ ολ,Πριν
51Κ (m m )υ Κ  J.2 6     

Το ζητούμενο ποσοστό είναι: 

ολ,Πριν ολ,Μετά

ολ ,Πριν

Κ Κ
Π% 100% Π% 88,64%Κ


   .  
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 
Σώµα Σ1 µάζας m1 = 1kg ισορροπεί δεµένο στο πάνω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 100 N/m το άλλο άκρο 
του οποίου είναι ακλόνητα στερεωµένο στο έδαφος. Οµογενής και συµπαγής 
κύλινδρος µε µάζα m2 = 4kg και ακτίνα R = 20cm, βρίσκεται τοποθετηµένος 
σε πλάγιο επίπεδο µε γωνία κλίσης φ = 30ο και συνδέεται µέσω αβαρούς µη 
εκτατού νήµατος και τροχαλίας µε το σώµα Σ1 και όλο το σύστηµα 
ισορροπεί, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα.   
Α. i. Να υπολογίσετε τη δύναµη που ασκεί το νήµα στον κύλινδρο στην 

κατάσταση ισορροπίας. 
 ii. Να δείξετε ότι στην κατάσταση ισορροπίας το ελατήριο έχει 

επιµηκυνθεί και να υπολογίσετε την επιµήκυνση που έχει υποστεί. 
Β. Τη χρονική στιγµή t = 0 το νήµα κόβεται οπότε ο κύλινδρος αρχίζει να 

κυλίεται στο πλάγιο επίπεδο χωρίς να ολισθαίνει και ταυτόχρονα το Σ1 
πραγµατοποιεί Α.Α.Τ. 

 i. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση του άξονα του κυλίνδρου, τη γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου και το µέτρο της στατικής 
τριβής που δέχεται ο κύλινδρος από το πλάγιο επίπεδο. 

 ii. Να δείξετε ότι η κίνηση του κυλίνδρου στο πλάγιο επίπεδο γίνεται πράγµατι χωρίς ολίσθηση. 
Γ. Αν για την Α.Α.Τ. του Σ1 θεωρήσουµε ως θετική φορά την κατακόρυφη προς τα κάτω: 
 i. να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης, 
 ii. να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σώµατος Σ1 από τη θέση ισορροπίας του σε συνάρτηση µε το χρόνο. 
∆. Αν ο κύλινδρος φτάνει στη βάση του πλάγιου επιπέδου τη στιγµή που το σώµα Σ1 διέρχεται από τη θέση φυσικού µήκους του 

ελατηρίου για 4η φορά, να υπολογίσετε:  
 i.  το χρόνο κίνησης του κυλίνδρου στο πλάγιο επίπεδο  
 ii. το µέτρο της κατακόρυφης µετατόπισης h του κυλίνδρου 
 iii. το µήκος της διαδροµής που διανύουν τα σώµατα Σ1 και Σ2. 
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας 2

mg 10 ,s= η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο 

µάζας του 2
cm

1I mR ,
2

=  ο συντελεστής µέγιστης στατικής τριβής µεταξύ του κυλίνδρου και του πλάγιου επιπέδου s
3µ

4
=  και 

2π 10.  
 

Λ Υ Σ Η  
Α.   Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στον κύλινδρο και το σώµα Σ1 όταν το σύστηµα ισορροπεί:  
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 
 i. Εφαρµόζοντας τη συνθήκη ισορροπίας για τον κύλινδρο έχουµε: 

  
x 2,x

2,x 2
2,x 2

2

ΣF 0 T B
B Τ m gηµφ Τ 20Ν

αλλά ηµφ B m gηµφ
B

= ⇒ = 
⇒ = ⇒ == ⇒ = 


 

 ii. Παρατηρούµε ότι στην κατάσταση ισορροπίας του Σ1 η τάση του νήµατος έχει µέτρο Τ = 20Ν µε φορά προς τα πάνω ενώ το 
βάρος του έχει µέτρο Β1 = m1 ⋅ g = 10N µε φορά προς τα κάτω, οπότε για να ισορροπεί το σώµα Σ1 θα πρέπει η δύναµη που 
δέχεται από το ελατήριο να είναι οµόρροπη µε το βάρος του. Άρα το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί.  

  Τότε: 1
ελ. 1 1 1 1 1

T B
ΣF 0 F Β Τ k B T 0,1m

k
−

= ⇒ + = ⇒ ⋅ + = ⇒ = ⇒ =   

Β.  i. Για τη µεταφορική κίνηση του κυλίνδρου έχουµε: x 2 cm 2,x στ. 2 cm 2 στ. 2 cmΣF m a B T m a m gηµφ Τ m a= ⇒ − = ⇒ − =  

φ 

k

Σ1 

φ 

Θ.Ι.

Τ
Τ

Β1

Τ
Fελ. ℓ1 

Θέση Φ.Μ.

Ν

Β2

Β2,y 
Β2,x 

φ 

Τ



  Για τη στροφική κίνηση του κυλίνδρου έχουµε: 2
cm γ στ. 2 γ στ. 2 γ

1 1Στ Ι α Τ R m R α Τ m R α
2 2

= ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = ⋅  

  Όµως ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει οπότε acm = αγ ⋅ R  .  

  Οπότε η 22 2 cm 2 cm cm cm
1 2 10 mm gηµφ m a m a a gηµφ a .s2 3 3

⇒ − = ⇒ = ⇒ =   

  Τότε η 2γ
50 radα .s3

⇒ =      

  Επίσης η στ.
20T N .
3

⇒ =  

 ii. Για να πραγµατοποιείται κύλιση του κυλίνδρου χωρίς ολίσθηση θα πρέπει το µέτρο της στατικής τριβής Τ να είναι 
µικρότερο ή ίσο της µέγιστης τιµής Τστ.,max, δηλ. 

  στ. στ,max στ. s
στ. s 2 στ.

y 2,y 2

T T T µ N
Τ µ m gσυνφ Τ 15Ν.

Αλλά ΣF 0 N B N m gσυνφ
≤ ⇒ ≤ ⋅ ⇒ ≤ ⇒ ≤= ⇒ = ⇒ = 

 

  Όµως στ.
20Τ Ν 15Ν
3

= <  άρα ο κύλινδρος πράγµατι κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει. 

Γ.  
 
 
 
 
 
 
 i. Από το παραπάνω σχήµα προκύπτει ότι το πλάτος της ταλάντωσης είναι ίσο µε 1 2Α .= +   
  Για τη θέση ισορροπίας της Α.Α.Τ. έχουµε:  

  1
ελ. 1 2 1 2 2

m g
ΣF 0 F Β k m g 0,1m

k
= ⇒ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ =  οπότε το πλάτος της Α.Α.Τ. είναι A 0, 2m .=  

 ii. Η εξίσωση της αποµάκρυνσης σε µία Α.Α.Τ. είναι: x = A ⋅ ηµ(ωt + φ)   

  Αλλά 2 2
1 1

1

k radD m ω k m ω ω ω 10 .sm
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

  Επίσης η 
t 0

x A

3πA A ηµφ ηµφ 1 φ
2

=

=−
⇒ − = ⋅ ⇒ = − ⇒ =  οπότε 3πx 0, 2 ηµ 10t S.I.

2
 = ⋅ + 
 

 

∆. i. Στη θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου η αποµάκρυνση από τη Θ.Ι. του Σ1 είναι 2x 0,1m= − = −  οπότε από την εξίσωση 
της αποµάκρυνσης έχουµε: 

  3π 3π 10,1 0, 2 ηµ 10t ηµ 10t
2 2 2

   − = ⋅ + ⇒ + = − ⇒   
   

  

  
4η φορά

3π π 7π 6kπ π10t 2kπ π 2kπ t s2 6 6 π 5π 7π 11π 11π30 t s, s, s, s,... t s
6kπ π 30 30 30 30 303π π 11π t s10t 2kπ 2π 2kπ

302 6 6

   − + = + + = + =         ⇒ ⇒ ⇒ = ⇒ =   +    =+ = + − = +        

 

 ii. Για την οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση που πραγµατοποιεί το κέντρο µάζας του κυλίνδρου έχουµε: 

  2
cm

1 121x a t x m 2, 24m .
2 54

= ⋅ ⇒ = =  Αλλά hηµφ h x ηµφ h 1,12m .
x

= ⇒ = ⋅ ⇒ =  

 iii. Για το µήκος της διαδροµής του Σ2 έχουµε 2 2
121S x S m 2,24m
54

= ⇒ = =  ενώ για το Σ1 για t = 0 έχουµε x = –A και για 

11πt s
30

=  έχουµε 2x = −  ενώ και 1 2
A
2

= =  οπότε για το µήκος της διαδροµής του Σ1 ισχύει 1 1 1S 15 S 1,5m .= ⇒ =  
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Θέση του Σ1 όταν κόβεται το νήµα 
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ΑΣΚΗΣΗ 

H διπλή τροχαλία του σχήµατος αποτελείται από δύο οµόκεντρους δίσκους µε ακτίνες 

R1 = 0,5m και R2 = 1m, κολληµένους µεταξύ τους, έτσι ώστε να µπορούν να 

περιστρέφονται ως ένα σώµα γύρω από το κοινό τους κέντρο Α. Η ροπή αδράνειας της 

τροχαλίας ως προς τον άξονα περιστροφής της είναι Ι = 0,5kg·m
2
 και η µάζα της είναι 

Μ = 2kg. Στο εξωτερικό αυλάκι της τροχαλίας έχουν τυλιχθεί κατακόρυφο αβαρές µη 

εκτατό νήµα (1) που είναι δεµένο στην οροφή και κατακόρυφο αβαρές µη εκτατό 

νήµα (3) που είναι δεµένο σε σώµα µάζας m2 = 1kg. Το σώµα µάζας m2 είναι δεµένο 

στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 100N/m το άλλο άκρο 

του οποίου είναι στερεωµένο στην οροφή. Στο εσωτερικό αυλάκι της τροχαλίας έχει 

τυλιχθεί κατακόρυφο αβαρές µη εκτατό νήµα (2) το οποίο καταλήγει στο άκρο Β 

οριζόντιας οµογενούς ράβδου ΟΒ µήκους 0,3m=�  και µάζας m = 12kg. Η ράβδος 

ΟΒ είναι αρθρωµένη στο άλλο άκρο της Ο. Αρχικά το σύστηµα ισορροπεί και όλα τα 

νήµατα βρίσκονται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο. Να υπολογίσετε: 

α. Την παραµόρφωση του ελατηρίου κατά την ισορροπία του συστήµατος. 

Τη χρονική στιγµή t = 0 κόβουµε ταυτόχρονα τα νήµατα (2) και (3), οπότε το σώµα µάζας m2 ξεκινά να εκτελεί απλή 

αρµονική ταλάντωση, η ράβδος ΟΒ ξεκινά να περιστρέφεται σε κατακόρυφο επίπεδο και η τροχαλία ξεκινά να εκτελεί 

σύνθετη κίνηση. Να υπολογίσετε: 

β. Τη χρονική εξίσωση της ταλάντωσης του σώµατος µάζας m2 θεωρώντας θετική τη φορά προς τα πάνω. 

γ. Τη γωνιακή επιτάχυνση της τροχαλίας. 

δ. Το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας λόγω στροφικής κίνησης της τροχαλίας, τη χρονική στιγµή που το 

σώµα µάζας m2 διέρχεται για πρώτη φορά κατά την ταλάντωσή του, από τη θέση όπου το ελατήριο είναι συµπιεσµένο 

κατά d1 = 0,025m. 

ε. Τη γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου την στιγµή που αφήνεται ελεύθερη. 

στ. Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής της ράβδου τη στιγµή που έχει περιστραφεί κατά φ = 60
ο
. 

ζ. Την γωνιακή ταχύτητα της ράβδου την στιγµή που γίνεται κατακόρυφη. 

Όταν η ράβδος ΟΒ φτάνει στην κατακόρυφη θέση της για πρώτη φορά συγκρούεται ελαστικά στο κάτω άκρο της Β µε 

αρχικά ακίνητο σώµα µάζας m1. Αν η ράβδος ακινητοποιείται εξαιτίας της κρούσης, να υπολογίσετε: 

η. Τη µάζα m1 και το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος µάζας m1 αµέσως µετά την ελαστική κρούση. 

∆ίνονται g = 10m/s
2
, η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της 

2

cm

1
I m

12
= �  . 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
α. Για την ισορροπία της ράβδου ΟΒ ισχύει: 

(Ο) ρ 2 2 2

mg
Στ 0 w T T T 60N.

2 2
= ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = ⇒ =

�
�  

Για την ισορροπία της τροχαλίας ισχύει: 

2 1R 2R

(A) 3 2 2 1 1 2 1 3

1

3

1 3 2 1 3

Στ 0 T R T R T R T T 30N
T 55N

και
T 25N

ΣF 0 T T Mg T T T 80N

= 
= ⇒ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⇒ − =  =

⇒ 
== ⇒ + = + ⇒ + = 

 

Για την ισορροπία του σώµατος µάζας m2 ισχύει: 

ελ 2 3 ελ
ΣF 0 F w T F 35Ν.= ⇒ = + ⇒ =  

Οπότε για την παραµόρφωση του ελατηρίου ισχύει: 
ελ

F k d d 0,35m .= ⋅ ⇒ =  

 

β. Το σώµα µάζας m2 εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση: 

0
y A ηµ(ωt φ )= ⋅ +  

όπου 2

2

2

k
k m ω ω ω 10rad / s.

m
= ⇒ = ⇒ =  

Τη χρονική στιγµή t = 0 το σώµα βρίσκεται στην θέση y A= − , εποµένως 

0 0 0
3πA ηµφ A ηµφ 1 φ rad.
2

⋅ = − ⇒ = − ⇒ =  

Στη θέση ισορροπίας του σώµατος µάζας m2 ισχύει:  

ελ 2 2
ΣF 0 F w k (d A) m g A 0,25m.′= ⇒ = ⇒ ⋅ − = ⇒ =  

Οπότε η εξίσωση ταλάντωσης είναι: ( )3πy 0,25 ηµ 10t     (S.I.)
2

= ⋅ + . 
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γ. Εφαρµόζουµε τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για τη στροφική κίνηση της τροχαλίας: 

(Α) γων 1 2 γων 1 γων
Στ I α Τ R I α Τ 0,5 α  ′ ′= ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = ⋅ �  

 Εφαρµόζουµε τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για τη µεταφορική κίνηση της 

τροχαλίας: 

cm 1 γων 2
ΣF Mα w T Mα R′= ⇒ − = ⋅  �  

Από 
2

γων γων γων
,  Mg 0,5α 2α α 8rad s .⇒ − = ⇒ =� �  

 

δ. Τη χρονική στιγµή που το ελατήριο είναι συµπιεσµένο για πρώτη φορά κατά d1 = 0,025m, το ταλαντευόµενο σώµα 

βρίσκεται στη θέση: 

1 1 1 1
Ay (d A d ) y 0,125m y
2

= + − + ⇒ = + ⇒ = +  µε υ1 > 0 για πρώτη φορά. 

Οπότε ( )
1

1η  φορά

1
µε  υ 0

3π 3π π πA 1y ηµ 10t   10t 2π t s.
2 2 2 2 6 15>

= + ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ =  

Για το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας της τροχαλίας λόγω στροφικής κίνησης, την παραπάνω χρονική 

στιγµή ισχύει: 

στρ στρ στρ στρ στρΣτ
τρ γων γων

dK dK dK dK dKdW Στ dθ 32πΣτ ω I α α t J / s .
15dt dt dt dt dt dt dt

⋅= ⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇒ =  

 

ε. Με εφαρµογή του θεωρήµατος Steiner, η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής της, είναι: 
2

2

(O) cm (O)

1
I I m I m

2 3

 = + ⇒ = 
 

�
� . 

Εφαρµόζουµε τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για τη στροφική κίνηση της ράβδου: 

2 2

(Ο) (O) γων,ρ γων,ρ γων,ρ γων,ρ

1 3g
Στ I α mg m α α α 50rad / s .

2 3 2
= ⋅ ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ =

�
�

�
 

  

στ. Εφαρµόζουµε το 2
ο
 νόµο Newton για τη στροφική κίνηση της ράβδου τη στιγµή που έχει 

περιστραφεί κατά φ = 60
ο
, οπότε: 

2 2

(Ο) ρ

dL dL dL dL
Στ w συνφ mg συνφ 9kg m / s .

dt dt 2 dt 2 dt
= ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅

� �
 

 

ζ. Εφαρµόζουµε Θ.Μ.Κ.Ε για τη στροφική κίνηση της ράβδου από την οριζόντια έως την 

κατακόρυφη θέση. 

ρ

2 2 2

τελ αρχ w (O) ρ ρ ρ ρ

1 1 1 3g
Κ Κ W I ω mg m ω mg ω ω 10 rad s .

2 2 2 3 2
− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

� �
�

�

 

 

η. Για το σύστηµα ράβδος ΟΒ – σώµα µάζας m1, εφαρµόζουµε αρχή διατήρησης 

στροφορµής κατά την κρούση: 

2

πριν µετά (Ο) ρ 1 1 ρ 1 1 1 1

1
L L Ι ω m υ m ω m υ m υ 12kg m s

3
= ⇒ ⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⋅

� �
� � �  �  

Επειδή η κρούση είναι ελαστική ισχύει: 

πριν µετά

2 2 2 2 2 2

ΟΛ ΟΛ (Ο) ρ 1 1 ρ 1 1 1 1

1 1 1
K K Ι ω m υ m ω m υ m υ 36J

2 2 3
= ⇒ ⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ =�  �  

Οπότε 1,   υ 3m s⇒ =� �  και 1m 4kg .=  

  

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Η ευθύγραμμη ομογενής ράβδος ΑΓ μάζας Μ = 3 kg και 
μήκους ℓ = 1 m μπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές σε 
κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά 
από το άκρο της Α, είναι κάθετος σ’ αυτή και απέχει 
απόσταση ℓ = 1 m από το οριζόντιο δάπεδο. Στο άκρο της 
Γ είναι στερεωμένο σώμα Σ1 μάζας m1 = 1 kg αμελητέων 
διαστάσεων. Το σύστημα ράβδος-σώμα Σ1 αφήνεται 
ελεύθερο να κινηθεί από την οριζόντια θέση. Τη στιγμή 
που διέρχεται από την κατακόρυφη θέση, μέσω 
κατάλληλου εκρηκτικού μηχανισμού, το σώμα Σ1 εκτοξεύεται ακαριαία με οριζόντια ταχύτητα μέτρου υ1 = 10 m/s 
προς τα δεξιά. Το σώμα Σ1 κινούμενο στο λείο οριζόντιο δάπεδο συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά με μικρό 
σώμα Σ2 μάζας m2 = 4 kg το οποίο εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση πλάτους Α = 0,5 m δεμένο στο άκρο 
οριζόντιου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 100 N/m το άλλο άκρο του οποίου είναι σταθερά στερεωμένο. Η 
κρούση συμβαίνει τη στιγμή που το σώμα Σ2 διέρχεται από τη θέση ισορροπίας του κινούμενο προς τα αριστερά. 
Να υπολογίσετε: 

Γ Α 
Σ1 

ℓ 

Σ k 2 

α) Τη ροπή αδράνειας του συστήματος ράβδος-σώμα Σ1 ως προς τον άξονα περιστροφής του. 
β) Το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της στροφορμής του συστήματος ράβδος-σώμα Σ1 τη στιγμή που αφήνεται 

ελεύθερο από την οριζόντια θέση. 
γ) Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του συστήματος ράβδος-σώμα Σ1 αμέσως πριν την έκρηξη. 
δ) Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της ράβδου αμέσως μετά την έκρηξη. 
ε) Τη μηχανική ενέργεια που προσφέρεται μέσω του εκρηκτικού μηχανισμού στο σύστημα. 
στ) Το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Σ2 αμέσως πριν την κρούση. 
ζ) Τις ταχύτητες των δύο σωμάτων αμέσως μετά την κρούση. 
η)  Το μέτρο της μεταβολής της ορμής του σώματος Σ1 κατά την κρούση. 
θ) Τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος Σ2 κατά την κρούση. 
ι) Τη μέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου εξαιτίας της ταλάντωσης του σώματος Σ2 μετά την κρούση.  
κ) Το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώματος Σ2, τη χρονική στιγμή που το ελατήριο έχει υποστεί 

το μισό της μέγιστης παραμόρφωσής του για πρώτη φορά μετά την κρούση. 
Να θεωρήσετε ότι οι απομακρύνσεις των δύο ταλαντώσεων είναι ημιτονοειδείς συναρτήσεις του χρόνου και θετική 
κατεύθυνση και για τις δύο ταλαντώσεις είναι η κατεύθυνση προς τα δεξιά. 
Δίνονται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2 και η ροπή αδράνειας μιας λεπτής ομογενούς ράβδου ως προς 

άξονα περιστροφής κάθετο σ’ αυτή που περνά από το κέντρο μάζας της 2
cm

1I M12  . 

ΛΥΣΗ 

α) Η ροπή αδράνειας του συστήματος ράβδος-σώμα Σ1 ως προς τον άξονα περιστροφής του είναι:  

1ολ(Α) ρ,(A) Σ (Α)I I I  . 

 

Λόγω Steiner 
2 2

2 2 2
ρ,(A) cm ρ,(A)

1 1
I I M Μ M M I 1 kg m

2 12 4 3
         
 

  

m

m

. 

Επίσης . 
1 1

2 2
Σ (Α) 1 Σ (Α)I m I 1 kg    

Άρα 2
ολ(Α)I 2 kg  . 

 
β) Σύμφωνα με το 2ο νόμο Newton για τη στροφική κίνηση του συστήματος 

ράβδος-σώμα Σ1 στην οριζόντια θέση ισχύει: 

(Α) 1

dL dL
Στ m g Mg

dt dt 2
    


  2 2dL

25 kg m / s
dt

  . 

 
γ) Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας που αποκτά το σύστημα 

ράβδος-σώμα Σ1 στην κατακόρυφη θέση. Σύμφωνα με το θεώρημα έργου-
ενέργειας κατά τη μετάβαση του συστήματος από την οριζόντια θέση  

στην κατακόρυφη θέση  ισχύει: 

2
2 1 ολ ολ(Α) 2 1

1
K K W Ι ω 0 m g Mg

2 2
      

 2ω 5 rad/s . 

 

Γ Α  
Σ1 

 
Mg 

m g 1

2ω


 

Σ1 



 

 

δ) Έστω ω3 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας που αποκτά η ράβδος αμέσως μετά την 
έκρηξη. Για το σύστημα ράβδος-σώμα Σ1 κατά την έκρηξη εξΣτ 0


, οπότε σύμφωνα 

με την αρχή διατήρησης της στροφορμής, ισχύει:  
ολ,ΠΡΙΝ ολ ,ΜΕΤΑ ολ(A) 2 ρ,(A) 3 1 1L L Ι ω I ω m υ     3ω = 0 rad/s . 

Δηλαδή η ράβδος ακινητοποιείται αμέσως μετά την έκρηξη. 
 

ε) H μηχανική ενέργεια που προσφέρεται στο σύστημα μέσω του εκρηκτικού 
μηχανισμού υπολογίζεται από την αρχή διατήρησης της ενέργειας, δηλαδή: 

ΔΕΜΗΧ = Κολ,ΜΕΤΑ – Κολ,ΠΡΙΝ = 2
1 1 ολ(Α) 2

1 1m υ Ι ω2 2
2  ΔΕΜΗΧ = 25 J. 

 
στ) Αφού η κρούση γίνεται στη θέση ισορροπίας της αρχικής α.α.τ. το μέτρο της ταχύτητας υ2 του σώματος Σ2 

αμέσως πριν την κρούση είναι: 

2 max 2 2
2

kυ υ υ ω Α υ Αm        2υ 2,5 m / s . 

 
ζ) Η κρούση είναι κεντρική ελαστική και τα σώματα κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις, οπότε ισχύουν: 

1 2 1 2 2
1

1 2

(m m )υ 2m υ
υ

m m

 
  


 1υ 10 m / s    και 1 1 2 1 2

2
1 2

2m υ (m m ) υ
υ

m m

 
  

 2υ 2,5 m / s  . 

Δηλαδή αμέσως μετά την ελαστική κρούση τα δύο σώματα αντιστρέφουν τις ταχύτητές τους. 
 

η) Για τη μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 κατά την κρούση ισχύει: 

1 1,μετά 1,πριν 1 1 1 1 1 1Δp p p Δp m υ m υ Δp 20 kg m/s        
  

 1Δp 20 kg m /  s . 

 
θ) Για τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος Σ2 κατά την κρούση ισχύει: 

 2 2
2 2,μετά 2,πριν 2 2 2 2 2

1 1ΔK K K ΔK m υ m υ2 2
      2ΔΚ 0 J  

 
ι) Το σώμα Σ2 μετά την ελαστική κρούση έχει την ίδια θέση ισορροπίας και την ίδια γωνιακή συχνότητα 

ταλάντωσης 
2

kω ω 5 rad / sm   . 

Αφού η κρούση γίνεται στη θέση ισορροπίας της νέας α.α.τ. για το μέτρο της ταχύτητας  του σώματος Σ2υ 2 

ισχύει: . 2 max 2υ υ υ ω Α        Α 0,5 m 

Άρα η μέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου είναι maxΔ Α  maxΔ 0,5 m . 

 
κ) Για το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του ταλαντευόμενου σώματος Σ2 ισχύει: 

ΣFdWdK ΣF dx= = = ΣF υ k x υdt dt dt
       

όπου maxΔ
x x 0,  

2
  


25 m  και υ η ταχύτητα ταλάντωσής του στη θέση αυτή. 

Για την ταχύτητα υ του σώματος Σ2 σύμφωνα με την αρχή διατήρησης της ενέργειας ταλάντωσης στη θέση      
x = 0,25 m, ισχύει: 

Ε = Κ + U   2 2 2
2A1 1 1k  = m υ + kx2 2 2  1, 25υ = 3 m/s . 

Όμως για πρώτη φορά μετά την κρούση το σώμα διέρχεται από τη θέση x = 0,25 m κινούμενο προς τα δεξιά 

άρα με θετική ταχύτητα 1, 25υ = 3 m/s.  

Οπότε: dK 31,25 3 J / s .
dt
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 
Οµογενής λεπτή ράβδος ΑΒ µήκους  = 3 m και µάζας Μ = 12 
kg µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο 
επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που είναι κάθετος σ’ αυτή 
και διέρχεται από το σηµείο της Ο, το οποίο απέχει από το άκρο 
της Α απόσταση ΑΟ = 1 m. Στο άκρο Β της ράβδου υπάρχει 
σταθερά στερεωµένη σηµειακή µάζα m2 = 2 kg. Στο άκρο της Α 
η ράβδος συνδέεται µέσω τεντωµένου αβαρούς και µη εκτατού 
κατακόρυφου νήµατος Α∆ µε σώµα µάζας m1 = 1 kg µικρών 
διαστάσεων. Το σώµα µάζας m1 είναι δεµένο στο πάνω άκρο 
κατακόρυφου ιδανικού ελατήριου σταθεράς k = 400 Ν/m το 
άλλο άκρο του οποίου προσδένεται σταθερά στο έδαφος όπως 
φαίνεται στο σχήµα. 
Α. Όλο το παραπάνω σύστηµα βρίσκεται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο και ισορροπεί έτσι ώστε η ράβδος να είναι 

οριζόντια, το σώµα µάζας m1 ακίνητο και το ελατήριο µε το νήµα κατακόρυφο. 
Να υπολογίσετε: 
α. Τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδος-µάζα m2, ως προς τον άξονα περιστροφής που περνά από το σηµείο 

Ο της ράβδου. 
β. Το µέτρο της τάσης του νήµατος που συγκρατεί τη ράβδο και το µέτρο της δύναµης που δέχεται η ράβδος από 

τον άξονα περιστροφής κατά τη διάρκεια της ισορροπίας της. 
Β. Τη στιγµή tο = 0 κόβουµε το νήµα που συγκρατεί τη ράβδο οπότε το σώµα µάζας m1 ξεκινά να ταλαντώνεται, ενώ 

το σύστηµα ράβδος-µάζα m2 αρχίζει να περιστρέφεται. 
Να υπολογίσετε: 
α. Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος ράβδος-µάζα m2, ως προς τον άξονα που 

περνά από το σηµείο Ο, τη στιγµή που κόβεται το νήµα. 
β. Τη γωνιακή ταχύτητα που αποκτά το σύστηµα ράβδος-µάζα m2 τη στιγµή που διέρχεται για πρώτη φορά από 

την κατακόρυφη θέση. 
γ. Την περίοδο και το πλάτος ταλάντωσης της µάζας m1. 
δ. Το λόγο της κινητικής προς τη δυναµική ενέργεια ταλάντωσης της µάζας m1 τη χρονική στιγµή t1 = 60

π  s. 

ε. Το ρυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας ταλάντωσης της µάζας m1 τη χρονική στιγµή t1 = 60
π  s. 

∆ίνονται: η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2 και η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα κάθετο στη ράβδο 
που διέρχεται από το κέντρο µάζας της Ιcm = 12

1 Μ 2 . Θεωρήστε ότι το σώµα µάζας m1 µετά το κόψιµο του νήµατος 
εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε θετική φορά προς τα πάνω. 

ΛΥΣΗ 
A. α.  Η ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδος-µάζα m2, ως προς τον άξονα περιστροφής που περνά από το σηµείο 

Ο ισούται µε: Ιολ(Ο) = Ιράβδου(Ο) + Ιm2(O) ⇒ Ιολ(Ο) = 12
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− + m2 ( )2AO  −  ⇒ Ιολ(Ο) = 20 kg⋅m2. 

 
β. Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα ράβδος-µάζα m2 κατά 

τη διάρκεια της ισορροπίας είναι το βάρος w της ράβδου, το 
βάρος w2 της µάζας m2, η τάση Τ του τεντωµένου νήµατος και 
η δύναµη F που δέχεται η ράβδος από τον άξονα περιστροφής, 
όπως φαίνονται στο διπλανό σχήµα. Για την ισορροπία ισχύει: 

  Στ(Ο) = 0 ⇒ T⋅ΑΟ = w⋅













−AO  

2
+ w2⋅ ( )AO  −  ⇒ T = 100 N. 

  και ΣFy = 0 ⇒ F = T + w + w2 ⇒ F = 240 N. 
 
Β. α. Τη στιγµή που κόβεται το νήµα καταργείται η δύναµη Τ και το 

σύστηµα ράβδος-µάζα m2 δέχεται τις δυνάµεις που φαίνονται 
στο διπλανό σχήµα. Το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της 
στροφορµής του συστήµατος, ως προς τον άξονα που περνά 
από το σηµείο Ο, είναι: 
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β. H γωνιακή ταχύτητα ω που αποκτά το σύστηµα ράβδος-

µάζα m2 τη στιγµή που κατά την περιστροφή του γύρω από 
το Ο διέρχεται για πρώτη φορά από την κατακόρυφη θέση, 
µπορεί να υπολογιστεί εφαρµόζοντας αρχή διατήρησης 
µηχανικής ενέργειας (Α.∆.Μ.Ε.) µεταξύ των θέσεων (1) και 
(2) του διπλανού σχήµατος. 

 ∆ηλαδή: K1 + U1 = K2 + U2 ⇒ 0 + (Μ + m2)g⋅OB = 

= 2
1 ⋅ Iολ(Ο)⋅ω2 + Mg⋅ 2  ⇒ ω = 10  rad/s. 

 
γ. Για την περίοδο Τ1 αρµονικής ταλάντωσης της µάζας m1 

ισχύει: Τ1 = 2π ⇒
k

m1  Τ1 = 0,1π s. 

 
Όσο το νήµα είναι δεµένο στη ράβδο, επειδή w1 = m1g = 10 N < T, η τάση Τ του νήµατος είναι µεγαλύτερη του 
βάρους w1. Έτσι συµπεραίνουµε ότι το ελατήριο είναι 
επιµηκυσµένο, οπότε το σώµα µάζας m1 δέχεται τις δυνάµεις 
που φαίνονται στο διπλανό σχήµα. 
Για την ισορροπία του σώµατος µάζας m1 στη θέση αυτή 
ισχύει: 
ΣF = 0 ⇒ T = w1 + Fελ ⇒ k⋅d = T – m1g ⇒ d = 9

40  m. 
Η θέση αυτή αποτελεί ακραία θέση της α.α.τ. που θα 
ακολουθήσει αφού τη στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα 
µάζας m1 είναι ακίνητο. 
Για τη θέση ισορροπίας της α.α.τ. ισχύει: 
ΣF = 0 ⇒ w1 = Fελ΄ ⇒ k⋅x = m1g ⇒ x = 1

40  m. 

Οπότε το πλάτος της α.α.τ. είναι: Α = d + x ⇒ A = 0,25 m. 
 
δ.  O λόγος της κινητικής προς τη δυναµική ενέργεια ταλάντωσης της µάζας m1 είναι: 
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όπου ω1 = 
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⇒  ω1 = 20 rad/s και φο = π
2

 rad, αφού τη στιγµή to = 0 η µάζα m1 βρίσκεται στην ακραία θέση 

y = +A της ταλάντωσής της.  

Για τη χρονική στιγµή t1 = π
60  s, ο παραπάνω λόγος γίνεται: K 3.

U
=  

 
ε.  O ρυθµός µεταβολής της κινητικής ενέργειας ταλάντωσης της µάζας m1 είναι: 

ΣFdWdK ΣF dx ΣF υ -k y υ
dt dt dt

⋅
= = = ⋅ = ⋅ ⋅ = -k⋅A⋅ηµ(ω1t+φο)⋅ω1A⋅συν(ω1t+φο) 

Για τη χρονική στιγµή t1 = π
60  s, ο παραπάνω ρυθµός µεταβολής γίνεται: dK 125 3 J/s .

dt
 =  
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  ΚΑ Ι  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ   Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 
Σώµα Α µάζας m1 =1kg ισορροπεί δεµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς 
k = 400N/m το άλλο άκρο του οποίου είναι ακλόνητα στερεωµένο. Κατακόρυφος οµογενής δίσκος 
µάζας m = 18kg και ακτίνας R = 1m έχει προσκολληµένο σε κάποιο σηµείο Γ της περιφέρειάς του 
µικρό σώµα Β µάζας m2. Το σύστηµα δίσκου – σώµατος Β µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω 
από σταθερό οριζόντιο άξονα x΄x που διέρχεται από το κέντρο Ο του δίσκου και είναι κάθετος στο 
επίπεδό του. 
Τα σώµατα Α και Β ενώνονται µεταξύ τους µε αβαρές, µη εκτατό, κατακόρυφο νήµα το οποίο έχει 
όριο θραύσης 10Ν, µε τρόπο ώστε το τµήµα ΟΓ να είναι οριζόντιο, και όλο το σύστηµα ισορροπεί 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα. 
Α. α. Να υπολογίσετε την ελάχιστη τιµή, m2,min, της µάζας m2 του σώµατος Β που είναι 

προσκολληµένο στο δίσκο, ώστε το νήµα να κοπεί. 
β. Για την τιµή της µάζας m2 του προηγούµενου ερωτήµατος να υπολογίσετε τη γωνιακή 

επιτάχυνση του συστήµατος δίσκος – σώµα Β. 
i) τη στιγµή που κόβεται το νήµα. 
ii) όταν το σύστηµα έχει στραφεί κατά θ=60ο από την αρχική του θέση. 

γ. Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας ω  του συστήµατος δίσκος – σώµα Β, όταν το σώµα Β διέρχεται από 
το κατώτερο σηµείο της κυκλικής τροχιάς του. 

δ. Όταν το σώµα Β διέρχεται από το κατώτερο σηµείο της τροχιάς του, εκτινάσσεται από το δίσκο µε οριζόντια ταχύτητα 

υ  χωρίς να αλλάξει κατεύθυνση και κινητική ενέργεια ίση µε το 1
5

 της κινητικής ενέργειας του συστήµατος δίσκος – 

σώµα Β. 
 Να υπολογίσετε: 

i) το µέτρο της οριζόντιας ταχύτητας υ  του σώµατος Β αµέσως µετά την αποκόλληση 
ii) το µέτρο δω  της γωνιακής ταχύτητας του δίσκου αµέσως µετά την αποκόλληση του σώµατος Β (δίνεται 2 1,4= ). 

Β. Για την απλή αρµονική ταλάντωση που εκτελεί η µάζα m1, από τη στιγµή που κόβεται το νήµα (t = 0), να γράψετε την 
εξίσωση της αποµάκρυνσης από τη θέση ισορροπίας σε συνάρτηση µε το χρόνο. Ως θετική φορά να θεωρήσετε τη φορά 
προς τα πάνω. 
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10m/s2 και η ροπή αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το 

κέντρο µάζας του και είναι κάθετος σ’ αυτόν 2
cm

1Ι mR
2

=  

 
ΛΥΣΗ 

Α. α. Για να κοπεί το νήµα θα πρέπει η δύναµη που δέχεται σε κάθε άκρο του να είναι µεγαλύτερη ή ίση από το όριο 

θραύσης του νήµατος δηλαδή θα πρέπει να ικανοποιείται η σχέση: θρ
2 θρ 2 θρ 2 2,min

F
w F m g F m m 1kg

g
≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ =  

 β. i) Από όλες τις δυνάµεις που ασκούνται στο σύστηµα δίσκος – σώµα Β η µόνη που προκαλεί ροπή είναι το βάρος w2 
του σώµατος Β. Εφαρµόζοντας λοιπόν τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης γι’ αυτό το σύστηµα έχουµε: 

ολ,(ο) γ(1) γ(1)
ολ ,(ο)

ΣτΣτ Ι α α (1)
Ι

= ⋅ ⇒ =  

Αλλά 
2w 2 2Στ τ w R m gR= = ⋅ =   και  

2

2 2 2
ολ,(ο) δισκου(ο) m (o) 2 ολ,(ο)

1I Ι Ι mR m R I 10kg m
2

= + = + ⋅ ⇒ = ⋅  

Οπότε η (1) ⇒ 22
γ(1) γ(1)

ολ(ο)

m gR
α α 1rad / s

I
= ⇒ =  

ii) Εφαρµόζοντας τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης για τη νέα θέση έχουµε: 
 ολ,(ο) γ(2) 2 ολ(ο) γ(2)Στ I α w (Ο∆) Ι α= ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅  

Αλλά   
( ) ( )
Ο∆

συνθ Ο∆ R συνθ
R

= ⇒ = ⋅  οπότε 2
γ(2)

ολ(ο)

m g R συνθ
α

Ι
⋅ ⋅

= ⇒ 2
γ(2)α 0,5rad / s=  

γ. Ορίζουµε ως επίπεδο µηδενικής βαρυτικής 
δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 
διέρχεται από την κατώτερη θέση του σώµατος Β 
και εφαρµόζουµε την αρχή διατήρησης της 
µηχανικής ενέργειας του συστήµατος από τη θέση 
(1) στη θέση (2): 

 

Α m1

O m2Γ
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m2 

m2 m m 
U = 0 

αρχική θέση (1) τελική θέση (2) 
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∆
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2 2
(1) (1) (2) (2) 2 ολ(ο)

ολ,(ο)

2m gR1K U K U 0 mgR m gR I ω mgR ω ω 2rad / s
2 Ι

+ = + ⇒ + + = ⋅ + ⇒ = ⇒ =  

 δ. i) Η κινητική ενέργεια του συστήµατος δίσκος – σώµα Β λίγο πριν την αποκόλληση του σώµατος Β είναι: 

 2
ολ ,(ο)

1Κ I ω Κ 10J
2

= ⋅ ⇒ = .  

Η κινητική ενέργεια του σώµατος Β µετά την αποκόλληση είναι: 

 2
B 2

1 1 1 mΚ K m υ Κ υ 2 s5 2 5
= ⇒ = ⇒ =  

 
ii) Τη στιγµή της αποκόλλησης του σώµατος Β από το δίσκο, στο 

σύστηµα δίσκος – σώµα Β δεν ενεργούν εξωτερικές ροπές οπότε 
η στροφορµή του συστήµατος διατηρείται. Εποµένως ισχύει:  

 

πριν µετά ολ ,(ο) 2 δίσκου(ο) δ δ
4 radL L Ι ω m υ R I ω ω s3

= ⇒ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⇒ =

 
 
Β.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Η χρονική εξίσωση της αποµάκρυνσης της απλής αρµονικής ταλάντωσης που πραγµατοποιεί το σύστηµα ελατήριο – σώµα 
Α είναι: y = A ⋅ ηµ(ωt + φ)   

 Αλλά 1
πmT 2π T sk 10

= ⇒ =  οπότε 2π radω ω 20 .sΤ
= ⇒ =   

 Για τη θέση ισορροπίας της m1 έχουµε: 1
ελ ,1 1 1 1 1 1

m g 1ΣF 0 F w k m g m.
k 40

= ⇒ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ =   

 Για όσο χρόνο το σώµα Α ισορροπεί δεµένο στο κάτω άκρο του ελατηρίου και ταυτόχρονα δεµένο στο νήµα ισχύει:  

 
2T w

1 2
ελ ,2 1 2 1 2 2 2

(m m )g 1ΣF 0 F w T k m g m g m.
k 20

= +
= ⇒ = + ⇒ ⋅ = + ⇒ = ⇒ =  Οπότε 2 1

1A A m .
40

= − ⇒ =  

 Όµως για t = 0 έχουµε y = –A οπότε η  3πA A ηµφ ηµφ 1 φ .
2

⇒ − = ⋅ ⇒ = − ⇒ =  Άρα η εξίσωση της αποµάκρυνσης της 

απλής αρµονικής ταλάντωσης είναι: 1 3πy ηµ 20t (S.I.)
40 2

 = + 
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ΦΥΣ ΙΚΗ  ΘΕΤ ΙΚΗΣ  &  ΤΕΧΝΟΛΟΓ ΙΚΗΣ  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ ΄  ΛΥΚΕ ΙΟΥ  

ΑΣΚΗΣΗ 

Το σύστημα του διπλανού σχήματος ισορροπεί. Η λεπτή ομογενής 
ευθύγραμμη ράβδος ΑΓ μάζας Μ = 3 kg και μήκους  = 2 m έχει στο 
μέσο της Κ ακλόνητα στερεωμένο σφαιρίδιο μάζας m = 1 kg, αμελητέων 
διαστάσεων. H ράβδος στηρίζεται μέσω άρθρωσης στο άκρο της Α και 
συγκρατείται με τη βοήθεια οριζόντιου αβαρούς, μη εκτατού, νήματος 
στο σημείο της Δ, όπου ΑΔ = , έτσι ώστε η ράβδος να σχηματίζει 
γωνία φ (όπου συνφ = 0,6 και ημφ = 0,8) με την κατακόρυφο. 



3/

Το νήμα συνδέεται με σώμα μάζας m2 = 1 kg το οποίο ισορροπεί σε λείο 
οριζόντιο επίπεδο με τη βοήθεια δεύτερου οριζόντιου αβαρούς, μη 
εκτατού, νήματος που είναι τυλιγμένο στο εσωτερικό αυλάκι ακτίνας r  = 
0,1 m διπλής τροχαλίας με ακτίνες r και R > r της οποίας το κέντρο 
μάζας βρίσκεται στο γεωμετρικό της κέντρο. Στο εξωτερικό αυλάκι ακτίνας R της διπλής τροχαλίας είναι τυλιγμένο αβαρές, 
μη εκτατό, νήμα το οποίο είναι κατακόρυφο και συγκρατεί το σώμα μάζας m1 = 4 kg. Η ροπή αδράνειας της διπλής τροχαλίας 
ως προς τον άξονα περιστροφής της είναι Ιτ = 0,63 kg·m2. 
Δίνονται: η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα περιστροφής κάθετο σ’ αυτή που περνά από το κέντρο μάζας της 

2

cm
MI 12   και η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10 m/s2. Θεωρήστε ότι τα νήματα και η ράβδος βρίσκονται στο ίδιο 

κατακόρυφο επίπεδο και η τριβή στον άξονα περιστροφής της τροχαλίας και της ράβδου είναι αμελητέα. 
Α. Κατά τη διάρκεια της ισορροπίας του συστήματος, να υπολογίσετε: 

α) Το μέτρο της τάσης του νήματος που συγκρατεί τη ράβδο. 
β) Το μέτρο της δύναμης που δέχεται η ράβδος από την άρθρωση. 
γ) Την εξωτερική ακτίνα R της διπλής τροχαλίας. 

Β. Τη χρονική στιγμή t = 0 κόβουμε το οριζόντιο νήμα που συγκρατεί τη ράβδο στο σημείο Δ. Να υπολογίσετε: 
δ) Το μέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης της ράβδου τη στιγμή που κόβεται το νήμα.  
ε) Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου μάζας m, τη στιγμή που η ράβδος διέρχεται από την οριζόντια 

θέση. 
στ) Το μέτρο της επιτάχυνσης του σώματος μάζας m1 κατά την διάρκεια της κίνησής του. 

Γ. Τη χρονική στιγμή που το σώμα μάζας m1 έχει κατεβεί κατά h = 1 m, να υπολογίσετε: 
ζ) Την ταχύτητα και το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώματος μάζας m1. 
η) Το μέτρο της ορμής του σώματος μάζας m2. 
θ) Το πλήθος των περιστροφών της τροχαλίας. 
ι) Το μέτρο της στροφορμής της τροχαλίας και το ρυθμό μεταβολής της κινητικής της ενέργειας. 

ΛΥΣΗ 

Α. α) Οι δυνάμεις που ασκούνται στα σώματα φαίνονται στο 
διπλανό σχήμα. Αναλύουμε σε δύο συνιστώσες τη 
δύναμη F που δέχεται ράβδος από την άρθρωση. 
Εφαρμόζουμε τη συνθήκη ισορροπίας για τη 
συνισταμένη των ροπών που ασκούνται στη ράβδο, 
θεωρώντας άξονα περιστροφής τον οριζόντιο άξονα που 
διέρχεται από το σημείο Α και είναι κάθετος στη ράβδο 
και θετική φορά περιστροφής την αντιωρολόγια: 

 

(Α) 3Στ = 0 Τ συνφ Mg ημφ mg ημφ 03 2 2        

 Τ3 = 80 Ν . 
 β) Εφαρμόζουμε τη συνθήκη ισορροπίας για τη 

συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στη ράβδο: 

x 3 x xΣF  = 0 Τ F 0 F  = 80 N        και     y y yΣF  = 0 F Mg mg 0 F  = 40 N    

Επομένως, το μέτρο της δύναμης F είναι 2 2
x yF = F F  F = 40 5 N . 

 γ) Επειδή τα νήματα είναι αβαρή ισχύει: , 3 3T T 80 N  2Τ T2  και 1 1Τ T . 

Για την ισορροπία του σώματος μάζας m2 ισχύει:  άρα . x 2 3 2ΣF  = 0 Τ T Τ 80 N      2Τ 80 N

Για την ισορροπία του σώματος μάζας m1 ισχύει:  άρα . y 1 1 1ΣF  = 0 Τ m g Τ 40 N     1Τ 40 N

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη ισορροπίας για τη συνισταμένη των ροπών που ασκούνται στη διπλή τροχαλία, θεωρώντας 
άξονα περιστροφής τον οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο της και θετική φορά περιστροφής την αντιωρολόγια: 

(τ) 1 2R rΣτ = 0 Τ Τ 0    R = 0,2 m. 



 
Β. δ) Το σύστημα ράβδος – σφαιρίδιο θα εκτελέσει στροφική κίνηση γύρω από τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το 

σημείο Α και είναι κάθετος στη ράβδο. Η ροπή αδράνειας του συστήματος ως προς τον άξονα περιστροφής του είναι: 

   2 22 2
(A) ράβδου(Α) m(Α) (A) cm m(Α) Α (A)

1
12Ι = Ι + Ι Ι = Ι + M(AK)  + Ι Ι = Μ +M + m Ι = 5 kg m2 2    2  

Εφαρμόζουμε το θεμελιώδη νόμο της στροφικής κίνησης για το σύστημα τη στιγμή που 
κόβεται το νήμα, θέση (Ι), θεωρώντας θετική φορά περιστροφής την ωρολόγια:           

(Α) (A) γων (A) γωνΣτ = Ι α Mg ημφ mg ημφ = Ι α2 2   2
γωνα = 6,4 rad/s  . 

 ε) Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας για την περιστροφή του 
συστήματος ράβδου – σφαιριδίου από την αρχική θέση (Ι) έως την οριζόντια θέση (ΙΙ), για 
να υπολογίσουμε την γωνιακή ταχύτητα ω του συστήματος στην οριζόντια θέση (ΙΙ): 

2
(II) (I) (A) 9,61K K = ΣW I ω = Mg συνφ + mg συνφ ω =  rad/s2 2 2      . 

Επομένως, το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνση του σφαιριδίου στη θέση (ΙΙ) είναι: 
2

κα ω 2  2
κα 9,6 m/s .  

 στ) Τα σώματα μάζας m1 και m2 εκτελούν μεταφορική κίνηση και η τροχαλία στροφική. Έστω α1 και α2 τα μέτρα των 
επιταχύνσεων των σωμάτων μάζας m1 και m2 αντίστοιχα και αγ(τ) η γωνιακή επιτάχυνση της τροχαλίας. Τότε επειδή τα 
νήματα είναι μη εκτατά και τυλιγμένα στα αυλάκια της τροχαλίας, ισχύει α1 = αγ(τ)·R και α2 = αγ(τ)·r. 

  y 1 1 1 5 1 γ(τ) 5 1 1 γ(τ)ΣF  = m α m g - T = m α R T = m g - m α R  

Για τη μεταφορική κίνηση του σώματος μάζας m1 εφαρμόζουμε το θεμελιώδη 
νόμο της μηχανικής στην κατακόρυφη διεύθυνση: 

 (1) 

Για τη μεταφορική κίνηση του σώματος μάζας m2 εφαρμόζουμε το θεμελιώδη 
νόμο της μηχανικής στην οριζόντια διεύθυνση: 

 x 2 2 4 2 γ(τ)ΣF  = m α T = m α r  (2) 

Για τη στροφική κίνηση της τροχαλίας εφαρμόζουμε το θεμελιώδη νόμο 
στροφικής κίνησης, θεωρώντας θετική φορά περιστροφής την αντιωρολόγια: 

(τ) τ γ(τ) 5 4 τ γ(τ)Στ = Ι α R- r = Ι α    

4

 (3) 

Επειδή τα νήματα είναι αβαρή ισχύει: T4 T  (4)  και 5Τ T5  (5) 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1), (2), (3), (4) και (5) προκύπτει: 21
γ(τ) γ(τ)2 2

1 2 τ

m gR
α α 10 rad/s

m R +m r +I
  . 

Επομένως, α2 = 1 m/s2, 5 5Τ T 32    , 4 4Τ T 1     και το μέτρο της επιτάχυνσης α1 είναι: α1 = 2 m/s2. 
Γ. ζ) Εφαρμόζουμε το θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας για την κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος μάζας m1 

κατά h = 1 m: 
2

τελ αρχ 1 1 1 5
1K K = ΣW m υ = m g h -T h2      1υ  = 2 m/s . 

Για το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώματος μάζας m1 ισχύει: 

 

1 ΣF
1 1 1 1

dK dW ΣF dx= = = ΣF υ  = m α υdt dt dt
 1dK

= 16 J/sdt .  

 η) Το σώμα μάζας m1 εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση. 

Άρα: 2
1

1
2h = α t t = 1  s

. 

, όπου t ο κοινός χρόνος κίνησης των δύο σωμάτων μάζας m1, m2 και της τροχαλίας. 

Για την ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση του σώματος μάζας m2 ισχύει: . 2 2υ = α t

Επομένως το μέτρο της ορμής του είναι: p2 = m2υ2 = m2α2t p 2 = 1 kg·m/s

 θ) Η τροχαλία εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη στροφική κίνηση. Άρα: 2
γ(τ)

1 α2Δθ = t  Δθ = 5 rad . 

Το πλήθος των περιστροφών της τροχαλίας είναι ΔθN = 2π  2,5
N = π  περιστροφές. 

 ι) Η γωνιακή ταχύτητα της τροχαλίας είναι: . τ γ(τ) τω  = α t ω  = 10 rad/s

Άρα το μέτρο της στροφορμής της τροχαλίας είναι: τ τL = Ι ω  2L = 6,3 kg m /s . 

Ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας της τροχαλίας είναι: 
(τ)τ Στ

(τ) τ τ γ(τ) τ

Στ dθdK dW
= = = Στ ω  = Ι α ωdt dt dt


  τdK

= 63 J/sdt . 

 
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ 

ΠΑΛΙΟΥΡΑΣ ΑΝΔΡΕΑΣ  ΠΑΠΑΔΑΚΗ ΡΕΝΑ 
ΠΟΤΑΜΙΑΝΑΚΗΣ ΚΩΣΤΑΣ  ΦΡΑΓΚΙΑΔΑΚΗΣ ΒΑΣΙΛΗΣ  



 

 

Θέμα: 

Ράβδοσ μάηασ 2M Kg  και μικουσ 6L m  ιςορροπεί ςε 

οριηόντια κζςθ με τθ βοικεια νιματοσ που είναι δεμζνο ςτθ 

ράβδο και ςε απόςταςθ 
2

3

L
 από τθν άρκρωςθ που βρίςκεται ςτο 

ζνα άκρο τθσ, γφρω από τθν οποία μπορεί να περιςτρζφεται χωρίσ 

τριβζσ. το άκρο Γ τθσ ράβδου βρίςκεται κολλθμζνο ςώμα μάηασ 

1 1m Kg . Η ροπι αδράνειασ τθσ ράβδου ωσ προσ άξονα που 

διζρχεται από το κζντρο μάηασ τθσ είναι 
2

12
cm

ML
I  . 

Α. Να βρείτε τθν τάςθ του νιματοσ.  

Κάποια ςτιγμι κόβουμε το νιμα οπότε θ ράβδοσ κατζρχεται. 

Β. Να βρεκοφν: 

i. Ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ ςτροφορμισ του ςυςτιματοσ ράβδοσ - 1m όταν ςχθματίηει με τθν κατακόρυφο 

γωνία o60 . 

ii. Η γωνιακι ταχφτθτα
1  του ςυςτιματοσ ςτθν κατακόρυφθ κζςθ. 

Γ. τθν κατακόρυφθ κζςθ ςυγκροφεται ελαςτικά με ςώμα μάηασ 2 5m Kg που είναι προςδεμζνο ςε ελατιριο 

ςτακεράσ K  θ άλλθ άκρθ του οποίου είναι ακλόνθτα ςτερεωμζνθ. Σο ςφςτθμα ελατιριο - 2m  βρίςκεται πάνω ςε 

λείο οριηόντιο επίπεδο. Σο ςώμα 2m  εκτελεί Α.Α.Σ. με 3 2 ( . .)X t S I  . Σθ ςτιγμι τθσ κροφςθσ θ κινθτικι 

ενζργεια τθσ 2m  είναι τριπλάςια τθσ δυναμικισ, ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ ταχφτθτάσ τθσ είναι αρνθτικόσ και 

αυξάνεται κατ’ απόλυτθ τιμι. Ωσ κετικι φορά λαμβάνουμε τθν προσ τα δεξιά κατεφκυνςθ. Αν αμζςωσ μετά τθν 

κροφςθ θ ράβδοσ ακινθτοποιείται και κατόπιν αφαιρείται, να βρείτε 

i. Σθν ταχφτθτα τθσ 2m τθ ςτιγμι τθσ κροφςθσ. 

ii. Σο πλάτοσ τθσ νζασ ταλάντωςθσ τθσ 2m . 

Λύση: 

Α. 

1 1( )

1

0 0

2
30

3 2

w w T w w

L L
T Mg m gL T N

                

     
 

Β. i.  

1

ο ο

1 1 2 130 30 60 3
2

w w

d L

dt

L
Mgx m gx Mg m g L N m

  

  

   

      
 

 

 

 

ii. ΘΜΚΕ:  

1

2

1

2

1 1

1
0

2

1

2 2

w wK K W I W W

L
I Mg m gL
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Όπου 

22
2 2

1 60
12 2

M L L
I m L M Kg m

   
      

   

. 

Άρα 1 2 /rad s   

Γ. i. Από ΑΔΜΕ:  

2 21 1
4 4

3 2 2

E K U
E U DA Dx

K U





 
   


 

3

2 2

A
x m    . 

2a x
t





  


 αφοφ 0a  , είναι 

3

2
x m   και κα 

κινθκεί προσ τα δεξιά αφοφ αυξάνει κατ’ απόλυτθ τιμι.  

Χρθςιμοποιώντασ τθν ΑΔΜΕ: 

2 2 2

2 2 2

1 1 1
3 /

2 2 2
E K U KA m Kx m s          όπου 2

2K m   

Πρζπει: 2 0   γιατί πριν τθν κροφςθ κινείται προσ τθ κετικι κατεφκυνςθ, άρα 2 3 /m s   . 

ii. Για τθν κροφςθ εφαρμόηουμε τθν αρχι διατιρθςθσ τθσ ςτροφορμισ. 

2 2 1 2 2 20 1 /

L L

m L I m ΄L ΄ m s   

 

     
 

Εφαρμόηοντασ ΑΔΜΕ για τθ νζα ταλάντωςθ: 

2 2 2

1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
0

2 2 2

1 1 1

2 2 2

K U K U m ΄ Kx KA΄

m ΄ m x m A΄



  

       

  

 

Άρα 1A΄ m . 
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υ2 υ1 

υ0 

ℓ0 

ℓ0 

Δℓ 

Θ.Ι. 

Φυσική θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης 

 
Θέμα: 

Ένα σώμα μάζας m1, κρέμεται από το ένα άκρο κατακόρυφου ελατηρίου φυ-
σικού  μήκους l0, του οποίου το άλλο άκρο είναι ακλόνητα στερεωμένο σε  στήριγμα 
και ηρεμεί,όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Προσδίδουμε στο σώμα οριζόντια αρχική ταχύτητα u0, έτσι ώστε ,όταν το ε-
λατήριο ξαναγίνεται κατακόρυφο για πρώτη φορά, έχει αποκτήσει το φυσικό του μή-
κος. 

Μόλις φτάσει το σώμα σε αυτή τη 
θέση συγκρούεται μετωπικά και πλαστικά 
με δεύτερο σώμα μάζας m2,το οποίο κινείται 
με σταθερή οριζόντια ταχύτητα u2.Αμέσως 
μετά την κρούση,η ταχύτητα του συσσωμα-
τώματος μηδενίζεται. 
Να υπολογίσετε: 
A) Την αρχική ταχύτητα u0. 
B) Την ταχύτητα u2 του δεύτερου σώματος 
αμέσως πριν την κρούση. 
Γ) Την εξίσωση της δύναμης που δέχεται το 
συσσωμάτωμα από το ελατήριο σε συνάρ-
τηση με το χρόνο. 
Δ) Το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέρ-
γειας του συσσωματώματος όταν η κινητική 
ενέργεια γίνεται ίση με τη δυναμική για δεύ-
τερη φορά.    
Δίνονται: 

kgmkgmm
NKml 5.1,1,100,3.0 210 

(Θεωρήστε θετική φορά την προς τα πάνω.) 
 
 
 
 
Λύση: 
Α) Επειδή στην ανώτερη θέση του, το ελατήριο έχει  το φυσικό του μήκος, θα πρέπει 
η δύναμη του ελατηρίου να είναι ίση με μηδέν. 
Επομένως από τη συνθήκη της κεντρομόλου δύναμης έχουμε: 

s
muglu

l

um
gmFF k 3101

0

2
11

1   

Επίσης, από τη συνθήκη ισορροπίας του ελατηρίου στην κάτω θέση προκύπτει: 

  mlgmlKF 1.00 1  

Εφαρμόζοντας τώρα Α.Δ.Μ.Ε. για την κατώτερη και την ανώτερη θέση του συστή-
ματος ελατήριο-σώμα συμπεραίνουμε: 

 2 2 2
1 0 1 1 1 0

0

1 1 1
2

2 2 2

4

arx telK U K U l m u m u m g l l

mu s
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Β) Για την πλαστική κρούση εφαρμόζουμε Α.Δ.Ο. 

( ) ( ) 1 1 2 2 2

2 3
0

3
mP P m u m u u s        

 
 

Γ) Η εξίσωση της δύναμης του ελατηρίου προσδιορίζεται από την εξίσωση της δύνα-
μης επαναφοράς, δηλαδή: 

     gmmtKAFKxgmmFKxF 21021    

Για να υπολογίσουμε την αρχική φάση της ταλάντωσης,βρίσκουμε την απομάκρυνση 
του συσσωματώματος από τη θέση ισορροπίας του,αμέσως μετά την κρούση. 
Από το σχήμα φαίνεται ότι το συσσωμάτωμα ξεκινάει την ταλάντωσή του από τη θέ-
ση μέγιστης θετικής απομάκρυνσης, η οποία ισούται με την απόσταση της θέσης ι-
σορροπίας του από τη θέση φυσικού μήκους του ελατηρίου.Επομένως: 

0 0 2
A A rad

    
 

Χρησιμοποιώντας τώρα τη συνθήκη ισορροπίας για το συσσωμάτωμα, έχουμε: 

     1 2
1 2 2 1 2 2

2

0

0.25

m m g
F F m m g K l m m g l

K

l m




           

  

  

Επομένως 0.25m  .  
Για τη γωνιακή συχνότητα της ταλάντωσης:  

2
1 2

1 2

( ) 2 10 /
K

K m m rad s
m m

        


 

Τελικά: 25 2 10 25
2

F t
       

 
  (S.I) 

Δ) 



P
t

K
 επομένως 

K
F u Kx u

t


     




    

Για να βρω το ρυθμό μεταβολής της κινητικής ενέργειας,θα πρέπει να υπολογίσω την 
απομάκρυνση του συσσωματώματος, καθώς και την ταχύτητα του, τη χρονική στιγμή 
που μας ζητείται. 
Από την Α.Δ.Μ.Ε ταλάντωσης  

2 21 1
2 2

2 2 2

A
K U E U E Kx KA x          m 

Και από τον ίδιο τύπο: 
2

5

2
2

2
22  u

A
uEKEUK  m/s 

Για δεύτερη φορά η κινητική ενέργεια ισούται με τη δυναμική, όταν η απομάκρυνση 
και η ταχύτητα έχουν αρνητικό πρόσημο.Επομένως ο ρυθμός μεταβολής ισούται με: 

0.25 5
100 6.25 10 /

22
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ΑΠΛΗ ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗ ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ 
ΣΩΜΑΤΟΣ 

 
1η Άσκηση 

 
Οµογενής και συµπαγής κύλινδρος, µάζας 
M=200g και ακτίνας R=4cm, ισορροπεί σε 
οριζόντιο επίπεδο. Το στερεό είναι 
συνδεδεµένο µε ιδανικό οριζόντιο ελατήριο 
σταθεράς k=30N/m µέσω του κυρίου άξονα συµµετρίας του (ο άξονας ο οποίος είναι 
κάθετος στη βάση του κυλίνδρου και διέρχεται από το κέντρο µάζας του). Το στερεό 
µπορεί να περιστρέφεται ελεύθερα γύρω από τον άξονα συµµετρίας του χωρίς τριβές.  
Το ελατήριο αρχικά βρίσκεται στην κατάσταση ελευθέρου µήκους και στη συνέχεια 
εκτρέπουµε τον κύλινδρο οριζόντια κατά απόσταση A=8cm και αφήνουµε το σύστηµα 
ελεύθερο. Θεωρείστε ότι σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του ο κύλινδρος κυλίεται στο 
οριζόντιο επίπεδο χωρίς να ολισθαίνει. 
i. Να δείξετε ότι το σύστηµα ελατηρίου-κυλίνδρου θα εκτελέσει µεταφορικά απλή αρµονική 
ταλάντωση µε πλάτος A και να υπολογίσετε την σταθερά επαναφοράς της ταλάντωσης. 
ii. Να γράψετε την εξίσωση αποµάκρυνσης-χρόνου της ταλάντωσης του συστήµατος. 
iii. Να υπολογίσετε τη µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου. 
iv. ∆ίνεται ότι ο συντελεστής οριακής τριβής κυλίνδρου-επιπέδου είναι µs=0,6. Να βρείτε το 

άνω όριο του µεγίστου δυνατού πλάτους ταλάντωσης Αmax του συστήµατος για το οποίο 
δεν παρατηρείται ολίσθηση του στερεού στο οριζόντιο επίπεδο. 
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2 και η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου γύρω 

από τον άξονα περιστροφής του Ιcm=
2

2

1
RΜ . 

 
Λύση: 
 

i. Στην  θέση ισορροπίας του συστήµατος, η οποία ταυτίζεται και µε την θέση φυσικού 
µήκους του ελατηρίου, ασκούνται: 

• Το βάρος του κυλίνδρου w=mg 

• H κάθετη αντίδραση του δαπέδου Ν 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Ο κύλινδρος ξεκινά από την ηρεµία στη θέση µέγιστης αποµάκρυνσης Α και κινείται προς 
τ’ αριστερά. Στην θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x από την θέση ισορροπίας στον κύλινδρο 
ασκούνται: 

• Το βάρος w=mg 

• H κάθετη αντίδραση του δαπέδου Ν 

• Η δύναµη της στατικής τριβής Tστ, η οποία έχει κατεύθυνση προς τ’ αριστερά, διότι 
ο κύλινδρος κυλίεται αριστερόστροφα και η δύναµη της στατικής τριβής είναι η µοναδική 
που µπορεί να δηµιουργήσει αυτή την αριστερόστροφη ροπή 

• Η δύναµη του ελατηρίου Fελατ µε φορά προς τ’ αριστερά, αφού τείνει να επαναφέρει 
τον κύλινδρο προς την θέση φυσικού µήκους του ελατηρίου. 

 

w 

Fελατ 

Tστ 

Ν 

 

 

 



Θεωρώντας θετικές αποµακρύνσεις προς τα δεξιά, οπότε θετικές τις ροπές τις 
δεξιόστροφές, ο θεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης και ο Θεµελιώδης Νόµος της 
Μηχανικής γράφονται: 

Στ=Ι.αγων ⇒ -ΤστR=
2

1
MR2αγων ⇒ -Τστ=

2

1
Mαcm (1) 

ΣF=Μ.αcm ⇒ Tστ-Fελατ = Mαcm ⇒ Tστ-kx=Mαcm (2) 

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) έχουµε: -kx=
2

3
Mαcm ⇒ αcm=

3Μ

2k
− x (3) 

Έτσι, η συνισταµένη των δυνάµεων στη τυχαία θέση αποµάκρυνση x από την Θ.Ι. έχουµε: 

ΣF=Μ.αcm ⇒ ΣF=
3Μ

2k
Μ− x ⇒ ΣF=

3

2k
− x 

Άρα το σύστηµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς D=
3

2k
⇒ 

D=20N/m 

 
ii.  Ο κύλινδρος την χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στην θέση µέγιστης θετικής 

αποµάκρυνσης(x=+A) οπότε η ταλάντωσή του έχει αρχική φάση  rad
2

π
φο = . 

srad
m

D
/10

2,0

20
=⇒== ωω  

Εποµένως, η χρονική εξίσωση αποµάκρυνσης θα είναι: 

x=Aηµ(ωt + φο) ⇒ x=0,08ηµ 






 +
2

π
10t  

iii. Ο κύλινδρος αποκτά τη µέγιστη µεταφορική ταχύτητά του στη θέση ισορροπίας και 

υπολογίζεται από τον τύπο: ucm,max=ωΑ. 
Ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει, οπότε κάθε χρονική στιγµή θα ισχύει: ucm=ωR. 
Εποµένως, η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής είναι: 

04,0

08,010max,

max

⋅
=

Α
==
RR

u
cm ω

ω  ⇒ ωmax=20rad/s 

iv. Το µέτρο της στατικής τριβής µεταξύ κυλίνδρου και δαπέδου από τις σχέσεις (1),(2) και 
(3) είναι: 

kx
3

1
Tx

3M

2k
M

2

1
Μα

2

1
Τ στcmστ =⇒







−−=−=  

Το µέτρο της οριακής τριβής µεταξύ κυλίνδρου και δαπέδου είναι: 
Τορ=µΝ=µMg=0,6.0,2.10=1,2N 

O κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει εφόσον η στατική τριβή είναι µικρότερη ή ίση 
από την οριακή τριβή: 

k

T
A

k

T
xTkx

ορορ
ορορστ

33

3

1
max =⇒≤⇒≤⇒Τ≤Τ ⇒ Α=0,12m=12cm 
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2
η
 Άσκηση 

Στο διπλανό σχήµα το ελατήριο δεν έχει 
µάζα, η σταθερά του ισούται µε k=100Ν/m 
και το ένα του άκρο είναι δεµένο µε αβα-
ρές και µη εκτατό νήµα, το οποίο διέρχεται 
από το αυλάκι τροχαλίας µάζας Μ=4kg και 
ακτίνας R=0,15m. Στο άλλο άκρο του νή-
µατος έχουµε δέσει ένα µικρό σώµα µάζας 
m=2kg το οποίο βρίσκεται σε ύψος h=1m 
από το έδαφος. Η τροχαλία µπορεί να πε-
ριστρέφεται γύρω από οριζόντιο ακλόνητο 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο της και 
η ροπή αδράνειάς της ως προς τον άξονα 
αυτό υπολογίζεται από τον 

 τύπο: Ι=
2

1
ΜR2. Αρχικά κρατάµε ακίνητο 

το σώµα, ενώ το ελατήριο βρίσκεται στην κατάσταση φυσικού του µήκους, όπως φαίνεται στο 
σχήµα. Κάποια στιγµή αφήνουµε ελεύθερο το σώµα να κινηθεί.  
  
i. Να αποδειχθεί ότι το σύστηµα θα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση και να υπολογιστεί η πε-
ρίοδος της ταλάντωσης. 
  
ii. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σώµατος Σ όταν αυτό βρίσκεται σε ύψος h1=80cm από το έδα-
φος.  
 
iii. Να υπολογιστεί το µικρότερο ύψος από το έδαφος, στο οποίο θα κατέβει το σώµα Σ.  
∆ίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g=10m/s2.  
 

Λύση: 
 

i. Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στα σώ-

µατα θέση ισορροπίας του συστήµατος(διπλανό 

σχήµα) και έχουµε: 

Για το σώµα:   ΣF=0 ⇒w-T1=0 ⇒ w=T1 

Για την τροχαλία: Στ=0 ⇒ Τ1R-T2R=0 ⇒ T1=T2 

Για το ελατήριο: ΣF=0⇒ Fελατ=T2 ⇒ T2=k
.∆ℓ 

Άρα w=k∆ℓ (1) 

 

 

 

Για την θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x κάτω από την θέση ισορροπίας έχουµε: 

 

 T1 

w 

T2 

T1 

T2 
Fελατ 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για το ελατήριο:  ΣF=mελατ
.αcm⇒T2’-Fελατ’=0 ⇒ Τ2’=k(∆ℓ+x) (2) 

Για την τροχαλία:  Στ=Ι.αγων⇒Τ1’R-Τ2’R=
2

1
MR2.αγων  

και επειδή η επιτρόχια (εφαπτοµενική) επιτάχυνση των σηµείων της περιφέρειας της τροχαλίας ι-

σούται µε την επιτάχυνση του σώµατος Σ θα είναι αcm=αε=αγων
.R οπότε: 

Τ1’-Τ2’=
2

1
Μαcm (3) 

Για το σώµα:   ΣF=m.αcm ⇒ w-T1’=mαcm (4) 

Με πρόσθεση κατά µέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουµε: 

T1’-T2’+w-T1’= 







+Μ m

2

1
αcm ⇒ w-T2’= 







 +

2

2mM
αcm 

και λόγω της σχέσης (2) 

w-k(∆ℓ+x)= 






 +

2

2mM
αcm ⇒ w-k∆ℓ-kx= 







 +

2

2mM
αcm 

 

 

T1’ 

w 

T2’ 

T1’ 

T2’ 

x 

Θ.Φ.Μ 
Τυχαία 

θέση 
∆ℓ+x 

Fελατ’ 

Θ.I. 

Τυχαία 

θέση 

 



και λόγω της (1) 

αcm= x
mM

k

2

2

+
−  

Εποµένως για την συνισταµένη των δυνάµεων στη θέση τυχαίας αποµάκρυνσης x ισχύει: 

ΣF=w-T1’=mαcm=-m x
mM

k

2

2

+
⇒ ΣF= Dxx

mM

km
−=

+
−

2

2
 

 Άρα το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς 

mN
mM

km
D /50

224

21002

2

2
=

⋅+

⋅⋅
=

+
=  

Η περίοδος ταλάντωσης θα είναι: 

s
D

m
T

5

2

50

2
22

π
ππ =Τ⇒== ⇒ Τ= 0,4πs 

 

 

ii. Θεωρώντας ως επίπεδο µηδενικής βαρυτικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο του ε-
δάφους εφαρµόζουµε την Α.∆.Μ.Ε. από την αρχική κατάσταση όπου το σώµα βρίσκεται σε ύψος 
h=1m µέχρι την χρονική στιγµή που απέχει από το έδαφος h1=80cm. 

222
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11
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2

1
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                                                      ⇒ ucm=1m/s 
 

iii. Στην θέση όπου το σώµα απέχει την µικρότερη απόσταση από το έδαφος η ταχύτητά του στιγ-
µιαία µηδενίζεται (ουσιαστικά πρόκειται για την κάτω ακραία θέση της ταλάντωσης που εκτελεί το 
σύστηµα). Έστω h2 το ελάχιστο ύψος του σώµατος από το έδαφος. Εφαρµόζουµε την Α.∆.Μ.Ε. 
 



                

                                                         

0,4h1
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⇒⇒⇒⇒ h2=0,6m 
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Ακροβατώντας µεταξύ ενιαίου στερεού και ράβδων. 

∆ιαθέτουµε τρεις όµοιες οµογενείς ράβδους µάζας m=3kg και µήκους ℓ=4/3m η καθεµιά. 

Τις ενώνουµε στα άκρα, σχηµατίζοντας ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ (στερεό S). Το στε-

ρεό S, µπορεί να στρέφεται, χωρίς τριβές, γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα, ο οποίος 

περνά από την κορυφή Α, ισορροπεί δε σε θέση όπου η πλευρά ΑΓ είναι κατακόρυφη, 

δεµένο µε κατακόρυφο νήµα στην κορυφή Β. Το άλλο άκρο του νήµατος είναι δεµένο 

στο υλικό σηµείο Σ, το οποίο ηρεµεί στο κάτω άκρο κατακόρυφου ελατηρίου, σταθεράς 

k=100Ν/m, όπως στο σχήµα. 

i)  Να βρεθεί η τάση του νήµατος µεταξύ της κορυφής Β και σώµατος Σ. 

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα. 

    ii) Να υπολογίστε τη ροπή αδράνειας  του στερεού S ως προς τον άξονα περιστροφής του. 

iii) Να υπολογίστε τις αρχικές επιταχύνσεις της κορυφής Β και του µέσου Μ της πλευράς ΒΓ. Να σχεδιά-

στε στο σχήµα τις παραπάνω επιταχύνσεις. 

iv) Να βρεθούν οι ρυθµοί µεταβολής της στροφορµής των ράβδων ΑΓ και ΒΓ, αµέσως µετά το κόψιµο του 

νήµατος. 

v)  Να βρεθεί η µέγιστη κινητική ενέργεια του στερεού S. 

vi) Να υπολογιστεί η µέγιστη κινητική ενέργεια του σώµατος Σ. 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας µιας ράβδου ως προς κάθετο άξονα που περνά από το µέσον της 2

12

1
lmI cm =  

και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

Θα µπορούσαµε να βρούµε το βάρος του στερεού S (το οποίο ασκείται στο βαρύκεντρο του τριγώνου) και 

να  δουλέψουµε κατά βάση µε τη στροφική κίνηση του S. Εδώ θα δουλέψουµε εν µέρει µε το στερεό S, αλ-

λά θα αναφερόµαστε συνήθως και  στις επιµέρους ράβδους. 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι εξωτερικές δυνάµεις που ασκούνται στις 

τρεις ράβδους (όχι τις δυνάµεις που ασκεί η µια ράβδος στην άλλη). Αφού το στε-

ρεό S ισορροπεί ΣF=0 και ΣτΑ=0 →  

00060
2

60
2

60 =⋅+⋅+⋅−⋅−⋅⋅ FmgmgmgT ooo ηµηµηµ
ll

l  → 

NmgT 30==  

ii)  Η ροπή αδράνειας του στερεού S, ως προς τον άξονα που περνά από την κορυφή Α είναι: 
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 ++
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++⋅=  → .8 2mkgI s ⋅=  

iii)  Μόλις κόψουµε το νήµα, το στερεό στρέφεται γύρω από τον άξονα στο Α, µε φορά ί-

δια µε τη φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού και µε εφαρµογή του 2ου νό-

µου του Νεύτωνα παίρνουµε: 

Στ=ΙΑ·αγων → →=⋅+⋅ γωνηµηµ ammgmg oo 2

2

3
60

2
60

2
l

ll
 

22 /35,2/

3
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2
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3
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g
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=
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⋅⋅
=

⋅
=

l

ηµ
γων  

Αλλά τότε το σηµείο Β έχει επιτάχυνση (κάθετη στην ακτίνα ΑΒ) µέτρου αΒ=αγων·
2/

3

310
sm=l  

και το Μ: RaaM ⋅= γων , όπου R το ύψος του ισοπλεύρου τριγώνου, µήκους:  

mR
3

32

2

3

2

2
2 ==







−=
ll

l , οπότε 22 /5/
3

32
35,2 smsmRaaM =⋅=⋅= γων  

κάθετη στην ακτίνα R, όπως στο σχήµα. 

iv) Για τους ζητούµενους ρυθµούς έχουµε: 

22222 /3
9

40
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dLB ⋅=⋅⋅⋅=⋅=Γ
γωνl  

v) Το στερεό S επιταχύνεται στροφικά µέχρι η πλευρά ΒΓ να 

γίνει οριζόντια, όπου Στ=0, ενώ στη συνέχεια η γωνιακή επι-

τάχυνση θα έχει αντίθετη φορά και το στερεό θα επιβραδύ-

νεται. Κατά συνέπεια η µέγιστη κινητική ενέργεια είναι στην 

θέση όπου Στ=0. Αφού η µόνη δύναµη που παράγει έργο εί-

ναι το βάρος (συντηρητική δύναµη) η µηχανική ενέργεια παραµένει σταθερή: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ → 0-mgh1-mgh2-mgh3=-2mgh-mgR+ ½ Ιω2 → 

2
60

22
60

22

3
60

2
2max

llllll
mgmgmgmgmgK ooo −







 +−−+= συνσυνηµ → 

( ) JJmgK 3,9332
3

4
103

2

2
)332(

2

1
max ≈−⋅⋅=−= l  
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vi) Στο διπλανό σχήµα φαίνεται το φυσικό µήκος του ελατηρίου, η θέση ισορρο-

πίας και η αρχική θέση τη στιγµή που συνδέεται µε το στερεό.  

Πριν να κοπεί το νήµα, το σώµα ισορροπεί:  

ΣF=0 → Fελ-w1-Τ=0 → k(∆ℓ+Α)=mg+Τ   (α) 

Αν πάρουµε το σώµα στη Θ.Ι. της ταλάντωσής του:  

ΣF=0 → Fελ-w1=0→ k∆ℓ=mg   (β) 

Από (α) και (β) kΑ=Τ → mm
k

T
A 3,0

100

30
===  

Συνεπώς η µέγιστη κινητική ενέργεια του σώµατος είναι: 

JJkAUK 5,43,0100
2

1

2

1 22
maxmax =⋅===  

dmargaris@sch.gr 

 



 
Είναι ελαστική η κρούση; 

Σε ένα οριζόντιο επίπεδο ηρεµούν δυο σώµατα Α και Β µε µάζες m1=0,95kg και m2=2kg, όπου το Β είναι 

δεµένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς k=10Ν/m, το οποίο έχει το φυσικό του µήκος. Τα σώµατα παρου-

σιάζουν µε το επίπεδο συντελεστή τριβής µ=0,5 και η απόσταση µεταξύ τους είναι d=2m. Σε µια στιγµή 

ένα βλήµα µάζας m=50g το οποίο κινείται οριζόντια πάνω στην ευθεία που συµπίπτει µε τον άξονα του 

ελατηρίου, µε ταχύτητα υ=120m/s σφηνώνεται στο σώµα Α. 

 

Α B
m k

 

i)    Να βρεθεί η ταχύτητα του σώµατος Α µετά την κρούση. 

ii)   Με ποια ταχύτητα το Α σώµα φτάνει στο σώµα Β; 

iii)  Αν τελικά το σώµα Α, µετά τη δεύτερη κρούση, σταµατήσει αφού µετακινηθεί κατά 10cm προς τα 

αριστερά, να εξετασθεί αν η κρούση µεταξύ των σωµάτων Α και Β ήταν ελαστική και να υπολογιστεί 

η τελική απόσταση µεταξύ των σωµάτων, µετά την ακινητοποίησή τους. 

Απάντηση: 

i) Για την πλαστική κρούση µεταξύ βλήµατος και σώµατος Α εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο. 

µετπρ PP
rr

=  → mυ=(m1+m)·υκ → 

 υκ= smsm
mm

m
/6/

1

12005,0

1

=
⋅

=
+

υ
 

ii)  Στο σχήµα φαίνονται οι δυνάµεις που ασκούνται στο συσ-

σωµάτωµα (ας το ονοµάζουµε σώµα Α, αφού απλώς έχει 

σφηνωθεί µια µικρή σφαίρα µέσα του…). Εφαρµόζουµε το 

Θ.Μ.Κ.Ε. για το σώµα από την θέση αµέσως µετά την κρού-

ση, µέχρι τη θέση πριν την κρούση του µε το σώµα Β: 

Κτελ-Καρχ=Ww+WΝ+WΤ ή 

½ (m1+m)υ1
2 – ½ (m1+m)υκ

2 = -µ(m1+m)g·d → 

smsmgd /4/203622
1 =−=−= µυυ κ  

iii)  Αφού το σώµα Α διένυσε απόσταση x = 10cm κινούµενο προς τα αριστερά, µετά την κρούση είχε τα-

χύτητα υ1΄το µέτρο της οποίας θα υπολογίσουµε εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνησή του. 

Κτελ-Καρχ= Ww+WΝ+WΤ ή  

0- ½ (m1+m)υ1΄
2
 = -µ(m1+m)g·x → 

smsmgx΄ /1/1010105,022 2
1 =⋅⋅⋅⋅==

−
µυ  

Αν η κρούση ήταν ελαστική, το Α σώµα θα αποκτούσε ταχύτητα: 

smsm
mmm

mmm΄ /
3

4
/4

21

21
1

21

21
1 −=

+

−
=

++

−+
= υυ  



 
 

ενώ η ταχύτητά του µετά την κρούση ήταν υ1΄= -1m/s, συνεπώς η κρούση δεν ήταν ελαστική. 

Εφαρµόζουµε την Α.∆.Ο. για την  δεύτερη κρούση και έχουµε: 

µετπρ PP
rr

=  →  

(m1+m)·υ1 = (m1+m)·υ1΄+m2υ2΄ ή 

smsm
m

mm ΄

΄ /5,2/
2

))1(4(1))((

2

111
2 =

−−
=

−+
=

υυ
υ  

Το σώµα Β κινείται προς τα δεξιά και έστω ότι σταµατά αφού διανύσει α-

πόσταση s. Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Κ.Ε. µεταξύ της θέσης αµέσως µετά την 

κρούση και στη θέση που µηδενίζεται η ταχύτητά του και έχουµε: 

Κτελ-Καρχ= Ww+WΝ+WΤ2 +WFελ ή  

0- ½ m2υ2΄
2
 = -µm2g·s +(0- ½ ks2) → 

ks2 +2µm2gs – m2υ2΄
2 =0  ή 

10s2 +20s-12,5 =0 →  s=0,5m. 

Το ερώτηµα είναι τι θα κάνει το σώµα Β µετά το µηδενισµό της ταχύτητάς 

του; Οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω του φαίνονται στο διπλανό σχήµα, 

όπου Fελ=k·s= 10·0,5Ν=5Ν, ενώ η τριβή ολίσθησης έχει τιµή Τ2ολ= µm2g= 

10Ν. Προφανώς η ασκούµενη τριβή είναι στατική τριβή, µε µέτρο Τστ=5Ν 

και το σώµα θα ισορροπήσει. 

Συνεπώς η τελική απόσταση µεταξύ των δύο σωµάτων είναι x+s=60cm. 

dmargaris@sch.gr 
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BΓ

x

T
→

Θ.Ι.

Η τάση  του νήµατος πριν την κρούση. 

Το σύστηµα των σωµάτων Β και Γ, µε µάζες m1=1kg και m2=3kg αντίστοι-

χα ηρεµούν σε λείο οριζόντιο επίπεδο, όπως στο σχήµα, όπου το ελατήριο 

έχει σταθερά k=400Ν/m και το νήµα µήκος d.  Τραβάµε το σώµα Γ προς τα 

αριστερά επιµηκύνοντας το ελατήριο κατά 0,4m και για t=0, αφήνουµε το σύστηµα να εκτελέσει ΑΑΤ. 

Α) Να βρεθεί η τάση του νήµατος σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γίνει η γραφική της παράσταση. 

Β) Αν τα δυο σώµατα συγκρούονται πλαστικά και δηµιουργείται συσσωµάτωµα τη χρονική στιγµή t1= s
40

3π
, 

να βρεθούν: 

i) Το µήκος του νήµατος που συνδέει τα δυο σώµατα. 

ii)  Η ενέργεια ταλάντωσης τις χρονικές στιγµές: 

α) s
80

3π
,   β) s

80

5π
,    γ) s

80

7π
 

iii)  Να βρεθούν οι ρυθµοί µεταβολής της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας, τη χρονική στιγµή α-

µέσως µετά την κρούση. 

Απάντηση: 

Α) Το σύστηµα των δύο σωµάτων εκτελεί ΑΑΤ µε πλάτος Α=0,4m και θεωρώντας την προς τα δεξιά κατεύ-

θυνση σαν θετική, ξεκινά την ταλάντωσή του από την αρνητική ακραία θέση της ταλάντωσής του, συνε-

πώς η εξίσωση της αποµάκρυνσης είναι της µορφής: 

x=Α·ηµ(ωt+φ0), όπου ω= s/rad10s/rad
31

400

mm

k

21

=
+

=
+

,  

ενώ για t=0 έχουµε:   -Α=Α·ηµφ0 → ηµφ0= -1 → φ0= 
2

3π
 

Έτσι η εξίσωση της αποµάκρυνσης παίρνει τη µορφή: x=0,4·ηµ 







+

2

3
t10

π
  (S.Ι.) 

Την ταλάντωση όµως αυτή εκτελεί και το σώµα Γ, συνεπώς1: 

ΣFΓ=m2·α = m2·(-Αω
2
· ηµ 








+

2

3
t10

π
) ή 

Τ= - m2ω
2
Α· ηµ 








+

2

3
t10

π
= - 120· ηµ 








+

2

3
t10

π
  (S.Ι.) 

Η ζητούµενη λοιπόν γραφική παράσταση είναι αυτή του διπλανού σχήµατος.  

Β)  Προφανώς µόλις το σώµα Γ φτάσει στην θέση ισορροπίας, τη στιγµή t= ¼ Τ= π/20s, 

η τάση του νήµατος µηδενίζεται και ενώ το σώµα Β επιβραδύνεται αφού συµπιέζει 

το ελατήριο, το σώµα Γ κινείται πλέον µε σταθερή ταχύτητα και το νήµα δεν τεντώ-

νεται πλέον. Τα δυο σώµατα φτάνουν στη θέση ισορροπίας µε ταχύτητα υmax=Α·ω = 
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4m/s. 

i) Μόλις το σώµα Β περάσει τη θέση ισορροπίας αρχίζει να συσπειρώνει το ελατήριο και ξεκινά µια 

νέα ταλάντωση µε περίοδο: 

Τ1=2π s
10

s
400

1
2

k

m1 π
π ==  

Πού βρίσκεται το σώµα Β τη στιγµή t1= s
40

3π
; Εκτελεί την δεύτερη ταλάντωσή του για χρονικό διάστη-

µα ∆t= s
40

3π
- s

20

π
=

4

T
s

40
1=

π
 συνεπώς βρίσκεται στην ακραία θετική αποµάκρυνσή του και έχει µη-

δενική ταχύτητα. Για το νέο πλάτος ταλάντωσης έχουµε: 

υmax=Α1·ω1 → Α1= m2,0
202

T

T

2
max1max

1

max ===
υ

π
υ

π
υ

 

Στο ίδιο χρονικό διάστηµα ∆t= s
40

π
 το σώµα Γ κινείται µε σταθερή ταχύτητα, συνεπώς: 

d+Α1=υmax·∆t → d= υmax·∆t-Α1=4m/s· s
40

π
-0,2m=0,114m 

ii)  Εφαρµόζοντας την Α∆Ο για την πλαστική κρούση βρίσκουµε: 

ά
PP µετπριν

��

=  ή m2·υmax= (m1+m2)·υκ ή  

υκ= s/m3s/m
31

43

mm

m

21

max2 =
+

⋅
=

+

υ
 

Έτσι για τις ενέργειες ταλάντωσης έχουµε: 

α) Τη στιγµή s
80

3π
< s

20

π
  Ε1= ½ kΑ2 = 32J 

β) Τη στιγµή s
80

5π
> s

20

π
 αλλά πριν την κρούση  Ε2= ½ k 2

1A  = 8J 

γ) Τη στιγµή s
80

7π
> s

40

3π
   Ε3= ½ k 2

2A  = ½ k 2
1A + ½ (m1+m2)υκ

2 = 27J. 

iii)  Στο συσσωµάτωµα αµέσως µετά την κρούση ασκείται η δύναµη του ελατηρίου µε φορά προς τ΄ α-

ριστερά και µέτρο F=kΑ1=80Ν. Έτσι: 

-240J/sJ/s=−⋅⋅=⋅⋅== )1(380F
dt

dW

dt

dK
συναυ  

240J/sJ/s=−⋅⋅−=⋅⋅−=
−

= )1(380F
dt

dW

dt

dU F συναυεπ  

Σχόλια: 

2) Για την τάση του νήµατος συνήθως γράφεται: Τ=-D2x= - m2ω
2
·x, όπου D2 ονοµάζεται σταθερά επανα-

φοράς του σώµατος Γ. 
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3) Την ταχύτητα του σώµατος Β τη στιγµή s
40

3π
, θα µπορούσαµε να την υπολογίζουµε παίρνοντας την 

εξίσωση της ταχύτητάς του, για την δεύτερη ταλάντωση που κάνει: 

υ=υmax·συνω1(t-t΄) όπου ω1=20rad/s και t΄= s
20

π
. 

Εδώ βέβαια µε βάση τα δεδοµένα το σώµα βρισκόταν σε θέση πλάτους και δεν χρειαζόταν να µπλέξουµε 

µε εξίσωση κίνησης, σε άλλη περίπτωση όµως θα είµαστε υποχρεωµένοι να δουλέψουµε µε εξισώσεις 

αποµάκρυνσης και ταχύτητας. 

dmargaris@sch.gr 
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Μια ισορροπία κυλίνδρου με εμπόδιο 

Γύρω από ένα κύλινδρο ακτίνας R=0,4m και μάζας Μ=10kg τυλίγουμε ένα αβαρές νήμα, το οποίο αφού πε-

ράσουμε από μια αβαρή τροχαλία, στο άλλο άκρο του δένουμε ένα σώμα Σ μάζας m1=1kg.  

 
Αφήνουμε το σώμα Σ ελεύθερο και το σύστημα ισορροπεί, αφού ο κύλινδρος εμποδίζεται να κινηθεί, από 

ένα εμπόδιο ύψους h=R. Οι συντελεστές τριβής μεταξύ κυλίνδρου και εδάφους είναι μs=μ=0,2, ενώ δεν εμ-

φανίζεται τριβή μεταξύ κυλίνδρου και εμποδίου. Το νήμα μεταξύ κυλίνδρου και τροχαλίας είναι οριζόντιο, 

g=10m/s2, ενώ η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονά του Ι= ½ ΜR2. 

i)  Να υπολογιστούν όλες οι δυνάμεις που ασκούνται στον κύλινδρο. 

ii) Αντικαθιστούμε το σώμα Σ με άλλο Σ΄ μάζας m2=3kg και παρατηρούμε ότι κινείται προς τα κάτω.  

α) Να βρεθεί η επιτάχυνση που αποκτά το σώμα Σ΄. 

β) Ποιος ο ρυθμός μεταβολής της στροφορμής του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του; 

γ) Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου μετά από 2s από τη στιγμή που 

άρχισε να στρέφεται. 

Απάντηση: 

Στο σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάμεις που ασκούνται σε κύλινδρο και σώμα Σ, όπου F η τάση του νήμα-

τος και F1 η δύναμη που δέχεται ο κύλινδρος από το εμπόδιο, κάθετη στην επιφάνεια επαφής, συνεπώς ορι-

ζόντια. 

 
i) Το σώμα Σ ισορροπεί άρα ΣF=0 → F=w1=m1g=10Ν 

Αλλά και ο κύλινδρος ισορροπεί συνεπώς: 

 

 

 

 

                      ΣFx=0 → F+Τ-F1=0  (1) 

 

                     ΣFy=0 → N=w=Mg=100N 

Στο=0 → Τ∙R- F∙R=0 → Τ=F=10Ν 

http://www.ylikonet.gr/
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Και με βάση την (1) F1=F+Τ=2F=20Ν 

ii) Οι δυνάμεις είναι ξανά, όπως στο παραπάνω σχήμα, όπου η τάση του νήματος F είναι η ίδια δεξιά και 

αριστερά της τροχαλίας, αφού αυτή θεωρείται αβαρής, ενώ η τριβή είναι τριβή ολίσθησης με μέτρο:  

Τ=μ∙Ν=μΜg= 20Ν 

α) Για το Σώμα Σ: ΣF=m2∙α → m2g-F=m2∙α (1) 

Για τον κύλινδρο:  Στ=Ι∙αγων και θεωρώντας θετική την φορά περιστροφής των δεικτών του ρολογιού, 

έχουμε:  F∙R-Τ∙R= ½ ΜR2∙αγων →  F-Τ= ½ Μ∙Rαγων  (2) 

Αλλά όλα τα σημεία του νήματος έχουν κάθε στιγμή την ίδια κατά μέτρο ταχύτητα, συνεπώς και η 

γραμμική ταχύτητα του ανώτερου σημείου του κυλίνδρου είναι κατά μέτρο ίση με την ταχύτητα του Σ΄. 

υΣ΄=υγρ=ω∙R → 𝑑𝜐
𝑑𝜏

= 𝑑𝜔
𝑑𝜏
𝑅 → α=αγων∙R, οπότε η (2) δίνει F-Τ= ½ Μ∙α (3) 

Με πρόσθεση των (1) και (3) έχουμε:  

m2g -Τ=(m2+ ½ Μ)∙α →  

2 22

2

30 20 / 1, 25 /
3 52

m g T
a m s m s

Mm

− −
= = =

++
 

β)  Με αντικατάσταση στην (1) παίρνουμε F=m2(g-α) = 3∙(10-1,25)Ν=26,25Ν. 

Για τον κύλινδρο λοιπόν έχουμε: 

2 2 2 2( ) (26,25 20) 0,4 / 2,5 /dL
FR TR F T R kgm s kgm s

dt
τ= Σ = − = − = − ⋅ =  

γ) Η ταχύτητα του Σ΄τη στιγμή t=2s έχει μέτρο υ=α∙t= 1,25∙2m/s=2,5m/s=υγρ=ω∙R →  

2,5 / 6,25 /
0,4

rad s rad s
R
γρυ

ω = = =  

Αλλά τότε ο ρυθμός μεταβολής της κινητικής ενέργειας του κυλίνδρου είναι : 

( ) (26,25 20) 0,4 6,25 / 15,625 /dK
F T R J s J s

dt
τ ω ω= Σ ⋅ = − ⋅ = − ⋅ ⋅ = . 

 
Επιμέλεια 

Διονύσης Μάργαρης 
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Μια κρούση σώµατος µε οριζόντιο κυκλικό τραπέζι. 

Ένα τραπέζι σχήµατος δίσκου, µάζας Μ=19,5kg και ακτίνας R=0,4m 

στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα z, ο οποίος περνά από το κέντρο 

του Ο, όπως στο διπλανό σχήµα, µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. Πάνω 

από το τραπέζι συγκρατείται ένα σώµα Σ, αµελητέων διαστάσεων, µά-

ζας m=1kg, το οποίο είναι δεµένο στο άκρο κατακόρυφου ελατηρίου 

σταθεράς k=100Ν/m και φυσικού µήκους ℓ0=0,2m. Το ελατήριο κρέµε-

ται από σηµείο Κ, το οποίο απέχει 0,3m από το τραπέζι, ο άξονάς του 

απέχει 0,2m από τον άξονα z και στη θέση αυτή έχει το φυσικό µήκος 

του. Αφήνουµε το σώµα τη στιγµή t0=0, να κινηθεί και προσκολλάται 

στο τραπέζι. Αν αµέσως µετά την κρούση το σώµα Σ έχει ταχύτητα 

υ1=0,6m/s, ζητούνται: 

i)   Η επιτάχυνση και η ταχύτητα του σώµατος Σ, ελάχιστα πριν την κρούση. 

ii) Η µεταβολή της ορµής του σώµατος Σ που οφείλεται στην πλαστική του κρούση µε το τραπέζι. Ποια η 

αντίστοιχη µεταβολή της στροφορµής του ως προς (κατά) τον άξονα z; 

iii) Να βρεθεί η κινητική ενέργεια του σώµατος Σ, τη στιγµή που θα έχει εκτελέσει µισή περιστροφή.  

iv) Η γωνία κατά την οποία στρέφεται το τραπέζι από τη στιγµή t0=0, µέχρι τη στιγµή της κρούσης. 

∆ίνεται ότι παρόλη την κρούση το τραπέζι δεν παύει να στρέφεται γύρω από τον ίδιο κατακόρυφο άξονα z 

χωρίς να «παλαντζάρει», η ροπή αδράνειάς του ως προς τον άξονα z  Ι= ½ ΜR2 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

i) Τη στιγµή που το σώµα Σ φτάνει στο τραπέζι, το ελατήριο έχει 

επιµήκυνση mmm 1,02,03,00 =−=−=∆ lll , αλλά τότε το σώ-

µα έχει επιτάχυνση: 

ΣF=mα → mg-k· l∆  =mα →  

Αλλά Fελ=k∆ℓ=100·0,1Ν=10Ν=mg 

Συνεπώς α=0 

Παρατηρούµε δηλαδή ότι το σώµα έχει φτάσει στη θέση ισορ-

ροπίας της ταλάντωσης που πραγµατοποιεί, µέχρι τη στιγµή αυτή. Αλλά η παραπάνω κίνηση είναι 

ΑΑΤ, µε πλάτος Α=∆ℓ=0,1m αφού ξεκινάει από ακραία θέση µε µηδενική ταχύτητα, ενώ αν πάρουµε 

το σώµα σε µια τυχαία θέση η οποία απέχει κατά x από την θέση της κρούσης, θα έχουµε: 

ΣF=Fελ-mg= k(∆ℓ-x)-mg= k∆ℓ-kx-mg= -kx 

   Κατά συνέπεια η ταχύτητά του είναι smsmA
m

k
A /1/1,0

1

100
max ===⋅=ωυ . 
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ii)  Πριν την κρούση το σώµα Σ είχε κατακόρυφη ορµή µε µέτρο Ρπ=mυmαx=1kg·m/s, ενώ α-

µέσως µετά έχει οριζόντια ορµή µέτρου Ρµ=mυ1=0,6kg·m/s. Συνεπώς η µεταβολή της ορ-

µής του, µε βάση το διπλανό σχήµα είναι:  

aPPP
rvr

−=∆ τ  → 

Για το µέτρο της: skgmskgmpPP a /36,1/6,01 2222 =+=+=∆ τ  

Ενώ για την διεύθυνση της του διανύσµατος P
r

∆   έχουµε: 6,0==
aP

Pτεϕθ  

Όσον αφορά τη στροφορµή ως προς τον άξονα z, αρχικά το σώµα δεν έχει στροφορµή, αφού κινείται 

παράλληλα στον άξονα ενώ µετά την κρούση έχει στροφορµή, πάνω στον άξονα µε φορά προς τα πά-

νω και µέτρο: L=mυR= 1·0,6·0,2 kg·m2/s=0,12 kg·m2/s. ́Αρα: 

∆L=L τ-Lα= 0,12 kg·m2/s 

Με διεύθυνση του άξονα (κατακόρυφη) και φορά προς τα πάνω. 

iii)  Τη στιγµή που το σώµα Σ, έχει κάνει µισή περιστροφή, βρίσκεται 

στην αντιδιαµετρική θέση Β, της θέσης κρούσης Α, όπως στο σχή-

µα. Αλλά τότε από το Π.Θ. βρίσκουµε: 

mmAKABKB 5,03,04,0)()()( 2222 =+=+=  

Αυτό σηµαίνει ότι το ελατήριο έχει επιµηκυνθεί κατά ∆ℓ΄=0,5m-

0,2m=0,3m, ενώ αµέσως µετά την κρούση το στερεό τραπέζι-

σώµα Σ έχει γωνιακή ταχύτητα srad
m

sm

OA
/3

2,0

/6,0

)(
1

1 ===
υ

ω . 

Εφαρµόζουµε την αρχή διατήρηση της µηχανικής ενέργειας του 

συστήµατος, αφού η µόνη δύναµη που παράγει έργο είναι η δύ-

ναµη του ελατηρίου, η οποία είναι συντηρητική, από τη θέση Α, 

αµέσως µετά την κρούση, µέχρι τη θέση Β και παίρνουµε: 

ΚΑ+UΑ=ΚΒ+UΒ. →  

22
2

22
1 )(

2

1

2

1
)(

2

1

2

1
ll ′∆+=∆+ kIkI ss ωω  → 

Αλλά 2222222  6,12,014,05,19
2

1

2

1
mkgkgmkgmmrMRI s ⋅=⋅+⋅=+= , οπότε: 

( )
sradsrad

I

k

s

/2/
6,1

)3,01,0(100
3

)()( 22
2

22
2
12 =

−
+=

′∆−∆
+=

ll
ωω  

Συνεπώς το σώµα Σ θα έχει ταχύτητα υ2=ω2·r=2·0,2m/s=0,4m/s, οπότε η κινητική του ενέργεια θα 

είναι: 

JJmK 08,04,01
2

1

2

1 22
22 =⋅== υ  
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iv) Το χρονικό διάστηµα, από τη στιγµή που αφήνεται ελεύθερο το σώµα Σ, µέχρι να συγκρουσθεί µε το 

τραπέζι είναι t1= ss
k

m
T

20100

1

224

1 πππ
=== . 

Εξάλλου κατά τη διάρκεια της κρούσης δεν ασκούνται εξωτερικές ροπές στο σύστηµα τραπέζι-σώµα 

Σ ως προς τον άξονα περιστροφής z, συνεπώς  η στροφορµή, ως προς τον άξονα αυτόν, παραµένει 

σταθερή. 

10  ωωτµεταπριν sIILL =→=
rr

 → 

 →







+= 1

22
0

2

2

1

2

1
ωω mxMRMR  

sradsrad
MR

mxMR
/08,3/3

4,05,19

)2,0124,05,19()2(
2

22

2
1

22

0 ≈
⋅

⋅⋅+⋅
=

+
=

ω
ω  

Συνεπώς το τραπέζι στρέφεται κατά γωνία radradt 48,0
20

08,310 ≈⋅==
π

ωθ . 

dmargaris@sch.gr 
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Μια παραλλαγή στο θέµα ∆4. 

Λείο κεκλιµένο επίπεδο έχει γωνία κλίσης φ=30ο. Στα σηµεία Α και Β στερεώ-

νουµε τα άκρα δύο ιδανικών ελατηρίων µε σταθερές k1=30Ν/m και k2=70 Ν/m 

αντίστοιχα. Στα ελεύθερα άκρα των ελατηρίων, δένουµε σώµα Σ1, και το κρατά-

µε στη θέση όπου τα ελατήρια έχουν το φυσικό τους µήκος (όπως φαίνεται στο 

σχήµα).  

Τη χρονική στιγµή t0=0 αφήνουµε το σώµα Σ1 ελεύθερο, οπότε διανύει απόσταση 0,1m µέχρι να σταµατήσει 

την προς τα κάτω κίνησή του και να επιστρέψει, εκτελώντας ΑΑΤ.  

i) Να βρεθεί η µάζα m1 του σώµατος Σ1. 

ii)  α) Πάρτε το σώµα σε µια θέση Π, η οποία απέχει 3cm από την χαµηλότερη θέση της ταλάντωσης. Να 

σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα και να υπολογίσετε τα µέτρα τους. 

      β) Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ, υπολογίζοντας και την περίοδο ταλάντωσης. 

Κάποια χρονική στιγµή που το σώµα Σ1 βρίσκεται στην αρχική του θέση, τοποθετούµε πάνω του (χωρίς αρ-

χική ταχύτητα) ένα άλλο σώµα Σ2 µικρών διαστάσεων µάζας m2=0,4 kg. Το σώµα Σ2 δεν ολισθαίνει πάνω 

στο σώµα Σ1 λόγω της τριβής που δέχεται από αυτό. Το σύστηµα των δύο σωµάτων κάνει απλή αρµονική 

ταλάντωση.  

iii) Έστω µια θέση Ρ, η οποία απέχει 3,5cm από την χαµηλότερη θέση της ταλάντωσης του συστήµατος 

και στην οποία βρίσκεται κάποια στιγµή κινούµενο προς τα πάνω. Σχεδιάστε τις δυνάµεις που ασκού-

νται στο Σ2 στην  θέση Ρ και υπολογίστε τα µέτρα τους, την στιγµή αυτή.  

Απάντηση: 

Στο σχήµα δίπλα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται 

στο σώµα στη θέση ισορροπίας, όπως και στη θέση Π και στην 

τυχαία θέση (στις δύο τελευταίες θέσεις µόνο οι συνιστώσες 

στην διεύθυνση κίνησης, για να µην επιβαρυνθεί πολύ το σχή-

µα. Για τον ίδιο λόγο δεν σχεδιάστηκαν και τα ελατήρια…). 

i) Στη θέση ισορροπίας το ελατήριο k1 έχει συσπειρωθεί 

κατά ∆ℓ, ενώ το k2 έχει επιµηκυνθεί κατά ∆ℓ, συνεπώς 

και τα δυο ασκούν δυνάµεις µε φορά προς τα πάνω.  

ΣF=0 → Fελ1+Fελ2-wx=0 → 

 k1·∆ℓ+k2·∆ℓ=m1·g·ηµφ → (1) 

Αλλά η αρχική θέση (θέση φυσικού µήκους των ελατη-

ρίων) είναι και ακραία θέση της ταλάντωσης, αφού το σώµα ξεκινά χωρίς αρχική ταχύτητα την τα-

λάντωσή του, συνεπώς ∆ℓ=Α, όπου Α το πλάτος της ταλάντωσης. Εξάλλου η απόσταση των δύο 

ακραίων θέσεων είναι ίση µε  2Α=0,1m ή Α=0,05m=∆ℓ και η (1) δίνει: 
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kgkg
g

kk
m 1

2
110

05,0)7030()( 21
1 =

⋅

⋅+
=

⋅

∆+
=

ηµϕ

l
 

ii)  Η θέση Π απέχει 3cm από την κάτω ακραία θέση, συνεπώς το σώµα απέχει κατά x1= 2cm από τη θέ-

ση ισορροπίας, οπότε το ελατήριο k1 έχει συσπειρωθεί κατά 7cm, όσο έχει επιµηκυνθεί το k2.  

α) Έτσι οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα, µε κατευθύνσεις όπως έχουν σχεδιαστεί στο σχήµα, έ-

χουν µέτρα: 

Το βάρος w=m1g=10Ν. 

Η κάθετη αντίδραση του επιπέδου, όπου αφού το σώµα ισορροπεί ΣFy=0 ή Ν=m1gσυνφ= N35  

Fελ1=k1·(∆ℓ+x1) =30·0,07Ν=2,1Ν και  Fελ2=k2·(∆ℓ+x1) =70·0,07Ν=4,9Ν 

β) Παίρνουµε το σώµα σε µια τυχαία θέση που απέχει κατά x από την θέση ισορροπίας, όπως στο 

σχήµα.  

ΣF=wx-Fελ1-Fελ2= m1gηµφ-k1(∆ℓ+x)-k2(∆ℓ+x) = m1gηµφ-k1∆ℓ-k1x-k2∆ℓ-k2x → )1(   

ΣF=-(k1+k2)·x 

Συνεπώς το σώµα εκτελεί ΑΑΤ µε περίοδο: 

πππ 2,0
7030

1
22

21

1 =
+

=
+

= s
kk

m
T  s 

iii)  Το σύστηµα των δύο σωµάτων εκτελεί ΑΑΤ, γύρω από µια νέα θέση ισορροπίας, για την οποία ι-

σχύει: 

→=⋅+−+→=Σ 0)(0 2121 ηµϕελελ gmmFFF ΄΄

x  

mm
kk

gmm
07,0

7030
2

110)4,01()(

21

21 =
+

⋅⋅+
=

+

⋅+
=′∆

ηµϕ
l  

Με την ίδια συλλογιστική, όπως και πριν, βλέπουµε ότι τόσο είναι και το νέο πλάτος ταλάντωσης, 

Α1=7cm.  Συνεπώς η θέση Ρ, απέχει από τη θέση ισορροπίας κατά 

3,5cm και αν θεωρήσουµε θετική την φορά από το Α στο Β, x=-0,035m.  

Το Σ2 ισορροπεί στον άξονα y, συνεπώς για τις δυνάµεις που ασκούνται 

πάνω του έχουµε: 

w2=m2g= 4Ν, Ν=w2y=w2συνφ= N32  

Εξάλλου από το 2ος νόµο του Νεύτωνα, µε βάση το διπλανό σχήµα, 

παίρνουµε: 

ΣFx=m2·α ή Τ-m2gηµφ=m2·(-ω
2x) ή Τ= m2gηµφ-m2ω

2x  (2) 

Όπου Τ η στατική τριβή που ασκείται στο σώµα Σ2 και ω η νέα κυκλική συχνότητα, όπου λαµβάνο-

ντας υπόψη ότι η κίνηση του συστήµατος είναι ξανά ΑΑΤ µε σταθερά D=k1+k2,  έχουµε: 

srad
mm

kk
/

4,1

100

21

21 =
+

+
=ω  
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Έτσι από την (2) παίρνουµε: 

NNNxT 3)035,0(
4,1

100
4,02

1104,0m-gm 2
22 =−⋅⋅−⋅⋅== ωηµϕ  

 

Σχόλια: 

1) Το Σ2 εκτελεί ταλάντωση, συνεπώς πρέπει να δέχεται συνισταµένη δύναµη µε φορά προς την θέση ι-

σορροπίας. Αφού η συνιστώσα λοιπόν w2x έχει φορά προς το Α, η στατική τριβή έχει κατεύθυνση προς 

το Β, προς την θέση ισορροπίας, είναι δηλαδή οµόρροπη της ταχύτητας του σώµατος. 

2) Αν δεχτούµε ότι το σώµα Σ2 εκτελεί ΑΑΤ, θα µπορούσαµε να γράψουµε και: 

xDgmTxDFx 222 −=⋅−→−=Σ ηµϕ  …. 

όπου D2 η λεγόµενη σταθερά επαναφοράς του σώµατος m2 ίση µε D2=m2ω
2. 

 

dmargaris@sch.gr 
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Μια περιστροφή και µια α.α.τ. 

Η ράβδος ΑΓ έχει µήκος 3m, µάζα Μ=10kg και µπορεί να στρέφεται σε 

κατακόρυφο επίπεδο, αρθρωµένη στο άκρο της Α. Η ράβδος ισορροπεί 

οριζόντια, µε το άλλο της άκρο Γ, δεµένο µέσω κατακόρυφου νήµατος, µε 

σώµα Σ µάζας m=5kg, το οποίο ηρεµεί στο κάτω άκρο κατακόρυφου 

ελατηρίου. Το ελατήριο έχει φυσικό µήκος 1m και σταθερά 200Ν/m. 

i) Πόση δύναµη δέχεται η ράβδος στο σηµείο Α και πόσο είναι στην 

ισορροπία το µήκος του ελατηρίου; 

ii) Σε µια στιγµή t=0, κόβουµε το νήµα που συνδέει το σώµα Σ µε τη ράβδο, οπότε το Σ εκτελεί α.α.τ. ενώ 

η ράβδος στρέφεται γύρω από το άκρο της Α. Να βρείτε:  

α) Την ενέργεια ταλάντωσης του σώµατος Σ,  

β) Την αρχική επιτάχυνση (για t=0) τόσο του σώµατος Σ, όσο και του σηµείου Γ της ράβδου. 

γ) Την µέγιστη ταχύτητα του σώµατος Σ και την µέγιστη ταχύτητα του σηµείου Γ. 

∆ίνονται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της Ιcm = ml2/12 , π2
≈10, g=10m/s2 ενώ δεν 

αναπτύσσονται τριβές στην άρθρωση στο άκρο Α κατά την πτώση της ράβδου. 

Απάντηση: 

i) Στο διπλανό σχήµα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις 

που ασκούνται σε ράβδο-σώµα Σ, όπου Τ= Τ΄ η 

τάση του νήµατος και F δύναµη που ασκείται στη 

ράβδο από την άρθρωση, η οποία έχει σχεδιαστεί 

κατακόρυφη.  

Αυτό συµβαίνει αφού η ράβδος ισορροπεί και δεν υπάρχει καµιά άλλη οριζόντια δύναµη, οπότε αφού 

ΣFx=0 → Fx=0.   Εξάλλου ΣFy=0 → F+Τ-Μg=0 → F+Τ=Μg (1) 

Από την ισορροπία της ράβδου έχουµε: ΣτΓ=0 → 0 50
2 2

Mg
w F F N⋅ − ⋅ = → = =

l
l  

Οπότε από την σχέση (1) Τ=Μg-F=100Ν-50Ν=50Ν. 

Αλλά και το σώµα Σ ισορροπεί, συνεπώς ΣF=0 → Fελ-Τ΄-mg=0 →k∆ l =mg+Τ΄ →  

5 10 50
0,5

200

mg T
m m

k

+ ⋅ +
∆ = = =l  

 Συνεπώς το µήκος του ελατηρίου είναι l = 0 1 0,5 1,5m m m+ ∆ = + =l l  

ii)  Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η θέση ισορροπίας και το φυσικό µήκος του ελατηρίου.  

Στην θέση ισορροπίας: 

ΣF=0 → Fελ-mg=0 → 1

5 10
0,25

200

mg
m m

k

⋅
∆ = = =l  
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α)  Αλλά η αρχική θέση, από την οποία ξεκινά την ταλάντωσή του το σώµα Σ, είναι ακραία θέση της 

ταλάντωσης, θέση πλάτους, οπότε Α=∆l -∆l 1=0,25m και η ενέργεια ταλάντωσής του είναι: 

Ε= ½ k∆l 2= ½ 200·0,252J=6,25J. 

β)  Μόλις κόψουµε το νήµα, το σώµα Σ αποκτά επιτάχυνση µε φορά προς τα πάνω και µέτρο: 

ΣF=mα → 2 2 2200 0,5
/ 10 / 10 /

5

F mg k
a g m s m s m s

m m
ελ − ∆ ⋅

= = = = − =
l

 

Εξάλλου για την στροφική κίνηση της ράβδου έχουµε (η φορά περιστροφής των δεικτών του 

ρολογιού θετική): 

Στ=Ι·αγων → 
2

21 3

2 12 4 2

g
Mg M M a aγων γων

 
⋅ = + ⋅ → = 

 

l l
l

l
 

Οπότε η επιτάχυνση του άκρου Γ είναι αΓ=αγων· l = 
3

2

g
=15m/s2. 

γ) Η µέγιστη ταχύτητα του Σ είναι ίση µε τη µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσής του: 

υmαx=ω·Α= 
200

0,25 / /
5 2

k
A m s m s

m

π
= ⋅ ≈  

Η ράβδος επιταχύνεται στροφικά εξαιτίας της ροπής του βάρους, 

µέχρι να γίνει κατακόρυφη, αφού µετά η ασκούµενη ροπή θα την 

επιβραδύνει (στην περίπτωσή µας βέβαια πρόκειται να κτυπήσει 

και στον κατακόρυφο τοίχο, οπότε…). Παίρνουµε την Α∆ΜΕ για 

την περιστροφή της ράβδου, από την αρχική θέση, µέχρι την 

στιγµή που θα γίνει κατακόρυφη και έχουµε: 

Καρχ+Uαρχ=Κτελ+Uτελ 

2
2 2 21 1 1 3

2 2 2 2 12 4

g
Mg I Mg M Mω ω ω

 
= → = + → = 

 

l l l
l

l
 

Οπότε και υΓ=ω· l = 3 3 10 3 / 3g m s π= ⋅ ⋅ ≈l m/s. 

dmargaris@sch.gr 
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Μια ταλάντωση σώµατος σε πλάγια σανίδα. 

Η σανίδα του σχήµατος, µήκους 2m και µάζας Μ=4kg, έχει αρθρωθεί 

στο άκρο της Α, ενώ το άλλο της άκρο Β είναι δεµένο µε κατακόρυφο 

νήµα και ισορροπεί σχηµατίζοντας γωνία θ µε την οριζόντια διεύθυνση, 

όπου ηµθ=0,6. Πάνω στη σανίδα, δεµένο στο άκρο ελατηρίου σταθεράς 

k=20Ν/m, ο άξονας του οποίου είναι παράλληλος µε τη ράβδο, ισορρο-

πεί ένα σώµα Σ, αµελητέων διαστάσεων, µάζας m=2kg. Η θέση ισορρο-

πίας του σώµατος Σ είναι το µέσον Ο της σανίδας. 

i)   Να βρεθεί το µέτρο της τάσης του νήµατος. 

ii)  Μετακινούµε το σώµα Σ, προς τα πάνω κατά µήκος της σανίδας, κατά 0,2m και σε µια στιγµή που θε-

ωρούµε t=0, το αφήνουµε να κινηθεί. 

α)  Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ. 

β)  Θεωρώντας θετική την αρχική αποµάκρυνση, να γράψετε την εξίσωση της ταχύτητας του Σ σε συ-

νάρτηση µε το χρόνο.  

γ)  Να βρεθεί η εξίσωση της τάσης του νήµατος σε συνάρτηση µε το χρόνο και να γίνει η γραφική της 

παράσταση. 

δ)  Να υπολογιστούν οι ρυθµοί µεταβολής της ορµής και της κινητικής ενέργειας του σώµατος Σ, τη 

χρονική στιγµή t1=0,5s. 

∆ίνονται π2
≈10 και g=10m/s2. 

Απάντηση: 

 Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα Σ, φαίνονται στο διπλανό σχήµα. Το 

σώµα ισορροπεί, οπότε: 

Ν=mg·συνθ και Fελ=mg·ηµθ → k∆ℓ=mg·ηµθ. (1) 

i) Στη σανίδα ασκούνται οι δυνάµεις που φαίνονται στο κάτω σχήµα, ό-

που Ν΄η αντίδραση της Ν, µε µέτρο Ν΄= mg·συνθ=2·10·0,8Ν=16Ν. 

Η σανίδα ισορροπεί, οπότε ΣF=0 και ΣτΑ=0 →  

0
22

=⋅−′−⋅⋅ συνθσυνθ
ll

l MgNT  → 

Τ·συνθ= ½ Ν΄+ ½ Μg·συνθ= ½ ·16Ν+ ½  4·10·0,8Ν=24Ν.→ Τ=30Ν. 

ii)  α) Έστω το σώµα Σ, σε αποµάκρυνση x από την θέση ισορροπίας. Για 

την συνισταµένη δύναµη στη διεύθυνση x (παράλληλη στη σανίδα) 

έχουµε: 

ΣFx=Fελ-w1x= k(∆ l -x)-mgηµθ= k∆ l -kx-mg·ηµθ kxFx −=Σ→ )1(  

  Συνεπώς το σώµα εκτελεί ΑΑΤ και επειδή ξεκινά µε µηδενική ταχύτητα 

από αποµάκρυνση 0,2m, το πλάτος της ταλάντωσης αυτής θα είναι 
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Α=0,2m. 

β) Το σώµα ξεκινά την ταλάντωσή του από την ακραία θετική αποµάκρυνση, συνεπώς η εξίσωση της 

αποµάκρυνσης είναι x=Αηµ(ωt+φ0) όπου για t=0, x=+Α, άρα φ0= )
2

π
 και srad

m

k
/

2

20
==ω → 

ω=π, οπότε x=0,2·ηµ(πt+π/2) οπότε υ=ωΑ·συν(πt+π/2) =0,2π·συν(πt+ )
2

π
 µονάδες S.Ι. 

γ) Η σανίδα ισορροπεί, οπότε ξανά ΣτΑ=0 → 0
22

=⋅−







+′−⋅⋅ συνθσυνθ

ll
l MgxNT → 

Τ·2·0,8=16·1+16·0,2·ηµ(πt+ )
2

π
+4·10·1·0,8 → Τ=30 +2· ηµ(πt+ )

2

π
 ή 

Τ= 30 +2·συνπt   (µονάδες στο S.Ι.) 

Η αντίστοιχη γραφική παράσταση είναι: 

 

δ) Η περίοδος ταλάντωσης είναι sT 2
2

==
ω

π
, συνεπώς τη στιγµή t1=0,5s= ¼ Τ το σώµα περνά από την 

θέση ισορροπίας του, όπου ΣF=0. Οπότε έχουµε: 

0=Σ= F
dt

dP
 αλλά και 0=⋅⋅Σ= συναυF

dt

dK
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→
TΣ

θ

Μια ταλάντωση µε κρούση  σε κεκλιµένο επίπεδο. 

Ένα σώµα Σ1 µάζας m1=2kg ισορροπεί όπως στο σχήµα, όπου η τάση 

του νήµατος έχει µέτρο Τ=50Ν. ∆ίνονται ακόµη η σταθερά του ελατηρί-

ου k=200Ν/m, το κεκλιµένο επίπεδο είναι λείο µε κλίση θ=30°, το νήµα 

είναι παράλληλο προς το επίπεδο και g=10m/s2. 

Σε µια στιγµή κόβουµε το νήµα και το σώµα κινείται. 

i) Να αποδείξτε ότι η κίνηση του σώµατος είναι ΑΑΤ. 

ii)  Να βρεθεί το πλάτος και η ενέργεια ταλάντωσης. 

iii)  Αφού το σώµα συµπιέσει το ελατήριο, κινείται προς τα πάνω. Τη στιγµή που απέχει d=10cm από την 

αρχική του θέση, συγκρούεται κεντρικά και πλαστικά µε ένα άλλο σώµα Σ2, µάζας m2=3kg, το οποίο 

κατέρχεται κατά µήκος του επιπέδου. Το συσσωµάτωµα αµέσως µετά την κρούση έχει µηδενική τα-

χύτητα. 

α) Ποια η ταχύτητα  του Σ2, ελάχιστα πριν την κρούση; 

β) Να βρεθεί το πλάτος της ταλάντωσης που θα πραγµατοποιήσει το συσσωµάτωµα. 

Απάντηση: 

i) Μόλις κοπεί το νήµα το σώµα θα κινηθεί προς 

τα κάτω και θα ταλαντωθεί γύρω από την θέση 

ισορροπίας για την οποία: 

ΣF=0 ή wx=Fελ → 

m1gηµθ= k·x1  (1) 

όπου x1 η συσπείρωση του ελατηρίου 

Παίρνουµε το σώµα σε µια τυχαία θέση η οποία 

απέχει κατά x από τη θέση ισορροπίας: 

ΣF=wx-Fελ= m1gηµθ-k(x1+x) → 

ΣF= m1gηµθ-kx1-kx 

kxF)1(
−=→ Σ  

Άρα το σώµα θα εκτελέσει ΑΑΤ µε σταθερά 

D=k. 

ii)  Στην αρχική θέση, πριν να κοπεί το νήµα, το 

σώµα ισορροπεί, άρα: 

ΣF=0 ή ΣFx=0 ή Τ=m1gηµθ+k·∆ℓ → 

m
200

2

1
10250

k

gmT 1
⋅⋅−

=
−

=
ηµθ

∆ℓ =0,2m 

Ενώ από την εξίσωση (1) έχουµε: m05,0m
200

2

1
102

k

gm
x 1

1 =
⋅⋅

==
ηµθ

 

→
T

θ

ℓ 0

∆ℓ

x

x1

d

→
w

→
w

→
w→

F

y

x
ελ

→
Ν

→
wy

→
wx

→
Ν

→
Fελ

→
Fελ

→
wx

Τ.Θ
.

Θ.
Ι.
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→
wx

→
Fελ

Μόλις κοπεί το νήµα το σώµα θα αρχίσει την ταλάντωσή του χωρίς να έχει ταχύτητα, συνεπώς αυτή εί-

ναι ακραία θέση, άρα Α=∆ℓ+x1= 0,2m+0,05m=0,25m. 

Αντίστοιχα η ενέργεια ταλάντωσης θα είναι:  Ε= ½ kΑ2 = ½ 200·0,252J=6,25J. 

iii)  Η ενέργεια ταλάντωσης του σώµατος Σ παραµένει σταθερή Κ+U=Ετ ή 

22
2

2
11 kA

2

1
kx

2

1
m

2

1
=+υ  

όπου x2 η αποµάκρυνσή του x2=Α-d=0,25m-0,1m=0,15m και υ1 η ταχύτητά του ελάχιστα πριν την κρού-

ση. 

s/m2)15,025,0(
2

200
)xA(

m

k 222
2

2

1
1 =−=−=υ  

α) Εφαρµόζουµε για την κρούση την Α∆Ο και έχουµε: 

ά
PP µετπριν

��
=  ή 

θεωρώντας την προς τα πάνω κατεύθυνση σαν θετική: 

m1·υ1-m2·V= 0 ή V=4/3m/s 

όπου V η ταχύτητα του δεύτερου σώµατος Σ2 µε φορά προς τα κάτω. 

β) Το συσσωµάτωµα θα εκτελέσει ταλάντωση, γύρω από µια νέα θέση 

ισορροπίας, για την οποία ΣF=0 ή 

Fελ=(m1+m2)g·ηµθ ή 

k∆ℓ1= (m1+m2)g·ηµθ → 

m125,0m
200

2

1
50

k

g)mm( 21
1 =

⋅
=

+
=

ηµθ
∆ℓ  

όπου ∆ℓ1 η συσπείρωση του ελατηρίου. 

Αλλά τη στιγµή της κρούσης το συσσωµάτωµα βρίσκεται σε απόσταση d=0,1m από την αρχική θέση 

συνεπώς το ελατήριο είχε επιµήκυνση d1=∆ℓ-d=0,2m-0,1m=0,1m και η θέση αυτή (ακραία θέση για 

την νέα ταλάντωση) απέχει κατά Α1= d1+∆ℓ1=0,1m+0,125m=0,225m από την νέα θέση ισορροπίας. 

Βλέπουµε δηλαδή ότι Α1=22,5cm. 
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Δυο σώματα, δύο ελατήρια, μια πλαστική 

κρούση και ένα κύμα 

Οι σταθερές των δύο ελατηρίων του σχήματος 

είναι k1= 100 N/m και k2 = 300 N/m, ενώ οι μάζες 

των σωμάτων Σ1 και Σ2 είναι m1 = 1 kgr και m2 = 

3 kgr, αντίστοιχα. 

 Αρχικά, τα σώματα Σ1 και Σ2 ισορροπούν 

εφαπτόμενα στη θέση Ι χωρίς να ασκούν 

δύναμη το ένα στο άλλο. Στο Σ1 είναι 

στερεωμένο ένα τεντωμένο οριζόντιο σχοινί Οx 

μεγάλου μήκους. Η ακλόνητα στηριγμένη 

κατακόρυφη ράβδος ΑΒ και οι δακτύλιοι δ1 και 

δ2 που είναι περασμένοι σ’ αυτήν και είναι 

στερεωμένοι στα σώματα, χρησιμεύουν στο να 

εξουδετερώνεται η τάση του σχοινιού και οι άξονες των δύο ελατηρίων να διατηρούνται 

κατακόρυφοι.  

Απομακρύνουμε προς τα κάτω το Σ2 κατά 20 cm και το αφήνουμε ελεύθερο να κινηθεί. 

Ανέρχεται, και στη θέση Ι συγκρούεται πλαστικά με το Σ1. Το συσσωμάτωμα που 

προκύπτει αρχίζει να ταλαντώνεται παρασύροντας το άκρο Ο του σχοινιού σε μια 

παρόμοια κίνηση. Έτσι, πάνω στο σχοινί ξεκινάει η διάδοση ενός εγκάρσιου κύματος με 

ταχύτητα 10 cm/s. 

Α. Να αποδείξετε η ταλάντωση του συσσωματώματος είναι απλή αρμονική με σταθερά 

επαναφοράς  D = k1 + k2 . 

Β. Να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του συσσωματώματος και να γράψετε τη 

σχέση της απομάκρυνσής του σε συνάρτηση με το χρόνο.               (0,15 m,  ψ=0,15ημ10t) 

Γ. Να υπολογίσετε το μήκος κύματος λ του κύματος που δημιουργείται στο σχοινί και να 

γράψετε την εξίσωση αυτού του κύματος.                          (0,02π m, ψ= 0,15ημ(10t – 100x) 

Δ. Τι ταχύτητα έχει τη χρονική στιγμή t = 2 s ένα σημείο E του σχοινιού το οποίο απέχει x 

= 20 cm από την αρχή Ο του σχοινιού;                                                                              (μηδέν) 

E. Να σχεδιάσετε το στιγμιότυπο του κύματος τη χρονική στιγμή t1 = π sec.   

                                                                                                                         (πέντε πλήρη κύματα) 

Ως αρχή μέτρησης των χρόνων (t= 0) να θεωρήσετε τη στιγμή που αρχίζει η ταλάντωση 

του συσσωματώματος. Τριβές δεν υπάρχουν, οι άξονες των ελατηρίων συμπίπτουν, και 

οι δακτύλιοι έχουν αμελητέα μάζα. Θετική φορά θεωρείστε την προς τα πάνω. 

 

    

Τάσος Τζανόπουλος                                                                                                         

 

Α 

Β 

δ1 

δ2 Σ2 

k1,    

ℓo1+ Δℓ1 

I 

Σ1 

k2,  

ℓo2-Δℓ2 

m1 

m2 
O x 

http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com/
http://httpmyphysics.blogspot.com
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Α. Επειδή αρχικά τα δύο σώματα 

ισορροπούν στη θέση Ι χωρίς να 

ασκούν δυνάμεις το ένα στο άλλο, 

είναι φανερό ότι στη θέση αυτή 

(σχήμα 1α ) τα βάρη τους 

εξουδετερώνονται από τις δυνάμεις 

των ελατηρίων, δηλαδή ισχύει 

k1Δℓ1 + k2Δℓ2 = m1g + m2g   (1) 

και αφού αμέσως μετά την κρούση 

οι δυνάμεις αυτές δεν αλλάζουν, η 

θέση Ι θα εξακολουθήσει να είναι 

θέση ισορροπίας, της ταλάντωσης 

του συσσωματώματος αυτή τη 

φορά. 

Μετά την κρούση το συσσωμάτωμα 

θα ξεκινήσει να ταλαντώνεται. Για το είδος της ταλάντωσης που θα κάνει, έχουμε 

να παρατηρήσουμε τα εξής: 

1. Έστω Τ μια τυχαία θέση του συσσωματώματος λίγο πάνω από τη θέση 

ισορροπίας Ι, σχήμα 1β, σε απομάκρυνση ψ από τη θέση ισορροπίας. Οι δυνάμεις 

που ασκούνται στη θέση αυτή στο συσσωμάτωμα είναι το βάρος του   (=m1g + 

m2g) και οι δυνάμεις από τα δύο ελατήρια με φορά προς τα πάνω και με μέτρα F1 =  

k1(Δℓ1 - ψ), από το πάνω ελατήριο, και F2 =  k2(Δℓ2 - ψ), από το κάτω (όπως 

φαίνεται στο σχήμα 1β οι παραμορφώσεις και των δύο ελατηρίων είναι μειωμένες 

κατά ψ). Είναι φανερό ότι η συνισταμένη των δυνάμεων που ενεργούν στο σώμα 

στη θέση Τ έχει φορά προς τη θέση ισορροπίας, είναι δηλαδή αντίρροπη με την 

απομάκρυνση ψ και επομένως είναι δύναμη επαναφοράς.  

2. Αν θεωρήσουμε θετικές τις δυνάμεις που έχουν ίδια φορά με την απομάκρυνση 

ψ, η αλγεβρική τιμή της συνισταμένης δύναμης στην τυχαία θέση δίνεται από τη 

σχέση:   

 

                    1 1 2 2 1 2 ( ) ( ) –F k k m g m g                                 (2) 

 

Η σχέση (2), σε συνδυασμό με την (1) δίνει: 1 2( ) .F k k x     

Οπότε το μέτρο της συνισταμένης δύναμης είναι ανάλογο με το μέτρο της 

απομάκρυνσης.  

Για τους δυο παραπάνω λόγους η κίνηση του σώματος είναι α.α.τ. με σταθερά 

επαναφοράς D = k1 +k2.  

m1 g 

(α) 

k2,      

ℓo2-Δℓ2 

k1, 

ℓo1+Δℓ1 

Δℓ2 k2 Δℓ2 

m2 g 

Φ2 

Ι Ι 

Φ1 

Δℓ1 k1Δℓ1 

Σχήμα 1 

(β) 

k2,      

ℓo2-Δℓ2 

k1, 

ℓo1+Δℓ1 

Δℓ2 

Φ2 

Ι Ι 

Φ1 

Δℓ1 
k1(Δℓ1-ψ) 

ψ 

k2 (Δℓ2-ψ) 

m2 g 

m1 g 
Τ Τ 
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Β. Ας πάμε τώρα λίγο πίσω, πριν την κρούση των δύο σωμάτων, συγκεκριμένα τη 

στιγμή που έχοντας απομακρύνει προς τα κάτω το σώμα Σ2 το αφήνουμε ελεύθερο. 

Ως γνωστό ένα σύστημα ελατήριο – σώμα αποτελεί ένα αρμονικό  ταλαντωτή, έτσι το 

Σ2 θα ξεκινήσει μια α.α.τ. με θέση ισορροπίας τη θέση όπου αρχικά ηρεμούσε, 

δηλαδή τη Ι. Θα εκτελέσει όμως μόνο ένα κλάσμα της ταλάντωσής του, αφού στη 

θέση Ι θα συγκρουστεί πλαστικά με το Σ1. Στη θέση αυτή έρχεται με ταχύτητα ίση με 

τη μέγιστη ταχύτητα της ανολοκλήρωτης ταλάντωσής του, δηλαδή    

                     2
2 2

2

300 /
0,2 2 /

3

k N m
A A m m s

m kgr
       

Με εφαρμογή της Α.Δ.Ο, στην πλαστική κρούση που ακολουθεί, θα υπολογίσουμε 

την αρχική ταχύτητα με την οποία ξεκινά την ταλάντωσή του το συσσωμάτωμα: 

                                             

2 2 1 2( )

3 2 / 4

1,5 /

m m m V

kgr m s kgr V

V m s

  

   

 

 

Αυτή είναι και η μέγιστη ταχύτητα της ταλάντωσης του συσσωματώματος. Το πλάτος 

της ταλάντωσής του μπορεί εύκολα να υπολογιστεί με εφαρμογή ξανά της σχέσης 

που συνδέει πλάτος ταλάντωσης με πλάτος ταχύτητας, δηλαδή της σχέσης  

V A   . 

 Είναι  1,5 /V m s και 1 2

1 2

400 /
10 /

4

k k N m
rad s

m m kgr



  


 

                                       Άρα 0,15
V

A m


   

Επειδή το συσσωμάτωμα ξεκινάει από τη θέση ισορροπίας κινούμενο προς τα πάνω 

(θετική φορά) η αρχική φάση της ταλάντωσής του είναι μηδέν. Άρα η ζητούμενη 

εξίσωση είναι 

                                                   0,15 10t   

 Γ.  Η συχνότητα ταλάντωσης του άκρου Ο του σχοινιού είναι  

                                            
5 /

2
f Hz




 
 

Το μήκος κύματος λ θα υπολογιστεί από τη θεμελιώδη εξίσωση της κυματικής 

                                                            f    

Δηλαδή:                           
0,1 /

( 505 / ) /

m s

f s
m
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Η εξίσωση του παραγόμενου αρμονικού κύματος είναι:       

                            2 ( ) 0,15 2
/ 5 / 50

t x t x
A

T
    

  

 
    

 
 

                                         ή   0,15 (10 100 )t x    

Δ. Η εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης των σημείων του σχοινιού, εφόσον έχει 

φτάσει το κύμα σ’ αυτά,  παρέχεται από τη σχέση: 

                                             (10 100 )A t x  
 

Τη στιγμή 2 sec το κύμα έχει φτάσει ως τη θέση x  t 10cm / s 2s = 20cm   , 

δηλαδή ως το Ε. Άρα: 

                                         

. 1,5 (10 100 )

1,5 (10 2 100 0,2)

1,5 /

A

m s

t x 



 

   



 

Ε.  Ως τη χρονική στιγμή t1 = π sec το συσσωμάτωμα θα έχει κάνει  t1 /T =  5 πλήρεις 

ταλαντώσεις και θα έχουν δημιουργηθεί 5 πλήρη κύματα, που θα έχουν διαδοθεί ως 

τη θέση 

                                     1x  t (0,1 / ) ( sec) 0,1m s m      .  

Η εξίσωση του στιγμιότυπου τη στιγμή  t1 = π sec είναι:  

                                          0,15 (10 100 )x     

Θέτοντας x = 0, λ/4,  και υt1, στην παραπάνω σχέση, βρίσκουμε ψ = 0, -0,15 m,  και 

0, αντίστοιχα. Έτσι καταλήγουμε στην πιο κάτω γραφική παράσταση. 
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Ευθύγραμμη ομαλα μεταβαλλόμενη κίνηση αντιμέτωπη με αρμονικά 

μεταβαλλόμενη κίνηση. 

Στο χώρο, όπου βρίσκονται τα σώματα του σχήματος, υπάρχει ομογενές ηλεκτρικό 

πεδίο έντασης Ε. Το σφαιρίδιο Σ2 είναι ηλεκτρικά φορτισμένο με φορτίο q και αρχικά 

το συγκρατούμε ακίνητο σε απόσταση ℓ από το αφόρτιστο σώμα Σ1, που ισορροπεί 

στερεωμένο στο αριστερό άκρο ενός οριζόντιου ελατηρίου όπως στο σχήμα. Το 

οριζόντιο δάπεδο είναι λείο.  

Μετακινούμε το Σ1 προς τα δεξιά κατά x1 = 0,2 m και το αφήνουμε ελεύθερο. Την 

ίδια στιγμή αφήνουμε ελεύθερο και το Σ2.  

Α. Να υπολογίσετε την απόσταση ℓ ώστε η συνάντηση των σωμάτων να γίνει στη 

θέση ισορροπίας του Σ1. 

Β. Αν δίνεται ότι μετά την κρούση τα δύο σώματα ξαναγυρίζουν στις αρχικές τους 

θέσεις με μηδενικές ταχύτητες, να υπολογίσετε την m2.  

Γ. Να εξηγήσετε ότι η κρούση των σωμάτων είναι  ελαστική και να δείξετε ότι θα 

φτάσουν στις αρχικές τους θέσεις ταυτόχρονα. 

Δ. Αν σε ένα ιδανικό κύκλωμα LC το μέγιστο φορτίο του πυκνωτή είναι ίσο με το 

φορτίο του Σ2 και η περίοδος της ταλάντωσής του είναι ίση με το χρονικό διάστημα 

από την έναρξη της κίνησης των δύο σωμάτων μέχρι την επιστροφή τους στην αρχική 

τους θέση, να υπολογίσετε το πλάτος της έντασης  του ρεύματος που το διαρρέει. 

Δίνονται: q/m2 = 10
-4

 Cb/kgr,  m1= 1 kgr, k = 100 N/m,  E = 10
5
 N/Cb, η σχέση   

Fηλ = Eq και ότι η κρούση είναι μετωπική αμελητέας χρονικής διάρκειας. 

Θεωρείστε π
2
 =10.  
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ΛΥΣΗ  

Α. Όταν αφήσουμε ελεύθερο το σώμα Σ1 θα κάνει τμήμα απλής αρμονικής 

ταλάντωσης, με σταθερά επαναφοράς D = k και πλάτος Α = x1.  Για να φτάσει από το 

σημείο που το αφήσαμε στη θέση ισορροπίας του, για να διανύσει δηλαδή τη 

διαδρομή x1, χρειάζεται χρόνο 

                                              12
sec

4 4 20

T m
t

k

 
      

Στον ίδιο χρόνο το σώμα Σ2 πρέπει να διανύσει το διάστημα ℓ. Η κίνησή του είναι 

ομαλά επιταχυνόμενη, χωρίς αρχική ταχύτητα, με επιτάχυνση  

5 4
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2 2 2

(10 / )(10 / ) 10
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Β. Για να ξαναγυρίσουν τα δύο σώματα στην αρχική 

τους θέση πρέπει αμέσως μετά την κρούση να έχουν 

ταχύτητες αντίθετες  αυτών που είχαν αμέσως πριν την 

κρούση. Η ταχύτητα με την οποία το Σ1 φτάνει στη 

θέση ισορροπίας του είναι η μέγιστη ταχύτητα της 

ταλάντωσής του, δηλαδή 

 

1 1 1

1

100 /
   (0, 2 / se) c2

1

k N m
A x x m

m kg
m

r
        

Η ταχύτητα με την οποία το Σ2 φτάνει στο ίδιο σημείο είναι  

2

2 (10 / ) sec
20

/
2

t m s m s 


    

Με εφαρμογή της Α.Δ.Ο για την κρούση των σωμάτων και θεωρώντας την προς τα 

δεξιά κατεύθυνση θετική, προκύπτει η σχέση 

1 1 2 2 1 1 2 2m m m m         

Εξηγήσαμε πριν ότι οι ταχύτητες υ1΄ και υ2΄ πρέπει να έχουν ίσα μέτρα με τις υ1 και 

υ2, δηλαδή 1 1 2 2και      . Άρα η παραπάνω σχέση γίνεται  

Μετά 

Πριν 

m2 m1 

2 

 

1 
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2 2 1 12 2m m   

Κι επομένως  

1
2 1

2

2 /
1

m s
m m kgr




 

/
2

m s


4
kgr


  

Γ. Επειδή κατά την κρούση οι ταχύτητες των δύο σωμάτων αντιστρέφονται 

διατηρώντας το μέτρο τους, η κινητική ενέργεια κάθε σώματος, επομένως και του 

συστήματος δε μεταβάλλεται.  Άρα η κρούση είναι ελαστική.  

Μετά την κρούση η ταχύτητα του Σ1 θα γίνει μηδέν στη θέση x1 μετά από χρόνο Τ/4. 

Στον ίδιο χρόνο η ταχύτητα του Σ2 θα είναι 

2

2 2 / (10 / ) 0
4 2 20

m s m s s
 

  
     , και θα έχει διανύσει διαδρομή 

 
22 2

2

2

1 1
/ 10 /

4 2 4 2 20 2 20 80

1

8
s m s s m s s m m

   
 

                  
      

. 

Άρα μετά την κρούση το σώμα Σ2 φτάνει στην αρχική του θέση, ταυτόχρονα με το Σ1,  

με ταχύτητα μηδέν. 

Δ. Δίνεται ότι q/m2 = 10
-4

 Cb/kgr και έχουμε βρει ότι m2 = 4/π kgr, άρα q = (4/π)10
-4

 

Cb. Επίσης, το χρονικό διάστημα από την έναρξη της κίνησης των δύο σωμάτων 

μέχρι την επιστροφή τους στην αρχική τους θέση ισούται με 2Τ/4 = π/10 sec.  

Άρα, σύμφωνα με την εκφώνηση, το μέγιστο φορτίο του πυκνωτή στο κύκλωμα LC 

είναι ίσο με QC  = (4/π)10
-4

 Cb και η περίοδος του κυκλώματος ίση με 

 2π /10secLC LC    , απ’  όπου 
1

sec
20

LC    

Με εφαρμογή της Α.Δ.Εταλ για το ηλεκτρικό κύκλωμα προκύπτει η σχέση 

2 3
2 41 1 (4 / )10

2 2 (1/ 20)

8
10
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ALI I

C LC






    

 

 

Τάσος Τζανόπουλος                                                                                                         

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Η Άσκηση είναι παραλλαγή της 1.47 σελ.40 του σχολικού βιβλίου. 
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