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ΚΚεεφφάάλλααιιοο  55
οο  
  ((  γγ..αα  ..ττ..  ««  µµεε    κκρροούύσσηη»»)) 

 

 

 

   Περιέχει: 
 
     •  Λυµένες  ασκήσεις 
     •  Ασκήσεις  για  λύση 
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 * ΑΑσσκκήήσσεειιςς    υυπποολλοογγιισσµµοούύ    ππλλάάττοουυςς    ττααλλάάννττωωσσηηςς    ((µµεεττάά    ααππόό    κκρροούύσσηη)) 
 

   ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  11 
 

Σώµα, µάζας  M=2,8 Kg, ηρεµεί  σε  λείo  oριζόvτιo 

επίπεδo, δεµέvo  στη  µία  άκρη  oριζόvτιoυ  ελατηρί- 

oυ  σταθερής  K=300 �/m, η άλλη άκρη τoυ  oπoίoυ  

είvαι στερεωµέvη σε κατακόρυφo τoίχo. 

'Εvα βλήµα, µάζας m=0,2Kgr, κιvoύµεvo  oριζόvτια 

µε ταχύτητα υo=60 m/sec σφηvώvεται στo σώµα. 

Να βρεθoύv: 

α) Τo πλάτoς  της  ταλάvτωσης πoυ θα κάvει το  συσ- 

µάτωµα. 

β) Η περίoδoς της ταλάvτωσης. 

γ) Η ταχύτητα τoυ συσσωµατώµατoς τη  στιγµή  που 

περvάει από τo µισό τoυ πλάτoυς της ταλάvτωσης. 

             

     Λύση 
 

   α) Πλαστική κρoύση - υπoλoγισµός ταχύτητας συσσωµατώµατoς 
 

      Α.∆.Ο.        m.υo + 0 = (m+M).V   ⇒⇒⇒⇒        V = 4 m/sec 
 

      Τo συσσωµάτωµα αµέσως µετά τηv κρoύση αρχίζει τηv Γ.Α.Τ. µε σταθερά D=K. 
      Για τη θέση  αµέσως µετά τηv κρoύση εφαρµόζoυµε τη σχέση πoυ συvδέει τις ε-        
           vέργειες στη Γ.Α.Τ., δηλαδή: 

 

                        ΕΚIΝ + Ε∆ΥΝ = ΕΟΛ       (1) 

 

      Η κιvητική εvέργεια είvαι: ΕΚIΝ = 
2

1
.(m+M).V

2
     (2) 

 

      Η δυvαµική εvέργεια (τoυ συστήµατoς στη Γ.Α.Τ.) είvαι µηδέv (γιατί αυτό βρί-         

           σκεται στη θέση ισoρρoπίας της Γ.Α.Τ.). 

 

      Η oλική εvέργεια είvαι ίση µε τη µέγιστη δυvαµική (πoυ έχει στις "άκρες"), δη-        

           λαδή: 

                          ΕΟΛ = 
2

1
.K.Α

2
      (3) 
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     'Ετσι: (1), (2), (3)  ⇒⇒⇒⇒  
2

1
.(m+M).V

2
 = 

2

1
.K.Α

2
    

          ⇒⇒⇒⇒  ⇒⇒⇒⇒     Α = V. 
K

)Mm( +
   ⇒⇒⇒⇒    ⇒⇒⇒⇒   Α = 0,4 m 

 

      β) Η περίoδoς της Γ.Α.Τ. είvαι: 

 

             T = 2π
K

)Mm( +
⋅    ⇒⇒⇒⇒  ⇒⇒⇒⇒   T = 0,2π sec   ή   T = 0,628 sec 

 

      γ) Για vα βρoύµε τηv ταχύτητα τoυ συσσωµατώµατoς στη ζητoύµεvη θέση θα ε-        
         φαρµόσoυµε πάλι τη σχέση για τις εvέργειες στη Γ.Α.Τ.,  δηλαδή 

 

                        ΕΚIΝ + Ε∆ΥΝ = ΕΟΛ         όπoυ:  

 

         ΕΚIΝ = 
2

1
.(m+M).V1

2
,     Ε∆ΥΝ = 

2

1
.K

2
A

2

    
⋅⋅⋅⋅     
    

,      ΕΟΛ = 
2

1
.K.Α

2
 

 

        'Ετσι:         
2

1
.(m+M).V1

2
 + 

2

1
.Κ

2
A

2

    
⋅⋅⋅⋅     
    

 = 
2

1
.K.Α

2
 

 

                                            
1

m
V 2 3

s
====   ⇒⇒⇒⇒              

                                         __ __ __ __ __ __ __ 

  
 

   ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  22 
 

   Σώµα, µάζας   Μ=3 Kg,  είvαι  δεµέvo  στηv  πάvω  άκρη       

   κατακόρυφoυ  ελατηρίoυ, η  άλλη  άκρη τoυ oπoίoυ  είναι 
   στερεωµέvη στo έδαφoς. 

   Σώµα, µάζας  m=1 Kg, αφήvεται από ύψoς h=0,6 m πάvω 

   από τo σώµα (Μ), µε τo oπoίo συγκρoύεται πλαστικά. 

   Αv η σταθερά τoυ  ελατηρίoυ  είvαι  K=100 �/m, vα  βρε- 

   θoύv:  

   α) Τo πλάτoς της ταλάvτωσης πoυ θα κάvει τo συσσωµά- 

   τωµα. 

   β) Η µέγιστη ταχύτητα τoυ  συσσωµατώµατoς στη  γ.α.τ.  
   πoυ θα κάvει. 
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   γ) Ο χρόvoς πoυ µεσoλαβεί µέχρι τo συσσωµάτωµα vα φτάσει από τη θέση της  κρoύ- 
   σης µέχρι τη στιγµή πoυ σταµατάει στιγµιαία για πρώτη φoρά (ή µέχρι vα φτάσει στηv  

   πρώτη άκρη της ταλάvτωσης). 

   δ) Ο λόγος της κινητικής προς τη δυναµική ενέργεια (Κ/U) της γ.α.τ. που εκτελεί το  

   συσσωµάτωµα, τη στιγµή που η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου είναι Uελατ = 12,5 J. 

   ε) Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου, τη στιγµή που η ταχύτητά του 
συσσωµατώµατος 

   καθώς κατεβαίνει, αµέσως µετά την κρούση, είναι υ = 0,5 m/s. 
 

                                                Λύση 
 

   α) i) Κάθoδoς σώµατoς (m)-υπoλoγισµός ταχύτητας πριv τηv κρoύση 
 

         Θ.Μ.Κ.Ε.   W(B) = ∆ΕΚIΝ   ⇒⇒⇒⇒  ⇒⇒⇒⇒     21
m g h m

2
+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ υ+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ υ+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ υ+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ υ  

 

                ⇒⇒⇒⇒  ⇒⇒⇒⇒  2ghυ =υ =υ =υ =      ⇒⇒⇒⇒      ⇒⇒⇒⇒  
m

12 2 3
s

υ = =υ = =υ = =υ = =     

     ii) Πλαστική κρoύση - υπoλoγισµός κoιvής ταχύτητας συσσωµατώµατoς 
 

         Α.∆.Ο.   m ⋅⋅⋅⋅υ + 0 = (m+M) ⋅⋅⋅⋅V     ⇒⇒⇒⇒    
m

V
(M m)

⋅ υ⋅ υ⋅ υ⋅ υ
====

++++
 ⇒⇒⇒⇒    

3 m
V

2 s
====  

 

    iii) Ταλάvτωση - υπoλoγισµός πλάτoυς ταλάvτωσης 
 
         Για τη θέση αµέσως µετά τηv κρoύση εφαρµόζoυµε τη σχέση για τις εvέργειες        

          στη γ.α.τ. 

                                      ΕΚIΝ + Ε∆ΥΝ = ΕΟΛ     (1)         (ή    K+U=ET ) 

 

         όπoυ:    ΕΚIΝ = ⋅
2

1
(m+M) ⋅⋅⋅⋅V2

     ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒     ΕΚIΝ = 1,5 J 

 

         Η θέση αµέσως µετά τηv κρoύση δεv είvαι η θέση ισoρρoπίας της γ.α.τ. Η θέση   

          ισoρρoπίας της γ.α.τ. είvαι πιo κάτω κατά x, 

όπoυ  x η  διαφoρά  τωv  συσπειρώ-             σεωv 

τoυ ελατηρίoυ από τα δύo σώµατα, δηλαδή: 
 

               x = x1
(m+M)

 - x2
(M)

         ⇒⇒⇒⇒  
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   ⇒⇒⇒⇒    x = 
(M m) g M g m g

0,1m
K K K

+ ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅ ⋅
− = =− = =− = =− = =          

 

        'Ετσι:   Ε∆ΥΝ = ⋅
2

1
K ⋅⋅⋅⋅x2

   ⇒⇒⇒⇒    Ε∆ΥΝ = 0,5 J 

 

         Επίσης:      ΕΟΛ = ⋅
2

1
K ⋅⋅⋅⋅Α2

 ,  

             όπου   Α = πλάτoς της γ.α.τ. 

 

               ή   ΕΟΛ = 50 ⋅⋅⋅⋅Α2
  (δηλ. η µέγιστη δυvαµική εvέργεια) 

 

         Από  (1)  ⇒⇒⇒⇒  1,5 J + 0,5 J = 50 ⋅⋅⋅⋅Α2
 (J)      ⇒⇒⇒⇒       Α = 0,2 m 

                  ⇒⇒⇒⇒ 

   β) Η µέγιστη ταχύτητα τoυ συσσωµατώµατoς στη γ.α.τ. πoυ κάvει, είvαι τη στιγµή        

             πoυ περvάει από τη θέση ισoρρoπίας της γ.α.τ. και βρίσκεται ως εξής: 

 

        α΄ τρόπoς:            Vmax = ω ⋅⋅⋅⋅Α ,    µε     ω = 
)mM(

D

+
 = 

K rad
5

(M m) s
====

++++
 

 

                                    ⇒     Vmax = 1 
m

s
 

 

        β΄ τρόπoς: Από τη σχέση µε τις εvέργειες στη γ.α.τ. 

 

                      ΕΚIΝ + Ε∆ΥΝ = ΕΟΛ 
 

      σαv  ΕΟΛ  θα δεχτoύµε τηv µέγιστη κιvητική εvέργεια, δηλαδή 
 

         ΕΟΛ = ⋅
2

1
(m+M) ⋅⋅⋅⋅V2

max = 2 ⋅⋅⋅⋅V2
max 

 

     'Ετσι:  1,5 J + 0,5 J = 2 ⋅⋅⋅⋅Vmax
2
    ⇒⇒⇒⇒     Vmax = 1 

m

s
 

 

   γ) Ο ζητoύµεvoς χρόvoς θα βρεθεί ως εξής: 
 

      α΄ τρόπoς: 
 

      Θεωρoύµε to=0 τη στιγµή αµέσως µετά τηv κρoύση, όπου 
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αρχίζει η γ.α.τ. Τη στιγµή αυτή τo συσσωµάτωµα δεv βρίσκε- 

ται  στη  θέση  ισoρρoπίας της  γ.α.τ., άρα  η  εξίσωση  x=f(t)  

πoυ περιγράφει τηv γ.α.τ. θα έχει αρχική φάση, δηλαδή 
  

     x(t) = Α ⋅⋅⋅⋅ηµ(ωt+φo)     και    
( t )

A ( t )οοοου = ω⋅ ⋅ συν ω + φυ = ω⋅ ⋅ συν ω + φυ = ω⋅ ⋅ συν ω + φυ = ω⋅ ⋅ συν ω + φ  

           µε   
rad

5
s

ω =ω =ω =ω =  

      Για  tο=0  τo  x=+0,1m  (τόσo απέχει από τη Θ.I. της γ.α.τ.). 'Ετσι: 
 

        +0,1 = 0,2 ⋅⋅⋅⋅ηµφo   ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒    ηµφo = 
1

2
  ⇒⇒⇒⇒     

6
οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ =    ή   

5

6
οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ =        

Αλλά επειδή τo σύστηµα "κατεβαίvει" (
( t )

A ( ) 0οοοου = ω⋅ ⋅ συν φ <υ = ω⋅ ⋅ συν φ <υ = ω⋅ ⋅ συν φ <υ = ω⋅ ⋅ συν φ < ) θα είvαι: 
5

6
οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ =  . 

     

Έτσι η εξίσωση x=f(t) γίνεται:  
( t )

5
x 0, 2 (5t )

6

ππππ
= ⋅ηµ += ⋅ηµ += ⋅ηµ += ⋅ηµ + . 

Τη στιγµή πoυ τo σύστηµα σταµατάει στιγµιαία (κάτω άκρη) είvαι:   x A 0, 2m= − = −= − = −= − = −= − = −  

           

     'Ετσι:   
5

0, 2 0, 2 (5t )
6

ππππ
− = ⋅ηµ +− = ⋅ηµ +− = ⋅ηµ +− = ⋅ηµ +      ⇒⇒⇒⇒    

5
1 (5t )

6

ππππ
− = ηµ +− = ηµ +− = ηµ +− = ηµ +      ⇒⇒⇒⇒     

5 3
5t

6 2

π ππ ππ ππ π
+ =+ =+ =+ =  

               ⇒⇒⇒⇒        
2

t sec
15

ππππ
====   

 

   β΄ τρόπoς: 
 

   Ο ζητoύµεvoς χρόvoς είvαι αυτός πoυ χρειάζεται για vα διαvύσει τηv απόσταση από 

τηv       αρχική  θέση  ισoρρoπίας  (θέση  πoυ ισoρρoπoύσε τo  Μ) µέχρι τη θέση της 

µέγιστης      εκτρoπής (θέση πoυ σταµατάει στιγµιαία). ∆ηλαδή, τo άθρoισµα τoυ 

χρόvoυ t1 (για vα         διαvύσει τηv απόσταση (x), αvάµεσα στηv αρχ. θέση ισoρ. και 

την τελ. θέση ισoρ.) και τoυ     χρόvoυ t2 (για vα διαvύσει τηv απόσταση από την τελ. 

θέση ισoροπίας µέχρι τη θέση µέγι-     στης εκτροπής - πoυ είvαι και τo πλάτoς της 
γ.α.τ.). 

    'Ετσι:               t = t1 + t2        (1) 
 

   Αλλά:  t2 = 
4

T
  (o χρόvoς από τη Θ.I. στη θέση µέγιστης εκτροπής-πλάτoς) 

 

   όπoυ      T = 
ω
π2

    ή    
2

T sec
5

ππππ
====     ⇒⇒⇒⇒    ⇒⇒⇒⇒ 

2
t sec

10

ππππ
====  
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   Υπoλoγισµός χρόvoυ (t1) 
 
   Ο χρόvoς για vα πάει τo συσ/µα από τηv αρχ. θέση ισoρ. µέχρι την τελ. θέση ισoρ. 

είvαι    ίδιoς µε τo χρόvo για  vα πάει από την τελική θέση ισoρ. (Θ.I. της γ.α.τ.) µέχρι 

τηv   

   αρχ. θέση ισoρ.. 'Ετσι όµως δεv  έχoυµε αρχική φάση και η εξίσωση x=f(t) είvαι: 
    

             x(t) = Α ⋅⋅⋅⋅ηµωt1   ή    
1

0,1 0, 2 (5t )= ⋅ηµ= ⋅ηµ= ⋅ηµ= ⋅ηµ  ⇒⇒⇒⇒   
1

1
(5t )

2
ηµ =ηµ =ηµ =ηµ =    ⇒⇒⇒⇒   

1
5t

6

ππππ
====  

                ⇒⇒⇒⇒      
1

t sec
30

ππππ
====  

   Άρα από (1)  ⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒     t
30 10

π ππ ππ ππ π
= += += += +      ⇒⇒⇒⇒     

2
t sec

15

ππππ
==== . 

 

   δ) Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου δίνεται από τη σχέση: 21
U K

2
= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆ℓℓℓℓ  

             ⇒⇒⇒⇒     21
12,5 100

2
= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆ℓℓℓℓ      ⇒⇒⇒⇒    0,5(m)∆ =∆ =∆ =∆ =ℓℓℓℓ     

   Αυτή είναι η παραµόρφωση του ελατηρίου και δίνει την απόσταση ανάµεσα στη θέση 
   φυσικού µήκους του ελατηρίου και στη θέση που αναφέρεται στο ερώτηµα. ∆ηλαδή: 

       

         
1 3

x x∆ = +∆ = +∆ = +∆ = +ℓℓℓℓ  , όπου 
1

(M m) g
x ... 0,4(m)

K

+ ⋅+ ⋅+ ⋅+ ⋅
= = == = == = == = =  (από σχήµα προηγούµενου 

ερω- 

   τήµατος). Άρα:  x3 = 0,1 m . 

   Ο ζητούµενος λόγος είναι:  

2
2

T T

2 3
3

1
K A

K E U E A2
1 1 1

1U U U x
K x

2

    ⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅         −−−−     = = − = − = −= = − = − = −= = − = − = −= = − = − = −             ⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅    
    

 

                      ⇒⇒⇒⇒    

2

K 0, 2
1

U 0,1

    
= −= −= −= −    

    
      ⇒⇒⇒⇒    

K
3

U
====  

 

   ε) Υπολογισµός  «θέσης»  όπου  η  ταχύτητα  του  συσσωµατώµατος  είναι  υ 
 
   Για τη θέση που µας ενδιαφέρει, µετά τηv κρoύση, εφαρµόζoυµε τη σχέση για τις  

   εvέργειες  στη γ.α.τ. του συσσωµατώµατος. 

 

                                      ΕΚIΝ + Ε∆ΥΝ = ΕΟΛ     (1)         (ή    K+U=ET ) 



Γ.α .τ. «µε  κρούση»                                        Παναγιώτης  Μόρφης – Μάιρα  Μόρφη 
 

 8

 

                            2 2 2

4

1 1 1
(M m) K x K A

2 2 2
⋅ + ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

   

 

            ⇒⇒⇒⇒   
2

2

4

(M m)
x A

K

+ ⋅ υ+ ⋅ υ+ ⋅ υ+ ⋅ υ
= ± −= ± −= ± −= ± −        ⇒⇒⇒⇒   

4

3
x (m) 0,173(m)

10
= ± ±= ± ±= ± ±= ± ±≃≃≃≃  

        

   Το « x4 » είναι η  αποµάκρυνση  του  συσσωµατώµατος από τη  θέση ισορροπίας της  

   γ.α.τ. 

   Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου θέλει την παραµόρφωση του ελατηρίου σ’ αυτή 
τη 

   θέση. 
   Η παραµόρφωση ( ΄)∆∆∆∆ℓℓℓℓ  του ελατηρίου δίνει την απόσταση ανάµεσα στη θέση φυσικού  

   µήκους του ελατηρίου και στη θέση που βρήκαµε. ∆ηλαδή: 

 

                
1 4

΄ x x∆ = +∆ = +∆ = +∆ = +ℓℓℓℓ       ⇒⇒⇒⇒   
3 4 3

΄ 0,4 (m)
10 10

±±±±
∆ = ± =∆ = ± =∆ = ± =∆ = ± =ℓℓℓℓ  

   Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου δίνεται από τη σχέση: 21
U K ( ΄)

2
= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆ℓℓℓℓ  

     ⇒⇒⇒⇒   
(((( ))))

2
2

4 31 4 3
U 100 (J)

2 10 2
ελατελατελατελατ

±±±±    ±±±±
= ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ == ⋅ ⋅ =        

    
   ⇒⇒⇒⇒   (((( ))))U 9,5 4 3 (J)ελατελατελατελατ = ±= ±= ±= ±  

      

     ⇒⇒⇒⇒   U 16,428(J)ελατελατελατελατ ≃≃≃≃   (α)        και    U 2,5718(J)ελατελατελατελατ ≃≃≃≃     (β) 

 

   Σηµείωση: Οι δύο τιµές της Uελατ  οφείλονται στο  

   γεγονός ότι η αποµάκρυνση (x4) αντιστοιχεί σε θέ- 

   ση κάτω από τη (νέα) θέση ισορροπίας του συστή- 
   µατος, οπότε η παραµόρφωση του ελατηρίου είναι 

   µεγάλη, αλλά και  πάνω από τη (νέα) θέση ισορρο- 

   πίας του συστήµατος, οπότε η  παραµόρφωση του  

   ελατηρίου είναι µικρή. 

 
 

           ----------------------------------------------------- 
 

 
 

4
x
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     ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  33 
 

Σώµα, µάζας  Μ=2Kgr, είvαι δεµέvo στη µία ά- 

κρη oριζόvτιoυ ελατηρίoυ, σταθερής K=200�/m, 
η  άλλη  άκρη  τoυ oπoίoυ είvαι  στερεωµέvη σε  

κατακόρυφo  τoίχo. Αρχικά τo σώµα  βρίσκεται 

στη θέση φυσικoύ µήκoυς (Θ.Φ.Μ.) τoυ ελατη- 

ρίoυ. Εκτρέπoυµε  τo  σώµα  από τη θέση  αυτή  

κατά α=0,4m πρoς τ’ αριστερά και τo αφήvoυµε 

ελεύθερo. Στη συvέχεια τo σώµα  (Μ) συγκρoύεται πλαστικά µε σώµα, µάζας m=1Kgr,  

πoυ βρίσκεται σε απόσταση (α/2) δεξιά της Θ.Φ.Μ. 
Να βρεθoύv: 

α) Τo πλάτoς της γ.α.τ. πoυ θα κάvει τo συσσωµάτωµα. 

β) Ο χρόvoς πoυ µεσoλαβεί από τη στιγµή αµέσως µετά τηv κρoύση µέχρι τo συσσωµά- 

     τωµα να σταµατήσει στιγµιαία για πρώτη φoρά. 
 

 ΛΛύύσσηη 
 

α) i) Υπoλoγισµός ταχύτητας τoυ (Μ) πριv τηv κρoύση 
 

      Αφήvovτας τo σώµα (Μ) ελεύθερo από τη θέση Α αυτό κάvει γ.α.τ. µε πλάτoς τηv 

αρ- 

   χική εκτρoπή  (α). 

     'Ετσι στη θέση Γ εφαρµόζoυµε τη σχέση για τις εvέργειες στη γ.α.τ.: 

 

                                           Κ+U=EΟΛ  

 

         ⇒⇒⇒⇒       

2

2 21 1 1
M K K

2 2 2 2

αααα    ⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ α⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ α⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ α⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ α    
    

 

         ⇒⇒⇒⇒       
2

2 3
M K

4

    αααα
⋅υ = ⋅⋅ υ = ⋅⋅ υ = ⋅⋅ υ = ⋅     

    
     ⇒⇒⇒⇒    

3K

2 M

αααα
υ = ⋅υ = ⋅υ = ⋅υ = ⋅  
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         ⇒⇒⇒⇒       
0,4m 3 200(� / m) m m

2 3 3,464
2 2Kg s s

⋅⋅⋅⋅
υ = ⋅ = =υ = ⋅ = =υ = ⋅ = =υ = ⋅ = =  

 

      Σηµείωση: Φυσικά η ταχύτητα τoυ (Μ) στη θέση Γ υπoλoγίζεται και  µε εφαρµoγή    

                          τoυ Θ.Μ.Κ.Ε. µεταξύ των θέσεων  Α και Γ. 

 
       

 

                  W(FΕΛ) = ∆ΕΚIΝ    ⇒⇒⇒⇒    

2

2 21 1
K M 0

2 2 2

    αααα    − ⋅ ⋅ − α = ⋅ ⋅ υ −− ⋅ ⋅ − α = ⋅ ⋅ υ −− ⋅ ⋅ − α = ⋅ ⋅ υ −− ⋅ ⋅ − α = ⋅ ⋅ υ −        
            

 

               ⇒⇒⇒⇒   ……    ⇒⇒⇒⇒     
m

2 3
s

υ =υ =υ =υ =  

 

     ii) Υπoλoγισµός ταχύτητας τoυ συσσωµατώµατoς αµέσως µετά τηv κρoύση 

 

         Α.∆.Ο. :   M 0 (M m) V⋅ υ + = + ⋅⋅ υ + = + ⋅⋅ υ + = + ⋅⋅ υ + = + ⋅       ⇒⇒⇒⇒     
M

V
(M m)

⋅ υ⋅ υ⋅ υ⋅ υ
====

++++
 

                            ⇒⇒⇒⇒         
4 3 m m

V 2, 31
3 s s

= == == == =  

 

    iii) Υπoλoγισµός πλάτoυς της (vέας) γ.α.τ. 

          

         Η θέση (Ο) (Θ.Φ.Μ.) είvαι και η θέση ισoρρoπίας της γ.α.τ. τoυ συσσωµατώµατoς.  

   'Ετσι, αv Α είvαι τo ζητoύµεvo πλάτoς, θα εφαρµόσoυµε τη σχέση για τις εvέργειες της 

     

   γ.α.τ. για τη θέση Γ, αµέσως µετά τηv κρoύση: 

                                   

                                            Κ+U=EΟΛ 

 

              ⇒⇒⇒⇒           

2

2 21 1 1
(M m) V K K A

2 2 2 2

αααα    ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅    
    

 

              ⇒⇒⇒⇒          
2 2 2

21 K 4 (M m) V 1 4 (M m) V
A

2 K 2 K

⋅ α + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅ α + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅ α + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅ α + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
= ⋅ = ⋅ α += ⋅ = ⋅ α += ⋅ = ⋅ α += ⋅ = ⋅ α +  

               

              ⇒⇒⇒⇒         

2

2

4 3 m
4 3(Kg)

3 s1
A (0, 4m) 0, 3464m

2 200(� / m)

    
⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅     

    = ⋅ + == ⋅ + == ⋅ + == ⋅ + =  
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   β) Ο ζητoύµεvoς χρόvoς θα βρεθεί ως εξής: 

      Θεωρoύµε  tο=0 τη στιγµή πoυ  αρχίζει η ταλάvτωση τoυ  συσσωµατώµατoς  (τη στι- 

      γµή αµέσως µετά τηv κρoύση). Αφoύ λoιπόv τo σύστηµα τη στιγµή tο=0 δεv βρίσκε- 

      ται στη  θέση ισoρρoπίας της γ.α.τ. τότε η εξίσωση της απoµάκρυvσης γράφεται: 
                                  

           x(t) = Α ⋅⋅⋅⋅ηµ(ωt+φo)    (1)                   όπoυ  φo  είvαι η αρχική φάση  

 
 

      και     
D K

(M m) (M m)
ω = =ω = =ω = =ω = =

+ ++ ++ ++ +
    ⇒⇒⇒⇒    

200(� / m) 2 rad
10

3Kg 3 s
ω = = ⋅ω = = ⋅ω = = ⋅ω = = ⋅     (2) 

 

      Υπoλoγισµός φo 
 

      Για tο=0    είναι     x
2

αααα
= += += += +  . Έτσι από την εξίσωση (1) προκύπτει: 

         A
2

οοοο

αααα
+ = ⋅ ηµφ+ = ⋅ ηµφ+ = ⋅ ηµφ+ = ⋅ ηµφ    ⇒⇒⇒⇒  0,577

2
οοοο

αααα
ηµφ = =ηµφ = =ηµφ = =ηµφ = =

ΑΑΑΑ
   ⇒⇒⇒⇒   φο=35,24

ο
    ή   φο=0,1957π    (3) 

 

      Στo ζητoύµεvo χρόvo είvαι  x=+Α  και έτσι η (1) µε τη (3) δίvoυv: 

 
               A A ( t 0,1957 )+ = ⋅ηµ ω + π+ = ⋅ηµ ω + π+ = ⋅ηµ ω + π+ = ⋅ηµ ω + π      ⇒⇒⇒⇒    1 ( t 0,1957 )+ = ηµ ω + π+ = ηµ ω + π+ = ηµ ω + π+ = ηµ ω + π  

 

              ⇒⇒⇒⇒    t 0,1957
2

ππππ
ω + π =ω + π =ω + π =ω + π =     ⇒⇒⇒⇒    t 0, 3043ω = πω = πω = πω = π     ⇒⇒⇒⇒    

0, 3043
t

ππππ
====

ωωωω
 

 

              ⇒⇒⇒⇒  (µε βάση την τιµή της ω από την (2)  )    ⇒⇒⇒⇒    t 0,1168sec====  

                

     __ __ __ __ __ __ 

 

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((33..11))  
  
Στη διάταξη του  σχήµατος τα δύο σώµατα  είναι 

στερεωµένα στα άκρα του οριζόντιου  ελατηρίου. 

Το σώµα (Μ) έχει µάζα 10 Kg, ενώ το σώµα (m) 

έχει µάζα 1 Kg. Το ελατήριο έχει σταθερά K=100 

�/m. Το σώµα (Μ) παρουσιάζει συντελεστή στα- 

τικής τριβής µε το δάπεδο µ=0,25. Ένα βλήµα, µά- 

ζας m1=0,2 Kg, κινούµενο οριζόντια σφηνώνεται στο σώµα (m) µε ταχύτητα υο. Να  

KM m

////////////////////////////////////////////////

οοοουυυυ
����

1
m
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βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας υο, ώστε το συσσωµάτωµα (m+m1) να εκτελεί γ.α.τ. 

χωρίς το σώµα Μ να γλυστρά στο δάπεδο. 

                                                                    [ Απ. 12,5 1, 2οοοου ≤υ ≤υ ≤υ ≤  m/s (=13,693 m/s) ] 

 

  

  

  

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((33..22))  
 

Στη διάταξη του σχήµατος τα δύο σώµατα (1) και  

(2) την ίδια µάζα m=2 Kg. Το σώµα (1) είναι στε- 
ρεωµένο στην άκρη οριζόντιου ελατηρίου, σταθε- 

ράς K=(200π
2
) �/m, το οποίο έχουµε φέρει µε το  

χέρι  µας  από  τη  θέση ισορροπίας  στη  θέση  Γ,  

συµπιέζοντάς το κατά  d=0,2 m. Το σώµα (2) αρ- 

χικά βρίσκεται στη θέση ∆ και απέχει κατά s=1 m  

από τη θέση ισορροπίας. Την ίδια στιγµή (to=0) α- 

φήνουµε ελεύθερο το σώµα (1) και «εκτοξεύουµε» το σώµα (2) µε ταχύτητα υ.  

α) Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας υ, ώστε τα δύο σώµατα να συγκρουστούν στη θέ-

ση όπου το σώµα (1) σταµατά στιγµιαία για πρώτη φορά.  

β) Όταν συγκρούονται τα δύο σώµατα συσσωµατώνονται. (i) Να βρεθεί το πλάτος της 

ταλάντωσης που θα κάνει το συσσωµάτωµα των δύο σωµάτων, (ii) η ταχύτητα του 

συσ- 

σωµατώµατος, τη στιγµή που αυτό φθάνει στη θέση Γ. ( 2 10ππππ ≃≃≃≃ ) 

 

                                               [ Απ. α) υ=8 m/s , β) 
28

A 0, 27
5

+ π+ π+ π+ π
====

ππππ
≃≃≃≃  m , γ) 4 m/s ] 

 

 

ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα    44 
 

Στη διάταξη του σχήµατος το ελατήριο, σταθε- 

ράς Κ, έχει φυσικό  µήκος 
o
ℓℓℓℓ . Στο ελεύθερο ά- 

κρο του έχουµε κρεµάσει ένα σώµα, µάζας  Μ, 

και  µε  τη βοήθεια  νήµατος (στερεωµένου στο  
έδαφος) έχουµε επιµηκύνει το ελατήριο σε  µή- 

κος ℓℓℓℓ . Από ύψος  h  αφήνουµε  να  πέσει πάνω 

στο σώµα Μ ένα µικρότερο σώµα, µάζας m, το 
οποίο ενσωµατώνεται µ’ αυτό. Μετά την ενσω- 

.I .Θ σΘ σΘ σΘ σ
sd

υυυυ
����K

m

o
(t 0)====

( )ΓΓΓΓ ( )∆∆∆∆

1 2

//////

///////////////////////

o
ℓℓℓℓ

ℓℓℓℓ

ήν µαν µαν µαν µα

K

M

m

h

K 100(� / m)====
M 3Kg====
m 1Kg====
o

0,3m====ℓℓℓℓ
0,8m====ℓℓℓℓ

h 0,8m====
2

g 10m/ s====
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µάτωση  των  δύο  σωµάτων  κόβουµε το νήµα. 

Να βρεθεί το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέ- 

σει το σύστηµα των σωµάτων. 
 

ΥΥππόόδδεειιξξηη    λλύύσσηηςς 
 

ΚΚάάθθοοδδοοςς  σσώώµµααττοοςς  ((mm))::      2ghυ =υ =υ =υ =       ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     υυ==44  mm//ss            ((ΑΑ..∆∆..ΜΜ..ΕΕ..  ήή  ΘΘ..ΜΜ..ΚΚ..ΕΕ..))  

  

  

  

ΠΠλλαασσττιικκήή  κκρροούύσσηη  ((MM--mm))::    K

m
V

M m

⋅ υ⋅ υ⋅ υ⋅ υ
====

++++
      ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     VVKK  ==  11  mm//ss        ((ΑΑ..∆∆..ΟΟ..))  

  

((ΑΑρρχχιικκήή))  θθέέσσηη  ιισσοορρρροοππίίααςς  ((ΜΜ))::    1

M g
x

K

⋅⋅⋅⋅
====         ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     xx11  ==  00,,33  mm  

  

ΕΕππιιππλλέέοονν  εεππιιµµήήκκυυννσσηη  εελλααττηηρρίίοουυ::    o 1
d ( ) x= − −= − −= − −= − −ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ       ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     dd==00,,22  mm  

  

((ΝΝέέαα))  θθέέσσηη  ιισσοορρρροοππίίααςς  ((MM--mm))::    2

(M m) g
x

K

+ ⋅+ ⋅+ ⋅+ ⋅
====           ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒       xx22  ==  00,,44  mm  

 

Αλλαγή θέσης ισορροπίας: 
2 1

x x x∆ = −∆ = −∆ = −∆ = −     ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     ∆∆xx  ==  00,,11  mm  

 

Γ.α.τ. συστήµατος (M-m):  
T

K U E+ =+ =+ =+ =     ⇒⇒⇒⇒       
2 2 2

K

1 1 1
(M m) V K x K A

2 2 2
⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   

                                               

                                                              όπου:  x d x 0,1m= − ∆ == − ∆ == − ∆ == − ∆ =  

                                              

                                             ⇒⇒⇒⇒     ……    ⇒⇒⇒⇒     
5

A
10

====   mm  ==  00,,22223366  mm  

              ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..11))  
  

ΝΝαα  λλυυθθεείί  ττοο  ππααρράάδδεειιγγµµαα  44,,  γγιιαα  ττηηνν  ππεερρίίππττωωσσηη  όόπποουυ  ηη  µµάάζζαα  mm==22  KKgg..  ΣΣττηη  σσυυννέέχχεειιαα  νναα    

υυπποολλοογγιισσττεείί  µµεεττάά  ααππόό  ππόόσσοο  χχρρόόννοο,,  ααππόό  ττηη  σσττιιγγµµήή  ττηηςς  κκρροούύσσηηςς,,  ττοο  σσυυσσσσωωµµάάττωωµµαα  σστταα--  

µµααττάά  σσττιιγγµµιιααίίαα  γγιιαα  δδεεύύττεερρηη  φφοορράά..  

                                                [[  ΑΑππ..  A 0,16 5(m)==== ==00,,33557777  mm  ,,  
3 5

t (s) 0, 3354(s)
4 5

ππππ
= ⋅ == ⋅ == ⋅ == ⋅ =   ]]  
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ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..22))  
  

Στη διάταξη του σχήµατος το ελατήριο, σταθε- 

ράς Κ, έχει φυσικό  µήκος 
o
ℓℓℓℓ . Στο ελεύθερο ά- 

κρο του έχουµε στερεώσει ένα σώµα, µάζας Μ, 

και  µε  τη βοήθεια  νήµατος (στερεωµένου στο  
έδαφος)  έχουµε  συσπειρώσει  το  ελατήριο σε  

µήκος ℓℓℓℓ . Από ύψος h αφήνουµε να πέσει πάνω 

στο σώµα Μ ένα µικρότερο σώµα, µάζας m, το 
οποίο ενσωµατώνεται µ’ αυτό. Μετά την ενσω- 

µάτωση  των  δύο  σωµάτων  κόβουµε το νήµα. 

Να βρεθεί το πλάτος της  γ.α.τ. που θα εκτελέ- 

σει το σύστηµα των σωµάτων. 

                                                      [ Απ. 
3

A
10

====  m = 0,1732 m ] 

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..33))  
 

Να λυθεί η άσκηση (4.2), για την περίπτωση όπου το µήκος του ελατηρίου µε τη βοή-

θεια (¨τράβηγµα¨) του νήµατος είναι ℓℓℓℓ=0,2 m . 

                          [ Απ.  Α=0,2 m ]    

  

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..44))   
 

Στη διάταξη του σχήµατος το σώµα Μ(=2 

Kg) 
είναι στερεωµένο στο οριζόντιο ελατήριο, 

σταθεράς K=300 �/m. Πάνω στο σώµα Μ εί-

ναι ακουµπισµένο (απλή επαφή) το σώµα m(= 

0,8 Kg). Μεταξύ των δύο αυτών σωµάτων υ-

K

(m)

( ή )ν µαν µαν µαν µα

οοοοℓℓℓℓ

ℓℓℓℓ

////////////////////////////////////

h

(M)

K 100(� / m)====
M 2Kg====
m 1Kg====

o
0,6m====ℓℓℓℓ
0,3m====ℓℓℓℓ

h 0,45m====
2

g 10(m/ s )====

M

K m

1
mοοοουυυυ

����

/////////////////////////////////////////////////
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πάρχει τριβή, µε µέγιστο συντελεστή στατικής τριβής µ. Ένα βλήµα, µάζας m1(=0,2 

Kg), κινούµενο µε ταχύτητα υο(=9 m/s) σφηνώνε-ται στο σώµα Μ. Να υπολογίσετε το 

συντελεστή τριβής µ, ώστε το σύστηµα των σωµά-των (M+m+m1) να εκτελεί γ.α.τ. 

χωρίς το σώµα m να γλυστρά πάνω στο σώµα Μ(+m1). 

          [ Απ. µ=0,6 ] 

 
 

 
 

 

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..55))  
  

ΣΣττηη  δδιιάάττααξξηη  ττοουυ  σσχχήήµµααττοοςς  τταα  δδύύοο  σσώώµµαατταα  mm11  κκααιι  

mm22  εείίννααιι  σσττεερρεεωωµµέένναα  σστταα  οορριιζζόόννττιιαα  εελλααττήήρριιαα    KK11  

κκααιι  KK22,,  ααννττίίσσττοοιιχχαα..  ΤΤαα  δδύύοο  σσώώµµαατταα    ααρρχχιικκάά    εεφφάά--  

ππττοοννττααιι  σσττηη  θθέέσσηη    φφυυσσιικκοούύ    µµήήκκοουυςς  ττωωνν  δδύύοο  εελλαα--  

ττηηρρίίωωνν,,  ηη  οοπποοίίαα  ττααυυττίίζζεεττααιι  µµεε  ττηη  θθέέσσηη    ιισσοορρρροοππίί--  

ααςς  ττωωνν  σσωωµµάάττωωνν..  ΜΜεε  ττηη  ββοοήήθθεειιαα  ννήήµµααττοοςς  σσυυσσππεειι--  

ρρώώννοουυµµεε  ττοο  εελλααττήήρριιοο    ΚΚ11  κκααττάά  dd..  ΚΚάάπποοιιαα  σσττιιγγµµήή  

κκόόββοουυµµεε  ττοο  ννήήµµαα..  ΚΚααττάά  ττηη  σσύύγγκκρροουυσσηη  ττωωνν  δδύύοο  σσωωµµάάττωωνν  ((ttoo==00))  ααυυττάά  σσυυσσσσωωµµααττώώννοοννττααιι  

κκααιι  κκιιννοούύννττααιι  σσαανν  έένναα  σσώώµµαα..  ∆∆ίίννοοννττααιι::  mm11==11  KKgg,,  mm22==22  KKgg,,  KK11==110000  ��//mm,,  KK22==220000  ��//mm  ,,    

dd==00,,33  mm  ..  ΝΝαα  ββρρεεθθοούύνν::  

αα))  ΤΤοο  ππλλάάττοοςς  ττηηςς  ττααλλάάννττωωσσηηςς  ττοουυ  σσυυσσσσωωµµααττώώµµααττοοςς..  

ββ))  ΗΗ  ττααχχύύττηητταα  ττοουυ  σσυυσσσσωωµµααττώώµµααττοοςς  µµεεττάά  ααππόό  χχρρόόννοο  
11

t (sec)
60

ππππ
==== ..  

                                                                                                                                          [[ΑΑππ..  αα))  ΑΑ==00,,11  mm  ,,  ββ))  
3

(m / s)
2

υ = +υ = +υ = +υ = +   ]]  

  

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..66))  
  

ΣΣττηη  δδιιάάττααξξηη  ττοουυ  σσχχήήµµααττοοςς  τταα  δδύύοο  σσυυσσττήήµµαατταα    [[KK11--((mm11++mm))]]    κκααιι  

[[KK22--mm22]]  ββρρίίσσκκοοννττααιι  σσεε  ιισσοορρρροοππίίαα  σσττιιςς  θθέέσσεειιςς  πποουυ  φφααίίννοοννττααιι..  ΚΚάά--  

πποοιιαα  σσττιιγγµµήή  κκόόββοουυµµεε  ττοο  ννήήµµαα..  ΤΤοο  σσώώµµαα  ((mm))  δδιιααννύύεειι  ττηηνν  ααππόόσστταα--  

σσηη  hh  κκααιι  σσυυγγκκρροούύεεττααιι  ππλλαασσττιικκάά  ((σσυυσσσσωωµµααττώώννεεττααιι))  µµεε  ττοο  σσώώµµαα    

mm22..  ∆∆ίίννοοννττααιι::  mm11  ==  11  KKgg  ,,  mm==11  KKgg  ,,  KK11==110000  ��//mm  ,,    mm22  ==  33  KKgg  ,,    

KK22==220000  ��//mm  ,,  hh  ==  00,,88  mm  ..  ΝΝαα  ββρρεεθθοούύνν::  

αα))  ΤΤοο  ππλλάάττοοςς  ττηηςς  ττααλλάάννττωωσσηηςς  ττοουυ  σσυυσσττήήµµααττοοςς  [[KK11  ––  mm11]]..  

ββ))  ΤΤοο  ππλλάάττοοςς  ττηηςς  ττααλλάάννττωωσσηηςς  ττοουυ  σσυυσσττήήµµααττοοςς  [[KK22  ––  ((mm22++mm))]]..  

γγ))  ΗΗ  ττααχχύύττηητταα  ττοουυ  σσυυσσσσωωµµααττώώµµααττοοςς  ((mm22++mm))  ((σσττοο  εελλααττήήρριιοο  ΚΚ22))  

ττηη  σσττιιγγµµήή  πποουυ  ααυυττόό  έέχχεειι  µµεεττααττοοππιισσττεείί  κκααττάά  00,,1155  mm  ααππόό  ττηη  θθέέσσηη  

d
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ττηηςς  κκρροούύσσηηςς..  

  

    [[  ΑΑππ..  αα))  ΑΑ11  ==  00,,11  mm  ,,  ββ))  AA22  ==  00,,1155  mm  ,,  γγ))  
2,5

0,79
2

υ = =υ = =υ = =υ = =   mm//ss  ]]  

  

  

  

  

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..77))  
  

 Σώµα, µάζας  Μ = 2 Kg,  είvαι δεµέvo στηv  πάvω  άκρη       
 κατακόρυφoυ  ελατηρίoυ, η  άλλη  άκρη τoυ oπoίoυ  είναι 

 στερεωµέvη στo έδαφoς. 

 Σώµα, µάζας m=1 Kg, αφήvεται από ύψoς h πάvω από τo  

 σώµα (Μ), µε τo oπoίo συγκρoύεται πλαστικά. 

 Αv η σταθερά τoυ  ελατηρίoυ  είvαι  K=100 �/m, vα  βρε- 

 θεί το ύψος h ώστε: 

 α) στη θέση όπου η κινητική ενέργεια της γ.α.τ. που εκτε- 

 λεί το συσσωµάτωµα είναι µηδέν για 2
η
 φορά, να είναι µη- 

 δέν και η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου, 

 β) στη θέση όπου η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου είναι 

 µηδέν, να ισχύει  Κγατ = Uγατ  για την  γ.α.τ. που εκτελεί το  

 συσσωµάτωµα. 
 

                                                              [ Απ. α) h = 1,2 m , β) h = 2,55 m ] 

  

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη    ((44..88)) 
 

Στη διάταξη του σχήµατος το σώµα µάζας (Μ) είναι στερεωµέ- 

νο στην κάτω άκρη του κατακόρυφου ελατηρίου, σταθεράς Κ, 

η επάνω άκρη του οποίου είναι στερεωµένη στην οροφή.  Ένα 

βλήµα, µάζας (m), κινούµενο µε ταχύτητα (υο), σφηνώνεται  α- 

καριαία στο σώµα (Μ). 

α) Να δείξετε ότι η ταχύτητα υο δίνεται από τη σχέση: 
 

            
g (M m) M (M 2m)

m K
οοοο

+ ⋅ ⋅ ++ ⋅ ⋅ ++ ⋅ ⋅ ++ ⋅ ⋅ +
υ = ⋅υ = ⋅υ = ⋅υ = ⋅  

 

αν στη θέση όπου η κινητική ενέργεια της γ.α.τ. που εκτελεί 

το συσσωµάτωµα είναι µηδέν (στιγµιαία) για 1
η
 φορά, είναι µη- 
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δέν και η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου. 

β) Να δείξετε ότι η ταχύτητα υο δίνεται από τη σχέση: 

 

            2 2g (M m)
2(M m) m

m K
οοοο

++++
    υ = ⋅ ⋅ + −υ = ⋅ ⋅ + −υ = ⋅ ⋅ + −υ = ⋅ ⋅ + −      

 

αν στη θέση όπου η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου είναι µηδέν, να ισχύει  Κγατ = Uγατ 

,  

 

για 1
η
 φορά, στη γ.α.τ. που εκτελεί το συσσωµάτωµα µετά την κρούση. 

Να γίνει εφαρµογή για: M = 2 Kg , m = 0,2 Kg , K = 100 �/m , g = 10 m/s
2
. 

Σηµείωση: Μπορεί το αποτέλεσµα να βρεθεί δουλεύοντας  «βήµα – βήµα» τα διάφορα 
στάδια εξέλιξης του συνολικού φαινοµένου.  

                                                   

                                                          [ Απ. α) 14,071οοοουυυυ ≃≃≃≃  m/s , β) 19,95οοοουυυυ ≃≃≃≃  m/s ] 

  
 

  

  


