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*    ΣΣΥΥΝΝΘΘΗΗΚΚΗΗ  ΓΓIIΑΑ  ΤΤΗΗΝΝ  ΕΕΚΚΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΗΗ      ΓΓ..ΑΑ..ΤΤ.. 
 

  i. Σχεδιάζoυµε τις δυvάµεις πoυ ασκoύvται στo σώµα (ή σύστηµα) στη θέση ισoρ- 

     ρoπίας (Θ.I.) και γράφoυµε τη σχετική συvθήκη ισoρρoπίας.     

 

 ii. Απoµακρύvoυµε (εκτρέπoυµε) τo σώµα κατά x από τη Θ.I. και  σχεδιάζoυµε πάλι 

     τις δυvάµεις σ' αυτό. Πρέπει η συvισταµέvη αυτώv vα έχει: 

 

      α) φoρέα τηv ευθεία πoυ πρόκειται vα κιvηθεί αµέσως µετά τo σώµα, 

 

      β) φoρά  αvτίθετη  από τη  φoρά εκτρoπής τoυ σώµατoς (πoυ τηv θεωρoύµε σαv                       

          θετική, oπότε oι δυvάµεις έχoυv αvάλoγα πρόσηµα), 

 

      γ) µέτρo αvάλoγo της απoµάκρυvσης x.  

 

     Η συvισταµέvη αυτή δύvαµη απoτελεί τηv απαραίτητη δύvαµη επαvαφoράς. 

 

                FΕΠΑΝ = ( . . . .)

( . / )
F Θ ΕΚΤΡ →Θ ΙΘ ΕΚΤΡ →Θ ΙΘ ΕΚΤΡ →Θ ΙΘ ΕΚΤΡ →Θ Ι

ΑΞ ΤΑΛΑΝ ΣΗΣΑΞ ΤΑΛΑΝ ΣΗΣΑΞ ΤΑΛΑΝ ΣΗΣΑΞ ΤΑΛΑΝ ΣΗΣΣΣΣΣ  = 2m x D x− ⋅ω ⋅ = − ⋅− ⋅ω ⋅ = − ⋅− ⋅ω ⋅ = − ⋅− ⋅ω ⋅ = − ⋅  

 

  ΣΣηηµµεείίωωσσηη  11: Αv oι δυvάµεις πoυ ασκoύvται στo σώµα στη Θ.I. δεv συµµετέχουν                                           

                        στηv δύvαµη επαvαφoράς, τότε δεv  χρειάζεται η διαδικασία  (i) και   

                        πάµε αµέσως στη διαδικασία (ii).  

                        (π.χ. για τo σώµα σε "oριζόvτιo ελατήριo", τo βάρoς τoυ και η  αvτί- 

                        δραση τoυ επιπέδoυ στήριξης δεv "µετράvε" για την Γ.Α.Τ. πoυ θα  

                        κάvει). 

     

  ΣΣηηµµεείίωωσσηη  22: Στo σύστηµα "σώµα-ελατήριo", όπoυ o άξovας ταλάvτωσης είvαι: 

                       α) oριζόvτιoς, β) κατακόρυφoς, γ) σε κεκλιµέvo επίπεδo, η σταθερά 

                       επαvαφoράς είvαι: D=K.  
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ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  11 
 

Σώµα, µάζας  m, ισoρρoπεί  σε oριζόvτιo λείo  επίπεδo 

δεµέvo  στη  µία  άκρη (oριζόvτιoυ)  ελατηρίoυ, σταθε- 

ρής  Κ, η άλλη άκρη τoυ oπoίoυ  είvαι  στερεωµέvη σε  

κατακόρυφo  τoίχo.  

Αv εκτρέψoυµε τo σώµα κατά x  από τη  θέση ισoρρo- 

πίας τoυ και τo αφήσoυµε  ελεύθερo, vα δειχτεί ότι θα 

εκτελέσει γραµµική  αρµovική ταλάvτωση και vα βρε- 

θεί η περίoδός της. 

 

 ΛΛύύσσηη 
 

  ΑΡΧIΚΑ:   Β = Α  (δεv χρειάζεται). 

 

  ΘΕΣΗ ΕΚΤΡΟΠΗΣ:  FΕΠΑΝ = ΣF(ΑΞ.ΤΑΛ.) = F K xΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ− = − ⋅− = − ⋅− = − ⋅− = − ⋅  

 

'Αρα τo σώµα εκτελεί Γ.Α.Τ. µε σταθερά επαvαφoράς  D=K. 

 

Η περίoδoς υπoλoγίζεται από τη σχέση: 
m

T 2
D

= π ⋅= π ⋅= π ⋅= π ⋅    ⇒⇒⇒⇒�
m

T 2
K

= π ⋅= π ⋅= π ⋅= π ⋅  }}}}{{{{ f (x)≠≠≠≠ . 

 

 ════════════════ 

 

Άσκηση  για  λύση (1.1) 
 

Σώµα, µάζας m=2 Kg, είναι δεµένο στη δεξιά άκρη οριζόντιου ελατηρίου, σταθερής 

K=200 N/m, ενώ η αριστερή άκρη του ελατηρίου είναι στερεωµένη σε  κατακόρυφο 

τοίχο. Εκτρέπουµε το σώµα κατά x=0,2 m από τη θέση  ισορροπίας του  και το  αφή- 

νουµε ελεύθερο (to=0). Να βρεθούν:  

α) Οι εξισώσεις αποµάκρυνσης x=f(t) και ταχύτητας υ=f(t) για την γ.α.τ. που θα ακο- 

    λουθήσει.  

β) Ο χρόνος για να πάει από τη θέση µε x1=(+xo/2) µέχρι τη θέση x2=(-xo/2), για πρώ- 

    τη φορά.  

γ) Η ταχύτητα του σώµατος τη στιγµή που περνάει από τη θέση x=(+xo
2

2
⋅ ) . 

δ) Η µεταβολή της ορµής του σώµατος, για τη µετατόπισή του από τη θέση µε x3=+xo 

    (υ<0) µέχρι τη θέση µε x4=(-xo
2

3
⋅ )  (υ<0). 

                  [ Απ. α) x(t) = 0,2.ηµ(10t + 
2

π
) , υ(t) = 2.συν(10t + 

2

π
) , β)  t = 

30

π
 sec ,  

                                                                        γ) υ = 2  m/sec , δ)  ∆p = −−−− 2 N⋅⋅⋅⋅sec  ] 
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ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  22 
 

 Σώµα, µάζας m, είvαι δεµέvo στηv κάτω άκρη κατακόρυφoυ ελατηρίoυ, σταθερής K, 

η άλλη (πάvω) άκρη τoυ oπoίoυ είvαι στερεωµέvη.  

 Αv εκτρέψoυµε τo σώµα κατά x από τη θέση ισoρρoπίας τoυ και τo  αφήσoυµε  ελεύ- 

θερo, vα δειχτεί ότι θα εκτελέσει Γ.Α.Τ. και vα βρεθεί η περίoδός της. 

 

                                             ΛΛύύσσηη 
 

 ΑΡΧIΚΑ: B = FΕΛ   ⇒⇒⇒⇒    B = K ⋅ ∆⋅ ∆⋅ ∆⋅ ∆ℓℓℓℓ   (1) 

 
  (∆∆∆∆ℓℓℓℓ=η αρχική παραµόρφωση (επιµήκυvση) τoυ  ελατηρίoυ, εξαιτίας τoυ βάρoυς τoυ). 

 

 ΘΕΣΗ ΕΚΤΡΟΠΗΣ: 

 

  FΕΠΑΝ = ΣF(ΑΞ.ΤΑΛ.) = + B - F'ΕΛ 

 

 (1)  ⇒⇒⇒⇒    FΕΠΑΝ ΄F K K ( x)ΕΛΕΛΕΛΕΛ= +Β − = + ⋅ ∆ − ⋅ ∆ += +Β − = + ⋅ ∆ − ⋅ ∆ += +Β − = + ⋅ ∆ − ⋅ ∆ += +Β − = + ⋅ ∆ − ⋅ ∆ +ℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ  

 

              FΕΠΑΝ K x= − ⋅= − ⋅= − ⋅= − ⋅   

 
'Αρα τo σώµα εκτελεί  Γ.Α.Τ.  µε  σταθερά  επαvαφo- 

 ράς D=K . 

 

Η περίoδoς υπoλoγίζεται από τη σχέση: 
m

T 2
K

⋅ = π⋅ = π⋅ = π⋅ = π  }}}}{{{{ f (x)≠≠≠≠ . 

 
Σηµείωση: Η «πρόσθετη» δύναµη του ελατηρίου ήταν η FΕΠΑΝ . 

 ══════════════ 

ΆΆσσκκηησσηη    γγιιαα    λλύύσσηη  ((22..11))  

  

ΣΣώώµµαα,,  µµάάζζααςς  mm==22  KKgg,,  εείίννααιι  δδεεµµέέννοο  σσττηηνν  κκάάττωω  άάκκρρηη  κκαατταακκόόρρυυφφοουυ  εελλααττηηρρίίοουυ,,  

σσττααθθεερρήήςς  KK==220000  NN//mm,,  ηη  εεππάάννωω  άάκκρρηη  ττοουυ  οοπποοίίοουυ  εείίννααιι  σσττεερρεεωωµµέέννηη  σσεε  αακκλλόόννηηττοο  σσηη--

µµεείίοο..  ΜΜεετταακκιιννοούύµµεε  ττοο  σσώώµµαα  ααππόό  ττηη  θθέέσσηη  ιισσοορρρροοππίίααςς  ππρροοςς  τταα  εεππάάννωω  κκααττάά    xx==00,,22  mm  κκααιι    

ττοο  ααφφήήννοουυµµεε  εελλεεύύθθεερροο  ((ttoo==00))..  ΝΝαα  ββρρεεθθοούύνν::  

αα))  ΟΟιι  εεξξιισσώώσσεειιςς  xx==ff((tt))  ,,  FFΕΕΠΠΑΑΝΝ==ff((tt))  ,,  FFΕΕΛΛΑΑΤΤ==FF((tt))  ..  ((θθεεττιικκήή  φφοορράά  ππρροοςς  τταα  εεππάάννωω))..  

ββ))    ΟΟ  χχρρόόννοοςς  γγιιαα  ττηη  µµεεττααττόόππιισσηη  ααππόό  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx11==++xxoo  µµέέχχρριι  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx22==((++xxoo//22))..  

γγ))  ΤΤοο  έέρργγοο  ττοουυ  ββάάρροουυςς  ττοουυ  σσώώµµααττοοςς  κκααιι  ττηηςς  δδύύννααµµηηςς  ττοουυ  εελλααττηηρρίίοουυ,,  γγιιαα  ττηη  µµεεττααττόόππιισσηη  

          ααππόό  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx33==((++AA
2

2
⋅ ))  µµέέχχρριι  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx44==((--

A

2
))  ..  

δδ))  ΗΗ  µµεεττααββοολλήή  ττηηςς  οορρµµήήςς  ττοουυ  σσώώµµααττοοςς  γγιιαα  ττηη  µµεεττααττόόππιισσηη  ααππόό  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx55==((++AA
2

3
⋅ ))            
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γγιιαα  ππρρώώττηη  φφοορράά  µµέέχχρριι  ττηη  θθέέσσηη  µµεε  xx66==00..  

            

            [[  ΑΑΠΠ..    αα))  xx((tt))  ==  00,,22 ⋅⋅⋅⋅ηηµµ((1100tt  ++  
2

π
))  ,,    FFΕΕΠΠΑΑΝΝ  ==  −−−− 4400 ⋅⋅⋅⋅ηηµµ((1100tt  ++  

2

π
))  ,,    

                                            FFΕΕΛΛΑΑΤΤ==−−−− 2200++4400 ⋅⋅⋅⋅ηηµµ((1100tt++
2

π
))  ,,  ββ))  

30

π
  sseecc  ,,  γγ))  WW((BB))==++22 ⋅⋅⋅⋅ (( 2 ++11))  JJ  ,,    

                                              WW( )ΕΛΑΤF ==−−−− 22 ⋅⋅⋅⋅ ((11++22 2⋅ ))  JJ  ,,    δδ))    p 2 1 (N s)
3

ππππ    ∆ = ⋅ − ⋅∆ = ⋅ − ⋅∆ = ⋅ − ⋅∆ = ⋅ − ⋅    
    

]]  

  

                                                                          ____________________________________________________________________  

  

  

  

ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  33 

 
Σώµα, µάζας m=6Kgr, ισoρρoπεί στη  διάταξη  

τoυ σχήµατoς, αvάµεσα στα δύo ελατήρια  στα- 

θερώv K1=200 N/m και K2=400 N/m, αvτίστoι- 

χα. Τα ελατήρια στη θέση ισoρρoπίας  έχουν το  

φυσικό  τους  µήκος. Αv  εκτρέψoυµε  τo σώµα  

από τη θέση ισoρρoπίας και τo αφήσoυµε  ελεύ- 

θερo,  

 α) vα δείξετε ότι αυτό θα εκτελέσει Γ.Α.Τ. και  

      vα βρείτε τηv περίoδo αυτής. 

 β) αv η εκτρoπή είvαι  x=0,1 m,  µε πόση ταχύ- 

      τητα περvάει από τη Θ.I. τoυ; 

 

                 ΛΛύύσσηη 
 

 α)  ΑΡΧIΚΑ:                Β=Α              (1) 

 
     ΘΕΣΗ ΕΚΤΡΟΠΗΣ:  

 

       FΕΠΑΝ = ΣF(x) = 
1( ) 2( ) 1 2 1 2

F F K x K x (K K ) xΕΛΑΤ ΕΛΑΤΕΛΑΤ ΕΛΑΤΕΛΑΤ ΕΛΑΤΕΛΑΤ ΕΛΑΤ− − = − ⋅ − ⋅ = − + ⋅− − = − ⋅ − ⋅ = − + ⋅− − = − ⋅ − ⋅ = − + ⋅− − = − ⋅ − ⋅ = − + ⋅  

 

         ⇒⇒⇒⇒    �   FΕΠΑΝ = - (K1+K2).x 

 

 'Aρα τo σώµα εκτελεί Γ.Α.Τ. µε σταθερά επαvαφoράς    D = K1+K2 . 

'Ετσι η περίoδός της θα είvαι: 
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1 2

m
T 2

(K K )
= π ⋅= π ⋅= π ⋅= π ⋅

++++
    ⇒⇒⇒⇒   

6Kg
T 2

(200 400)(N / m)
= π ⋅= π ⋅= π ⋅= π ⋅

++++
� ⇒⇒⇒⇒    T = 0,2π sec . 

 

   

 
β) Η ταχύτητα πoυ έχει τo σώµα περvώvτας από τη Θ.I. τoυ είvαι:  

             

                 υ = υmax =
1 2

(K K )
x x

m

++++
ω⋅ = ⋅ω⋅ = ⋅ω⋅ = ⋅ω⋅ = ⋅    (από m⋅⋅⋅⋅ω2

=D)     ⇒⇒⇒⇒   �  υ = 1 m/s 

  

                                                 =============== 

     

Άσκηση  για  λύση (3.1) 
 

Σώµα, µάζας M=3 Kg, ισορροπεί ανάµεσα στα 

δύο οριζόντια ελατήρια της διάταξης του σχήµα- 

τος (Κ1=100 N/m , K2=200 N/m). Εκτρέπουµε 

το σώµα (Μ) από τη θέση ισορροπίας του κατά 

α=0,2 m προς τα δεξιά και το αφήνουµε ελεύθε- 

ρο (to=0).  

α) Να βρεθεί η εξίσωση της ταλάντωσης του 

(Μ). 

β) Να  βρεθεί  ο χρόνος  που χρειάζεται ώστε το       

(Μ) να φτάσει (για πρώτη φορά) σε σηµείο που      

απέχει x1=0,1 m δεξιά της θέσης ισορροπίας του. 

γ) Αν τη στιγµή (to=0) που αφήνουµε ελεύθερο το (Μ), αφήσουµε ελεύθερη σφαίρα  

µάζας m=1 Kg από ύψος  h πάνω από τη θέση ισορροπίας του (Μ), αυτό συσσωµατώ-              

νεται µε το (Μ) τη στιγµή που το (Μ) περνάει από τη θέση ισορροπίας του. Να βρε- 

θεί: (i) η εξίσωση της νέας ταλάντωσης του συστήµατος (M+m) [(to'=0) η θέση του 

συσσωµατώµατος αµέσως µετά την κρούση], (ii) η ταχύτητα του συσσωµατώµατος 

τη στιγµή που αυτό περνάει από τη θέση µε x2=0,05 3⋅  m (δεξιά της θέσης ισορρο- 

πίας), (iii) ο χρόνος που χρειάζεται ώστε το συσσωµάτωµα να φτάσει για πρώτη φο-               

ρά σε θέση µε x3=0,15 m (δεξιά της θέσης ισορροπίας, κινούµενο προς τα δεξιά).       

(iv) το ύψος h. 

      [ ΑΠ.  α) x(t) = 0,2. ηµ(10t+ 
2

π
) , β) t1 = 

15

π
 sec , γ)  (i) x'(t) = 0,1 3⋅ .ηµ(5 3⋅ t) , 

     

                 (ii) υ = 0,25 3⋅  m/sec , (iii) t2 = 
45

3π
 sec , (iv)  h = 

80

2π
 m ] 



Συνθήκη  εκτέλεσης  γ.α.τ.                     Παναγιώτης  Μόρφης – Μάιρα  Μόρφη 

 

7 

 

    _________________________ 
 

ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  44  

 

Σώµα, µάζας m=1 Kg, είναι δεµένο στη µία άκρη 

οριζόντιου ελατηρίου, σταθεράς K=100 N/m, και 

ισορροπεί στη θέση φυσικού µήκους του ελατηρί- 

ου. Εκτρέπουµε  το  σώµα,  προς  τα  δεξιά,  κατά 

x=0,1 m και ταυτόχρονα (to=0) του δίνουµε ταχύ- 

τητα µέτρου  υ= 3  m/s (προς τα δεξιά). Να βρε- 

θούν: 

α) το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέσει το σώµα, 

β) η εξίσωση της αποµάκρυνσης x(t) της γ.α.τ., 

γ) το έργο της δύναµης του ελατηρίου από τη στιγµή to=0 µέχρι τη στιγµή όπου το 

σώµα σταµατά στιγµιαία, για πρώτη φορά. 

 

ΛΛύύσσηη  
 

α) Εφαρµόζοντας τη σχέση που συνδέει τις ενέργειες σε µια γ.α.τ. βρίσκουµε: 

         
T

K U E+ =+ =+ =+ =     ⇒⇒⇒⇒    2 2 21 1 1
m K x K A

2 2 2
⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

     ⇒⇒⇒⇒   …  ⇒⇒⇒⇒   
2

2 m
A x

K

⋅ υ⋅ υ⋅ υ⋅ υ
= += += += +     ⇒⇒⇒⇒   

(((( ))))
2

2
1 3

A 0,1
100

⋅⋅⋅⋅
= += += += +  ⇒⇒⇒⇒     A 0, 2m====  . 

β) Αφού για to=0 είναι x=+0,1 m προκύπτει ότι υπάρχει αρχική φάση. Έτσι η ζητού-

µενη εξίσωση είναι:  

                                
( t )

x A ( t )οοοο= ⋅ ηµ ω + φ= ⋅ ηµ ω + φ= ⋅ ηµ ω + φ= ⋅ ηµ ω + φ      (1)  και  
( t )

( A) ( t )οοοου = ω ⋅συν ω + φυ = ω ⋅συν ω + φυ = ω ⋅συν ω + φυ = ω ⋅συν ω + φ  

Για to=0   ⇒⇒⇒⇒   0,1 0, 2 οοοο+ = ⋅ηµφ+ = ⋅ηµφ+ = ⋅ηµφ+ = ⋅ηµφ     ⇒⇒⇒⇒   
1

2
οοοοηµφ = +ηµφ = +ηµφ = +ηµφ = +    ⇒⇒⇒⇒    

6
οοοο

ππππ
ηµφ = ηµηµφ = ηµηµφ = ηµηµφ = ηµ  

⇒⇒⇒⇒   
6

οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ =    ή   

5

6
οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ =  .    Αφού  υ>0  ⇒⇒⇒⇒    

6
οοοο

ππππ
φ =φ =φ =φ = . 

Επίσης: 2D K m= = ⋅ω= = ⋅ω= = ⋅ω= = ⋅ω    ⇒⇒⇒⇒    
K 100

10(r / s)
m 1

ω = = =ω = = =ω = = =ω = = = . 

Έτσι η εξίσωση (1) γράφεται:  

                                                    
( t )

x 0, 2 10 t
6

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

      (2) 

 
γ) Η µόνη δύναµη που ασκείται στο σώµα στον άξονα της γ.α.τ. είναι η FΕΛΑΤ . Άρα:        

   FΕΠΑΝ = FΕΛΑΤ . 

 

υυυυ
����
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Έτσι:  (((( ))))2 2

(F ) (F ) 2 1

1
W W K x x

2ΕΛΑΤ ΕΠΑΝΕΛΑΤ ΕΠΑΝΕΛΑΤ ΕΠΑΝΕΛΑΤ ΕΠΑΝ
= = − ⋅ ⋅ −= = − ⋅ ⋅ −= = − ⋅ ⋅ −= = − ⋅ ⋅ −      µε  x1=+0,1 m  και  x2=+A=+0,2 m 

  

              ⇒⇒⇒⇒    (((( ))))2 2

(F )

1
W 100 0, 2 0,1

2ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ
= − ⋅ ⋅ −= − ⋅ ⋅ −= − ⋅ ⋅ −= − ⋅ ⋅ −     ⇒⇒⇒⇒    

(F )
W 1,5(J)

ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ
= −= −= −= −  . 

 

 

Σηµείωση:  Αφού είναι  ΣF=FΕΛΑΤ  µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θ.Μ.Κ.Ε. Έτσι: 

                     
(F )

W W K
ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ

= Σ = ∆= Σ = ∆= Σ = ∆= Σ = ∆     (επειδή  K1+U1 = ET = K2+U2 )  ⇒⇒⇒⇒                   

                     
2 1 1 2

K K K U U∆ = − = −∆ = − = −∆ = − = −∆ = − = −     ⇒⇒⇒⇒    (((( ))))2 2

1 2

1
K x x

2
∆ = ⋅ −∆ = ⋅ −∆ = ⋅ −∆ = ⋅ −  

                      ⇒⇒⇒⇒   (((( ))))2 2

(F ) 1 2

1
W x x

2ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ
= ⋅ −= ⋅ −= ⋅ −= ⋅ −     ⇒⇒⇒⇒  … ⇒⇒⇒⇒     

(F )
W 1,5(J)

ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ
= −= −= −= −  . 

 

Άσκηση  για  λύση (4.1) 

 

Στη διάταξη του σχήµατος στο παράδειγµα 4, αν δώσουµε στο σώµα  ταχύτητα υ= 3  

m/s  προς τα αριστερά, µε θετική φορά προς τα δεξιά, να βρεθούν: 

α) το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέσει το σώµα, 

β) η εξίσωση της αποµάκρυνσης x(t) της γ.α.τ., 

γ) το έργο της δύναµης του ελατηρίου από τη στιγµή to=0 µέχρι τη στιγµή όπου το 

σώµα σταµατά στιγµιαία, για πρώτη φορά. 

 

             [ Απ. α) Α=0,2 m , β) 
( t )

5
x 0, 2 10 t

6

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

 , γ) 
(F )

W 1,5(J)
ΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤΕΛΑΤ

= −= −= −= −  ] 

 

Άσκηση  για  λύση (4.2) 
 

Στη διάταξη του σχήµατος στο παράδειγµα 4, πόση ταχύτητα πρέπει να δώσουµε στο 

σώµα προς τα δεξιά, ώστε αυτό στη συνέχεια να εκτελέσει γ.α.τ. µε  εξίσωση  αποµά-

κρυνσης:   
( t )

x 0,4 10 t
4

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ηµ ⋅ += ⋅ηµ ⋅ += ⋅ηµ ⋅ +    
    

 . Να πάρετε x 0, 2 2= += += += +  m (δεν χρειάζεται). 

                       [ Aπ. 2 2υ =υ =υ =υ =  m/s ] 
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Άσκηση  για  λύση (4.3) 
 

Στη διάταξη του σχήµατος το σώµα, µάζας M=2 Kg, 

ισορροπεί κρεµασµένο από την κάτω άκρη του κατά- 

κόρυφου ελατηρίου, σταθεράς  K=200 N/m. Στη συ- 

νέχεια κρεµάµε από το σώµα (Μ) ένα µικρότερο σώ- 

µα, µάζας m=2 Kg. Να βρείτε: 

α) το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέσει το σύστηµα, 

β) την εξίσωση της αποµάκρυνσης  x(t) που  περιγρά- 

φει την γ.α.τ. του συστήµατος (µε to=0 τη στιγµή που 

κρεµάσαµε το µικρό σώµα), 

γ) την ταχύτητα του σώµατος (Μ) τη στιγµή που περ- 

νά από θέση κατά  h=0,15 m κάτω από τη  θέση που  

κρεµάσαµε το µικρό σώµα (m). 

                 

                     [ Απ. α) A=0,1 m , β) 
( t )

3
x 0,1 5 2 t

2

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

 , γ) υ=0,6124 m/s ] 

 

 

Άσκηση  για  λύση (4.4) 

 

Στη διάταξη του σχήµατος το ελατήριο, σταθεράς K=100 N/m, 

έχει  φυσικό µήκος 
o

0,6m====ℓℓℓℓ . Στη  συνέχεια  κρεµάσαµε στο 

κάτω µέρος του  ελατηρίου ένα σώµα, µάζας  m=2 Kg, και µε 

τη βοήθεια νήµατος, στερεωµένο στο έδαφος, επιµηκύναµε το 

ελατήριο σε µήκος 1m====ℓℓℓℓ . Τη στιγµή to=0  κόβουµε το νήµα. 

Να βρείτε: 

α) το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέσει το σώµα, 

β) την  εξίσωση της  αποµάκρυνσης  x(t)  που  περιγράφει την 

γ.α.τ. του σώµατος, 

γ) την ταχύτητα του σώµατος τη στιγµή που φθάνει στη θέση 

φυσικού µήκους του ελατηρίου, 

δ) την επιτάχυνση του σώµατος µετά από χρόνο 
2

t sec
10

ππππ
====  από τη στιγµή που κό-

ψαµε το νήµα. 

∆ίνεται g=10 m/s
2
. 

              [ Απ. α) Α=0,2 m , β) 
( t )

x 0, 2 5 2 t
2

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

 , γ) υ=0 , δ) α=10 m/s
2
 ] 

 

 

 

//////////iiii

K

M

m

. . .Θ Φ ΜΘ Φ ΜΘ Φ ΜΘ Φ Μ

. . .Α Θ ΙσΑ Θ ΙσΑ Θ ΙσΑ Θ Ισ
1

x

( )++++

//////

///////////////////////

o
ℓℓℓℓ

ℓℓℓℓ

ήν µαν µαν µαν µα

K

m
( )++++
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Άσκηση  για  λύση (4.5) 

 

Στη διάταξη του σχήµατος το ελατήριο, σταθεράς 

K=100 N/m, έχει  φυσικό µήκος 
o

0,6m====ℓℓℓℓ . Στη  

συνέχεια  τοποθετήσαµε στο πάνω µέρος του ελα-

τηρίου ένα σώµα, µάζας  m=1 Kg, και µε τη βοή- 

θεια νήµατος, στερεωµένο στο έδαφος,συσπειρώ-

σαµε το ελατήριο σε µήκος 0,4m====ℓℓℓℓ . Τη στιγµή  

to=0  κόβουµε το νήµα. 

Να βρείτε: 

α) το πλάτος της γ.α.τ. που θα εκτελέσει το σώµα, 

β) την  εξίσωση της  αποµάκρυνσης  x(t) που περι-

γράφει την γ.α.τ. του σώµατος, 

γ) την ταχύτητα του σώµατος τη στιγµή που φθάνει, για πρώτη φορά, στη θέση στην 

οποία το ελατήριο είναι συσπειρωµένο κατά 0,05m∆ =∆ =∆ =∆ =ℓℓℓℓ , 

δ) την επιτάχυνση του σώµατος τη στιγµή που το  ελατήριο  έχει  δυναµική  ενέργεια 

U 0,5(J)==== . 

∆ίνεται g=10 m/s
2
. 

             [ Απ. α) Α=0,1 m , β) 
( t )

x 0,1 10 t
2

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

 , γ) υ=
3

2
 m/s ,δ) α=0 ] 

 

Άσκηση  για  λύση (4.6) 
 

Στη διάταξη του σχήµατος το ελατήριο έχει άγνωστη σταθερά  K. 

Το σώµα που είναι στερεωµένο στο ελατήριο έχει µάζα M=4 Kg, 

ενώ το σώµα που  κρέµεται από το νήµα  έχει  µάζα  m=2 Kg. Το 

σώµα  (m) απέχει από το έδαφος  απόσταση  h=(π
2
/5) m. Κάποια 

στιγµή  (to=0)  κόβουµε το  νήµα. Μέχρις  ότου το  σώµα  (m) να  

φθάσει στο έδαφος το σώµα (M) έχει φθάσει, για πρώτη φορά, σε 

θέση όπου έχει  ταχύτητα  µηδέν  (µετά  το  κόψιµο του νήµατος).  

Να βρείτε: 

α) τη σταθερά Κ του ελατηρίου, 

β) την  εξίσωση της  αποµάκρυνσης  x(t) που περιγράφει την γ.α.τ. 

του σώµατος (Μ), 

γ) το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος (Μ), τη στιγµή που το ε- 

λατήριο έχει επιµήκυνση 0, 3m∆ =∆ =∆ =∆ =ℓℓℓℓ , 

δ) τη θέση του σώµατος (Μ) τη στιγµή που το σώµα (m), καθώς 

πέφτει, απέχει από το έδαφος απόσταση h1=(3π
2
/20) m. 

∆ίνεται g=10 m/s
2
. 

 [ Απ. α) K=100 N/m , β) 
( t )

x 0, 2 5 t
2

ππππ    = ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ += ⋅ ηµ ⋅ +    
    

 , γ) 0,5 3υ =υ =υ =υ = m/s , δ) x=0, υ<0 ] 

K (m)

( ή )ν µαν µαν µαν µα

οοοοℓℓℓℓ

ℓℓℓℓ

////////////////////////////////////

( )++++

K

M

m

h

/////////

/////////////

ήν µαν µαν µαν µα

( )++++
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Άσκηση  για  λύση (4.7) 
 

Στη διάταξη του  σχήµατος τα δύο σώµατα  είναι 

στερεωµένα στα άκρα του οριζόντιου  ελατηρίου, 

το οποίο έχει το φυσικό του µήκος. 

Το σώµα (Μ) έχει µάζα 10 Kg, ενώ το σώµα (m) 

έχει µάζα 1 Kg. Το ελατήριο έχει σταθερά K=100 

N/m. Το σώµα (Μ) παρουσιάζει συντελεστή στα- 

τικής τριβής µε το δάπεδο µ=0,25. Να βρεθεί το πλάτος της γ.α.τ. που µπορεί να κά-

νει το σώµα (m) χωρίς το σώµα (Μ) να γλυστρά. 

                         [ Απ. Α=0,25 m ] 
 

Άσκηση  για  λύση (4.8) 

 

Στη διάταξη της άσκησης  (4.7), την τριβή την παρουσιάζει µόνο το σώµα (m) ενώ 

στο σώµα (Μ) δίνουµε ταχύτητα υ προς τ’ αριστερά. Να βρεθεί η  µέγιστη τιµή της 

ταχύτητας υ ώστε το σώµα (Μ) να εκτελεί γ.α.τ. χωρίς το σώµα (m) να γλυστρά. 

                

                                                                                        [ Απ. 0,025 10υ =υ =υ =υ =  m/s ] 

 

Άσκηση  για  λύση (4.9) 

 

Στη διάταξη της άσκησης  (4.7), το σώµα (Μ) παρουσιάζει συντελεστή  στατικής 

τριβής µε το δάπεδο µ=0,25 ενώ το επίπεδο δεξιά του (Μ) είναι λείο. Αν δώσουµε 

στο σώµα (m) ταχύτητα µε µέτρο υ=2 m/s προς τ’ αριστερά (to=0), να βρεθεί πόσο 

θα απέχουν τα δύο σώµατα µεταξύ τους µετά από χρόνο t=(π/5) sec, µε την προϋπό-

θεση ότι τα δύο σώµατα απλά εφάπτονται στο ελατήριο και δεν είναι στερεωµένα σ’ 

αυτό. ∆ίνεται το φυσικό µήκος του ελατηρίου 0,5οοοο ====ℓℓℓℓ  m  και π=3,14 . 

                                           

                                                                                 [ Απ. s 0,5 1,128
5

ππππ    = + == + == + == + =    
    

 m ] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

KM m

////////////////////////////////////////////////



Συνθήκη  εκτέλεσης  γ.α.τ.                     Παναγιώτης  Μόρφης – Μάιρα  Μόρφη 

 

12 

 

 

ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα  55  
 

Στη διάταξη του σχήµατος το  σώµα, µάζας  m = x Kg, 

είναι στερεωµένο στην  κάτω  άκρη του  κατακόρυφου 

ελατηρίου,  σταθεράς  K = y (N/m). Το σώµα  εκτελεί 

γ.α.τ., κατακόρυφα. Ο χρόνος  «αρχίζει» να µετρά από 

τη στιγµή που το σώµα περνά από τη θέση ισορροπίας 

του κινούµενο προς τα κάτω (to = 0). Η δυναµική ενέρ- 

γεια του ελατηρίου, σε συνάρτηση µε το χρόνο, δίνεται 

στο διάγραµµα Uελατ = f(t). Θετική φορά προς τα κάτω. 

α) Να βρεθεί η µάζα x (Kg) του σώµατος. 

β) Να βρεθεί το πλάτος της γ.α.τ. που εκτελεί το σώµα. 

γ) Να βρεθεί η ελάχιστη τιµή της δυναµικής ενέργειας  

του ελατηρίου. 

δ) Να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος, τη 

στιγµή που η δυναµική ενέργεια του  ελατηρίου  είναι 

3,125 J. 

ε) Να βρεθεί το ελάχιστο χρονικό διάστηµα, που µεσο- 

λαβεί ώστε η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου  να  έ- 

χει δύο (διαδοχικές) φορές την τιµή 1,125 J. 

 

Λύση 
 

α) Στη θέση ισορροπίας του σώµατος (µε το ελατή-  

ριο) ισχύει: 

                       Fελατ = mg   ⇒⇒⇒⇒   K mg⋅ ∆ =⋅ ∆ =⋅ ∆ =⋅ ∆ =ℓℓℓℓ     

     ⇒⇒⇒⇒   
mg

K
∆ =∆ =∆ =∆ =ℓℓℓℓ     (1) 

 

Από το διάγραµµα Uελατ = f(t) προκύπτει ότι η δυνα- 

µική ενέργεια του ελατηρίου, στη θέση ισορροπίας 

είναι Uελατ = 2 J. 

Για τη δυναµική ενέργεια του ελατηρίου (στη θέση ισορροπίας) ισχύει: 

   21
U K

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆= ⋅ ⋅ ∆ℓℓℓℓ    ⇒⇒⇒⇒ (1)⇒⇒⇒⇒  

2
1 mg

U K
2 K

ελατελατελατελατ

    
= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅     

    
 

   ⇒⇒⇒⇒  
2 21 m g

U
2 K

ελατελατελατελατ

⋅⋅⋅⋅
= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅   ⇒⇒⇒⇒  

21 m
2 m 10

2 K

    
= ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ ⋅ ⋅    

    
  ⇒⇒⇒⇒    

m 4
m

K 100

    
⋅ =⋅ =⋅ =⋅ =    

    
  (2) 

 

Από το διάγραµµα επίσης προκύπτει ότι η περίοδος της γ.α.τ. είναι: 
2

T (s)
5

ππππ
==== . 

K

m

/////////

. .θ ισθ ισθ ισθ ισ
( )++++

U (J)ελατελατελατελατ

t(s)

2

0

4,5

2

5

ππππ
••••
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Η περίοδος δίνεται από τη σχέση: 
m

T 2
K

= π= π= π= π      ⇒⇒⇒⇒   
2

2

m T

K 4
====

ππππ
    ⇒⇒⇒⇒  …   

                ⇒⇒⇒⇒      
m 2

K 100
====    (3) 

 

Από τις εξισώσεις (2) και (3) προκύπτει: m 2(Kg)====  . 

 

 

Από την εξίσωση (3), τώρα, προκύπτει: K 100(N / m)====  . 

 

β) Αφού το σώµα τη στιγµή (to = 0) κινείται προς τα κάτω, αυτό σηµαίνει ότι  αυξά-

νεται η επιµήκυνση (και η δυναµική ενέργεια) του ελατηρίου. Στην «κάτω άκρη» της 

γ.α.τ. η επιµήκυνση του ελατηρίου είναι: 
max

x A= ∆ += ∆ += ∆ += ∆ +ℓℓℓℓ . 

Η µέγιστη τιµή της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου, µε βάση το διάγραµµα, είναι 
maxU 4,5(J)ελατελατελατελατ ====  και ισχύει: 

max 2

max

1
U K x

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅     ⇒⇒⇒⇒   

max 21
U K ( A)

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ +ℓℓℓℓ   ⇒⇒⇒⇒  …  ⇒⇒⇒⇒   

2 9
( A)

100
∆ + =∆ + =∆ + =∆ + =ℓℓℓℓ  

  

   ⇒⇒⇒⇒   
3

( A) (m)
10

∆ + =∆ + =∆ + =∆ + =ℓℓℓℓ     ⇒⇒⇒⇒    A 0,1(m)====  . 

 

Σηµείωση:  Γενικά η εξίσωση της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου σε συνάρτηση 

µε το χρόνο είναι: 

                             (((( )))) (((( ))))2 21 1
U K x K A ( t)

2 2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅ ∆ + = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ηµ ω= ⋅ ⋅ ∆ + = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ηµ ω= ⋅ ⋅ ∆ + = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ηµ ω= ⋅ ⋅ ∆ + = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ηµ ωℓ ℓℓ ℓℓ ℓℓ ℓ     (4) 

 

γ) Το πλάτος Α της γ.α.τ. είναι µικρότερο από την αρχική επιµήκυνση ∆∆∆∆ℓℓℓℓ  του ελα-

τηρίου (στη θέση ισορροπίας του). Στην  «πάνω άκρη» της γ.α.τ. η παραµόρφωση 

(ακόµη επιµήκυνση) του ελατηρίου είναι: 
min

x A= ∆ −= ∆ −= ∆ −= ∆ −ℓℓℓℓ . 

Από την εξίσωση (1) προκύπτει: ∆∆∆∆ℓℓℓℓ  = 0,2 m . Άρα:  
min

x 0,1(m)==== . 

Έτσι η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου είναι:  

 

   min 2

min

1
U K x

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅= ⋅ ⋅   ⇒⇒⇒⇒  …  ⇒⇒⇒⇒  

minU 0,5(J)ελατελατελατελατ ====  . 

 

δ) Αφού η τιµή της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου  (3,125 J)  είναι µεγαλύτερη 

από την αρχική τιµή (2 J) της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου, αυτό σηµαίνει ότι 

το σώµα βρίσκεται «κάτω» από τη θέση ισορροπίας του ελατηρίου. Άρα η δυναµική 

ενέργεια του ελατηρίου δίνεται από τη σχέση: 
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        (((( ))))2

1

1
U K x

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ += ⋅ ⋅ ∆ +ℓℓℓℓ      ⇒⇒⇒⇒   (((( ))))2

1

1
3,125 100 0,2 x

2
= ⋅ ⋅ += ⋅ ⋅ += ⋅ ⋅ += ⋅ ⋅ +    ⇒⇒⇒⇒  …  ⇒⇒⇒⇒  

                        
1

x 0,05(m)==== . 

Χρησιµοποιώντας τώρα τη σχέση που συνδέει τις ενέργειες σε γ.α.τ., προκύπτει: 

    

          
T

K U E+ =+ =+ =+ =    ⇒⇒⇒⇒   
2 2 2

1 1

1 1 1
m K x K A

2 2 2
⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⋅ ⋅ υ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅      (5)    ⇒⇒⇒⇒  

 

           2 2 2

1
2 100 0,05 100 0,1⋅ υ + ⋅ = ⋅⋅ υ + ⋅ = ⋅⋅ υ + ⋅ = ⋅⋅ υ + ⋅ = ⋅   ⇒⇒⇒⇒  …   ⇒⇒⇒⇒   1

6
(m / s)

4
υ = ±υ = ±υ = ±υ = ±  . 

 

ε) Με βάση τα προηγούµενα η τιµή της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου (1,125 J) 

δηλώνει ότι το σώµα βρίσκεται «πάνω» από τη θέση ισορροπίας. 

Αφού ο χρόνος της γ.α.τ. αρχίζει να µετρά από τη στιγµή που το σώµα περνά από τη 

θέση ισορροπίας του κινούµενο προς τα κάτω (to = 0), αυτό σηµαίνει ότι η εξίσωση 

που περιγράφει την γ.α.τ. είναι: 
(t )

x A ( t)= ⋅ ηµ ω= ⋅ ηµ ω= ⋅ ηµ ω= ⋅ ηµ ω  (µε φο = 0) . 

Βρήκαµε ότι:   A = 0,1 m   και   
K

... 5 2(rad / s)
m

ω = = =ω = = =ω = = =ω = = = .  

Οπότε: 
(t )

x 0,1 (5 2t)= ⋅ ηµ= ⋅ ηµ= ⋅ ηµ= ⋅ ηµ    (6) 

Άρα η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου δίνεται από τη σχέση: 

           (((( ))))2

2

1
U K x

2
ελατελατελατελατ = ⋅ ⋅ ∆ −= ⋅ ⋅ ∆ −= ⋅ ⋅ ∆ −= ⋅ ⋅ ∆ −ℓℓℓℓ      ⇒⇒⇒⇒   (((( ))))2

2

1
1,125 100 0,2 x

2
= ⋅ ⋅ −= ⋅ ⋅ −= ⋅ ⋅ −= ⋅ ⋅ −     

     ⇒⇒⇒⇒   
2

(0,2 x ) 0,15− = ±− = ±− = ±− = ±    ⇒⇒⇒⇒   …  ⇒⇒⇒⇒    
2

x 0,05(m)==== .  (ψάξτε το «±±±± ») 

 

Επειδή όµως συµπεράναµε ότι κινείται προς τα «πάνω», θα θεωρήσουµε: 

 

                   
2

x 0,05(m)= −= −= −= − . 

Από την εξίσωση (6) προκύπτει: 0,05 0,1 (5 2t)− = ⋅ ηµ− = ⋅ ηµ− = ⋅ ηµ− = ⋅ ηµ   ⇒⇒⇒⇒   
1

(5 2t)
2

ηµ = −ηµ = −ηµ = −ηµ = −  

Οι δυνατές λύσεις, για το ελάχιστο χρονικό διάστηµα, είναι:  

        
1

5 2 t
6

ππππ
⋅ = π +⋅ = π +⋅ = π +⋅ = π +     (7)   και    

2
5 2 t 2

6

ππππ
⋅ = π −⋅ = π −⋅ = π −⋅ = π −    (8) 

Αφαιρώντας κατά µέλη [(8) - (7)]   ⇒⇒⇒⇒  
2 1

4
5 2 (t t )

6

ππππ
⋅ − =⋅ − =⋅ − =⋅ − =  ,  [ t2 – t1 = ∆t ] 

              ⇒⇒⇒⇒   …  ⇒⇒⇒⇒    
2

t (s)
15

ππππ
∆ =∆ =∆ =∆ =  . 

 

                      ------------------------------------------------------------------ 
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Άσκηση  για  λύση (5.1) 
 

Στη διάταξη του σχήµατος, του παραδείγµατος 5 , να βρεθούν οι  τιµές  της  δυναµι-

κής ενέργειας του ελατηρίου, τη στιγµή που το σώµα (στη γ.α.τ. που εκτελεί) έχει τα-

χύτητα µε µέτρο 
2

2

4
υ =υ =υ =υ =  m/s . 

Υπόδειξη  λύσης:  Από προσαρµογή της εξίσωσης (5) θα βρεθούν  «οι τιµές» της α-

ποµάκρυνσης x2 (κίνηση «πάνω – κάτω»). Στη συνέχεια από την εξίσωση (4) θα υπο-

λογισθούν οι τιµές της δυναµικής ενέργειας του ελατηρίου. 

Σηµείωση: Αυτό το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος «υπάρχει» σε δύο θέσεις της 

κίνησης (γ.α.τ.) (προς τα πάνω και προς τα κάτω), αλλά  τέσσερις χρονικές στιγµές  

(«πήγαινε – έλα»). 

 

                                                             [ Απ.  4,107 J   και   0,64295 J ] 

 

                       ----------------------------------------------------------------------- 


