
Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

Επίλυση εξισώσεων 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

 

ΕΞΙΣΩΣΗ 3
ου

 ΒΑΘΜΟΥ 

 

Αν στην εξίσωση 
3 2

0x x xα β γ δ+ + + = , 0α ≠  κάνουµε την αντικατάσταση 

3
x y

β
α

= −  τότε η εξίσωση, µετά από πράξεις, παίρνει τη µορφή 
3

y py q= + , όπου  

2

2

3

3
p

β αγ
α
−

=  και 
3 2

3

9 2 27

27
q

αβγ β α δ
α

− −
= . 

 

Παράδειγµα.  

Η εξίσωση 
3 2

3 3 11 0x x x+ − − =  µε την αντικατάσταση 1x y= −  γίνεται 3
6 6y y= + .  

 

Για την λύση της εξίσωσης 3
x px q= +  θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα 

3 3 3
( ) 3 ( ) ( )α β αβ α β α β+ = + + + . Από τη σύγκριση προκύπτει ότι αν µπορούµε να 

βρούµε αριθµούς ,α β  ώστε 3 pαβ =  και 3 3
qα β+ =  τότε ο αριθµός α β+  είναι 

ρίζα της εξίσωσης 3
x px q= + .  

Όµως  
3 3

3 3 3

3 3

273

q

q p

p

α β

α β
α β

αβ
αβ

 + =


 + = 
⇔ = 

= 
∈ �

. 

Άρα 
3 3
,α β  είναι οι ρίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης 

3

2
0

27

p
x qx− + = . Οι ρίζες 

της δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι 
2

q
+ ∆ , 

2

q
− ∆ , όπου  

2 3

2 3

q p   ∆ = −   
   

.  

 

Παρατήρηση.  

Αν 0∆ <  τότε το σύµβολο ∆  σηµαίνει i −∆ . (∆ες την παρατήρηση στο 

παράδειγµα 3 που ακολουθεί).  

 

 

Στη συνέχεια λύνουµε τις εξισώσεις 3

2

q
α = + ∆  και 3

2

q
β = − ∆  για να βρούµε 

τους αριθµούς ,α β . Κάθε µια από τις παραπάνω εξισώσεις έχει τρεις µιγαδικές 

ρίζες. Έστω 
1 2 3
, ,α α α  οι ρίζες της εξίσωσης 3

2

q
α = + ∆  και 

1 2 3
, ,β β β  οι ρίζες της 

εξίσωσης 3

2

q
β = − ∆ . Αν 

i
α  και 

j
β  είναι δύο ρίζες τέτοιες ώστε 

i j
α β ∈�  τότε ο 

αριθµός 
i j

x α β= +  είναι µια ρίζα της εξίσωσης 3
x px q= + . Με αυτή την διαδικασία 

µπορούµε να βρούµε τις τρεις ρίζες της εξίσωσης 3
x px q= + .  

 



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

Συµβολικά µπορούµε να γράψουµε ότι οι λύσεις της εξίσωσης 3
x px q= +  δίνονται 

από τον τύπο  

2 3 2 3

3 3

2 2 3 2 2 3

q q p q q p
x

       = + − + − −       
       

. 

 

  

Παραδείγµατα. 

1. 3
9 28x x= +  

9p = , 28q = , 169∆ =  

3 3 3314 169 14 169 27 1 3 1 4x = + + − = + = + =  

 

2. 3
6 6x x= +  

6p = , 6q = , 1∆ =  

3 3 3 33 1 3 1 4 2x = + + − = +  

 

3. 3
15 4x x= +  

15p = , 4q = , 121∆ = −  

3 3
2 121 2 121x = + − + − −  

Οι ρίζες της εξίσωσης 3
15 4x x= +  είναι 4x =  ή 2 3x = − +  ή 2 3x = − − .  

 

Παρατήρηση 

Η παράσταση 2 121+ −  µπορεί να γραφεί ως 2 121 2 11i i+ = + . Οµοίως 

2 121 2 11i− − = − .  

Μια ρίζα της εξίσωσης 3
2 11iα = +  είναι ο αριθµός 2 i+  αφού 

3
(2 ) 2 11i i+ = +  

και µια ρίζα της εξίσωσης 3
2 11iβ = −  είναι ο αριθµός 2 i−  αφού 

3
(2 ) 2 11i i− = − . 

Άρα στον τύπο 
3 3

2 121 2 121x = + − + − −  µπορούµε να κάνουµε τις 

αντικαταστάσεις 3
2 121 2 i+ − = +  και 3

2 121 2 i− − = −  οπότε παίρνουµε 

( ) ( )2 2 4x i i= + + − = .  

 

 

Άσκηση. 

Να λύσετε τις εξισώσεις: 

1. 3 2
3 6 4 0x x x+ − + =  2. 3 2

4 2 8 0x x x+ + + =  

3. 3 2
6 9 6 0x x x− + + =  4. 3 2

2 3 2 8 0x x x+ + + =  

5. 3 2
6 3 5 0x x x+ + + =  6. 3 2

4 5 0x x x− − − =  

7. 3 2
2 2 0x x x+ − − =  8. 3 2

3 6 2 0x x x+ − + =  

 

 

 

 

 



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

 

ΕΞΙΣΩΣΗ 4
ου

 ΒΑΘΜΟΥ 

 

Αν στην εξίσωση 
4 3 2

0x x x xα β γ δ ε+ + + + = , 0α ≠  κάνουµε την αντικατάσταση 

4
x y

β
α

= −  τότε η εξίσωση, µετά από πράξεις, παίρνει τη µορφή 

4 2
0y py qy r+ + + = , όπου 

2

2

8 3

8
p

αγ β
α
−

= , 

3 2

3

4 8

8
q

β αβγ α δ
α

− +
=  και 

3 4 2 2

4

256 3 16 64

256
r

α ε β αβ γ α βδ
α

− + −
= .  

 

Η εξίσωση 
4 2

0y py qy r+ + + =  γράφεται αρχικά 
4 2

y py qy r+ = − − . Στη συνέχεια 

προσθέτουµε και στα δύο µέλη τους όρους 2 2 2 2
, , , 2 ,2p py p yω ω ω , όπου ω  είναι 

ένας αριθµός που διαλέγεται µε έναν τρόπο που περιγράφεται παρακάτω. Έτσι η 

εξίσωση γίνεται 2 2 2 2 2
( ) (2 ) ( 2 )y p p y qy p p rω ω ω ω+ + = + − + + + − .  

 

Το δεύτερο µέλος της εξίσωσης είναι τριώνυµο ως προς y . Αν η διακρίνουσά του 

είναι µηδέν τότε το τριώνυµο είναι τέλειο τετράγωνο και η εξίσωση γίνεται ισότητα 

δύο τετραγώνων.  

Η διακρίνουσα του τριωνύµου 
2 2 2

(2 ) ( 2 )p y qy p p rω ω ω+ − + + + −  είναι  
2 2 2

4(2 )( 2 )q p p p rω ω ω∆ = − + + + −  

Έτσι αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε 2 2 2
0 4(2 )( 2 )p p p r qω ω ω∆ = ⇔ + + + − = .  

Η τελευταία είναι εξίσωση 3
ου

 βαθµού µε άγνωστο το ω .  

 

 

Παράδειγµα. 

Να λύσετε την εξίσωση 
4 2

12 8 0x x x+ + − = .  

 
4 2 4 2

2 2 2 2

12 8 0 12 8

                               ( 1 ) (2 1) 12 ( 2 9)

x x x x x x

x x xω ω ω ω

+ + − = ⇔ + = − +

⇔ + + = + − + + +
 

Αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε η διακρίνουσα του τριωνύµου  
2 2

(2 1) 12 ( 2 9)x xω ω ω+ − + + +  

να είναι µηδέν.  
3 2

0 2 5 20 27 0ω ω ω∆ = ⇔ + + − = . 

Μια λύση της εξίσωσης τρίτου βαθµού είναι 1ω = . Έτσι η εξίσωση γίνεται  
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( 1 1) (2 1 1) 12 (1 2 1 9) ( 2) [ 3( 2)]

                                                           2 3( 2)   ή   2 3( 2)

x x x x x

x x x x

+ + = ⋅ + − + + ⋅ + ⇔ + = −

⇔ + = − + = − −
 

Στη συνέχεια λύνουµε τις δύο εξισώσεις 2
ου

 βαθµού.  

2 3 8 3 5
2 3( 2)

2

i
x x x

± +
+ = − ⇔ = . 

2 3 8 3 5
2 3( 2)

2
x x x

− ± −
+ = − − ⇔ = . 

 



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

Άσκηση. 

Να λύσετε τις εξισώσεις: 

9. 4 2
10 16 4 0x x x+ + + =  10. 4 2

2 8 5 0x x x+ + + =  

11. 4 2
3 20 4 0x x x+ + − =  12. 4 2

3 6 8 0x x x− − + =  

 

 

 

 

 

 

 

Λύσεις των ασκήσεων 

1. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

3 6 4 0x x x+ − + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

1x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3
9 12y y= − , άρα 9p =  και 12q = − .  

9∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3
9 12y y= −  είναι 3 39 3y = − − .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 3 39 3 1x = − − − .  

 

2. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

4 2 8 0x x x+ + + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

4

3
x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3 10 272

3 27
y y= − , άρα 

10

3
p =  και 

272

27
q = − .  

24∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3 10 272

3 27
y y= −  είναι  

3 3
136 136

2 6 2 6
27 27

y = − + − − . 

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι 3 3
136 136 8

2 6 2 6
27 27 3

+ + − =  ή ισοδύναµα ότι 

3 3136 54 6 136 54 6 8+ + − = .  

Έστω 3 3136 54 6 136 54 6 x+ + − = . Υψώνουµε τα δύο µέλη στην τρίτη και 

έχουµε 3
30 272x x= + . Από την τελευταία προκύπτει ότι 8x = .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 
8 4

4
3 3

x = − − = − .  

Παρατήρηση: Η εξίσωση λύνεται πιο εύκολα µε παραγοντοποίηση αφού 
3 2 2

4 2 8 0 ( 4)( 2) 0x x x x x+ + + = ⇔ + + = .  

 

3. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

6 9 6 0x x x− + + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

2x y= + . Η εξίσωση γίνεται 3
3 8y y= − , άρα 3p =  και 8q = − .  

15∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3
3 8y y= −  είναι 3 34 15 4 15y = − + − − .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 3 32 4 15 4 15x = − + − − .  

 

4. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

2 3 2 8 0x x x+ + + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

1

2
x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3 1 15

4 4
y y= − − , άρα 

1

4
p = −  και 

15

4
q = − .  



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

1519

432
∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3 1 15

4 4
y y= − −  είναι 

3 3
15 1519 15 1519

8 432 8 432
y = − + − + .  

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι 3 3
15 1519 15 1519 3

8 432 8 432 2
− + − + = −  ή ισοδύναµα 

ότι 3 3
1519 1519

15 2 15 2 3
27 27

+ − − + = .  

Έστω 3 3
1519 1519

15 2 15 2
27 27

x+ − − + = . Υψώνουµε τα δύο µέλη στην τρίτη 

και έχουµε 3
30x x+ = . Από την τελευταία προκύπτει ότι 3x = .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 2x = − . 

Παρατήρηση: Η εξίσωση έχει ακέραια ρίζα άρα µπορεί να λυθεί µε το σχήµα 

Horner. Έτσι έχουµε 3 2 2
2 3 2 8 0 ( 2)(2 4) 0x x x x x x+ + + = ⇔ + − + = .  

 

5. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

6 3 5 0x x x+ + + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

2x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3
9 15y y= − , άρα 9p =  και 15q = − .  

117

4
∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3

9 15y y= −  είναι 

3 3
15 117 15 117

2 2
y

+ −
= − − .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 3 3
15 117 15 117

2
2 2

x
+ −

= − − − .  

 

6. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

4 5 0x x x− − − =  κάνουµε την αντικατάσταση 

4

3
x y= + . Η εξίσωση γίνεται 3 19 299

3 27
y y= + , άρα 

19

3
p =  και 

299

27
q = .  

85

4
∆ =  και µια λύση της εξίσωσης 3 19 299

3 27
y y= +  είναι 

3 3
299 85 299 85

54 2 54 2
y = + + − .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 3 3
299 85 299 85 4

54 2 54 2 3
x = + + − + . 

 

7. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

2 2 0x x x+ − − =  κάνουµε την αντικατάσταση 

2

3
x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3 7 20

3 27
y y= + , άρα 

7

3
p =  και 

20

27
q = .  

1

3
∆ = −  και µια λύση της εξίσωσης 3 7 20

3 27
y y= +  είναι 

3 33 3
10 1 10 1 10 3 10 3

27 3 27 3 27 3 27 3
y i i= + − + − − = + + − .  



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου

 βαθµού 

 

Όµως 

3

5 3 10 3

6 6 27 3
i i

 
+ = +  

 
 και 

3

5 3 10 3

6 6 27 3
i i

 
− = −  

 
. Άρα  

5 3 5 3 5

6 6 6 6 3
y i i

   
= + + − =      
   

.  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 
5 2

1
3 3

x = − = .  

Παρατήρηση: Η εξίσωση λύνεται πιο εύκολα µε παραγοντοποίηση  
3 2 2

2 2 0 ( 2)( 1) 0x x x x x+ − − = ⇔ + − = .  

 

8. Για να λύσουµε την εξίσωση 
3 2

3 6 2 0x x x+ − + =  κάνουµε την αντικατάσταση 

1x y= − . Η εξίσωση γίνεται 3
9 10y y= − , άρα 9p =  και 10q = − .  

2∆ = −  και µια λύση της εξίσωσης 3
9 10y y= −  είναι 

3 3 3 3
5 2 5 2 5 2 5 2y i i= − + − + − − − = − + + − − .  

Όµως ( )3

1 2 5 2i i+ = − +  και ( )3

1 2 5 2i i− = − − . Άρα 

(1 2) (1 2) 2y i i= + + − = .  

Έτσι µια λύση της αρχικής εξίσωσης είναι 2 1 1x = − = .  

 

9. Ισοδύναµα έχουµε  
4 2 4 2

2 2 2 2

10 16 4 0 10 16 4

                                   ( 10 ) (2 10) 16 ( 20 96)

x x x x x x

x x xω ω ω ω

+ + + = ⇔ + = − −

⇔ + + = + − + + +
 

Αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε η διακρίνουσα του τριωνύµου  
2 2

(2 10) 16 ( 20 96)x xω ω ω+ − + + +  

να είναι µηδέν.  
3 2

0 25 196 448 0ω ω ω∆ = ⇔ + + + = . 

Μια λύση της εξίσωσης τρίτου βαθµού είναι 4ω = − . Έτσι η εξίσωση γίνεται  
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( 10 4) (2 ( 4) 10) 16 (( 4) 20 ( 4) 96) ( 6) [ 2( 4)]

                                                           6 2( 4)   ή   6 2( 4)

x x x x x

x x x x

+ − = ⋅ − + − + − + ⋅ − + ⇔ + = −

⇔ + = − + = − −
 

Στη συνέχεια λύνουµε τις δύο εξισώσεις 2
ου

 βαθµού.  

2 2 16 2 22
6 2( 4)

2

i
x x x

± +
+ = − ⇔ = . 

2 2 16 2 22
6 2( 4)

2
x x x

− ± −
+ = − − ⇔ = . 

 

10. Ισοδύναµα έχουµε  
4 2 4 2

2 2 2 2

2 8 5 0 2 8 5

                                ( 2 ) (2 2) 8 ( 4 1)

x x x x x x

x x xω ω ω ω

+ + + = ⇔ + = − −

⇔ + + = + − + + −
 

Αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε η διακρίνουσα του τριωνύµου  
2 2

(2 2) 8 ( 4 1)x xω ω ω+ − + + −  

να είναι µηδέν.  



Νίκος Φωτιάδης  Εξισώσεις 3
ου

 και 4
ου
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3 2
0 5 3 9 0ω ω ω∆ = ⇔ + + − = . 

Μια λύση της εξίσωσης τρίτου βαθµού είναι 1ω = . Έτσι η εξίσωση γίνεται  
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( 2 1) (2 1 2) 8 (1 4 1 1) ( 3) [2( 1)]

                                                           3 2( 1)   ή   3 2( 1)

x x x x x

x x x x

+ + = ⋅ + − + + ⋅ − ⇔ + = −

⇔ + = − + = − −
 

Στη συνέχεια λύνουµε τις δύο εξισώσεις 2
ου

 βαθµού.  
2

3 2( 1) 1 2x x x i+ = − ⇔ = ± . 
2

3 2( 1) 1x x x+ = − − ⇔ = − . 

 

 

11. Ισοδύναµα έχουµε  
4 2 4 2

2 2 2 2

3 20 4 0 3 20 4

                                  ( 3 ) (2 3) 20 ( 6 13)

x x x x x x

x x xω ω ω ω

+ + − = ⇔ + = − +

⇔ + + = + − + + +
 

Αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε η διακρίνουσα του τριωνύµου  
2 2

(2 3) 20 ( 6 13)x xω ω ω+ − + + +  

να είναι µηδέν.  
3 2

0 2 15 44 61 0ω ω ω∆ = ⇔ + + − = . 

Μια λύση της εξίσωσης τρίτου βαθµού είναι 1ω = . Έτσι η εξίσωση γίνεται  
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( 3 1) (2 1 3) 20 (1 6 1 13) ( 4) [ 5( 2)]

                                                           4 5( 2)   ή   4 5( 2)

x x x x x

x x x x

+ + = ⋅ + − + + ⋅ + ⇔ + = −

⇔ + = − + = − −
 

Στη συνέχεια λύνουµε τις δύο εξισώσεις 2
ου

 βαθµού.  

2 5 8 5 11
4 5( 2)

2

i
x x x

± +
+ = − ⇔ = . 

2 5 8 5 11
4 5( 2)

2
x x x

− ± −
+ = − − ⇔ = . 

 

12. Ισοδύναµα έχουµε  
4 2 4 2

2 2 2 2

3 6 8 0 3 6 8

                                ( 3 ) (2 3) 6 ( 6 1)

x x x x x x

x x xω ω ω ω

− − + = ⇔ − = −

⇔ − + = − + + − +
 

Αναζητούµε έναν αριθµό ω  ώστε η διακρίνουσα του τριωνύµου  
2 2

(2 3) 6 ( 6 1)x xω ω ω− + + − +  

να είναι µηδέν.  
3 2

0 2 15 20 12 0ω ω ω∆ = ⇔ − + − = . 

Μια λύση της εξίσωσης τρίτου βαθµού είναι 6ω = . Έτσι η εξίσωση γίνεται  
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( 3 6) (2 6 3) 6 (6 6 6 1) ( 3) (3 1)

                                                           3 3 1   ή   3 3 1

x x x x x

x x x x

− + = ⋅ − + + − ⋅ + ⇔ + = +

⇔ + = + + = − −
 

Στη συνέχεια λύνουµε τις δύο εξισώσεις 2
ου

 βαθµού.  
2

3 3 1 1  ή   2x x x x+ = + ⇔ = = . 

2 3 7
3 3 1

2

i
x x x

− ±
+ = − − ⇔ = . 


