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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία- απόδειξη- σελ. 133 του σχολικού βιβλίου. 

Α2. Θεωρία- ορισμός- σελ. 95 του σχολικού βιβλίου. 
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Α4. α) Λάθος  β) Λάθος   γ) Σωστό    δ) Λάθος   ε) Λάθος 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η συνάρτηση f είναι συνεχής, ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη, ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με 
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Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ( ,0]
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Η συνάρτηση f παρουσιάζει μέγιστο στο 0 0x  , το (0) ln( 0) ln1 0f    . 
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Β2. i) Αν  1  , τότε: 2( ) ln ( ) ln1 ( ) 0 0f x f x f x x        

Αν 1   1   ή 1  ,  τότε 2 1  2ln 0  και η εξίσωση 2( ) lnf x  είναι αδύνατη, αφού η f δεν 

παίρνει θετικές τιμές. 
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Η ισότητα ισχύει μόνο για 1x    0x  . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για x κοντά στο  ,        
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Γ4. Η εξίσωση ορίζεται για κάθε x IR . 

1 1 1
( ( )) ( ( )) ( ) ( )

4 2 2
f g x f g x f g x      , αφού 

1

4
 είναι η τεταγμένη της κορυφής της παραβολής 

2y x x  . 

3 2 3 21 5 1
( ) 2 3 2 3 3 0

2 2 2
g x x x x x          

Θεωρούμε τη συνάρτηση 3 2( ) 2 3 3P x x x    

2( ) 6 6 6 ( 1)P x x x x x      

( ) 0P x  6 ( 1) 0x x   0x  ή 1x   

( ) 0 6 ( 1) 0P x x x     0x  ή 1x  , άρα P  γνησίως αύξουσα στα διαστήματα ( ,0] και [1, )  

( ) 0 0 1P x x     , άρα P γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [ 1,1] . 

(( ,0]) ( , 3]P     , ([ 1,1]) [ 4, 3]P     , ([1, )) [ 3, )P     . 

Το μηδέν ανήκει μόνο στο ([1, )) [ 3, )P     , άρα η εξίσωση ( ) 0P x   έχει μοναδική λύση που ανήκει στο 

διάστημα (1, ) . Η μοναδικότητα εξασφαλίζεται από τη μονοτονία της συνάρτησης ( )P x  στο (1, ) . 

Επομένως η εξίσωση 
1

( ( ))
4

f g x    έχει μοναδική ρίζα. 

 

 



ΘΕΜΑ Δ 
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Δ3. Έστω ( , ln ) fx x x x C   . Τότε είναι: ( ,0)x η προβολή του Μ στον άξονα x’x. 
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Δ4. Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. για την f  στα διαστήματα [α,β] και [β,γ] και υπάρχουν 1 ( , )   και 
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( ) ( ln ) ln 1 ln 2f x x x x x x x
x

         , 0x  . 

1
( ) , 0f x x

x
   , άρα ( ) 0, 0f x x    και f  γνησίως αύξουσα. 

1 2 1 2           

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))

f f f f
f f f f f f

   
         

   

 
          

 
 

Δ5. α) 
( ) ln

( ) ln 1, 0
f x x x x

g x x x
x x


     . 

Έστω ( , ln 1) gx x C   , A(2,0) 

2 2( ) ( ) ( 2) (ln 1)d x x x      , 0x  . 

2 2

2(ln 1)
2( 2)

( )
2 ( 2) (ln 1)

x
x

xd x
x x


 

 
  

=
2 2

ln 1
( 2)

( 2) (ln 1)

x
x

x

x x


 

  
, 0x   



Θεωρούμε τη συνάρτηση 
ln 1

( ) 2 , 0
x

x x x
x




     

Παρατηρούμε ότι (1) 0  . 

2

1 ln 1
( ) 1

x
x

x


 
  

2

ln
1 0, 0

x
x

x
    , αφού: ln 1, 0x x x  

2 2 2 2 2 2

ln 1 ln 1 ln 1
1 1

x x x x x x

x x x x x x

  
        

2

2

1
0

x x

x

 
  . 

Επομένως  γνησίως αύξουσα, με ρίζα 1x  . 

Για 1 ( ) (1) 0 ( ) 0x x d x d          γνησίως φθίνουσα στο (0,1] 

Για 1 ( ) (1) 0 ( ) 0x x d x d         γνησίως αύξουσα στο [1, ) . 

x  0 1   

( )d x  — + 

( )d x  ↘ ↗ 

                                                                 min 

Το σημείο Μ(1,1) της gC απέχει τη μικρότερη απόσταση από το Α(2,0). 

β) 
1 0

1
1 2

y y

x x
  


 

 
   

 
 

Η εφαπτομένη της gC στο σημείο Μ έχει συντελεστή διεύθυνσης (1) 1g   , αφού 
1

( ) , 0g x x
x

    

Επομένως η εφαπτομένη της gC στο σημείο Μ είναι κάθετη στην ευθεία ΑΜ, επειδή 1    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 


