
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ 12ο διαγώνισμα STUDY4EXAMS 

A1. α) Ορισμός, σελ.31   β) ορισμός, σελ.33  γ) διατύπωση σελ.128, γεωμετρική ερμηνεία, σελ.128 

Α2. Απόδειξη, σελ.99 

Α3.  Θεωρούμε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  είναι 1-1 στο IR, τότε και η συνάρτηση g f είναι 1-1 στο IR 

1) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό ως αληθή ή ως ψευδή 

2) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αληθής 

{ / ( ) } { / ( ) }g f f gD x D f x D x IR f x IR IR        . Επομένως ορίζεται η σύνθεση g f  και έχει πεδίο 

ορισμού το IR. 

Έστω 
1 2,x x IR  με 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
( )( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

g f

g f x g f x g f x g f x f x f x x x
 

        

Άρα g f  είναι 1-1 στο IR. 

A4. α) Λ   β) Λ  γ) Σ   δ) Σ   ε) Σ   

ΘΕΜΑ Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
1

( )
1

x
h x

x





 και ( ) lng x x  

Β1. Να βρείτε τη συνάρτηση ( ) ( )( )f x g h x  

Β2. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

Β3. Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της 1f   

Β4. Να υπολογίσετε το όριο: 1lim ( )
x

f x


 

 

ΛΥΣΗ 

Β1. 
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Οπότε ορίζεται η σύνθεση της h με την g  και έχει τύπο: 
1 1

( ) ( ( )) ( ) ln
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x x
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Β2. Η f είναι συνεχής στο (1-,1) ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων: της 1

1
( )
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x
f x

x


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
 (που είναι συνεχής ως 

πηλίκο συνεχών) με την 
2( ) lnf x x (που είναι συνεχής ως λογαριθμική). 

Η f είναι παραγωγίσιμη, ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με 

2 2
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, για κάθε ( 1,1)x   

Άρα f γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-1,1). 
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Οπότε: (( 1,1)) ( lim ( ) , lim ( )) ( , )
f ή

f ί ί x x

f f x f x IR
 

    

        

 Σύνολο τιμών της f είναι όλο το IR. 

Β3. Επειδή η f είναι γνησίως μονότονη, η f  είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνονται οι συναρτήσεις 2( ) , 0xh x x x      και 
3 2

2( ) ln( 1)
3 2

x x x
f x x e      

A. Να δείξετε ότι: 
2

2
1

1

x

x



, για κάθε x IR  

B. Αν ισχύει: ( ) 1h x  , για κάθε x IR , να δείξετε ότι e   

Για e   

Γ1. Να μελετήσετε την h ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Γ2. Ένα σημείο ( , )M x y  με 0x  , κινείται πάνω στη gC , έτσι ώστε να απομακρύνεται από τον άξονα x’x με 

ρυθμό 2 μον./sec. Να βρείτε το ρυθμό με τον οποίο μεταβάλλεται η απόσταση του ( , )M x y από την αρχή των 

αξόνων, τη χρονική στιγμή κατά την οποία το Μ διέρχεται από το σημείο Α(1, (1)h ). 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο IR και ότι η f αντιστρέφεται. 

Γ4. Να λύσετε την ανίσωση: 
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Γ5. Αν 1f  είναι παραγωγίσιμη, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 1f   στο 

σημείο 1(1, (1))f  . 

 

ΛΥΣΗ 



Α. 
2 2 2

2 2

22
1 1 2 1 1 2 0 ( 1) 0

1 1

xx
x x x x x

x x
            

 
  ισχύει 

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 1 1x x     

Β. Παρατηρούμε ότι ( ) (0)h x h , για κάθε x IR . Επομένως η συνάρτηση h παρουσιάζει ελάχιστο στο 

σημείο 0 0x  . Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x  , σύμφωνα με το θεώρημα Fermat, (0) 0h   

( ) ln 2 1xh x x     , x IR  

(0) 0h  0 ln 2 0 1 0 ln 1 e              

Γ1. 2( ) xh x e x x   , x IR  

( ) 2 1xh x e x    , x IR   

( ) 2 0xh x e    , άρα h  γνησίως αύξουσα 

Είναι (0) 0h   

Για 0 ( ) (0) 0x h x h     , άρα h γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( ,0]  

Για 0 ( ) (0) 0x h x h     , άρα h γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0, ) . 

x -   0 +   

h’(x) — + 
h(x) ↘ ↗ 

                                                            min 

Η συνάρτηση h παρουσιάζει ελάχιστο για 0x  , το (0) 1h  . 

Γ2. Δίνεται ότι: 0( ) 2, ( ) 1y t x t    

( ) 2( ) ( ) ( )x ty t e x t x t    

( )( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )x ty t e x t x t x t x t         

( )( ) ( 2 ( ) 1) ( )x ty t e x t x t      και για 
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(ΟΜ)= 2 2x y  
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Γ3. 2

2 2

2 2
( ) ( ) ( )
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xx x
f x e x x h x
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      

 
, x IR  

Είναι: 
2

2
1

1

x

x
 


 και η ισότητα ισχύει μόνο για 1x    

 ( ) 1h x    και η ισότητα ισχύει μόνο για 0x   

Οπότε με πρόσθεση κατά μέλη: ( ) 0f x  , για κάθε x IR  και η f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε 1-1 f

αντιστρέφεται. 

Γ4. Η ανίσωση ορίζεται για κάθε x IR  και είναι ισοδύναμη με την: 

24 2 6 4 3 26ln( 1) 6ln( 1) 6 2 3 6 2 3x xx x e x x e x x         

24 6 4 2 3 2 2 2 26ln( 1) 6 2 3 6ln( 1) 6 2 3 6 ( ) 6 ( ) ( ) ( )
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x e x x x e x x f x f x f x f x x x
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                

2 0 ( 1) 0 0x x x x x         ή 1x  . 

Γ5. 1 1(1) ( ) (1) ( 1)y f f x       είναι η εξίσωση της ζητούμενης εφαπτομένης. 

Ισχύει ότι: 1( ( ))f f x x  , για κάθε ( )x f IR  
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1
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Οπότε 
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1 ln( 1)
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
   για 0x   και από το κριτήριο παρεμβολής, 

2
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x

x
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
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1
lim 0
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Κατά συνέπεια, 
2

3

ln( 1) 1 1
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
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Επίσης, lim ( )
x

f x


   κι επειδή f γνησίως αύξουσα και συνεχής, ( )f IR IR . 

1( ( ))f f x x  , για κάθε x IR
1 1 1

1

1
( ( )) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ( ))
f f x f x f x

f f x

  


      


, x IR  

Για 1x  , 
1

1

1 1 1
( ) (1) 1

( (1)) (0) 1
f

f f f




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 
, αφού 1(0) 1 (1) 0f f     

Τελικά, : 1y x   , είναι η εξίσωση της ζητούμενης εφαπτομένης. 

 

ΘΕΜΑ Δ 



Έστω :f IR IR μια συνεχής συνάρτηση, για την οποία ισχύουν:  

 Η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο Α, με τεταγμένη 9 και τον άξονα x’x στα 

σημεία Β και Γ με τετμημένες -2 και 3 αντίστοιχα. 

 Η f  είναι γνησίως μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα ( ,0] και [0, )  

Δ1. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Δ2. Να βρείτε το πρόσημο της f . 

Δ3. Να υπολογίσετε το όριο: 
5 4

4

(5) (8) 1
lim

(2) 1x

f x f x x
L

f x x

    


  
 

Δ4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) ( 1) 3f x f x   , έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο [0,2]. 

Δ5. Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη για κάθε 0x  και ισχύει ( ( ) 9) ( ) 0f x f x   , για κάθε 0x  , να 

αποδείξετε ότι: ( ) ( 1) ( )f x f x f x    , για κάθε 0x  . 

 

ΛΥΣΗ 

Η fC τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο (0,9). Άρα (0) 9f   

Η fC τέμνει τον άξονα x’x στα σημεία (-2,0) και (3,0). Άρα ( 2) 0f   και (3) 0f  . 

Δ1. Έστω ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( ,0] . Τότε: 2 0 ( 2) (0) 0 9f f        ΑΤΟΠΟ 

Επομένως f γνησίως αύξουσα στο ( ,0] . 

Έστω ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0, ) . Τότε: 0 3 (0) (3) 9 0f f     ΑΤΟΠΟ 

Επομένως f γνησίως φθίνουσα στο [0, ) . 

x -  0 +  

f(x) ↗ ↘ 
                                                                     max 

Η f  παρουσιάζει μέγιστο, το (0) 9f   

Δ2. Επειδή f γνησίως αύξουσα στο ( ,0] , με ρίζα το -2, θα ισχύει: 

Για 2 ( ) ( 2) 0x f x f       

Για  2 ( ) ( 2) 0x f x f       

Επειδή f γνησίως φθίνουσα στο [0, ) , με ρίζα το 3, θα ισχύει: 

Για 0 3 ( ) (3) 0x f x f      

Για 3 ( ) (3) 0x f x f     

Οπότε: ( ) 0 ( 2,3)f x x     

( ) 0 ( , 2) (3, )f x x        

( ) 0 2f x x     ή 3x   



Δ3. 5 [0, )   και 5 3 (5) (3) 0
f

ί ί
f f

  
     

2 [0, )   και 2 3 (2) (3) 0
f

ί ί
f f

  
     

Οπότε: 
5

4

(5) (5)
lim lim

(2) (2)x x

f x f
L x

f x f 


    


, αφού: 

(5)
0

(2)

f

f
  και lim

x
x


    

Δ4. Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( 1) 3, [0,2]h x f x f x x      

h συνεχής στο [0,2], ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων 

(0) (0) (1) 3 9 (1) 3 6 (1)h f f f f         

(1) (1) (2) 3 (1) (2) 3h f f f f       

(2) (2) (3) 3 (2) 3h f f f      

Με πρόσθεση κατά μέλη: (0) (1) (2) 0h h h    

Αυτό σημαίνει ότι (0), (1), (2)h h h δε μπορεί να είναι όλοι ομόσημοι. Πράγματι, αν ήταν και οι τρεις θετικοί, τότε θα 

είχαν άθροισμα θετικό (άτοπο), ενώ αν ήταν και οι τρεις αρνητικοί, τότε θα έβγαζαν αρνητικό άθροισμα (άτοπο). 

Οπότε δύο τουλάχιστον από αυτούς είναι ετερόσημοι και λόγω του θεωρήματος Bolzano, υπάρχει μία τουλάχιστον 

ρίζα της εξίσωσης ( ) 0h x   σε ένα από τα διαστήματα (0,1), (1,2), (0,2).  

Υπάρχει περίπτωση να είναι ο ένας από τους τρεις προσθετέους ίσος με μηδέν (και οι άλλοι δύο αντίθετοι) ή και οι 

τρεις προσθετέοι να είναι ίσοι με μηδέν. 

Αν (0) 0h  , τότε το 0 είναι ρίζα της εξίσωσης. 

Αν (2) 0h  , τότε το 2 είναι ρίζα της εξίσωσης. 

Επομένως η εξίσωση ( ) 0h x  , που είναι ισοδύναμη με την ( ) ( 1) 3f x f x   , έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 

[0,2]. 

Δ5. Για κάθε 0x  ισχύει: ( ) 9 ( ) 9 0f x f x    , οπότε: ( ( ) 9) ( ) 0f x f x   ( ) 0f x  , για κάθε 0x   

Επομένως, f  γνησίως αύξουσα. 

Ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής για την f στο [ , 1]x x , για κάθε 0x   . Οπότε υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ( , 1)x x   : 
( 1) ( )

( ) ( 1) ( )
1

f x f x
f f x f x

x x


 
    

 
 

1 ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
f

ί ΄ύ
x x f x f f x f x f x
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