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ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών 
Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου R των 

πραγµατικών αριθµών, στο οποίο:  

● Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού έτσι , 

ώστε να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο R ,µε το µηδέν (0) να είναι το 

ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (1) το ουδέτερο στοιχείο του 

πολλαπλασιασµού. 

● Υπάρχει ένα στοιχείο i τέτοιο ώστε i
2
 = -1 

● Κάθε στοιχείο z του C γράφεται κατά µοναδικό τρόπο µε τη µορφή z = α +βi, 

α ,β R∈  

To α λέγεται πραγµατικό µέρος του z και συµβολίζεται µε Re(z), ενώ το β λέγεται 

φανταστικό µέρος και συµβολίζεται µε Im(z). 

 

Ισότητα µιγαδικών αριθµών 
Έστω z1 = α +βi και z2 = γ +δi τότε  

z1 = z2 ⇔ α = γ και β = δ  επίσης α +βi = 0⇔ α = β = 0 

 

Γεωµετρική παράσταση µιγαδικών 
Κάθε µιγαδικό z = α +βi µπορούµε να τον αντιστοιχίσουµε στο σηµείο Μ(α ,β) ενός 

καρτεσιανού επιπέδου. Αλλά και αντίστροφα κάθε σηµείο Μ(α ,β) του καρτεσιανού 

επιπέδου µπορούµε να το αντιστοιχίσουµε στο µιγαδικό z = α +βi . 

Ο άξονας x΄x λέγεται πραγµατικός άξονας ενώ ο y΄y λέγεται φανταστικός άξονας. 

 

Πράξεις στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών 
● Για την πρόσθεση των α +βi και γ +δi έχουµε  

  (α +βi) + (γ +δi) = (α +γ) + (β +δ)i 

“ Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος των µιγαδικών α +βi και γ +δi είναι 

το άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους” 

● Για την αφαίρεση του γ +δi από τον  α +βi έχουµε  

  (α +βi) - (γ +δi) = (α - γ) + (β - δ)i 

“ Η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των µιγαδικών α +βi και γ +δi είναι η 

διαφορά των διανυσµατικών ακτίνων τους” 

● Για τον πολλαπλασιασµό των µιγαδικών α +βi και γ +δi έχουµε 

  (α +βi)(γ +δi) = (αγ-βδ) + (αδ+βγ)I 

● Για να εκφράσουµε το πηλίκο 
δiγ

i

+
+ βα

όπου γ +δi 0≠ στη µορφή κ +λi 

πολλαπλασιάζουµε τους όρους του κλάσµατος µε τη συζυγή του 

παρονοµαστή. 

 

∆ύναµη µιγαδικού 
 

Ορίζουµε :  z
1
 = z , z 

0
 = 1 , z 

ν
 = z

ν-1
z  για κάθε θετικό ακέραιο ν >1 και αν z 0≠  

z 
-ν

 = νz

1
 για κάθε θετικό ακέραιο ν. 

Ιδιαίτερα για τις δυνάµεις του i έχουµε i
 0 

= 1 , i
1
 = i , i 

2
 = -1 , i 

3
 = -i  και γενικά  
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      1  ,   αν  υ = 0 

       i  ,   αν  υ = 1 

i
 ν
 = i

4ρ +υ
 = i 

4ρ
i 

υ
 = (i 

4
)
ρ
i 

υ
 = 1i 

υ
 =     -1 ,   αν  υ = 2 

      -i  ,   αν  υ = 3 
 

Συζυγείς µιγαδικοί 

Ο αριθµός α – βi  λέγεται συζυγής του α +βi και συµβολίζεται µε iβ+a = α – βi 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 

1. Στο µιγαδικό επίπεδο οι εικόνες δύο συζυγών µιγαδικών είναι συµµετρικά ως 

προς τον πραγµατικό άξονα . 

2. z + z = 2α     z - z = 2βi 

3. 21 zz +  = 21 zz +  

4. 21 zz −  = 21 zz −  

5.   21 zz ⋅  = 21 zz ⋅        

6.   
2

1

2

1

z

z

z

z
=







 

7. ( )νν zz =  

 

Μέτρο µιγαδικού αριθµού 
Ορίζουµε ως µέτρο του z = x + yi την απόσταση του Μ(x ,y) από την αρχή των 

αξόνων Ο δηλαδή 22 yxz +=ΟΜ=  

Ιδιότητες 

● zzz −==  

● zzz ⋅=
2

 

● 2121 zzzz =  

● 
2

1

2

1

z

z

z

z
=  

● 
νν zz =  

● 212121 zzzzzz +≤+≤−  

● Γενικά η εξίσωση ρ=− 0zz ,  ρ >0 παριστάνει τον κύκλο µε κέντρο το 

σηµείο Κ(zo) και ακτίνα ρ. 

● Γενικά η εξίσωση 21 zzzz −=−  παριστάνει τη µεσοκάθετο του τµήµατος 

µε άκρα τα σηµεία Α(z1) και Β(z2). 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ 

ΠΗΛΙΚΟΥ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 
Αν )( 1111 ηµθσυνθρ iz += και )( 2222 ηµθσυνθρ iz += είναι οι τριγωνοµετρικές 

µορφές δύο µιγαδικών αριθµών 1z και 2z , τότε για το γινόµενο τους έχουµε : 

1z 2z = )( 111 ηµθσυνθρ i+ )( 222 ηµθσυνθρ i+ = 1ρ 2ρ )( 11 ηµθσυνθ i+ )( 22 ηµθσυνθ i+  

= 1ρ 2ρ [ ( ) ( )21212121 ηµθσυνθσυνθηµθηµθηµθσυνθσυνθ ++− i ] = 

= 1ρ 2ρ [ )()( 2121 θθηµθθσυν +++ i ] 

 

Οµοίως , =
2

1

z

z

)(

)(

222

111

ηµθσυνθρ
ηµθσυνθρ
i

i

+

+
=

)(

)(

222

111

ηµθσυνθρ
ηµθσυνθρ
i

i

+

+

)(

)(

22

22

ηµθσυνθ
ηµθσυνθ
i

i

−

−
= 

2

111 )(

ρ
ηµθσυνθρ i+

2

2

2

2

22 ))()((

θηµθσυν
θηµθσυν

+

−+− i
=

2

1

ρ
ρ

 [ )()( 2121 θθηµθθσυν −+− i ]. 

 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΟΥ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ ΚΑΙ 

ΤΟΥ ΠΗΛΙΚΟΥ ∆ΥΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 
 

 
   y 

 
 Μ(z1z2)               Μ1(z1) 

 
       θ1+θ2 

 
  θ2             Μ2(z2) 

  
         
                 

                              Ο         θ1   θ2      x 
      

                     Σχήµα 1

     
 

  y 
 

 

     Μ1(z1) 
 

 

    -θ2 

    Μ(z1/z2) 
 

    

          θ1-θ2         Μ2(z2)    

      

                  Ο        θ1                     θ2         x 

 

                        Σχήµα 2 
 

 

 

► Ο πολλαπλασιασµός του µιγαδικού )( 1111 ηµθσυνθρ iz += µε το µιγαδικό 

)( 2222 ηµθσυνθρ iz += σηµαίνει στροφή της διανυσµατικής ακτίνας του z1 κατά γωνία 

θ2 και µετά πολλαπλασιασµό της µε ρ2 (Σχ. 1). 

► Η διαίρεση του µιγαδικού )( 1111 ηµθσυνθρ iz += µε το  µιγαδικό 

)( 2222 ηµθσυνθρ iz += σηµαίνει στροφή της διανυσµατικής ακτίνας του z1 κατά γωνία 

-θ2 και µετά πολλαπλασιασµό της µε 
2

1

ρ
(Σχ. 2). 

► Ειδικότερα ,ο πολλαπλασιασµός του z µε i στρέφει τη διανυσµατική ακτίνα του z κατά 

γωνία 
2

π
 , αφού  i = συν

2

π
+ iηµ

2

π
. 
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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

Για να εκφράσουµε τη διαδικασία f , γράφουµε :  f : A→R , x→ f(x)  ή y = f(x) 

 

 

● Tο γράµµα x , που παριστάνει το οποιοδήποτε στοιχείο του Α λέγεται ανεξάρτητη  

µεταβλητή, ενώ το y που παριστάνει την τιµή της f στο x , λέγεται εξαρτηµένη 

µεταβλητή. 

 

 

• Aν η συνάρτηση δίνεται µόνο µε τον τύπο της , πεδίο ορισµού της θα θεωρείται  

το ευρύτερο υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών για τους οποίους η τιµή f(x) 

να έχει νόηµα πραγµατικού αριθµού.  

 

 
● Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιµές της f σε όλα τα x του Α , λέγεται  

σύνολο τιµών της f και συµβολίζεται µε f(A). Eίναι δηλαδή: 

f(A) = {y | y = f(x) για κάποιο x∈A} 
 

 

 

● Για να οριστεί µια συνάρτηση f , αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία : 

το πεδίο ορισµού της Α  

και η τιµή της , f(x) για κάθε x∈A 

 

 

 

• Μια σχέση που συνδέει δύο µεταβλητά µεγέθη δεν είναι πάντα συνάρτηση.  

Έτσι από τις παρακάτω σχέσεις x
2
 + y

2
 = 4 (1) , x

2
 + 3y = 1 (2) µόνο η (2)  

είναι συνάρτηση y = )(
3

1 2

xf
x
=

−
. Η (1) για παράδειγµα δεν είναι αφού για  

x = 1 έχουµε y = 3  ή y = 3− . 

 

 

 

 

 

Έστω Α ένα υποσύνολο του R. Ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο 

ορισµού το Α µια διαδικασία (κανόνα) f , µε την οποία κάθε στοιχείο x∈Α 

αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο πραγµατικό αριθµό y. Το y ονοµάζεται τιµή της f 

στο x και συµβολίζεται µε f (x).  
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ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α και Οxy ένα σύστηµα 

συντεταγµένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σηµείων Μ(x ,y) για τα οποία ισχύει  

y = f(x), δηλαδή το σύνολο των σηµείων Μ(x,f(x)), x∈A, λέγεται γραφική 

παράσταση της f και συµβολίζεται µε Cf. H εξίσωση y = f(x) που επαληθεύεται 

µόνο από τα σηµεία της Cf λέγεται εξίσωση της γραφικής παράστασης της f . 

 
Κάθε ευθεία παράλληλη στον άξονα y΄y τέµνει τη γραφική παράσταση της f  “το 

πολύ σ’ένα σηµείο”, αφού σε κάθε x∈A αντιστοιχίζεται ένα µόνο y∈R δηλαδή 

δεν υπάρχουν σηµεία της Cf  µε την ίδια τετµηµένη. 

 

 
● Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Α των τετµηµένων των σηµείων της f  

που είναι η προβολή της Cf πάνω στον άξονα x΄x . 

 

 
● Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο f(A) των τεταγµένων των σηµείων της Cf 

∆ηλαδή είναι η προβολή της Cf πάνω στον άξονα y΄y. 

 
 

● Η τιµή της f στο xo∈A είναι η τεταγµένη του σηµείου τοµής της ευθείας x = xo και  

της Cf. 

 

 
● H γραφική παράσταση της συνάρτησης –f  είναι συµµετρική, ως προς τον άξονα  

x΄x, της γραφικής παράστασης της f. 

 

 
● H γραφική παράσταση της συνάρτησης |f| αποτελείται από τα τµήµατα της Cf που  

βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x και από τα  συµµετρικά , ως προς τον άξονα 

x΄x, των τµηµάτων της Cf που βρίσκονται κάτω από τον άξονα x΄x . 

 

 

• H γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = f(x) + Κ προκύπτει από την 

κατακόρυφη µετατόπιση της Cf κατά  Κ µονάδες προς τα πάνω αν Κ > 0 και 

|Κ| µονάδες προς τα κάτω αν Κ < 0.  
 

 

• Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = f(x – xo) , xo > 0  

προκύπτει από την µετατόπιση της Cf κατά  xo µονάδες δεξιά και g(x) = f(x + xo), 

xo > 0 προκύπτει από την µετατόπιση της Cf κατά  xo µονάδες αριστερά .  

 

 

• Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(x) = f(x – xo) + Κ , xo > 0  

είναι συνδυασµός , οριζόντιας µετατόπισης κατά xo δεξιά και κατακόρυφη 

µετατόπιση κατά Κ µονάδες . 
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ΙΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

 

 

 

 
 

Σχόλιο : Μπορούµε να αναφερόµαστε σε ισότητα συναρτήσεων ακόµα και όταν είναι 

ίσες µόνο σ’ένα υποσύνολο των πεδίων ορισµού τους (αρκεί να διευκρινίζεται).  

 
 

 

 

ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

Έχουµε τις συναρτήσεις f ,g µε πεδία ορισµού τα Α και Β αντίστοιχα . Ορίζουµε τις 

ακόλουθες πράξεις (µε την προϋπόθεση ότι Α∩Β ≠ 0). 

 

1. Πρόσθεση  (f +g)(x) = f(x) + g(x) , x ∈  Α∩Β 

2. Aφαίρεση   (f -g)(x) = f(x) -  g(x) , x ∈  Α∩Β 

3. Πολλαπλασιασµός (f ·g)(x) = f(x)·g(x) , x ∈  Α∩Β 

4. ∆ιαίρεση 
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f
=








, x ∈  Α∩Β και g(x) ≠ 0. 

 

 

 

 

AΡTIA – ΠΕΡΙΤΤΗ – ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΗ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Θεωρούµε µια συνάρτηση f : A →R. Aν x, -x∈∈∈∈A για κάθε x∈A και f(-x) = f(x) 

για κάθε x∈A , τότε η f λέγεται άρτια .Η γραφική παράσταση µιας άρτιας 

συνάρτησης έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα y΄y.Προφανώς ισχύει και το 

αντίστροφο. 

 

Θεωρούµε µια συνάρτηση f : A →R. Aν x, -x∈∈∈∈A για κάθε x∈A και f(-x) = - f(x) 

για κάθε x∈A , τότε η f λέγεται περιττή.Η γραφική παράσταση µιας περιττής 

συνάρτησης έχει κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων.Προφανώς ισχύει 

και το αντίστροφο. 

 

Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α λέγεται περιοδική, όταν υπάρχει 

πραγµατικός Τ > 0 τέτοιος ώστε για κάθε x∈A να ισχύει : x + T ∈∈∈∈A , x - T ∈∈∈∈A 

και f(x + T) = f(x – T) =  f(x). O πραγµατικός αριθµός Τ λέγεται περίοδος της 

συνάρτησης f. 
 

∆ύο συναρτήσεις f , g λέγονται ίσες όταν : 

● έχουν το ίδιο πέδιο ορισµού Α και  

● για κάθε x∈A ισχύει f(x) = g(x). 
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ΣΥΝΘΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 
 

 

 

 

 

  
  

 

 

 

     

      

 

 

 
Το πεδίο ορισµού της  g� f  αποτελείται από όλα τα x του πεδίου ορισµού Α της f για 

τα οποία το f (x)  ανήκει στο πεδίο ορισµού της g. 

∆ηλαδή είναι :A1 = {x∈A / f (x) ∈B} 

● Aν Α1 = ∅ τότε η g� f δεν ορίζεται . 

● Αν f ,g ,φ είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η φ � (g� f ), τότε ορίζεται και η  

 (φ �g) � f  και µάλιστα ισχύει φ � (g� f ) = (φ �g) � f . 

●   Γενικά αν f ,g είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι g� f  και f �g τότε αυτές  

 δεν είναι υποχρεωτικά ίσες . 
 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     g 

   Β 

           f                                      g(B) 

     Α         f(Α)  

               x            g(f(x)) 

   

       y 

 

  f (x2) 

 

 

  f (x1) 

 

 

                 x1            x2             x 

 

         ∆ 

       y 

 

 f (x1) 

 

 

 f (x2) 

 

 

                        x1        x2             x   

 

  ∆ 

Μια συνάρτηση f λέγεται : 

● γνησίως αύξουσα σ’ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της , όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2∈∆ µε x1 < x2  ισχύει  f (x1) < f (x2). 

● γνησίως φθίνουσα σ’ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της , όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2∈∆ µε x1 < x2  ισχύει  f (x1) > f (x2). 

● αύξουσα σ’ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της , όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2∈∆ µε x1 < x2  ισχύει  f (x1) ≤  f (x2). 

● φθίνουσα σ’ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της , όταν για 

οποιαδήποτε x1, x2∈∆ µε x1 < x2  ισχύει  f (x1) ≥  f (x2). 

 

Αν f , g είναι δύο συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού Α και Β αντίστοιχα τότε 

ονοµάζουµε σύνθεση της f µε την g , και τη συµβολίζουµε µε g� f , τη 

συνάρτηση µε τύπο  (g� f)(x) = g(f(x)). 
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● Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη στο διάστηµα ∆, τότε η f έχει το 

πολύ µια ρίζα στο ∆ . 
 Πράγµατι αν υπάρχουν x1, x2∈∆ µε x1 < x2 ώστε f (x1) = f (x2) = 0, τότε η f δεν 

θα είναι γνησίως µονότονη στο ∆ . 

 
● Η µονοτονία είναι ιδιότητα της συνάρτησης που αναφέρεται σε διάστηµα , 

γι’αυτό όταν λέµε ότι η f είναι µονότονη πρέπει να γράφουµε δίπλα και σε ποιό 

διάστηµα  ∆εν έχει νόηµα να µιλάµε για µονοτονία της f σε σηµείο . 

 

● Η µονοτονία είναι µια ποιοτική ιδιότητα της συνάρτησης δηλαδή αν έχουµε µια 

µεταβολή της ανεξάρτητης µεταβλητής από την τιµή x1 στην τιµή x2 (π.x. x1<x2) 

µας ενδιαφέρει να µάθουµε όχι πόσο µεταβάλλονται οι αντίστοιχες τιµές της 

συνάρτησης αλλά πως µεταβάλλονται, από µικρότερες σε µεγαλύτερες  

(f (x1) < f (x2)) ή αντίστροφα (f (x1) > f (x2)). 

 

● Αν α < β < γ και f γνησίως αύξουσα στο [α ,β] , f  γνησίως αύξουσα στο (β ,γ] 

τότε στην ένωση των διαστηµάτων [α ,β] , (β ,γ] δηκαδή στο [α ,γ] η f δεν είναι 

κατ’ ανάγκη γνησίως αύξουσα όπως φαίνεται και στο σχήµα όπου  

α <x1<β< x2 <γ αλλά f (x1) > f (x2). 
 

       
 

 

 

 

     

 

 

 

   ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

y 

 

 

 

 

 

       α         x1     β     x2        γ   x 

 

    y  

 

  f (xo) 

 

   f (x) 

 

 

 

        

        x         xo                 x 

      y 

 

   f (x) 

 

  f (xo) 

 

 

 

                  

      xo             x                 x 

Μια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α θα λέµε ότι : 

● Παρουσιάζει στο xo∈A (ολικό) µέγιστο, το f (xo), όταν f (x) ≤  f (xo) για 

κάθε x∈A. 

● Παρουσιάζει στο xo∈A (ολικό) ελάχιστο, το f (xo), όταν f (x) ≥  f (xo) για 

κάθε x∈A. 
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● Το (ολικό) µέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο µιας συνάρτησης f  λέγονται (ολικά) 

ακρότατα της f . 
 

● Ένα ολικό ακρότατο µιας συνάρτησης f είναι και τοπικό ακρότατο της f, ενώ το 

αντίστροφο δεν ισχύει πάντα . 
 

● Ένα τοπικό µέγιστο µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο. 
 

● Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα µιας συνάρτησης f δεν είναι πάντοτε 

µέγιστο αυτής. Επίσης το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης  

δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρτησης. 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   1 –1  
ΟΡΙΣΜΟΣ 
 

 

 

 

 

 

 
Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι : 

Μια συνάρτηση f : Α→R είναι συνάρτηση 1-1, αν και µόνο αν: 

● Για κάθε y∈f (A) η εξίσωση f (x) = y έχει ακριβώς µια λύση ως προς x . 

 

● ∆εν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης της f µε την ίδια τεταγµένη . 

 

● Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση f : Α→R είναι και συνάρτηση 1-1. 

 Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα . Αν x1,x2∈A µε x1 < x2 θα ισχύει f (x1) < f (x2) ή  

f (x1) > f (x2) δηλαδή θα είναι f (x1) ≠ f (x2). 

 

 

ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 
Έστω µια συνάρτηση f : Α→R για την οποία υποθέτουµε ότι είναι συνάρτηση 1-1. 

Τότε για κάθε y∈f (A) υπάρχει µοναδικό x∈A για το οποίο ισχύει f (x) =y. Ετσι 

ορίζεται µια συνάρτηση g : f (A) →R µε την οποία κάθε y∈f (A) αντιστοιχίζεται στο 

µοναδικό x∈A για το οποίο ισχύει f (x) = y. 

Η συνάρτηση g : 

Α . έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών f (A) της f 

Β. έχει σύνολο τιµών το πεδίο ορισµού Α της f 

Γ. ισχύει η ισοδυναµία f (x) = y ⇔ g (y) = x 

Η συνάρτηση g f (A)→R λέγεται αντίστροφη συνάρτηση της f και συµβολίζεται µε 

f 
–1

. 
Εποµένως έχουµε : 

f (x) = y ⇔  f 
–1

(y) = x 

 

f 
–1

(f (x)) = x, x∈A και f (f 
–1

(y)) = y,  y∈f (A) 
 

Μια συνάρτηση f : Α→R λέγεται συνάρτηση 1-1, όταν για οποιαδήποτε 

x1,x2∈A ισχύει η συνεπαγωγή : αν x1≠ x2  τότε  f (x1) ≠ f (x2). 

Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι: 

Μια συνάρτηση f : Α→R είναι συνάρτηση 1-1, αν και µόνο αν  για 

οποιαδήποτε x1,x2∈A ισχύει η συνεπαγωγή : αν  f (x1) = f (x2) τότε x1= x2 . 
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● Αν η συνάρτηση f : Α→R είναι αντιστρέψιµη τότε και f 
–1

 είναι αντιστρέψιµη 

και ισχύει (f 
-1

)
-1 

= f . 

 

 ● Αν η συνάρτηση f : Α→R είναι γνησίως µονότονη,  τότε και η f 
-1

: f (A) →R 

είναι γνησίως µονότονη και µάλιστα µε το ίδιο είδος µονοτονίας . 

 
● Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f 

–1
 είναι σχήµατα 

συµµετρικά ως προς την ευθεία y = x .  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Αν η συνάρτηση f : Α→R είναι αντιστρέψιµη τότε και f 
–1

 είναι αντιστρέψιµη 

και ισχύει (f 
-1

)
-1 

= f .  

 

● Αν η συνάρτηση f : Α→R είναι γνησίως µονότονη , τότε και η f 
-1

: f (A) →R 

είναι γνησίως µονότονη και µάλιστα µε το ίδιο είδος µονοτονίας . 

 
● Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f 

–1
 είναι σχήµατα 

συµµετρικά ως προς την ευθεία y = x . Aποτέλεσµα αυτού είναι ότι οι 

εξισώσεις f(x) = x και f 
-1

(x) = x είναι ισοδύναµες µόνο όταν µία από τις δύο 

(f ή f 
-1

) είναι γνησίως αύξουσα .Αν γνωρίζουµε τη γραφική παράσταση µιας 

συνάρτησης, µπορούµε να σχεδιάσουµε και τη γραφική παράσταση της 

αντίστροφης της. 

 

 

 

 ΑΡΤΙΑ - ΠΕΡΙΤΤΗ - ΠΕΡΙΟ∆ΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y                       y = x 

 

 

 

 C f 

     

             x 

 

            Cf
-1

 

 

           f  

 

 

 

      f 
-1

(y) = x               y = f (x) 

 

 

                      

                           f 
-1

 

Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α ⊆R θα λέγεται άρτια τότε και µόνο τότε αν 

γιακάθε x∈Α έπεται –x∈Α και f (-x) = f (x). 

 

Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α ⊆R θα λέγεται περιττή τότε και µόνο τότε  

αν για κάθε x∈Α έπεται –x∈Α και f (-x) = - f (x). 

 

Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το Α ⊆R θα λέγεται περιοδική τότε και µόνο τότε  

αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός Τ≠ 0 ( µη εξαρτώµενος από το x) έτσι ώστε γιακάθε 

x∈Α να έπεται x +T∈Α και f (x +T) = f (x). 
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ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΧΟ∈∈∈∈ R 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

● Όταν αναζητούµε το όριο µιας συνάρτησης f σε ένα σηµείο xo∈R µπορούµε 

να περιορίζουµε το x όσο θέλουµε κοντά στο xo. 

 
● Όταν  λέµε ότι η συνάρτηση f  έχει στο xo όριο το L∈R, σηµαίνει ότι όταν το 

x είναι πολύ κοντά στο xo τότε το f (x) είναι πολύ κοντά στο L . 

 
● Άµεση συνέπεια του ορισµού του ορίου στο xo είναι οι παρακάτω ισοδυναµίες 

  

 

 

 

 

● Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη στο σύνολο (α ,xo)∪ (xο, β), τότε ισχύει  

  

 

 

 

● Έστω  µια συνάρτηση f ορισµένη στο σύνολο (α ,xo)∪ (xο, β). Αν ισχύει  

 
−→ 0

lim
xx

f (x) ≠  
+→ 0

lim
xx

f (x) , τότε λέµε ότι η f δεν έχει όριο στο xo . 

 
● Έστω  µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής (xo ,β)  αλλά 

δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (α , xo) τότε ορίζουµε  

+→ 0

lim
xx

f (x) = 
0

lim
xx→

f (x). 

 

● Έστω  µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής (α ,xo)  αλλά 

δεν ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (xo,β) τότε ορίζουµε  

−→ 0

lim
xx

f (x) = 
0

lim
xx→

f (x). 

● Αν µια συνάρτηση f έχει στο xo∈R όριο, τότε αυτό είναι µοναδικό . 

 

● Με τη βοήθεια του ορισµού του ορίου αποδεικνύεται ότι : 

 
0

lim
xx→

(x) = xo  και 
0

lim
xx→

(c) = 0. 

       y  

            Cf 

   L+ ε 

 

      L 

 

    L-ε 

 

 

                      

         xo-δ   xo   xo+δ      x        

 

Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη σε ένα 

σύνολο της µορφής (α ,xo)∪ (xο, β). 

Θα λέµε ότι η f  έχει στο xo όριο το L∈R , 

όταν για κάθε ε >0 υπάρχει δ >0 τέτοιος ώστε 

για κάθε x∈(α ,xo)∪ (xο, β) , µε 0< |x – xo|< δ, 

να ισχύει | f (x) – L| < ε . 

Γράφουµε τότε 
0

lim
xx→

f (x) =L 

0

lim
xx→

f (x) = L ⇔
0

lim
xx→

( f (x) –L) = 0 

0

lim
xx→

f (x) = L ⇔
0

lim
→h

 f (xo + h)  = L 

0

lim
xx→

f (x) = L ⇔
−→ 0

lim
xx

f (x) = 
+→ 0

lim
xx

f (x) = L 
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ΟΡΙΟ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΗ 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

ΟΡΙΟ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ 
 

 

Έστω οι συναρτήσεις f ,g ,h.Αν 

• h(x) ≤ f (x) ≤  g(x) κοντά στο xo και 

• 
0

lim
xx→

h(x) =
0

lim
xx→

g(x)  = L 

 τότε 
0

lim
xx→

f (x) = L . 

 

 

    y 

              Cg 

 

   L                

                            Cf 

               Ch  

               α         xo            β        x 

● Αν 
0

lim
xx→

f (x) >0, τότε f (x) >0 κοντά στο xo. 

● Αν 
0

lim
xx→

f (x) <0, τότε f (x) <0 κοντά στο xo. 

● Αν οι συναρτήσεις f ,g έχουν όριο στο xo και ισχύει f (x)≤g(x) κοντά στο 

xo, τότε 
0

lim
xx→

f (x) ≤
0

lim
xx→

g(x). 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f και g στο xo , τότε : 

 

1. 
0

lim( ( ) ( ))
x x

f x g x
→

+ =
0

lim ( )
x x

f x
→

+
0

lim ( )
x x

g x
→

 

 

2. 
0

lim ( )
x x

f xκ κ
→

=
0

lim ( )
x x

f x
→

, για κάθε σταθερά κ∈R 

 

3. 
0

lim( ( ) ( ))
x x

f x g x
→

⋅ =
0

lim ( )
x x

f x
→

⋅
0

lim ( )
x x

g x
→

 

 

4. 0

0

0

lim ( )
( )

lim( )
( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x
f x

g x g x

→

→
→

= , εφόσον 
0

lim ( )
x x

g x
→

≠ 0 

 

5. 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

=  

 

6. 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f xκ κ
→ →

= , εφόσον f(x) ≥ 0 κοντά στο xo 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΑ ΟΡΙΑ 
 

• Για κάθε x∈R ισχύει |ηµx|≤ |x| (η ισότητα ισχύει µόνο για x = 0) 

 

• 
0

lim
xx→

(ηµx) = ηµxo και 
0

lim
xx→

(συνx) = συνxo , xo∈R . 

 

• 
0

lim
xx→

(εφx) = εφxo , όταν xo≠ κπ + 
2

π
, κ∈Ζ . 

 

• 1lim
0

=
→ x

x

x

ηµ
 και 0

1
lim

0
=

−
→ x

x

x

συν
 

 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Όταν θέλουµε να υπολογίσουµε το 
0

lim
xx→

f (g(x)) στο σηµείο xo , εργαζόµαστε ως εξής: 

Θέτουµε u = g(x), υπολογίζουµε (αν υπάρχει) το uo = 
0

lim
xx→

g(x) και υπολογίζουµε (αν 

υπάρχει) το L = 
0

lim
uu→

f (u). 

Αποδεικνύεται ότι αν g(x)≠ uo κοντά στο xo, τότε ισχύει : 
0

lim
xx→

f (g(x)) = 
0

lim
uu→

f (u) =L 

 

 

ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ ΧΟ ∈∈∈∈ R 
 

OΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω µια συνάρτηση f που είναι ορισµένη σε ένα σύνολο της µορφής (α , 

xo)∪(xo,β). 

Ορίζουµε : 

• 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞ , όταν για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε 

 x∈(α , xo)∪(xo,β) , µε 0 < |x-xo|< δ να ισχύει f(x) > M. 

• 
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ , όταν για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε  

x∈(α , xo)∪(xo,β) , µε 0 < |x-xo|< δ να ισχύει f(x) < -M. 
 

 

        y              y   

      

              x           xo          x 

 

    f (x) 

 

     M             -M 

            f (x) 

       x          xo           x 
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Ισχύουν τα παρακάτω: 

 

 

● 
0

lim
xx→

f (x) = +∞⇔
+→ 0

lim
xx

f (x) =
−→ 0

lim
xx

f (x) = +∞  

 
0

lim
xx→

f (x) = -∞⇔
+→ 0

lim
xx

f (x) =
−→ 0

lim
xx

f (x) = -∞  

 

 

● Αν 
0

lim
xx→

f (x) = +∞ , τότε f (x)>0 κοντά στο xo  

Αν 
0

lim
xx→

f (x) = -∞ , τότε f (x)<0 κοντά στο xo 

 

 

● Αν 
0

lim
xx→

f (x) = +∞ , τότε 
0

lim
xx→

(-f (x)) = -∞  

Αν 
0

lim
xx→

f (x) = -∞ , τότε 
0

lim
xx→

(-f (x)) = +∞  

 

 

●  Αν 
0

lim
xx→

f (x) = +∞  ή -∞ , τότε 
0

lim
xx→ )(

1

xf
= 0 

 

 

● 
0

lim
→x

+∞=ν2

1

x
   

 

+→0
lim
x

+∞=
x

1
 και γενικά 

+→0
lim
x

+∞=
+12

1
νx

, ν∈Ν 

 

−→0
lim
x

−∞=
x

1
 και γενικά 

−→0
lim
x

−∞=
+12

1
νx

, ν∈Ν 

 

 

 

● 
0

lim
xx→

f (x) = 0 και f (x) >0 κοντά στο xo, τότε 
0

lim
xx→ )(

1

xf
= +∞ , ενώ αν f (x) <0 

κοντά στο xo, τότε 
0

lim
xx→ )(

1

xf
= -∞  

 

 

 

● Αν
0

lim
xx→

f (x) = ∞± , τότε 
0

lim
xx→

|f (x)| = +∞  

 

 

 

● Αν 
0

lim
xx→

f (x) = +∞ , τότε 
0

lim
xx→

+∞=κ )(xf  
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (όριο αθροίσµατος) 
 

Αν στο xo∈R 

 

      

το όριο της f (x) είναι: 

 

α∈R α∈R +∞  -∞  +∞  -∞  

και το όριο της g είναι : 

 

+∞  -∞  +∞  -∞  -∞  +∞  

τότε το όριο της f +g είναι : 

 

+∞  -∞  +∞  -∞  ; ; 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (όριο γινοµένου) 
 
Αν στο xo∈R 

 

          

το όριο της f  

είναι: 

 

 

α >0 

 

α <0 

 

α >0 

 

α <0 
   

0 
 
0 

 

+∞  

 

+∞  
 

-∞  

 

-∞  

και το όριο 

της g είναι : 

 

 

+∞  

 

+∞  
 

-∞  

 

-∞  

 

+∞  
 

-∞  

 

+∞  
 

-∞  

 

+∞  
 

-∞  

τότε το όριο 

της f ·g είναι 

 

 

+∞  
 

-∞  

 

-∞  

 

+∞  
   

; 

 

; 

 

+∞  

 

+∞  
 

-∞  

 

+∞  

 

Στους παραπάνω πίνακες , όπου υπάρχει ερωτηµατικό, σηµαίνει ότι το όριο (αν 

υπάρχει) εξαρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουµε . Στις περιπτώσεις 

αυτές λέµε ότι έχουµε απροσδιόριστη µορφή . 

 
 

 

 

 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 
 

 

 

 

Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι ορισµένη σε ένα διάστηµα της µορφής (α ,+∞ ). 

Αυτό επιτρέπει στο x να γίνει οσοδήποτε µεγάλο. 

  

1. Στην περίπτωση που όταν το x αυξάνει απεριόριστα το f (x) πλησιάζει όσο  

θέλουµε τον πραγµατικό αριθµό L λέµε ότι η f έχει στο +∞όριο το L και 

γράφουµε ότι 
+∞→x

lim f (x) = L. 

2. Στην περίπτωση που όταν το x αυξάνει απεριόριστα το f(x) αυξάνει επίσης  

απεριόριστα λέµε ότι η f έχει στο +∞όριο το +∞  και γράφουµε ότι 
+∞→x

lim f (x) = 

+∞ . 
3. Στην περίπτωση που όταν το x αυξάνει απεριόριστα το f (x) µειώνεται απερι- 

όριστα λέµε ότι η f έχει στο +∞όριο το -∞  και γράφουµε ότι 
+∞→x

lim f (x) = -∞ . 
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Ανάλογα συµπεράσµατα µπορούν να διατυπωθούν, όταν το x −∞→  για µια 

συνάρτηση f που είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής (-∞ ,β). 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

● 
+∞→x

lim x
ν
 = +∞   και  

+∞→x
lim νx

1
= 0 , ν Ν∈ ∗ 

● 
−∞→x

lim x
ν
 = +∞ , αν ν άρτιος  

−∞→x
lim x

ν
 = -∞ , αν ν περιττός και  

−∞→x
lim νx

1
= 0 

 

● Aν α >1, τότε ισχύει :  

 
+∞→x

lim α
x
 = +∞     και  

−∞→x
lim α

x
 = 0 

 
+∞→x

lim logαx = +∞  και   
+→0

lim
x

logαx = -∞  

 

● Aν 0<α <1, τότε ισχύει :  

 
+∞→x

lim α
x
 = 0    και  

−∞→x
lim α

x
 = +∞  

 
+∞→x

lim logαx = -∞  και   
+→0

lim
x

logαx = +∞  

 

● Ειδικά : 

 
+∞→x

lim e
x
 = +∞     και  

−∞→x
lim e

x
 = 0 

 
+∞→x

lim lnx = +∞  και     
+→0

lim
x

lnx = -∞  

 

● Αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις ηµx , συνx ,εφx και σφx δεν έχουν όριο στο 

+∞   και στο -∞ . 

οι τιµές της f αυξάνονται       οι τιµές της f µειώνονται 

απεριόριστα          απεριόριστα 

 y           y 

 

 

 

 

     

 x        x 

 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞    lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞  

οι τιµές της f αυξάνονται     oι τιµές της f µειώνονται 

απεριόριστα       απεριόριστα 

       y          y 

 

 

 

 

     x         x 

 

 

 

    lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞    lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞  
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 
 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 

● Μια συνάρτηση f που είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου ορισµού της 

θα λέγεται απλά συνεχής συνάρτηση. 
 

● Τονίζουµε ότι η έννοια της συνέχειας µιας συνάρτησης f σε ένα σηµείο xo 

έχει νόηµα µόνο αν το xo είναι σηµείο του πεδίου ορισµού της f . 
 

● Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοιχτό διάστηµα (α ,β), 

όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του (α ,β). 
 

● Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α ,β] , 

όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του (α ,β) και επιπλέον 

 
+→αx

lim f (x) =f (α)  και 
−→βx

lim f (x) =f (β). 

 

● Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής στο R . 
 

● Κάθε ρητή συνάρτηση είναι συνεχής σε κάθε σηµείου του πεδίου ορισµού  

της . 
 

● Οι συναρτήσεις ηµx ,συνx , α
x
, logαx , 0< α≠ 1 είναι συνεχείς . 

 

● Έστω µια συνάρτηση f και xo σηµείο του πεδίου ορισµού της .Η συνάρτηση f 

δεν είναι συνεχής στο xo όταν: 

∗  ∆εν υπάρχει το όριο της f στο xo 

∗  Υπάρχει το όριο της στο xo αλλά είναι διαφορετικό από την τιµή της f  

   στο xo. 
 

● Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆, τότε η γραφική 

παράσταση της f είναι γραµµή χωρίς διακοπή. 
 

ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Έστω f µια συνάρτηση και xo ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της . Θα λέµε ότι η f 

είναι συνεχής στο xo όταν 
0

lim
xx→

f (x) = f (xo). 

 

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο xο τότε είναι συνεχείς στο xo και οι 

συναρτήσεις  f +g , c·f , c∈R , f·g , 
g

f
, |f|  και κ f µε την προυπόθεση ότι ορίζονται 

σε ένα διάστηµα που περιέχει το xo. 

 

Aν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο xo και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 

f(xo), τότε και η σύνθεση τους g� f  είναι συνεχής στο xo. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ Bolzano 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από το θεώρηµα Bolzano προκύπτει ότι: 

 
● Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται 

σ’αυτό τότε είναι f (x) >0 για κάθε x∈∆ ή f (x) <0 για κάθε x∈∆ . ∆ηλαδή η f 

έχει σταθερό πρόσηµο στο ∆ . 
 

 

 

 

 

 

 

 

● Έστω f µια συνεχής συνάρτηση , τότε η f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από 

τα διαστήµατα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f  χωρίζουν το πεδίο ορισµού 

της. 

 
 

 

 

 

 

 

• Το θεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης  

f(x) = 0. Aυτό σηµαίνει ότι µπορεί να υπάρχουν και περισσότερες.  

 

• Όταν δεν ικανοποιούνται και οι δύο προϋποθέσεις του θεωρήµατος Bolzano  

δεν είναι απαραίτητο να υπάρχει λύση της f(x) = 0. 
 

• To θεώρηµα Bolzano εξασφαλίζει την ύπαρξη ρίζας της f(x) αλλά δεν την  

προσδιορίζει . 

 

• Η γραφική παράσταση της f τέµνει τον άξονα x΄x σε ένα τουλάχιστον σηµείο  

µε τετµηµένη xo µεταξύ των α και β. 

   y 

 

 

 

  

      

           α             β    x 

y 

 

         

       α           β       x 

 

     Y 

 

 

 

          + 

  ρ1   -       ρ2         ρ3   -        ρ4    x 

Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα  

[α , β]. Αν :  • η f είναι συνεχής στο  [α , β] και 

   • f(α)f(β) < 0 

τότε, υπάρχει ένα, τουλάχιστον x 0∈∈∈∈(α ,β) τέτοιος ώστε f(x 0 ) = 0. 

 

        y 

 

    f (β) 

 

 

               α                      x 

                                 β 

   f (α) 
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 

 

Ας υποθέσουµε ότι f(α) < f(β).Τότε θα ισχύει f(α) < η < f(β).Αν θεωρήσουµε τη 

συνάρτηση g(x) = f(x) – η , x ∈[α ,β] , παρατηρούµε ότι:  

  ●   η g είναι συνεχής στο [α ,β] και  

 ●   g(α)g(β) < 0, 

αφού g(α) = f(α) – η <0 και g(β) = f(β) – η >0. 

Εποµένως , σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano, υπάρχει  x0∈(α ,β)  

τέτοιος ώστε g(xo) = f(xo) – η = 0, οπότε f(xo) = η. 

 
Από το θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών προκύπτει ότι : 

 

• η εικόνα f (∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής  

συνάρτησης f είναι διάστηµα .Στην περίπτωση που η f είναι σταθερή το f(∆) 

είναι µονοσύνολο. 

 

 

• H ευθεία y = η όπου η µεταξύ των f(α) , f(β) τέµνει τη γραφική παράσταση  

της f τουλάχιστον σε ένα σηµείο µε τετµηµένη µεταξύ των α και β. 

 
 

 

 

 

 

 

    y 

 

f (β) 

 

     η 

 

            α                       β      x 

 f (α) 

 

Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α , β]. 

 Αν :  

• η f είναι συνεχής στο  [α , β] και 

• f(α) ≠ f(β) 

τότε, για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας , 

 τουλάχιστον x 0∈∈∈∈(α ,β) τέτοιος ώστε f(x 0 ) = η. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 

 

 

 

 

 

 

 

∆ηλαδή υπάρχουν x1, x2 ∈[α ,β] τέτοια ώστε αν m = f (x1) και Μ = f (x2) να ισχύει : 

m ≤  f (x) ≤  M για κάθε x∈[α ,β] . 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

● Το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το διάστηµα 

[α ,β] είναι το κλειστό διάστηµα [m, M] όπου m η ελάχιστη τιµή και M η 

µέγιστη τιµή της . 

 

 
● Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σ’ένα ανοιχτό 

διάστηµα (α ,β), τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το(Α ,Β), 

όπου  

 Α =
+→αx

lim f (x)   και  Β =
−→βx

lim f (x). 

 

 
● Αν µια συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής σ’ένα ανοιχτό 

διάστηµα (α ,β), τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το (Β ,Α). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y 

 

       f (x1) = M 

 

 

 

   α         x2       x1       β      x 

 

     m=f(x2) 

Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο [α ,β] τότε η f παίρνει στο [α ,β]µια µέγιστη 

τιµή Μ και µια ελάχιστη τιµή m. 
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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 
 

OΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

• Αν θέσουµε x-xo = h 0≠ , τότε x = xo+h και x→  xo ⇔ h→0 .  

 Εποµένως   f 
΄
(xo) =

0
lim
→h h

xfhxf )()( 00 −+
. 

 

 

•  Αν το σηµείο xo είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού µιας συνάρτησης f    

  τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο xo αν και µόνο αν υπάρχουν στο R τα όρια : 

 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
+→

, 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
−→

 και είναι ίσα . 

 

 

• Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη στο διάστηµα [xo,β) ενώ δεν ορίζεται στο 

διάστηµα (α ,xo) τότε ορίζουµε : f 
΄
(xo) =

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
+→

∈R . 

 

 

Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη στο διάστηµα (α ,xo] ενώ δεν ορίζεται στο 

διάστηµα (xo,β) τότε ορίζουµε : f 
΄
(xo) =

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
−→

=∈R . 

 

 

• Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού , κατά τη χρονική στιγµή to , είναι η 

παράγωγος της συνάρτησης θέσης x = s(t) τη χρονική στιγµή to.∆ηλαδή είναι  

u (t) = S΄ (t). 

 

 

 

 
 

 

 

  
 
 

 
 

Μια συνάρτηση λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σ’ένα σηµείο xo του πεδίου 

ορισµού της αν υπάρχει το 
0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
 και είναι πραγµατικός αριθµός . 

Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της f στο xo και συµβολίζεται µε f 
΄
(xo). 



 

Page 22 of 44 

Θεωρία Γ΄ Θετικής-Επιµέλεια Π. Τρύφων 

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Εποµένως ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης (ε) της Cf µιας 

παραγωγίσιµης συνάρτησης f, στο σηµείο της Α(xo,f (xo)) είναι η παράγωγος της 
f στο xo. ∆ηλαδή λ = f 

΄
(xo). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης (ε) είναι η: 

 

Η κλίση λ = f 
΄
(xo) της εφαπτοµένης (ε) της Cf  στο σηµείο Α(xo,f (xo)) θα τη λέµε 

κλίση της Cf στο Α ή κλίση της f στο xo.  
 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

Για x ≠ xo έχουµε )()( 0xfxf − = )(
)()(

0

0

0 xx
xx

xfxf
−

−

−
, οπότε 

0

lim
xx→
[ ])()( 0xfxf −  = 

0

lim
xx→









−

−

−
)(

)()(
0

0

0 xx
xx

xfxf
= 

0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
0

lim
xx→

)( 0xx − = 

= 00)( 0 =⋅′ xf , αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο 0x .Εποµένως 
0

lim
xx→

)()( 0xfxf = , 

δηλαδή η f είναι συνεχής στο 0x . 

∗ Μια συνάρτηση f µπορεί να είναι συνεχής σε ένα σηµείο 0x χωρίς να είναι 

παραγωγίσιµη στο 0x . xxf =)(  και 0x =0. 

∗ Αν µια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σ’ ένα σηµείο 0x , τότε δεν µπορεί να 

είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

     y   (ε)  
 

 f (x)          M(x, f(x)) 

     Cf 

          A (xo, f (xo))           f(x) – f (xo) = f (xo+h) – f (xo) 

             f (xo)   
 

 

           θ          ω   
                 

xo  x = xo+h                x 

Αν µια συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο x 0  , τότε είναι και 

συνεχής στο σηµείο αυτό. 

Έστω µια συνάρτηση f  και Α(xo,f (xo)) ένα σηµείο της γραφικής παράστασης 

της f . Αν υπάρχει το 
0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
και είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ , 

τότε ορίζουµε ως εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της Α, την ευθεία (ε) που 

διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ . 
 

y- f (xo) = f 
΄
(xo)(x-xo). 
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ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 
Έστω f µια συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α.Θα λέµε ότι :  

• H f είναι παραγωγίσιµη στο Α ή απλά παραγωγίσιµη όταν είναι παραγωγίσιµη σε 

κάθε σηµείο xo ∈A. 

 

• H f είναι παραγωγίσιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (α, β) του πεδίου ορισµού της, 

όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο xo ∈(α, β). 

 

• H f είναι παραγωγίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] του πεδίου ορισµού της, 

όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο xo ∈(α, β) και επιπλέον ισχύει 

( ) ( )
lim
x

f x f

xα

α
α+→

−
−

∈R και 
( ) ( )

lim
x

f x f

xβ

β
β−→

−
−

∈R. 

 

• Αν υποθέσουµε ότι το Α1 είναι διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων , τότε η 

παράγωγος της f ΄, αν υπάρχει , λέγεται δεύτερη παράγωγος της f και 

συµβολίζεται µε f ΄΄. 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της f , µε ν ≥ 3, και συµβολίζεται µε  

f 
(ν)

. ∆ηλαδή f 
(ν)

 = [f 
(ν-1)

]΄ ,  ν ≥ 3. 
 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
 

 

 

 

 

 

Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει 0)( =′ xf . 

Αν 0x R∈ , τότε για x ≠ 0x ισχύει : 
0

lim
xx→

 
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
= 

0

lim
xx→

0
0

=
−
−
xx

cc
, δηλαδή  

( ) 0=′c . 

 

 

 

 

 

 

 

 Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει 1)( =′ xf . 

Αν 0x R∈ , τότε για x ≠ 0x ισχύει : 
0

lim
xx→

 
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
= 

0

lim
xx→

1
0

0 =
−

−

xx

xx
, δηλαδή  

( ) 1=′x . 

 

f (x) = c , c∈∈∈∈R , (c)΄ = 1   

f (x) = x , (x)΄ = 1 



 

Page 24 of 44 

Θεωρία Γ΄ Θετικής-Επιµέλεια Π. Τρύφων 

 

 

 

 

 

 Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει 1)( −=′ vvxxf .  

Αν 0x R∈ , τότε για x ≠ 0x ισχύει : 
0

lim
xx→

 
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
= 

0

lim
xx→

0

0

xx

xx vv

−

−
 =   

0

lim
xx→

 
0

1

00

21

0 )...)((

xx

xxxxxx vvv

−

+++− −−−

=
0

lim
xx→

( 1

00

21 ... −−− +++ nvv xxxx )= 1

0

−vvx ,δηλαδή 

1)( −=′ vv vxx . 

 

 
 

  

 

 

 

 Η f είναι παραγωγίσιµη στο (0 ,+∞ ) και ισχύει 
x

xf
2

1
)( =′ . 

Αν 0x ),0( +∞∈ , τότε για x ≠ 0x ισχύει : 
0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
=

0

0

xx

xx

−

−
= 

( )( )
( )( )00

00

xxxx

xxxx

+−

+−
=
( )( )00

0

xxxx

xx

+−

−
= ( )0

1

xx +
 οπότε 

0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
= 

0

lim
xx→ ( )0

1

xx +
=

02

1

x
 , δηλαδή =′)( x

x2

1
. 

 

 
 

 

 

 

 

Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει xxf συν=′ )( .  

Αν 0x R∈ , τότε για h ≠ 0 ισχύει : =
−+
h

xfhxf )()(

h

xhx ηµηµ −+ )(
= 

h

h
x

h

h
x

h

xhxhx ηµ
συν

συν
ηµ

ηµηµσυνσυνηµ
⋅+

−
⋅=

−⋅+⋅ 1
. Επειδή 

0
lim
→h

1=
h

hηµ
 

και 
0

lim
→h

0
1
=

−
h

hσυν
έχουµε και 

0
lim
→h

=
−+
h

xfhxf )()(
ηµx·0 + συνx·1=συνx ,δηλαδή 

xx συνηµ =′)( . 

 

 

 

 

f (x) = x
ν
 , ν∈∈∈∈Ν / {0,1}, (x

ν
)΄ = νx

ν-1 

f (x) = x  , ( ) 1

2
x

x

′
=  

f (x) = ηµx , (ηµx)΄ = συνx 
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 Η f είναι παραγωγίσιµη στο R  και ισχύει xxf ηµ−=′ )( . 

Αν 0x R∈ , τότε για h ≠ 0 ισχύει : =
−+
h

xfhxf )()(

h

xhx συνσυν −+ )(
= 

h

h
x

h

h
x

h

xhxhx ηµ
ηµ

συν
συν

συνηµηµσυνσυν
⋅−

−
⋅=

−⋅−⋅ 1
  οπότε  

0
lim
→h

=
−+
h

xfhxf )()(
συνx·0 - ηµx·1= - ηµx  , δηλαδή 

xx ηµσυν −=′)( . 

 

 

 

 

 

 

 

Η f είναι παραγωγίσιµη στο { }1 \ | 0R R x xσυν= =  και ισχύει 
x

xf
2

1
)(
συν
=′ . 

 

Αν x 1R∈  έχουµε : 

( ) =′xεφ ( ) ( )
2

x x x xx

x x

ηµ συν ηµ συνηµ
συν συν

′ ′′ −  = 
 

=
xx

xx
22

22 1

συνσυν
συνηµ

=
+

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η f είναι παραγωγίσιµη στο { }2 \ | 0R R x xηµ= =  και ισχύει ( )f x′ = -
2

1

( )xηµ
 

 

Αν x 2R∈  έχουµε : 

( )xσφ ′
=

( ) ( )
2

x x x xx

x x

συν ηµ συν ηµσυν
ηµ ηµ

′ ′ ′
− 

= 
 

=
( )2 2

2 2

1x x

x x

ηµ συν

ηµ ηµ

+
− = − . 

 

 

 

 

 

 

 

f (x) = συνx , (συνx)΄ = ηµx 

f (x) = εφx , (εφx)΄ = 
2

1

xσυν
 

 

f(x) = σφx , (σφx)΄ = - 
2

1

( )xηµ
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Αν x ∈R*  έχουµε : 

( )
( )

1
1

2 2

1 (1) 1( )x x x
x x

x xx

ν ν ν
ν ν

ν νν

ν
ν

−
− −

′ ′ ′− − ′ = = = = − 
 

 

 
 

 

 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ 
 

 

 

 

 

 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 

Για x ≠ 0x ισχύει : 
( )( ) ( )( )

0

0

xx

xgfxgf

−

+−+
=

0

00 )()()()(

xx

xgxfxgxf

−

−−+
= 

 

=
0

0

0

0 )()()()(

xx

xgxg

xx

xfxf

−

−
+

−

−
. Επειδή οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο 

x 0 , έχουµε : 
0

lim
xx→

( )( ) ( )( )
0

0

xx

xgfxgf

−

+−+
= 

0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xfxf

−

−
+ 

0

lim
xx→

0

0 )()(

xx

xgxg

−

−
= 

 

)()( 00 xgxf ′+′= . 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο x 0 , τότε η συνάρτηση f + g 

είναι 

είναι παραγωγίσιµη στο x 0  και ισχύει : 

( ) )()()( 000 xgxfxgf ′+′=′+  

 

Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο x 0 , τότε η συνάρτηση f · g  

είναι παραγωγίσιµη στο x 0  και ισχύει : 

( ) 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x f x g x′ ′ ′= +i  

 

f(x) = x 
-ν

, (x 
-ν

) ΄ = -νx
ν -1 

, ν∈∈∈∈Ν 
*
, x∈∈∈∈R

* 

f(x) = x 
κ
 , (x

κ
 )΄ = -κx

κ -1 
, κ∈∈∈∈Ζ – {0,1} 



 

Page 27 of 44 

Θεωρία Γ΄ Θετικής-Επιµέλεια Π. Τρύφων 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΠΗΛΙΚΟΥ 

 
 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΘΕΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

 

 

 

 
 

• Έστω η συνάρτηση h(x) = f(g(x)) µε την g(x) να είναι παραγωγίσιµη στο Α και την 

f(x) παραγωγίσιµη στο g(A). H h = f o g είναι παραγωγίσιµη στο Α µε  

h΄(x) = f ΄ (g(x)) · g΄(x) ή 
dh dy du

dx du dx
=  όπου u = g(x). (Kανόνας αλυσίδας) 

 

●  Η συνάρτηση ZRaxxf a −∈= ,)( είναι παραγωγίσιµη στο (0 , + )∞  και ισχύει  
1)( −=′ aaxxf . 

Αν y = x xaa e ln=  και θέσουµε u = αlnx , τότε έχουµε y = e u . Εποµένως 

( ) =′⋅=
′

=′ ueey uu xae ln α 11 −== aa ax
x

a
x

x
. 

 

●  Η συνάρτηση 0,)( >= aaxf x είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει  

aaxf x ln)( =′ . 

Αν y = α x = e ax ln  και θέσουµε u = xlnα , τότε έχουµε y = e u . Εποµένως 

( ) =′⋅=
′

=′ ueey uu axe ln lnα = α x lnα .  

 

 

●  Η συνάρτηση ∗∈= Rxxxf ,ln)( είναι παραγωγίσιµη στο R ∗ και ισχύει  

x
xf

1
)( =′ . 

− αν x > 0 , τότε ( ) ( )
x

xx
1

lnln =′=
′

, ενώ 

− αν x < 0 , τότε ln|x| = ln(-x), οπότε αν θέσουµε y = ln(-x) και u = -x έχουµε y = lnu . 

Εποµένως  
xx

u
u

uy
1

)1(
11

)(ln =−
−

=′=′=′ . 

 

Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο x 0 και g(xo) ≠ 0  τότε η 

συνάρτηση 
f

g
 είναι παραγωγίσιµη στο x 0  και ισχύει : 

[ ]
0 0 0 0

0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f x g x f x g xf
x

g g x

′ ′ ′  −
= 

 
 

 

Aν η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο xo και η συνάρτηση f είναι 

παραγωγίσιµη στο g(xo), τότε η f�g είναι παραγωγίσιµη στο xo και ισχύει : 

( ) 0 0 0( ) ( ( )) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅�  
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ΘΕΜΕΛΙΩ∆Η ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΟΥ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ 

ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE 

 

 

 

 

 
 

Γεωµετρικά το θεώρηµα Rolle σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α ,β) τέτοιο 

ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο Μ(ξ,f (ξ)) να είναι παράλληλη στον άξονα x´x . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΥ 

ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 

 

 

 

 
 

Γεωµετρικά το θεώρηµα µέσης τιµής σηµαίνει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α ,β) 

τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο Μ(ξ,f (ξ)) να είναι παράλληλη στην ΑΒ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        y  

           M (ξ, f (ξ)) 

    f (β)               Β(β ,f (β)) 
 

 

    f (α)          

 A (α, f (α)) 
 

   α            β    x 

Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης λ =
( ) ( )f fβ α
β α
−
−

 

           y 

  Μ(ξ, f(ξ)) 

 

f (α)=f (β)           Β(β,f(β))  

       A (α, f (α))  

 

 

 

                    α                     β           x 

 

Aν µια συνάρτηση f είναι 

●  συνεχής στο [α ,β]  

●  παραγωγίσιµη στο ανοιχτό (α ,β) και 

●  f (α) = f(β)  

τότε υπάρχει ένα , τουλάχιστον ξ∈∈∈∈(α ,β) τέτοιος ώστε f 
΄
(ξ) = 0. 

 

Aν µια συνάρτηση f είναι 

●  συνεχής στο [α ,β]  

●  παραγωγίσιµη στο ανοιχτό (α ,β)   

τότε υπάρχει ένα ,τουλάχιστον ξ∈∈∈∈(α ,β) τέτοιος ώστε f 
΄
(ξ)=

αβ
β
−
− )()( aff

 



 

Page 29 of 44 

Θεωρία Γ΄ Θετικής-Επιµέλεια Π. Τρύφων 

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε ∆∈21 , xx ισχύει )()( 21 xfxf = . Πράγµατι 

●  αν 21 xx = , τότε προφανώς )()( 21 xfxf = . 

 

●  αν 21 xx < , τότε στο διάστηµα [ 21 , xx ]  η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του 

θεωρήµατος µέσης τιµής . Εποµένως , υπάρχει ξ ∈( 21 , xx ) τέτοιο ώστε  

12

12 )()(
)(

xx

xfxf
xf

−

−
=′  (1) . Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σηµείο του ∆ , 

ισχύει 0)( =′ ξf , οπότε λόγω της (1) είναι )()( 21 xfxf = . Αν 21 xx > , τότε οµοίως 

αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf = . 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
Η συνάρτηση f – g είναι συνεχής στο ∆ και για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ ισχύει 

(f – g)΄(x) = f΄(x) – g΄(x) = 0. Εποµένως η συνάρτηση f – g είναι σταθερή στο ∆ . Άρα 

υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε για κάθε x ∈∆ να ισχύει f(x) – g(x) = c οπότε f(x) = 

g(x) + c. 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ ! Τα παραπάνω θεωρήµατα εφαρµόζονται σε διάστηµα και όχι σε ένωση 

διαστηµάτων . 

 
 

 

 

 

 

 

 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν 
●    η f είναι συνεχής στο ∆ και 

●    f΄(x) = 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ , 

τότε η f είναι σταθερή σε όλο το ∆ . 

 

Έστω δύο συναρτήσεις f, g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆ . Αν 
●     f , g είναι συνεχείς στο ∆ και 

●     f΄(x) = g΄(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ , 

τότε υπάρχει σταθερά c  τέτοια ώστε για κάθε x∈  ∆ να ισχύει : 

 f(x) = g(x) + c 
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ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 
Αποδεικνύουµε το θεώρηµα στην περίπτωση που είναι f΄(x) > 0. 

Εστω ∆∈21 , xx µε 21 xx < . Στο διάστηµα [ 21 , xx ] η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις 

του Θ.Μ.Τ. Εποµένως , υπάρχει ξ ∈( 21 , xx ) τέτοιο ώστε 
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
f

−

−
=′ ξ   

οπότε έχουµε ))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ και επειδή 0)( >′ ξf και 012 >− xx  

έχουµε 0)()( 12 >− xfxf  άρα )()( 21 xfxf < . 

 

∗ Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήµατος δεν ισχύει . f(x) = x
3
. 

 

 

 

ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 
 

 

Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ . 
● Αν f΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ , τότε η f είναι γνησίως 

αύξουσα σε όλο το ∆ .   
● Αν f΄(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ , τότε η f είναι γνησίως  

φθίνουσα σε όλο το ∆ .   
 

Μια συνάρτηση f , µε πεδίο ορισµού Α , θα λέµε ότι παρουσιάζει στο xo∈A 

τοπικό µέγιστο , όταν υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε f (x) ≤ f (xo) για κάθε x∈A 

∩(xo –δ, xo + δ).Το xo λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού µεγίστου, ενώ το f(xo) 

τοπικό µέγιστο της f .    

Μια συνάρτηση f , µε πεδίο ορισµού Α , θα λέµε ότι παρουσιάζει στο xo∈A 

τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε f (x) ≥ f (xo) για κάθε x∈A 

∩(xo –δ, xo + δ).Το xo λέγεται θέση ή σηµείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το f(xo) 

τοπικό ελάχιστο της f .    
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ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΠΙΚΩΝ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ 
 

ΘΕΩΡΗΜΑ (Fermat) 

 

 

 

 

 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Ας υποθέσουµε ότι η f παρουσιάζει στο x 0 τοπικό µέγιστο. Επειδή το x 0 εσωτερικό 

σηµείο του ∆ και η f παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό µέγιστο, υπάρχει δ>0 τέτοιο ώστε  

(x 0 - δ , x 0 + δ) ⊆∆ και f(x) ≤ f(x 0 ) για καθε x ∈(x 0 - δ , x 0 + δ) (1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Επειδή, επιπλέον  η f είναι παραγωγίσιµη στο x 0 ,ισχύει =′ )( 0xf
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
−→

= 

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
+→

. 

 

Εποµένως 
 

− αν x∈(x 0 - δ , x 0 ), τότε , λόγω της (1), θα είναι 0
)()(

0

0 ≥
−

−

xx

xfxf
οπότε θα έχουµε 

=′ )( 0xf
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
−→

0≥  (2). 

− αν x∈(x 0 , x 0 +δ), τότε , λόγω της (1), θα είναι 0
)()(

0

0 ≤
−

−

xx

xfxf
 οπότε θα έχουµε 

=′ )( 0xf
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx −

−
+→

0≤  (3). 

 

Έτσι από τις (2) , (3) έχουµε =′ )( 0xf 0. 

 
Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη . 

 

 

       y  

 

 

  f (xo) 

 

 

 

 

                xo-δ  xo  xo+δ                 x 

 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και x 0  ένα εσωτερικό 

σηµείο του ∆ . Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x 0  και είναι 

παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό , τότε f΄( x 0 ) = 0. 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
● Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ένα εσωτερικό σηµείο ενός 

διαστήµατος ∆ στο οποίο είναι ορισµένη και f 
΄
(xo) = 0, τότε αυτό δεν 

σηµαίνει ότι το xo είναι θέση τοπικού ακρότατου της f. π.x. f (x) = x
3
, xo= 0. 

 

● Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και σ’ένα εσωτερικό 

σηµείο xo του ∆ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο, τότε δεν είναι υποχρεωτικό η 

f να είναι και παραγωγίσιµη στο xo µε f 
΄
(xo) = 0. 

 

● Αν µια συνάρτηση f είναι ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και σ’ένα εσωτερικό 

σηµείο xo του ∆ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο,τότε θα είναι  

 f 
΄
(xo) = 0 ή  

 η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο xo. 

 
● Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆, τότε τα εσωτερικά 

σηµεία x∈∆ στα οποία είναι f 
΄
(x) ≠  0 δεν είναι θέσεις τοπικών ακρότατων. 

 

● Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και συνεχής στο διάστηµα 

αυτό.Τότε οι πιθανές θέσεις των τοπικών ακρότατων της συνάρτησης f στο 

διάστηµα ∆ είναι: 

► Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η παράγωγος της f µηδενίζεται. 

► Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται. 

► Τα άκρα του ∆ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισµού). 

 
● Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆ και συνεχής στο διάστηµα 

αυτό.Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f δεν παραγωγίζεται ή η 

παράγωγος είναι ίση µε το 0 λέγονται κρίσιµα σηµεία της f στο ∆ . 

 

ΕΥΡΕΣΗ ΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ ΤΙΜΩΝ ΜΙΑΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα ∆ =[α ,β], τότε η f 

παρουσιάζει µέγιστο και ελάχιστο στο διάστηµα ∆ . Για να βρούµε το µέγιστο και το 

ελάχιστο της f στο διάστηµα ∆ εργαζόµαστε ως εξής : 

1. Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f. 

2. Υπολογίζουµε τις τιµές της f στα κρίσιµα σηµεία και στα άκρα α και β του ∆ . 

3. Από αυτές τις τιµές της f η µεγαλύτερη είναι το µέγιστο Μ της f και η µικρότερη 

 είναι το ελάχιστο m της f στο ∆ . 

4. Το πεδίο τιµών της f είναι το διάστηµα f(∆) = [m , M] . 

 

ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο σύνολο (α ,xo)∪ (xo, β) και συνεχής 

στο σηµείο xo.   

► Αν f 
΄
(x) >0 στο (α ,xo) και f 

΄
(x) <0 στο (xo, β), τότε το f (xο) είναι 

τοπικό µέγιστο της f. 

► Αν f 
΄
(x) <0 στο (α ,xo) και f 

΄
(x) >0 στο (xo, β), τότε το f (xο) είναι 

τοπικό ελάχιστο της f. 

► Αν f 
΄
(x) διατηρεί πρόσηµο στο (α ,xo)∪ (xo, β) τότε το f (xο) δεν είναι 

τοπικό ακρότατο της f και η f είναι γνησίως µονότονη στο (α ,β). 
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ΚΟΙΛΑ – ΚΥΡΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 

● Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σ’ένα διάστηµα ∆, τότε σε κάθε σηµείο του 

∆ η εφαπτοµένη της Cf  βρίσκεται “κάτω’’ από τη γραφική παράσταση της f, 

µε εξαίρεση το σηµείο επαφής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Αν µια συνάρτηση f είναι κοίλη σ’ένα διάστηµα ∆, τότε σε κάθε σηµείο του ∆ 

η εφαπτοµένη της Cf  βρίσκεται “πάνω’’ από τη γραφική παράσταση της f, µε 

εξαίρεση το σηµείο επαφής. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

 

 

 

 

 

 

 

y 

 

     κυρτή 

 

 

  

        x 

y 

 

 

       κοίλη   

 

 

         x 

 
Έστω µια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σ’ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη  

στο εσωτερικό του ∆. 

Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο ∆ αν η f 
΄
 είναι  

γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του ∆. 

Η συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο ∆ αν η f 
΄
 είναι  

γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του ∆. 
 

Έστω µια συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής σ’ένα διάστηµα ∆ και δύο φορές  

παραγωγίσιµη  στο εσωτερικό του ∆. 

●Αν  f ΄΄(x) > 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι κυρτή στο ∆. 

●Αν  f ΄΄(x) < 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι κοίλη στο ∆. 

   Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει . 
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ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 
1. Όταν το σηµείο Α(xo , f (xo)) είναι σηµείο καµπής της Cf τότε λέµε ότι η f   

 παρουσιάζει στο xo καµπή και το xo λέγεται θέση σηµείου καµπής. Στο σηµείο  

 αυτό η εφαπτοµένη “διαπερνά” την καµπύλη της f. 

 
2. Αποδεικνύεται ότι : 

Αν το Α(xo , f (xo)) είναι σηµείο καµπής της Cf και η f είναι δυο φορές 

παραγωγίσιµη, τότε  f 
΄΄
(xο) = 0. 

 

 
3. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆. 

Τα εσωτερικά σηµεία x του ∆ στα οποία είναι f 
΄΄
(x)≠ 0 δεν είναι θέσεις σηµείων 

καµπής . 

 
 

4. Οι πιθανές θέσεις σηµείων καµπής µιας συνάρτησης f  σ’ένα διάστηµα ∆ είναι  

● τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f 
΄΄
 µηδενίζεται και  

● τα εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία δεν υπάρχει η f 
΄΄
. 

 

 
5.  Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα (α ,β) και xo∈(α ,β). Αν  

● η f 
΄΄ 

αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του xo και  

● ορίζεται εφαπτοµένη της Cf  στο Α(xo , f (xo)) τότε το Α(xo , f (xo)) είναι 

σηµείο καµπής . 

 

 

 

 

y 

 

 

            σηµείο 

            καµπής 

 

                     xo              x 

 

y 

 

       κοίλη             κυρτή 

 

 

 

          xo                     x 

Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη στο διάστηµα (α ,β) και παραγωγίσιµη στο 

σύνολο (α ,xo)∪ (xo, β). Αν :  

● η f  είναι κυρτή στο (α ,xo) και κοίλη στο (xo, β) ή αντίστροφα και 

● η Cf έχει εφαπτοµένη στο σηµείο Α(xo , f (xo)) τότε το σηµείο Α(xo , f 

(xo)) λέγεται σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f. 
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ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ  
1. Kατακόρυφη ασύµπτωτη 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ 

Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο σηµείο xo, τότε ισχύει )(lim
0

xf
xx→

= f(x) R∈ και  

Η ευθεία x = xo δεν µπορεί να είναι ασύµπτωτη της Cf . 
 

2. Oριζόντια ασύµπτωτη 

 

 

 

 

 

 
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις 

Αν )(lim xf
x +∞→

= ±∞  ή lim ( )
x

f x
→−∞

= ±∞  τότε η Cf δεν έχει οριζόντια ασύµπτωτη στο 

+∞ ή -∞, αντίστοιχα . 

Είναι δυνατόν µια συνάρτηση να έχει οριζόντια ασύµπτωτη µόνο στο +∞ ή µόνο στο 

-∞ ή να έχει την ίδια ευθεία ως ασύµπτωτη στο +∞ και στο -∞. 

       y 

 

 

 

 

                      xo     

   x 

 

 

  x = xo        

       y 

 

 

 

 

                      xo 

   x 

 

 

  x = xo 

 y 

 

 y = β 

 

 

 

         x 

 

 

 y 

 

  y = β  

 

 

 

         x 

Η ευθεία x = xo λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

µιας  

 

συνάρτησης f , αν ένα τουλάχιστον από τα όρια : )(lim
0

xf
xx +→

, )(lim
0

xf
xx −→

είναι +∞  

ή -∞ . 
 

Η ευθεία µε εξίσωση y = β λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης µιας συνάρτησης f στο +∞ (αντιστοίχως στο -∞ ), όταν )(lim xf
x +∞→

= β 

(αντιστοίχως 

)(lim xf
x −∞→

= β).       
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Πλάγια ασύµπτωτη  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
Για τον προσδιορισµό των ασύµπτωτων µιας συνάρτησης µας διευκολύνει το 

παρακάτω θεώρηµα : 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

 

   

 

 
 

 

 

 

 
 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
1. Η ασύµπτωτη y = λx + β είναι οριζόντια αν λ = 0 , ενώ αν λ≠ 0 λέγεται πλάγια  

 ασύµπτωτη . 
2. Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις βαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν έχουν  

ασύµπτωτες . 

3. Οι ρητές συναρτήσεις 
)(

)(

xQ

xP
 µε βαθµό Ρ(x) µεγαλύτερου κατά 2 του βαθµού του  

Q(x), δεν έχουν πλάγιες ασύµπτωτες . 

 

Ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f αναζητούµε :  

● στα άκρα των διαστηµάτων του πεδίου ορισµού της στα οποία δεν ορίζεται . 

● στα σηµεία του πεδίου ορισµού της , στα οποία η f δεν είναι συνεχής . 

● στο +∞ , -∞ , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισµένη σε διάστηµα της µορφής 

  (α ,+ ∞ ) ή (-∞ ,β). 

 

 

    y 

 

 

          

   y = λx +β 

 

               x 

H ευθεία y = λx + β είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας 

συνάρτησης f στο +∞  (αντιστοίχως στο -∞ ), αν και µόνο αν : 

R
x

xf

x
∈=

+∞→
λ

)(
lim  και   Rxxf

x
∈=−

+∞→
βλ ))((lim  

αντιστοίχως : 

R
x

xf

x
∈=

−∞→
λ

)(
lim  και   Rxxf

x
∈=−

−∞→
βλ ))((lim  

 

Η ευθεία µε εξίσωση y = λx + β λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης 

µιας συνάρτησης f στο +∞ (αντιστοίχως στο -∞ ), αν : [ ] 0)()(lim =+−
+∞→

βλxxf
x

 

αντιστοίχως [ ] 0)()(lim =+−
−∞→

βλxxf
x

. 
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ΚΑΝΟΝΕΣ De L’ Hospital 
 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (µορφή 
0

0
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (µορφή 
∞+
∞+

) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 

1. Το θεώρηµα ισχύει και για τις µορφές 
∞−
∞+

 , 
∞−
∞−

 , 
∞+
∞−

. 

 
2. Tα παραπάνω θεωρήµατα ισχύουν και για πλευρικά όρια και µπορούµε, αν  

 χρειάζεται, να τα εφαρµόσουµε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι  

 προυποθέσεις τους. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν )(lim
0

xf
xx→

= 0, )(lim
0

xg
xx→

= 0 , xo { }+∞∞−∪∈ ,R και υπάρχει το 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′
′

→
 

(πεπερασµένο ή άπειρο) τότε 
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
=

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′
′

→
. 

 

Αν )(lim
0

xf
xx→

= +∞ , )(lim
0

xg
xx→

= +∞  , xo { }+∞∞−∪∈ ,R και υπάρχει το 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′
′

→
 (πεπερασµένο ή άπειρο) τότε 

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx→
=

)(

)(
lim

0 xg

xf

xx ′
′

→
. 
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ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

 
 

ΑΡΧΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
 

 

 

 

 
 
 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

• Κάθε συνάρτηση της µορφής G(x) = F(x) + c , c ℜ∈ , είναι µια παράγουσα της f 

στο ∆ , αφού G΄(x) = (F(x) + c)΄ = F΄(x) = f(x), για κάθε x ∈∆ . 

• Έστω G είναι µια άλλη παράγουσα της f στο ∆ . Τότε για κάθε x ∈∆ ισχύουν  

F΄(x) = f(x) και G΄(x) = f(x), οπότε G΄(x) = F΄(x), για κάθε x ∈∆. 

Εποµένως υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε G(x) = F(x) + c για κάθε x ∈∆ . 
 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
 

1. Η έννοια της αρχικής συνάρτησης ορίζεται σε διάστηµα και όχι σε ένωση 

διαστηµάτων. 

 

2.  Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο 

διάστηµα αυτό. 

 

 

 

ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

 

 

 

 

 
 

Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αρχική συνάρτηση ή 

παράγουσα της f στο ∆ , ονοµάζεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιµη 

στο ∆ και ισχύει F΄(x) = f(x), για κάθε x ∈∆ . 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν F είναι µια παράγουσα 

της f στο ∆ , τότε  

● όλες οι συναρτήσεις της µορφής G(x) = F(x) + c , c R∈ είναι παράγουσες της f 

στο ∆ και  

● κάθε άλλη παράγουσα G της f  στο ∆ παίρνει τη µορφή G(x) = F(x) + c , c R∈ . 
 

Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ένα διάστηµα ∆.Αν F είναι µια αρχική της f 

στο ∆ τότε το σύνολο όλων των αρχικών της f στο ∆ ονοµάζεται αόριστο 

ολοκλήρωµα της f στο ∆ και το συµβολίζουµε µε ∫ dxxf )( . ∆ηλαδή ∫ dxxf )( = 

F(x) + c , c R∈ . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

 
1 Για κάθε συνάρτηση f , παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆ ισχύει : 

∫ ′ dxxf )( = f(x) + c, c R∈ . 

 

 

2 Η διαδικασία της εύρεσης του αόριστου ολοκληρώµατος είναι η αντίστροφη 

πορεία της παραγώγισης και λέγεται ολοκλήρωση. Η σταθερά c λέγεται σταθερά 

ολοκλήρωσης.  

 
3. Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν αρχική συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ τότε 

  ∫ ∫ ∗∈= Rdxxfdxxf λλλ ,)()(  

 ∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

 

 

   ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 
 

 

1. ∫ = cdx0  6. ∫ +−= cxxdx συνηµ  

2. ∫ += cxdx1  7. 
xdx

x
εφ

συν
=∫ 2

1
+ c 

3. 
cxdx

x
+=∫ ln

1
 

8. 
cxdx

x
+−=∫ σφ

ηµ 2

1
 

4. 
1,

1

1

−≠+
+

=
+

∫ ac
a

x
dxx

a
α

 
9. ∫ += cedxe xx

 

5. ∫ += cxxdx ηµσυν  10. 

∫ += c
a

dxa
x

x

αln
 

 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ ΚΑΤΑ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 
 

 

 

 

 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΜΕ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 

 
 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx′ ′= −∫ ∫  

( ( )) ( ) ( ) ,f g x g x dx f u du′ =∫ ∫ u = g(x) και du = g΄(u)dx 



 

Page 40 of 44 

Θεωρία Γ΄ Θετικής-Επιµέλεια Π. Τρύφων 

OΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f : A → R µε Α = [α ,β] σε ν ισοµήκη 

υποδιαστήµατα που το καθένα έχει µήκος ∆x = 
β α
ν
−

.Σε κάθε υποδιάστηµα που 

σχηµατίζεται π.χ. στο [xκ-1 , xκ] , κ = 1,2,…,ν θεωρούµε τυχαίο σηµείο ξκ (µπορεί να 

είναι και ένα από τα άκρα) και σχηµατίζουµε το άθροισµα : Sν = f(ξ1)∆x + f(ξ2)∆x + 

…+ f(ξν)∆x = 
1

( )f x
ν

κ
κ

ξ
=

∆∑  το οποίο ονοµάζουµε άθροισµα Riemann της f στο 

 [α ,β]. Το σύνολο των άκρων xo = α < x1 < x2 < …< xν = β των διαστηµάτων 

ονοµάζουµε διαµέριση Ρν του [α ,β] και τα ξ1,ξ2,…,ξν ενδιάµεσα σηµεία της 

διαµέρισης .Το προηγούµενο άθροισµα έχει σαν όριο όταν ν → +∞ το οποίο 

ονοµάζουµε ολοκλήρωµα Riemann της f στο [α ,β] και είναι ανεξάρτητο από την 

επιλογή των σηµείων ξ1,ξ2,…,ξν της διαµέρισης Ρν και το συµβολίζουµε ( )
a
f x dx

β

∫ . 

Έτσι έχουµε : ( )
a
f x dx

β

∫ = lim
ν→∞ 1

( )f x
ν

κ
κ

ξ
=

∆∑ . Τα α ,β ονοµάζονται όρια της 

ολοκλήρωσης . Αν ως ξκ επιλέξουµε τα δεξιά άκρα των διαστηµάτων τότε 

 ξκ = α + κ∆x = α + κ 
β α
ν
−

 και ο προηγούµενος τύπος γίνεται :  

( )
a
f x dx

β

∫ = lim
ν→∞

1

f a
ν

κ

β α β α
κ

ν ν=

 − −  +    
∑ . 

 

Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 
 

1. ∫ ∫−=
β α

βa
dxxfdxxf )()(  και ∫ =

a

a
dxxf 0)(  

 

2. Aν  f (x) ≥0  για κάθε [ ]βα ,∈x τότε ∫ ≥
β

a
dxxf 0)(  

 

 

3. Αν f ,g είναι συνεχείς στο [α ,β] µε f(x) ≥  g(x) για κάθε x ∈[α ,β] τότε 

( ) ( )
a
f x dx g x dx

β β

α
≥∫ ∫  

 

 

4. Έστω f και g συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα [α ,β] τότε 

∫ ∫ ∈=
β

α

β

α
λλλ Rdxxfdxxf ,)()(  

 

∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
)()()]()([ xgdxxfdxxgxf  

Rxgdxxfdxxgxf ∈+=+∫ ∫ ∫ µλµλµλ
β

α

β

α

β

α
,,)()()]()([  
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5. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και α ,β,γ ∈∆ τότε ισχύει 

∫∫ ∫ +=
β

γ

β γ

α
dxxfdxxfdxxf

a
)()()(  

 

 

6. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα [α ,β]. Αν f (x) 0≥  για κάθε  

x∈[α ,β] και η συνάρτηση f δεν είναι παντού µηδέν στο διάστηµα [α , β] τότε 

∫ >
β

a
dxxf 0)(  

 

 

7. Aν f συνεχής στο [α ,β] µε m , M ολικό ελάχιστο και ολικό µέγιστο της f , 

αντίστοιχα στο [α ,β] τότε m(β-α)  ≤  ( )
a
f x dx

β

∫ ≤ Μ(β-α) 

 

 

 

H ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ F(x) = ∫
x

dttf
α

)(  

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Εποπτικά το συµπέρασµα του παραπάνω θεωρήµατος προκύπτει ως εξής :  

F(x + h) – F(x) = ( )
x h

x
f t dt

+

∫ = Eµβαδόν του χωρίου Ω ≈ f(x) ·h, για µικρά h > 0. 

Άρα , για µικρά h > 0 είναι 
( ) ( )

( )
F x h F x

f x
h

+ −
≈ οπότε 

0

( ) ( )
( ) lim ( )

h

F x h F x
F x f x

h→

+ −
′ = =  

 

• Από το θεώρηµα προκύπτει ότι )())(()(
)(

xgxgfdttf
xg

′⋅=
′





∫α  µε την πρυπόθεση 

ότι τα σύµβολα που χρησιµοποιούµε έχουν νοήµα .  

 

 

 
 

Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστηµα ∆ και α είναι ένα σηµείο 

του ∆ τότε η συνάρτηση F(x) = ∫
x

dttf
α

)( , x∈∆ είναι µια παράγουσα της f στο 

∆. 

∆ηλαδή F
΄
(x) = )()( xfdttf

x

=
′





∫α , x∈∆. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ (Θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκηρωτικού 

λογισµού) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
 

 

Η συνάρτηση F(x) = ∫
x

a
dttf )(  είναι µια παράγουσα της f στο [α , β] . Επειδή και η G 

είναι µια παράγουσα της f στο [α,β], θα υπάρχει c ℜ∈  τέτοιο ώστε G(x) =F(x) + c(1) 

Από την (1) , για x = α , έχουµε  G(α) = F(α) + c = ∫
a

a
dttf )( + c = c , οπότε c = G(α). 

Εποµένως G(x) =F(x) + G(α) . 

Από την (1) , για x = β , έχουµε  G(β) = F(β) + G(α) = ∫
β

a
dttf )( + G(α) και άρα 

∫ −=
β

αβ
a

GGdttf )()()( . 

 

 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
 

 
1. Ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισµένο ολοκλήρωµα παίρνει 

την µορφή ∫∫ ′−=′
β

α

β
α

β

α
dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()(  όπου f

 ΄
, g

΄
 είναι 

συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα [α ,β]. 

 

 
2. Ο τύπος ολοκλήρωσης µε αλλαγή µεταβλητής για το ορισµένο ολοκλήρωµα 

παίρνει τη µορφή ∫∫ −=′ 2

1

)()]()([)())((
u

u
duufxgxfdxxgxgf β

α

β

α
όπου f

 ΄
, g

΄
 

είναι συνεχείς συναρτήσεις , u = g(x), du = g
΄
(x), u1= g(α) και u2= g(β). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω f µια συνάρτηση συνεχής σ’ ένα διάστηµα [α , β] . Αν G είναι µια 

παράγουσα της f στο [α , β] , τότε 

∫ −=
β

αβ
a

GGdttf )()()(  
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ΕΜΒΑ∆ΟΝ 
 

 
1. Αν µια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο [α ,β] και f(x) ≥ 0 τότε το εµβαδόν του 

χωρίου Ω που ορίζεται από την Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = α , x = β  

 
είναι 

 

 

 

 

 

 
Το χωρίο Ω ορίζεται και ως το σύνολο των σηµείων Μ(x ,y) για τα οποία ισχύουν   

α ≤ x  ≤ β και 0 ≤ y ≤ f(x). 
 

 

2. Αν µια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο [α ,β] και f(x) ≤ 0 τότε το εµβαδόν του 

χωρίου Ω που ορίζεται από την Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = α , x = β  

 
είναι  

 

 

 

 

 

 
Το χωρίο Ω ορίζεται και ως το σύνολο των σηµείων Μ(x ,y) για τα οποία ισχύουν   

α ≤ x  ≤ β και f(x) ≤ y ≤ 0. 
 

3. Αν µια συνάρτηση f που είναι συνεχής στο [α ,β] δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο  

τότε το εµβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από την Cf , τον άξονα x΄x και τις 

ευθείες x = α , x = β είναι  

 

 

 

 

 
Στο παράδειγµα του σχήµατος είναι : 

    E (Ω) = Ε (Ω1) + Ε (Ω2) + Ε (Ω3) = 

     
1 2

1 2

( ) ( ( )) ( )f x dx f x dx f x dx
ρ ρ β

α ρ ρ
+ − +∫ ∫ ∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

y 

 

  Cf 

    Ω 
 

           α            β          x 

y 

 

 

           α               β      x 

 

      Ω 
    Cf 

   y  

 

 

  

         Cf 

              Ω1                   Ω3 

           

           α       ρ1  Ω2  ρ2             β      x    

 

Ε(Ω) = ( )
a
f x dx

β

∫  

Ε(Ω) = [ ( )]
a

f x dx
β
−∫  

Ε(Ω) = ( )
a
f x dx

β

∫  
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4. To εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις δύο συνεχών 

συναρτήσεων f ,g στο [α ,β] και από τις ευθείες x = α , x = β είναι 

 

 

 

 

Ειδικότερα : 

α) Αν f(x) ≥ g(x) , x ∈[α ,β] τότε : 

 

 
 

 

 

 
       β) Αν f(x) ≤ g(x) , x ∈[α ,β] τότε : 

 

 

 

 

 

 
5. Aν η διαφορά f(x) – g(x) δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο τότε  

 

 

 

 

 

Στο παράδειγµα του σχήµατος είναι : E(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) + Ε(Ω3) = 

( ) ( )1 2

1 2

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx g x f x dx f x g x dx
ρ ρ β

α ρ ρ
− + − + −∫ ∫ ∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y 

        Cf 

            Ω      
       Cg 

 

       α                       β         x 

    y 

 

       Cg 

  Ω 
       Cf 

       α                         β            x 

       y 

 

            Cf 

       Ω3 

                Ω1           Ω2             Cg 

             

              α     ρ1                 ρ2       β       x 

Ε (Ω) = ( ) ( )
a
f x g x dx

β
−∫ . 

Ε (Ω) = [ ]( ) ( )
a
g x f x dx

β
−∫  

Ε (Ω) = ( ) ( )
a
f x g x dx

β
−∫  

Ε (Ω) = [ ]( ) ( )
a
f x g x dx

β
−∫  
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