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ΓΩΝΙΕΣ… 

 
Ορισµός: Έστω Οχ και Οψ δύο ηµιευθείες που δεν 

έχουν κοινό φορέα και έστω p το ηµιεπίπεδο που έχει ακµή τον 

φορέα της Oχ και περιέχει την Οψ και q το ηµιεπίπεδο που έχει 

ακµή τον φορέα της Οψ και περιέχει την Οχ. 

 Ονοµάζουµε (κυρτή) γωνία το σύνολο των κοινών 

σηµείων των ηµιεπιπέδων p και q. 

 Το σηµείο Ο λέγεται κορυφή της γωνίας και οι 

ηµιευθείες Οχ, Οψ λέγονται πλευρές της γωνίας. 

 Τα σηµεία µιας γωνίας που δεν ανήκουν στις πλευρές 

της λέγονται εσωτερικά. 
 

 

Είδη γωνιών: 

 

� Ευθεία γωνία λέγεται η γωνία της οποίας οι πλευρές Οχ                

και Οψ είναι αντικείµενες ηµιευθείες(δηλ. η µια είναι 

προέκταση της άλλης) 

 

 

� Πλήρης γωνία λέγεται η γωνία της οποίας τα σηµεία 

είναι όλα τα σηµεία του επιπέδου. 

 

 

� Μηδενική γωνία λέγεται η γωνία της οποίας τα σηµεία 

είναι τα σηµεία µιας ηµιευθείας και µόνο αυτά. 

 

 

Ορισµός:  ∆ιχοτόµος µια γωνίας ψχ
Λ

Ο  ονοµάζεται η 

ηµιευθεία Οδ που βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας και η 

οποία είναι τέτοια ώστε  .ψδδχ
ΛΛ

Ο=Ο  

 

 
ΚΑΘΕ ΓΩΝΙΑ ΕΧΕΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΗ ∆ΙΧΟΤΟΜΟ! 

 

 

 
 

 

 

Ορθή ονοµάζεται η γωνία η οποία είναι ίση µε το µισό 

µιας ευθείας γωνίας. 

(συµβολίζουµε: L1=Ο
Λ

ψχ ) 
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Οξεία ονοµάζεται η γωνία που είναι µικρότερη από την 

ορθή γωνία. 

(συµβολίζουµε: L1<Ο
Λ

ψχ ) 

 

 

 

      

 

Αµβλεία ονοµάζεται η γωνία που είναι µεγαλύτερη από 

την ορθή γωνία. 

(συµβολίζουµε: L1>Ο
Λ

ψχ ) 

 

 

 

 

 

∆ύο τεµνόµενες ευθείες ε και ε΄ ονοµάζονται κάθετες, 

όταν σχηµατίζουν ορθή γωνία. 

Αν ε και ε΄ ευθείες κάθετες, τότε γράφουµε (συµβολίζουµε) 

ε⊥ ε΄. 

 

 

 

 

∆ύο γωνίες ονοµάζονται κατακορυφήν, όταν έχουν 

κοινή κορυφή και οι πλευρές της µίας είναι προεκτάσεις των 

πλευρών της άλλης. Στο διπλανό σχήµα, αν χχ΄ και ψψ΄ δύο 

τεµνόµενες ευθείες, τότε οι γωνίες  ΄΄ ψχψχ
ΛΛ

ΟΟ , είναι 

κατακορυφήν. Το ίδιο συµβαίνει και για τις γωνίες 

., ψχψχ
ΛΛ

ΟΟ ΄΄  

 

  

 

 

∆ύο γωνίες λέγονται παραπληρωµατικές όταν έχουν 

άθροισµα µια ευθεία γωνία. 

(αν δύο γωνίες είναι παραπληρωµατικές τότε λέµε πως η µία 

είναι παραπλήρωµα της άλλης)   

 

  

∆ύο γωνίες λέγονται συµπληρωµατικές  όταν έχουν 

άθροισµα ίσο µε µια ορθή γωνία. 

(αν δύο γωνίες είναι συµπληρωµατικές, τότε λέµε πως η µία 

είναι συµπλήρωµα της άλλης) 

 

      

 

                          οξεία γωνία       χ                    

 

 

                                                 ψ 

                       Ο           

    χ      
                             αµβλεία γωνία 
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                              ε 

 
                                                 ε΄ 

            κατακορυφήν γωνίες 

       χ                                                 ψ΄ 

 

 

 

                                Ο 
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οι γωνίες φ,ω είναι 

παραπληρωµατικές 

 
                        
 

 

                    οι γωνίες  είναι  

                    συµπληρωµατικές 
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∆ύο γωνίες λέγονται εφεξής ή διαδοχικές, όταν  

1. έχουν µια κοινή πλευρά, 

2. έχουν κοινή κορυφή και 

3. δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     z
ΛΛ

ΟΟ ψψχ ,  εφεξής γωνίες              ΄z
ΛΛ

ΟΟ ψψχ ,  όχι εφεξής γωνίες           zt
ΛΛ

ΟΟ ,ψχ  όχι εφεξής γωνίες 

                                                                                           zt
ΛΛ

ΟΟ ψχ ,  όχι εφεξής γωνίες 

 

� ∆ύο κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες. 

 

� Οι διχοτόµοι δύο κατακορυφήν γωνιών είναι αντικείµενες ηµιευθείες. 

 

� Οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών είναι κάθετες ηµιευθείες. 

 

 

 

Μεσοκάθετη ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ ονοµάζεται η 

ευθεία ε που είναι κάθετη στο ΑΒ και διέρχεται από το   

   µέσο του Μ. 

  Αν η ευθεία ε είναι µεσοκάθετη του ΑΒ, τότε τα σηµεία    

  Α,Β ονοµάζονται συµµετρικά ως προς την ε. 

 

 

 

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΚΥΚΛΟΥ 

 
Κύκλος µε κέντρο το σηµείο Ο και ακτίνα το 

ευθύγραµµο τµήµα που έχει µήκος ρ λέγεται το σύνολο των 

σηµείων του επιπέδου που απέχουν από το Ο απόσταση ρ. 

Ο κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα ρ συµβολίζεται µε 

(Ο,ρ). Κάθε σηµείο Μ για το οποίο είναι (ΟΜ)<ρ λέγεται 

εσωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,ρ), ενώ κάθε σηµείο Ν για 

το οποίο είναι (ΟΝ)>ρ λέγεται εξωτερικό σηµείο του κύκλου 

(Ο,ρ). 
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    Α:σηµείο του κύκλου 
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Κυκλικός δίσκος  ονοµάζεται το σχήµα που 

αποτελείται από τα σηµεία ενός κύκλου (Ο,ρ) και από το 

σύνολο των εσωτερικών σηµείων του. 

 

 

 

 

 

 

 

Χορδή ενός κύκλου (Ο,ρ) λέγεται κάθε ευθύγραµµο 

τµήµα ΑΒ που τα άκρα του είναι σηµεία του κύκλου. 

 

∆ιάµετρος ενός κύκλου (Ο,ρ) λέγεται κάθε χορδή του 

κύκλου που διέρχεται από το κέντρο του.(Αν ΑΓ διάµετρος 

τότε τα σηµεία Α και Γ ονοµάζονται αντιδιαµετρικά). 

 

Η σχέση που συνδέει µια διάµετρο και την ακτίνα  ενός κύκλου 

είναι: (διάµετρος)=2(ακτίνα). 

 

  

 

            ∆ύο κύκλοι (Ο,ρ) και (Ο΄,ρ΄) λέγονται ίσοι όταν έχουν 

ίσες ακτίνες, δηλαδή (Ο,ρ)=(Ο΄ρ΄) �ρ=ρ΄. 

(ίσοι κύκλοι µε την έννοια ότι µε κατάλληλη µετατόπιση του 

ενός κύκλου µπορεί να ταυτιστεί µε τον άλλον). 

 

 

 

 

 

 

 

Τόξο ενός κύκλου ονοµάζεται το καθένα από τα δύο 

µέρη στα οποία χωρίζεται ο κύκλος από µια χορδή του. 

 

 

 

Το τόξο µε άκρα τα σηµεία Α και Β συµβολίζεται µε 
∩

ΑΒ . Για να µπορέσουµε κα περιγράψουµε ποιο από τα δύο 

τόξα εννοούµε µε την γραφή 
∩

ΑΒ , συµβολίζουµε 
∩

ΑΚΒ  το ένα 

από τα δύο τόξα και µε 
∩

ΑΛΒ µε το άλλο τόξο, όπου Κ,Λ 

σηµεία του κύκλου.  

 

Αν η χορδή ΑΒ είναι διάµετρος τότε τα δύο τόξα στα 

οποία χωρίζεται ο κύκλος ονοµάζονται ηµικύκλια. 
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                               Ο 

 

 

 

  
κυκλικός δίσκος   
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                                 Ο 

 

                                     ρ          

                                          Γ 

 

 
ΑΒ:χορδή ,ΑΓ: διάµετρος.          ΑΓ=2.ΟΓ 

                 Α                                                        
                                           τόξα της χορδής ΑΒ 

 

 

 

 

                                Β 

 
                 Α                                                                          
                                       Κ 

Τοποθετούµε 

σηµεία Κ,Λ στον 
κύκλο προκειµένου 

να ξεχωρίζουµε τα 

δύο τόξα. 
       

 

 
          Α 

                                         αν ΑΒ διάµετρος τότε 

 
                                                     ηµικύκλια 

 

                                        

                                     Β 

Λ 

  Β 

                                                    ρ=ρ΄ 

 

 

 

 

 

 

 

        (Ο,ρ)                           (Ο΄ρ΄) 

 
 

οι ίσοι κύκλοι µε κατάλληλη µετατόπιση ταυτίζονται 
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Επίκεντρη γωνία ονοµάζεται κάθε γωνία της οποίας η 

κορυφή είναι το κέντρο ενός κύκλου. 

Έτσι η γωνία ψχ
Λ

Ο  του σχήµατος είναι επίκεντρη και 

λέµε ότι η επίκεντρη γωνία βαίνει στο τόξο
∩

ΑΒ  ή ότι το τόξο 
∩

ΑΒ είναι αντίστοιχο της επίκεντρης γωνίας ψχ
Λ

Ο .  

 

 

 

 

 

 

Πρόταση: Σε ένα κύκλο ή σε ίσους κύκλους, ίσες 

επίκεντρες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα και αντίστροφα. 

 

∆ηλαδή ισχύει η ισοδυναµία: 

.
∩∩ΛΛ

Γ∆=ΑΒ⇔∆ΟΓ=ΒΟΑ  

 

 

 

 

                

 

Πόρισµα 1:  ∆ύο κάθετοι διάµετροι ΑΒ και Γ∆ ενός 

κύκλου χωρίζουν τον κύκλο (Ο,ρ) σε τέσσερα ίσα τόξα 

(που το καθένα ονοµάζεται τεταρτοκύκλιο). 
 

 

 
Πόρισµα 2:  Κάθε τόξο ενός κύκλου έχει µοναδικό 

µέσο. ∆ηλαδή αν 
∩

ΑΒ  ένα τόξο κύκλου (Ο,ρ) τότε υπάρχει 

µοναδικό σηµείο Μ του κύκλου τέτοιο, ώστε .
∩∩

ΜΒ=ΜΑ  
 

 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ: (α) Η σύγκριση και οι πράξεις τόξων ανάγονται στη σύγκριση και   

                                τις πράξεις των αντίστοιχων επίκεντρων γωνιών τους. 

         (β) Τα τόξα άνισων κύκλων δεν είναι συγκρίσιµα! 

(γ) Μέτρο µια γωνίας είναι το µέτρο του αντίστοιχου τόξου της   

               όταν αυτή καταστεί επίκεντρη. 

                    χ 

                                         αντίστοιχο         

                                                   τόξο επίκεντρης 
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              Ο 
επίκεντρη γωνία 

(Ο: το κέντρο 

του κύκλου) 
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                             ∆                Γ∆⊥ΑΒ  
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ΤΡΙΓΩΝΑ… 

 
Έστω Α,Β και Γ τρία διαφορετικά µη συνευθειακά σηµεία. 

Το σχήµα που αποτελείται από τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ,ΒΓ 

και ΓΑ λέγεται τρίγωνο ΑΒΓ (συµβολίζουµε ΓΒΑ
∆

). 

 Τα σηµεία Α,Β,Γ λέγονται κορυφές του τριγώνου, τα 

τµήµατα ΑΒ,ΑΓ και ΒΓ λέγονται πλευρές το τριγώνου και οι 

γωνίες ΑΓΒΓΒΑΒΑΓ
ΛΛΛ

,,  λέγονται γωνίες του τριγώνου. 

 Οι πλευρές ΒΓ,ΓΑ και ΑΒ συµβολίζονται µε α,β,γ 

αντίστοιχα και οι γωνίες ΑΓΒΓΒΑΒΑΓ
ΛΛΛ

,,  συµβολίζονται µε 
ΛΛΛ

ΓΒΑ ,,  αντίστοιχα. 

 Οι πλευρές και οι γωνίες ενός τριγώνου λέγονται κύρια 

στοιχεία του τριγώνου. 

 

 

Κάθε γωνία που είναι εφεξής και παραπληρωµατική µιας 

γωνίας του τριγώνου λέγεται εξωτερική γωνία του τριγώνου. 

Για παράδειγµα η γωνία χ
Λ

ΓΑ  είναι εξωτερική γωνία του 

τριγώνου ΓΒΑ
∆

και την συµβολίζουµε .εξ

Λ

Γ  
  

∆ιάµεσος ενός τριγώνου λέγεται το τµήµα µε άκρα µια 

κορυφή του τριγώνου και το µέσο της απέναντι πλευράς του. 

Οι διάµεσοι που αντιστοιχούν στις πλευρές α,β,γ 

συµβολίζονται µε  µα , µβ , µγ αντίστοιχα. 

 

 

 

 

Εσωτερική διχοτόµος ή απλά διχοτόµος µιας γωνίας 

ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραµµο τµήµα της διχοτόµου της 

γωνίας από την κορυφή της µέχρι την απέναντι πλευρά 
Οι διχοτόµοι που αντιστοιχούν στις πλευρές α,β,γ 

συµβολίζονται µε  δα , δβ , δγ αντίστοιχα. 

 

 

 

 

Ύψος ενός τριγώνου λέγεται το κάθετο τµήµα από µια 

κορυφή του τριγώνου προς την ευθεία της απέναντι πλευράς του. 
Τα ύψη που αντιστοιχούν στις πλευρές α,β,γ 

συµβολίζονται µε  υα , υβ , υγ αντίστοιχα 

 

         Α 
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     γ 
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    Β                                                   Γ                  

            Α 

  
                                  εξωτερική γωνιά της                                                                

                                                    γωνίας 

Λ

Γ  

 

                                                            χ 

            Β                                   Γ                                      

              Α 

 

 

 

         γ        µα                          β 

 

 

       Β                                              Γ 

             Α 

 

                                 β 

 

 

                    δβ 

 

       Β                                             Γ 

              Α 

 

 

          γ 

 

                      υγ 

 

       Β                                             Γ 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 
Ισοσκελές ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει δύο πλευρές ίσες 

Ισόπλευρο ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει όλες τις πλευρές 

του ίσες. 

Σκαληνό ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει τις πλευρές του 

άνισες ανά δύο. 

 

 

Ορθογώνιο ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει µία ορθή γωνία. 

Αµβλυγώνιο ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει µία αµβλεία 

γωνία. 

Οξυγώνιο ονοµάζεται το τρίγωνο το οποίο έχει όλες του τις 

γωνίες οξείες. 
 

ΙΣΟΤΗΤΑ ΤΡΙΓΩΝΩΝ ΚΑΙ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
 

∆ύο τρίγωνα λέγονται ίσα όταν µε κατάλληλη µετατόπιση µπορούν να ταυτιστούν, 

δηλαδή όταν έχουν τις πλευρές τους ίσες µια προς µια και τις απέναντι των ίσων πλευρών 

γωνίες όσες. 

Οι παρακάτω προτάσεις µας επιτρέπουν να διαπιστώσουµε την ισότητα δύο τριγώνων 

δίχως την µετατόπιση αυτών! (για παράδειγµα µε διαφανές χαρτί).  

Οι προτάσεις αυτές λέγονται κριτήρια ισότητας τριγώνων: 

 

   

1ο κριτήριο: Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες µια 

προς µια και τις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι 

ίσα.  

∆ηλαδή αν ΑΒ=Α΄Β΄, ΑΓ=Α΄Γ΄ και ΄
ΛΛ

Α=Α  τότε 

.΄΄΄ ΓΒΑ=ΓΒΑ
∆∆

 

 

 
2ο κριτήριο: Αν µια πλευρά ενός τριγώνου είναι ίση µε 

µια πλευρά ενός άλλου τριγώνου και οι προσκείµενες γωνίες των 

πλευρών αυτών είναι ίσες µια προς µια, τότε είναι ίσα. 

∆ηλαδή αν  ΒΓ=Β΄Γ΄, ΄
ΛΛ

Β=Β  και ΄
ΛΛ

Γ=Γ  τότε .΄΄΄ ΓΒΑ=ΓΒΑ
∆∆

 
 

 
3ο κριτήριο: Αν οι πλευρές ενός τριγώνου είναι ίσες µια 

προς µια µε τις πλευρές ενός άλλου τριγώνου, τότε είναι ίσα. 
∆ηλαδή αν ΑΒ=Α΄Β΄, ΑΓ=Α΄Γ΄ και ΒΓ=Β΄Γ΄ τότε .΄΄΄ ΓΒΑ=ΓΒΑ

∆∆

 
 

 

διάκριση τριγώνων 

ως προς τις πλευρές 

του. 

διάκριση τριγώνων 

ως προς τις γωνίες 

του. 

 

                             Α΄ 

    Α 

 

 

 

                                                          Γ΄ 

                           Β΄ 

 

Β                          Γ 

                            Α΄ 

    Α 

 

 

 

                                                          Γ΄ 

                          Β΄ 

 

Β                          Γ 

                             Α΄ 

    Α 

 

 

 

                                                          Γ΄ 

                          Β΄ 

 

Β                          Γ 
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Στην ειδική περίπτωση που έχουµε ορθογώνια τρίγωνα, έχουµε τα εξής 
 

      κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων: 
 

1
ο
 κριτήριο: Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις κάθετες πλευρές τους µια προς µια 

ίσες τότε είναι ίσα. 

2
ο
 κριτήριο: Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν µια κάθετη πλευρά ίση και την 

προσκείµενη σε αυτή οξεία γωνία ίση µια προς µια, τότε είναι ίσα. 
3

ο
 κριτήριο: Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και µια οξεία γωνία 

αντίστοιχα ίσες µια προς µια, τότε είναι ίσα. 

4
ο
 κριτήριο: Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και µια κάθετη 

πλευρά αντίστοιχα ίσες µια προς µια, τότε είναι ίσα. 
 

Συνέπειες… 

 

1. Οι παρά τη βάση γωνίες ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες. 

 

2. Οι γωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες. 

 

3. Η διχοτόµος που αντιστοιχεί στη βάση ισοσκελούς τριγώνου είναι ύψος και 

διάµεσος. 

 

4. Η διάµεσος που αντιστοιχεί στη βάση ισοσκελούς τριγώνου είναι ύψος και 

διχοτόµος. 

 

5. Το ύψος  που αντιστοιχεί στη βάση ισοσκελούς τριγώνου είναι διάµεσος και 

διχοτόµος. 

 

6. Η κάθετος από το κέντρο ενός κύκλου προς µια χορδή του διέρχεται από το µέσο 

της χορδής και από το µέσο του αντίστοιχου τόξου της. 

 

7. Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ευθύγραµµου τµήµατος ισαπέχει από τα άκρα του 

τµήµατος και αντίστροφα: κάθε σηµείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός 

ευθύγραµµου τµήµατος ανήκει στη µεσοκάθετό του. 

 

8. Σε ένα κύκλο (ή σε ίσους κύκλους) ισχύει:  

δύο χορδές είναι ίσες � 

τα αντίστοιχα τόξα είναι ίσα �  

οι αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες είναι ίσες�  

τα αντίστοιχα αποστήµατά τους είναι ίσα. 

 

9. Κάθε σηµείο της διχοτόµου µια γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της και   

αντίστροφα: κάθε σηµείο στο εσωτερικό µιας γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές 

της ανήκει στη διχοτόµο της γωνίας. 

 

 

 

 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 

 

κεντρική συµµετρία 
 

Ορισµός 1: ∆ύο σηµεία Α και Α΄ ονοµάζονται συµµετρικά ως προς 

κέντρο συµµετρίας το σηµείο Ο, όταν το Ο είναι µέσο του ευθύγραµµου 

τµήµατος ΑΑ΄. 

 

Ορισµός 2: Ένα γεωµετρικό σχήµα του επιπέδου ονοµάζεται συµµετρικό 

ως προς ένα σηµείο Ο, όταν για κάθε σηµείο Α του σχήµατος, το 

συµµετρικό του Α΄ ως προς το Ο είναι σηµείο του σχήµατος (τότε το Ο 

ονοµάζεται κέντρο συµµετρίας του σχήµατος). 

 

 

Παραδείγµατα: 

 

1. Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ έχει κέντρο συµµετρίας το µέσο του. 

 

2. Ο κύκλος (Ο,ρ) έχει κέντρο συµµετρίας το κέντρο του Ο  
 

3. Το τρίγωνο δεν έχει κέντρο συµµετρίας. 
 

 
αξονική συµµετρία 

 
Ορισµός 3: ∆ύο σηµεία Α και Α΄ ονοµάζονται συµµετρικά ως προς άξονα 

συµµετρίας την ευθεία ε, όταν η ευθεία ε είναι µεσοκάθετη του 

ευθύγραµµου τµήµατος ΑΑ΄. 

 

 

 

Ορισµός 4: Ένα γεωµετρικό σχήµα του επιπέδου ονοµάζεται συµµετρικό ως προς µια ευθεία ε, 

όταν για κάθε σηµείο Α του σχήµατος, το συµµετρικό του Α΄ ως προς την ευθεία ε είναι σηµείο 

του σχήµατος (τότε η ευθεία ε ονοµάζεται άξονας συµµετρίας του σχήµατος). 
 

 

Παραδείγµατα: 

 

1. Η γωνία έχει άξονα συµµετρίας τον φορέα της διχοτόµου της. 

2. ένα ευθύγραµµο τµήµα έχει ως άξονες συµµετρίας την µεσοκάθετή 

του και το φορέα του. 

3. Ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει άξονα συµµετρίας τον φορέα του ύψους που αντιστοιχεί 

στη βάση του. 

4. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο έχει άξονες συµµετρίας τους φορείς των υψών του. 

5. Ένας κύκλος έχει άξονα συµµετρίας τον φορές οποιασδήποτε διαµέτρου του. 
 

                       Α 

 

     ε 

 

 

                        Α΄ 

 

Α               Ο                     Α΄ 

 

Α               Ο                     Β 

 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 
 

 

Πρόταση: Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη 

καθεµιάς από τις απέναντι εσωτερικές του γωνίες. 

∆ηλαδή ισχύει: 
ΛΛ

Α>ΓΑ χ  και .
ΛΛ

Β>ΓΑ χ  

 

Πόρισµα: Κάθε τρίγωνο έχει το πολύ µια ορθή ή µια αµβλεία 

γωνία. 

[πράγµατι: έστω ότι ένα τρίγωνο ΓΒΑ
∆

 έχει δύο ορθές γωνίες 
ΛΛ

ΒΑ, . Τότε από την 

προηγούµενη πρόταση θα έχουµε ότι: 
ΛΛ

Β>Αεξ  δηλαδή .90ο
εξ >Α

Λ

 Αυτό όµως είναι άτοπο 

διότι ο
εξ 180=Α+Α

ΛΛ

 άρα .90ο
εξ =Α

Λ

 

Έστω τώρα ότι ένα τρίγωνο ΓΒΑ
∆

 έχει δύο αµβλείες γωνίες 
ΛΛ

ΒΑ, . Αφού η γωνία 
Λ

Α  είναι 

αµβλεία έπεται ότι η γωνία εξ

Λ

Α είναι οξεία γωνία. Από την προηγούµενη πρόταση ισχύει ότι: 
ΛΛ

Β>Αεξ . Φτάσαµε λοιπόν σε σχέση της µορφής:  (οξεία γωνία > αµβλεία γωνία), άτοπο!] 

 
Πρόταση: Το άθροισµα δύο γωνιών ενός τριγώνου είναι µικρότερο από 180

ο
. 

[πράγµατι: ισχύει ότι 
ΛΛ

Β>Αεξ  καθώς και η σχέση ο
εξ 180=Α+Α

ΛΛ

,άρα ο180<Β+Α
ΛΛ

 ] 

 

 
Πρόταση: Σε ένα τρίγωνο απέναντι από την µεγαλύτερη γωνία 

βρίσκεται η µεγαλύτερη πλευρά και αντίστροφα. 

∆ηλαδή σε τρίγωνο ΓΒΑ
∆

 ισχύει: β>γ � 
ΛΛ

Γ>Β . 

 

 

Συνέπειες… 

 

• Αν ένα τρίγωνο έχει δύο γωνίες ίσες, τότε οι πλευρές που 

βρίσκονται απέναντι από αυτές τις γωνίες είναι ίσες. 

 

• Η µεγαλύτερη πλευρά ορθογωνίου (αντίστοιχα αµβλυγώνιου) 

τριγώνου είναι αυτή που βρίσκεται απέναντι από την ορθή 

(αντίστοιχα. αµβλεία) γωνία. 

 

 

 

 

            Α 

  
                                   

                                                           

Λ

Γεξ  

 

                                                            χ 

            Β                                   Γ              

            Α 

  
                                   

                                                            

            γ                         β 

                                                                               

  

            Β                                   Γ                                      



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

Μια από τις σπουδαιότερες ανισοτικές σχέσεις σε ένα τρίγωνο είναι η λεγόµενη 

τριγωνική ανισότητα: 

 

«Κάθε πλευρά ενός τριγώνου είναι µικρότερη από το άθροισµα των δύο άλλων πλευρών και 

µεγαλύτερη από τη διαφορά τους». 

 

∆ηλαδή σε κάθε τρίγωνο µε πλευρές α,β,γ ισχύει:  | β-γ |<α<β+γ 
 

 

Παρατήρηση! 

 

Τρεις θετικοί αριθµοί α,β,γ αποτελούν πλευρές τριγώνου 

���� 

| β-γ |<α<β+γ 

���� 

α<β+γ  και  β<α+γ  και γ<α+β 

 

 

Πόρισµα: Κάθε χορδή κύκλου είναι µικρότερη ή ίση της διαµέτρου. 

 

[πράγµατι: αν ΑΒ χορδή κύκλου (Ο,ρ) τότε από την τριγωνική 

ανισότητα στο τρίγωνο ΒΑ
Λ

O  παίρνουµε: ΑΒ<ρ+ρ=2ρ=διάµετρος. 

Η ισότητα ισχύει όταν ΑΒ είναι διάµετρος]. 

 

 

 

Πρόταση: Αν  ευθεία ε και σηµείο Α εκτός αυτής, τότε το κάθετο 

τµήµα από το Α προς την ε είναι µικρότερο από κάθε άλλο πλάγιο 

τµήµα  προς την ε που περνά από το σηµείο Α. 

(δηλαδή η απόσταση του Α από την ε είναι µικρότερη από την 

απόσταση του Α από τυχόν σηµείο της ευθείας). 

Έτσι στο διπλανό σχήµα τα έχουµε: AM<ΑΝ , ΑΜ<ΑΛ , ΑΜ<ΑΚ 

 

 

 

 

Πρόταση: Τα ίχνη δύο άνισων πλάγιων ευθύγραµµων τµηµάτων 

απέχουν οµοίως άνισα από το ίχνος της κάθετης και αντίστροφα. 
Έτσι στο διπλανό σχήµα τα έχουµε: ΑΒ>ΑΓ� ΟΒ>ΟΓ. 

 

 

                 Α                                    ε 

                                                       Κ 

 

                                              Λ 

 

                                  Μ 

                 

                       Ν 

 

                   Α 

 

 

 

 

 

       Γ            Ο                           Β 

 

                                      Α 

                               ρ 

                      

 

                        ρ 

                                    

                                 Β 

Ο 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ΕΥΘΕΙΑΣ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΥ 

 

 

Πρόταση 1: Αν α η απόσταση του κέντρου Ο ενός κύκλου (Ο,ρ) από µία ευθεία χ΄χ, τότε: 

 

o Η ευθεία και ο κύκλος δεν έχουν κοινά σηµεία � α>ρ 

o Η ευθεία και ο κύκλος έχουν ακριβώς δυο κοινά σηµεία � α<ρ 

o Η ευθεία και ο κύκλος έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο � α=ρ. 

{σε αυτήν την περίπτωση η ευθεία χ΄χ λέγεται εφαπτοµένη του κύκλου (Ο,ρ) και όταν 

υπάρχει είναι µοναδική. Το κοινό σηµείο Α ευθείας και κύκλου λέγεται σηµείο 

επαφής. Η ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επαφής είναι κάθετη στην εφαπτοµένη}. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πρόταση 2:  (α) Από σηµείο εκτός κύκλου µπορούµε να  

φέρουµε ακριβώς δύο εφαπτόµενες προς τον κύκλο. 

       

               (β) Τα εφαπτόµενα τµήµατα PΑ και PΒ προς 

κύκλο από σηµείο P εκτός αυτού είναι ίσα και η 

ευθεία PΟ διχοτοµεί τις γωνίες BPA
Λ

και BA
Λ

Ο . 

 ∆ηλαδή ισχύει: PΑ=PΒ, 21

ΛΛ

= OO  και .21

ΛΛ

= PP  

 

 

 

 

α >ρ                                             α<ρ                                           α=ρ 

 

 
                    Ο                                                       Ο                                                          Ο 

 

                                                                                 α                                                           α 

                           α                               χ΄                                                χ 

                                                                                                                     χ                                                 χ 

  χ΄                                              χ      
                                                                              δύο κοινά σηµεία ευθείας και κύκλου                                                σηµείο επαφής 

 

ΟΑ,ΟΒ: ακτίνες του κύκλου 

 
Α,Β: σηµεία  

επαφής        A                    O 
                                        
                                        1    2 
 

 

                                            B 
  1     2 

          P 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΘΕΣΕΙΣ ∆ΥΟ ΚΥΚΛΩΝ 

 
Ορισµός: ∆ιάκεντρος δύο κύκλων  (Κ,R) και (Λ,ρ) ονοµάζεται το ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ µε 

άκρα τα κέντρα των κύκλων. Συµβολίζεται µε δ, δηλαδή δ= διάκεντρος=ΚΛ. 

 

 

 

 

 

 

Πρόταση 1:  Αν για δύο κύκλους (Κ,R) και (Λ,ρ) µε R>ρ ισχύει 

δ=R+ρ ή δ=R-ρ τότε οι κύκλοι έχουν µοναδικό κοινό σηµείο, και 

αντίστροφα. 

Στην περίπτωση αυτή οι κύκλοι λέγονται εφαπτόµενοι. 

 Αν ο ένας κύκλος βρίσκεται στο εξωτερικό του άλλου, 

τότε λέµε ότι οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά και ισχύει δ=R+ρ. 

 Αν ο ένας κύκλος βρίσκεται στο εσωτερικό του άλλου, 

τότε λέµε ότι οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά και ισχύει δ=R-ρ. 
 

 

 

 
Πρόταση 2:  Αν για δύο κύκλους (Κ,R) και (Λ,ρ) µε R>ρ ισχύει  

R-ρ<δ< R+ρ, τότε οι κύκλοι έχουν δύο κοινά σηµεία συµµετρικά ως 

προς την διάκεντρο, και αντίστροφα. 
 

  

  

 

 

 

 

Πρόταση 3:  Αν για δύο κύκλους (Κ,R) και (Λ,ρ) µε R>ρ ισχύει 

R+ρ<δ ή δ< R-ρ τότε οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σηµεία, και 

αντίστροφα. 
Ο ένας κύκλος βρίσκεται στο εξωτερικό του άλλου� 

δ>R+ρ. 

Αν ο ένας κύκλος βρίσκεται στο εσωτερικό του άλλου 

�δ<R-ρ. 
 

 

δ<R-ρ 

 

 

 

                                 Κ 

 

 

                                        Λ 

 

 

δ>R+ρ 

 

                                                 Λ 

 

                  Κ 

δ=R+ρ           το σηµείο επαφής Α και τα   

                                            κέντρα Κ,Λ είναι   
                                                  συνευθειακά! 
 

           Κ              A 

                                     Λ 

 
                     διάκεντρος των δύο 

                κύκλων 

δ=R-ρ 

 

 

 

 

                             Κ                Λ 

R-ρ<δ< R+ρ 

 

 

                    Α 

                                      Λ 

 

 

      Κ                     Β           
                                 η διάκεντρος είναι   

                                          µεσοκάθετος της   

                                          κοινής χορδής ΑΒ 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 

 
Τρεις είναι οι δυνατές θέσεις δύο ευθειών στο επίπεδο: 

 

o ή να ταυτίζονται   

 (το οποίο συµβαίνει όταν έχουν δύο κοινά σηµεία) 

o ή να τέµνονται    

(το οποίο συµβαίνει όταν έχουν ένα κοινό σηµείο) 

o ή να µην τέµνονται  

 (το οποίο συµβαίνει όταν δεν έχουν κοινό σηµείο) 

 

∆ύο ευθείες ε1 , ε2 του ίδιου επιπέδου που δεν τέµνονται 

ονοµάζονται παράλληλες και συµβολίζουµε  ε1//ε2. 

 
 

 

Έστω δύο ευθείες ε1 , ε2 και µια ευθεία δ τέµνουσα αυτών. 
Για να ονοµάσουµε ένα ζευγάρι γωνιών που αποτελείται από µια 

γωνία µε κορυφή το Α και από µια γωνία µε κορυφή το Β, 

χρησιµοποιούµε τους εξής όρους: 

(α) «εντός», αν και οι δύο γωνίες περιέχονται µεταξύ των 

ευθειών  ε1 , ε2 

(β) «εκτός», αν και οι δύο γωνίες δεν περιέχονται µεταξύ των 

ευθειών  ε1 , ε2 

(γ) «επί τα αυτά», αν και οι δύο γωνίες βρίσκονται προς το 

ίδιο µέρος της τέµνουσας δ 

(δ) «εναλλάξ», αν και οι δύο γωνίες βρίσκονται εκατέρωθεν 

της δ. 

Για παράδειγµα, για το ζευγάρι των 11 ,
ΛΛ

ΒΑ   

χρησιµοποιούµε την ονοµασία «εντός εναλλάξ», για το ζευγάρι των 31 ,
ΛΛ

ΒΑ  χρησιµοποιούµε 

την ονοµασία «εντός, εκτός και επί τα αυτά», ενώ για το ζευγάρι των 41 ,
ΛΛ

ΒΑ  χρησιµοποιούµε 

την ονοµασία «εντός, εκτός εναλλάξ» κ.λ.π. 

 

 

H παρακάτω πρόταση δίνει ένα κριτήριο παραλληλίας δύο ευθειών. 

 

Πρόταση:  (α) Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µια τρίτη σχηµατίζουν δύο εντός εναλλάξ 

γωνίες  ίσες,  τότε είναι παράλληλες. 

 

       (β) Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µια τρίτη σχηµατίζουν δύο εντός, εκτός και επί 

τα αυτά γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες. 

 

       (γ) Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µια τρίτη σχηµατίζουν δύο εντός και επί τα αυτά 

γωνίες παραπληρωµατικές, τότε οι ευθείες είναι παράλληλες. 

 

 

    ε1≡ ε2 

 

                     

              

              σηµείο τοµής των ευθειών 

   ε1    

 

 

 

        ε2 

 

 

 

ε1 

ε2 

 

 

                             4    3     

ε1                             Β                 

                        1     2 

 

                2 Α  1 

   ε2         3   

                    4 

 

 

 

    δ 

 



Τρύφων Παύλος -   
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Αξίωµα παραλληλίας  [ή 5
ο
 Αίτηµα του Ευκλείδη]: 

 

Από σηµείο εκτός ευθείας άγεται µοναδική παράλληλη προς αυτή. 

 

Συνέπεια 1:  (α)Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες προς µια τρίτη ευθεία, τότε είναι και µεταξύ 

τους παράλληλες, 

           (β) Αν µια ευθεία τέµνει τη µια από δύο παράλληλες ευθείες, τότε θα τέµνει και   

              την άλλη. 

 

 

Συνέπεια 2:  Αν δύο ευθείες τέµνονται από µια τρίτη και 

σχηµατίζουν δύο εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες µε άθροισµα 

µικρότερο από 180
ο
, τότε οι ευθείες τέµνονται προς το µέρος της 

τέµνουσας που βρίσκονται οι γωνίες αυτές. 

             ∆ηλαδή αν Ο
ΛΛ

<Β+Α 18011  τότε οι ευθείες ε1 και ε2 

τέµνονται προς το µέρος των γωνιών 1

Λ

Α  και 1

Λ

Β . 
 

 

Συνέπεια 3:     Αν δύο γωνίες έχουν παράλληλες τις πλευρές τους τότε: 

(α) αν είναι και οι δύο οξείες ή και οι δύο αµβλείες, τότε είναι ίσες, 

(β) αν η µία είναι οξεία και η άλλη αµβλεία, τότε είναι παραπληρωµατικές. 
 

Συνέπεια 4:   Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο µε 180
ο
. 

 
[πράγµατι, από µια κορυφή του τριγώνου, π.χ. την Α, φέρνουµε 

ευθεία χχ΄//ΒΓ. Τότε οι γωνίες ΒΑ
Λ

χ  και 
Λ

Β  είναι ίσες ως εντός 

εναλλάξ γωνίες των παράλληλων ευθειών χχ΄, ΒΓ µε τέµνουσα την 

ΑΒ. Παρόµοια οι γωνίες ΓΑ
Λ

΄χ  και 
Λ

Γ  είναι ίσες. Οπότε: 

=ΓΑ+Α+ΒΑ
ΛΛΛ

΄χχ ευθεία γωνία=
ΛΛΛΛΛΛ

Γ+Β+Α=Γ+Α+Β ]. 

 

 

 

 

Συνέπεια 5:   Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι ίση µε 

το άθροισµα των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών του 

τριγώνου. 
 

 
Συνέπεια 6:   Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες, τότε έχουν όλες τους τις γωνίες ίσες. 

Συνέπεια 7:   Οι οξείες γωνίες ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι συµπληρωµατικές. 

Συνέπεια 8:   Κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι ίση µε 60
ο
. 

Συνέπεια 9:   ∆ύο οξείες (ή δύο αµβλείες) γωνίες µε πλευρές κάθετες είναι ίσες. 
Συνέπεια 10: ∆ύο γωνίες µε πλευρές κάθετες, αλλά η µια να είναι οξεία και η άλλη αµβλεία, 

είναι παραπληρωµατικές. 

 

                               δ 

 

          ε1                    

                         Α  

                              1 

 

                            Ο
ΛΛ

<Β+Α 18011  

                  Β 

  ε2                  1 

 

 

 

χ                  Α                              χ΄ 

 

 

 

 

 

          Β                                          Γ 

            Α 

                                       

                                                   
ΛΛΛ

Β+Α=Γεξ  

                                                            

 

                                                            χ 

            Β                                   Γ                                      



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ…  

 

 

Ορισµός: Παραλληλόγραµµο ονοµάζεται κάθε τετράπλευρο 

του οποίου οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες. 

∆ηλαδή το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο � ΑΒ// Γ∆  και  Α∆//ΒΓ 

 

Ιδιότητες παραλληλογράµµου: 

 

  Σε κάθε παραλληλόγραµµο ισχύουν: 

 (α) οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες, 

 (β) οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες, 

 (γ) οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται 

                        (δηλ. έχουν κοινό µέσο Ο). 

 

Έτσι για το παραλληλόγραµµο του διπλανού σχήµατος 1 ισχύει αντίστοιχα: ΑΒ=Γ∆ , 

Α∆=ΒΓ , 
ΛΛ

Γ=Α , 
ΛΛ

∆=Β  , ΑΟ=ΟΓ και ∆Ο=ΟΒ. 

 

 

Πόρισµα 1: Παράλληλα τµήµατα µεταξύ παραλλήλων είναι ίσα. 

 

(στην περίπτωση που τα παράλληλα τµήµατα µεταξύ των παραλλήλων είναι κάθετα 

στις ε1 , ε2 τότε το κοινό µήκος τους λέγεται απόσταση των παραλλήλων). 

 

∆ηλαδή αν ε1//ε2 και ΑΒ//Γ∆//ΕΖ, τότε ΑΒ=Γ∆=ΕΖ. 

 

[πράγµατι: το τετράπλευρο ΑΒ∆Γ είναι παραλληλόγραµµο διότι 

έχει παράλληλες τις πλευρές του. Άρα ΑΒ=Γ∆. Παρόµοια ισχύει 

Γ∆=ΕΖ διότι το τετράπλευρο ∆ΓΕΖ είναι παραλληλόγραµµο]. 

 

 

 

Πόρισµα 2: Το σηµείο τοµής των διαγωνίων του παραλληλογράµµου είναι κέντρο συµµετρίας 

του. 

 

[πράγµατι: Στο σχήµα 1 παραπάνω έχουµε ότι: (το Α είναι συµµετρικό του Γ  ως προς το Ο) 

και (το Β είναι συµµετρικό του ∆ ως προς το Ο). Άρα από την εφαρµογή σελ. 51 του σχολικού 

βιβλίου, το συµµετρικό του Α∆ ως προς το Ο είναι το ΒΓ. Παρόµοια δείχνουµε ότι το 

συµµετρικό του ΑΒ ως προς το Ο είναι το Γ∆]. 

 

 

Πρόταση:  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάποια από τις ιδιότητες: 

 

- οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες, 

- δύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες + παράλληλες, 

- οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες, 

- οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται, 

 

τότε το τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο. 

 

          Α                   Β 

 

                             Ο 

 

 

 

∆                                           Γ 

 
σχήµα 1 

 

ε1                            Β       ∆              Ζ 

 

 

 

 

ε2 

            Α        Γ              Ε 

 
ε1//ε2 

Η πρόταση αυτή 
αποτελεί κριτήριο 

διαπίστωσης αν ένα 

τετράπλευρο είναι 

παραλληλόγραµµο! 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

 

Ορισµός:  Ένα τετράπλευρο ονοµάζεται ορθογώνιο όταν είναι 

παραλληλόγραµµο και έχει µια ορθή γωνία. 

 

Πρόταση:  Οι διαγώνιες ενός ορθογωνίου είναι ίσες. 

[πράγµατι: τα τρίγωνα Γ∆Α∆ΒΑ
∆∆

,  και είναι ίσα, διότι 

έχουν Ο
ΛΛ

=∆=Α 90 , Α∆-κοινή και ΑΒ=∆Γ ,οπότε ΑΓ=Β∆]. 

 

Ιδιότητες ορθογωνίου: 

 

  Σε κάθε ορθογώνιο ισχύουν: 

 (α) οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες, 

 (β) κάθε γωνία του είναι ορθή, 

 (γ) οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται και είναι ίσες ( => ΑΟ=ΟΓ=ΟΒ=Ο∆). 

  

 

Πρόταση:  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάποια από τις ιδιότητες: 

- είναι παραλληλόγραµµο+έχει µια ορθή γωνία, 

- είναι παραλληλόγραµµο+και οι διαγώνιοί του είναι ίσες, 

- έχει τρεις ορθές γωνίες, 

- όλες του οι γωνίες είναι ίσες, 

 

τότε το τετράπλευρο είναι ορθογώνιο. 

 

 

 

Ορισµός:  Ένα τετράπλευρο ονοµάζεται ρόµβος όταν είναι 

παραλληλόγραµµο και έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες. 

 

 

Ιδιότητες ρόµβου: 

 

  Σε κάθε ρόµβο ισχύουν: 

 (α) όλες οι ιδιότητες του παραλληλογράµµου… 

 (β) όλες οι πλευρές του είναι ίσες, 

 (γ) οι διαγώνιοί του τέµνονται κάθετα και διχοτοµούν τις γωνίες του. 

  

 

Πρόταση:  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάποια από τις ιδιότητες: 

 

- όλες οι πλευρές του είναι ίσες, 

- είναι παραλ/µµο+δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες, 

- είναι παραλ/µµο+οι διαγώνιοί του τέµνονται κάθετα, 

- είναι παραλ/µµο+µια διαγώνιός του διχοτοµεί µια γωνία του, 

 

τότε το τετράπλευρο είναι ρόµβος. 

 

 

 

  Α             Β 

 

 

                               Ο 

 

 

 

    ∆               Γ 

Η πρόταση αυτή 

αποτελεί κριτήριο 
διαπίστωσης αν ένα 

τετράπλευρο είναι 

ορθογώνιο! 

Η πρόταση αυτή 
αποτελεί κριτήριο 

διαπίστωσης αν ένα 
τετράπλευρο είναι 

ρόµβος! 

                 Α 

 

 

 

  ∆                                  Β 

 

 

                           

                        Γ 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

 

 

Ορισµός:  Ένα τετράπλευρο ονοµάζεται τετράγωνο όταν είναι 

ορθογώνιο και ρόµβος. 

 

      

 

 

Κατά συνέπεια ένα τετράγωνο έχει  ΌΛΕΣ τις ιδιότητες  

του ορθογωνίου και του ρόµβου! 

 

 

Κάνοντας συνδυασµό των ιδιοτήτων του ορθογωνίου και του ρόµβου, 

 προκύπτει άµεσα η παρακάτω: 

 

 

Πρόταση:  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάποια από τις ιδιότητες: 

 

- είναι παραλληλόγραµµο+έχει µια ορθή γωνία+δύο 

διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες, 

- είναι παραλληλόγραµµο+έχει µια ορθή γωνία +µια 

διαγώνιός του διχοτοµεί µια γωνία του, 

- είναι παραλληλόγραµµο+έχει µια ορθή γωνία + 

οι διαγώνιοί του είναι κάθετες, 

- είναι παραλληλόγραµµο+ και έχει δύο διαδοχικές  

πλευρές ίσες+οι διαγώνιοί του είναι επίσης ίσες, 

- είναι παραλληλόγραµµο+ οι διαγώνιοί του είναι  

ίσες και κάθετες, 

- είναι παραλληλόγραµµο+ οι διαγώνιοί του είναι ίσες+ 
η µια διχοτοµεί µια γωνία του, 

 - έχει τρεις ορθές γωνίες+ όλες οι πλευρές του είναι ίσες, 

- έχει τρεις ορθές γωνίες+ δύο διαδοχικές πλευρές του 

είναι ίσες, 

- έχει τρεις ορθές γωνίες+ οι διαγώνιοί του τέµνονται 

κάθετα, 

- έχει τρεις ορθές γωνίες+µια διαγώνιός του διχοτοµεί 

  µια γωνία του, 

 

τότε το τετράπλευρο είναι τετράγωνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Α                       Β   

 

 

 

 

 

 

     ∆                         Γ         

Η πρόταση αυτή 

αποτελεί κριτήριο 

διαπίστωσης αν ένα 
τετράπλευρο είναι 

τετράγωνο! 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

Συγκεντρωτικός πίνακας ιδιοτήτων παραλληλογράµµων                                                            

και  κριτηρίων για παραλληλόγραµµα 
Επιµέλεια: Π. Τρύφων 

 

 Παραλληλόγραµµο Ορθογώνιο Ρόµβος Τετράγωνο 

Σχήµα 

 

  

 

Ορισµός 

Είναι το τετράπλευρο του 

οποίου οι απέναντι 

πλευρές είναι 

παράλληλες. 

Είναι το παραλληλόγραµµο µε  

µια ορθή γωνία. 

Είναι το παραλληλόγραµµο 

µε  δύο διαδοχικές πλευρές 

ίσες. 

Είναι το 

τετράπλευρο που 

είναι ορθογώνιο 

και ρόµβος. 

Ιδιότητες 

για Πλευρές 

Οι απέναντι πλευρές του 

είναι ίσες και 

παράλληλες. 

Οι απέναντι πλευρές του είναι 

ίσες και παράλληλες. 

Οι απέναντι πλευρές του 

είναι παράλληλες και όλες 

ίσες. 

Οι απέναντι 

πλευρές του είναι 

παράλληλες και 

όλες ίσες 

Ιδιότητες 

για Γωνίες 

Οι απέναντι γωνίες του 

είναι ίσες. Οι διαδοχικές 

του γωνίες είναι 

παραπληρωµατικές. 

Όλες οι γωνίες του είναι ορθές. 

Οι διαδοχικές του γωνίες είναι 

παραπληρωµατικές. 

Οι απέναντι γωνίες του είναι 

ίσες. Οι διαδοχικές του 

γωνίες είναι 

παραπληρωµατικές. 

Όλες οι γωνίες του 

είναι ορθές. 

Ιδιότητες 

για 

∆ιαγώνιους 

Οι διαγώνιοί του 

διχοτοµούνται. 

Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται 

και είναι ίσες. 

Οι διαγώνιοί του 

διχοτοµούνται, διχοτοµούν 

τις γωνίες του και τέµνονται 

κάθετα 

Οι διαγώνιοί του 

διχοτοµούνται, 

είναι ίσες, 

διχοτοµούν τις 

γωνίες του και 

τέµνονται κάθετα. 

Κριτήρια 

1. Οι απέναντι πλευρές 

είναι παράλληλες 

2. Οι απέναντι πλευρές 

του είναι ίσες 

3. ∆ύο απέναντι πλευρές 

του είναι ίσες  και 

παράλληλες 

4. Οι απέναντι γωνίες του 

είναι ίσες 

5. Οι διαγώνιοί του 

διχοτοµούνται. 

 

Για να αποδείξουµε ότι ένα 

τετράπλευρο είναι ορθογώνιο 

πρέπει πρώτα να αποδείξουµε 

ότι είναι παραλληλόγραµµο και 

µετά ότι ισχύει ένα από τα: 

1. Μια γωνία του είναι ορθή. 

2. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες , 

ή χωρίς να αποδείξουµε ότι είναι 

παραλληλόγραµµο, αρκεί να 

αποδείξουµε ότι: 

1. Έχει τρεις ορθές γωνίες. 

2. Όλες οι γωνίες  του είναι ίσες. 

 

Για να αποδείξουµε ότι ένα 

τετράπλευρο είναι ρόµβος 

πρώτα αποδεικνύουµε  ότι 

είναι παραλληλόγραµµο και 

µετά ότι ισχύει ένα από τα: 

1. ∆ύο διαδοχικές πλευρές 

του είναι ίσες. 

2. Οι διαγώνιοί του 

τέµνονται κάθετα. 

3. Μια διαγώνιός του 

διχοτοµεί µια γωνία του, 

ή χωρίς να αποδείξουµε ότι 

είναι παραλληλόγραµµο, 

αρκεί να αποδείξουµε ότι 

έχεις όλες τις πλευρές του 

ίσες. 

Για να 

αποδείξουµε ότι 

ένα τετράπλευρο 

είναι τετράγωνο 

πρέπει να 

αποδείξουµε ότι 

είναι ορθογώνιο 

και ρόµβος. 

 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 
 

 

1
η
 εφαρµογή: Σε ένα τρίγωνο, το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 

τα µέσα δύο πλευρών του είναι παράλληλο προς την τρίτη 

πλευρά και ίσο µε το µισό της. 

 ∆ηλαδή αν Μ,Ν είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

αντίστοιχα  του τριγώνου ΓΒΑ
∆

, τότε ΜΝ//ΒΓ και .
2

ΒΓ
=ΜΝ  

 

 

2
η
 εφαρµογή: Σε ένα τρίγωνο, αν από το µέσο µια πλευράς 

φέρουµε παράλληλη προς µια άλλη πλευρά, τότε η ευθεία αυτή 

διέρχεται από το µέσο της τρίτης πλευράς του τριγώνου. 

 

 ∆ηλαδή αν ΑΜ=ΜΒ και ε//ΒΓ τότε ΑΝ=ΝΓ.  

 

 [πράγµατι:θεωρούµε  ΝΛ//ΑΒ, οπότε το τετράπλευρο ΜΒΛΝ 

είναι παραλληλόγραµµο διότι έχει τις απέναντι πλευρές του 

παράλληλες. Άρα ΝΛ=ΜΒ=ΑΜ. Τώρα τα τρίγωνα ΝΜΑ
∆

 και  

ΓΛΝ
∆

είναι ίσα (διότι έχουν ΑΜ=ΝΛ , ΓΛΝ=Β=ΝΜΑ
ΛΛΛ

)(  και 

).ΓΝΛ=ΝΑΜ
ΛΛ

Άρα ΑΝ=ΝΓ]. 

 

3
η
 εφαρµογή: ∆ίνεται ευθεία ε και σηµείο Α εκτός αυτής. Να 

κατασκευασθεί ευθεία ζ η οποία να διέρχεται από το σηµείο Α 

και να είναι παράλληλη προς την ε. 

 

[Λύση: Θεωρούµε το συµµετρικό Α΄ του Α ως προς τυχαίο 

σηµείο Μ της ευθείας ε και κατόπιν το συµµετρικό Β του Α΄ ως 

προς τυχαίο σηµείο Ν της ε, διαφορετικό του Μ. 

Η ευθεία ζ που ορίζεται από τα σηµεία Α και Β είναι η 

ζητούµενη, διότι από το τρίγωνο ΒΑΑ
∆

΄  και την 1
η
 εφαρµογή 

παραπάνω  προκύπτει ότι ΜΝ//ΑΒ, δηλαδή ζ//ε]. 

 

 

4
η
 εφαρµογή: Η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου που αντιστοιχεί 

στην υποτείνουσα, είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας και 

αντίστροφα. 

∆ηλαδή , αν ο90=Α
Λ

, και ΑΜ-διάµεσος, τότε
2

ΒΓ
=ΑΜ . 

Αντίστροφα: αν ΑΜ-διάµεσος και ισχύει 
2

ΒΓ
=ΑΜ , τότε 

ο90=Α
Λ

. 

[πράγµατι: Θεωρούµε στην προέκταση της ΑΜ προς το Μ σηµείο ∆ τέτοιο, ώστε ΜΑ=Μ∆ και 

το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα από το ορθογώνιο ΑΒ∆Γ]. 
 

                Α 

 

 

         Μ                     Ν 

 

 

  

       Β                                              Γ 

                Α 

 

 

         Μ                     Ν                 ε 

 

 

  

       Β                    Λ                       Γ 

 

ζ      Α                                             Β 

 

 

ε          Μ                       Ν 

 

 

 

                Α΄ 

             Γ                               ∆ 

 

 

 

 

                          Μ 

 

 

 

           Α                                  Β 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

5
η
 εφαρµογή: Αν σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο η µία οξεία γωνία 

του είναι 30
ο
, τότε η απέναντι από αυτή πλευρά ισούται µε το 

µισό της υποτείνουσας, και αντίστροφα. 

 ∆ηλαδή αν ο90=Α
Λ

τότε:   Ο
Λ

=Β⇔
ΒΓ

=ΑΓ 30
2

. 

[πράγµατι: θεωρούµε την διάµεσο ΑΜ του τριγώνου που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα και χρησιµοποιούµε την 4
η
 

εφαρµογή και το γεγονός ότι σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο οι γωνιές 

του είναι ίσες µε 60
ο
 η καθεµία]. 

 

6
η
 εφαρµογή: Τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου είναι 

κορυφές παραλληλογράµµου. 

 

[πράγµατι:Θεωρούµε τη διαγώνιο Β∆ του τετραπλεύρου. 

Παρατηρούµε ότι στα τρίγωνα Γ∆Β
∆

και Β∆Α
∆

 λόγω της           

1
ης 

 εφαρµογής ισχύει: ΖΗ=//
2

Β∆
 και ΕΘ=//

2

Β∆
 αντίστοιχα.    

Άρα ΖΗ=//ΕΘ, δηλαδή το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο]. 

 

 

 

7
η
 εφαρµογή:  Αν παράλληλες ευθείες ορίζουν σε µια τέµνουσα 

ευθεία ίσα ευθύγραµµα τµήµατα, τότε θα ορίζουν και σε κάθε 

άλλη τέµνουσα ευθεία ίσα ευθύγραµµα τµήµατα. 

 

∆ηλαδή αν α//β//γ και ΑΒ=ΒΓ, τότε ∆Ε=ΕΖ. 

 

 

 
8

η
 εφαρµογή: Να χωριστεί ένα δεδοµένο ευθύγραµµο τµήµα σε 

ν ίσα ευθύγραµµα τµήµατα. 

 

[Λύση:Θεωρούµε ηµιευθεία Αχ και σε αυτήν τα ν ίσα 

ευθύγραµµα τµήµατα ΑΑ1=Α1Α2=…=Αν-1Αν. Κατόπιν φέρνουµε 

(κατασκευάζουµε) παράλληλες από τα σηµεία Α1,Α2,…Αν-1 προς 

την ευθεία ΒΑν. Οι παράλληλες αυτές ορίζουν ίσα ευθύγραµµα 

τµήµατα στην τέµνουσα ΑΒ, διότι ορίζουν ίσα τµήµατα στην 

τέµνουσα Αχ από την κατασκευή τους (7
η
 εφαρµογή) ]. 

 

Παρατηρήσεις… 
 

Πως δείχνουµε ότι ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι ίσο µε το µισό ενός άλλου; 

 

o Με διάµεσο ορθογωνίου τριγώνου που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα… 

o Με γωνία 30
ο
ορθογωνίου τριγώνου… 

o Το ευθύγραµµο τµήµα να έχει τα άκρα του στα µέσα πλευρών τριγώνου. 

              Β 

 

 

                                   Μ 

 

 

 

        

               Α                               Γ 

                                                   ∆   

                         Θ 

Α      

 

                                                       Η 

                                       

 

                Ε       

                                                          Γ 

                                                  Ζ 

                                 
                                           Β 

             

     α                   Α                    ∆ 

 

 

     β              Β                              Ε 

 

 

 

     γ           Γ                                       Ζ 

 

Α                                          Β 

 

    Α1 

          

                                  Α2   

                                  

                                   Αν-1 

 

                                                  Αν     

      χ                                



Τρύφων Παύλος -   
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ΤΡΑΠΕΖΙΑ 

 
Ορισµός:  Ένα τετράπλευρο ονοµάζεται  τραπέζιο όταν έχει δύο 

µόνο απέναντι πλευρές παράλληλες. 

Οι παράλληλες πλευρές ενός τραπεζίου ονοµάζονται 

βάσεις, ενώ η απόστασή τους ονοµάζεται ύψος του τραπεζίου. 

∆ιάµεσος του τραπεζίου, ονοµάζεται το ευθύγραµµο 

τµήµα που ενώνει τα µέσα των µη παράλληλων πλευρών του. 
 

 
Πρόταση:  Η διάµεσος ενός τραπεζίου έχει τις εξής ιδιότητες: 

(α) είναι παράλληλη προς τις βάσεις του τραπεζίου και ίση µε 

το ηµιάθροισµά τους 

(β) διέρχεται από τα µέσα Κ , Λ των διαγωνίων του, το 

τµήµα ΚΛ είναι παράλληλο προς τις βάσεις και ίσο µε την 

ηµιδιαφορά των βάσεων. 

 ∆ηλαδή ΜΝ//ΑΒ , Γ∆ και 
2

Γ∆+ΑΒ
=ΜΝ  

Επίσης αν Κ,Λ τα µέσα των διαγωνίων ΑΓ και Β∆ 

αντίστοιχα, τότε ΚΛ//ΑΒ , Γ∆ και .
2

|| Γ∆−ΑΒ
=ΚΛ  

 

 

ισοσκελές τραπέζιο 
 

Ορισµός:  Ένα τετράπλευρο ονοµάζεται  ισοσκελές τραπέζιο 

όταν είναι τραπέζιο και οι µη παράλληλες πλευρές του είναι ίσες. 

 
Ιδιότητες ισοσκελούς τραπεζίου: 

 

  Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο ισχύουν: 

 (α) οι παρά τις βάσεις γωνίες είναι ίσες, 

 (β) οι διαγώνιοί του είναι ίσες. 

 

∆ηλαδή, αν το ΑΒΓ∆ είναι ισοσκελές τραπέζιο µε ΑΒ//Γ∆ και ΒΓ=Α∆, τότε: 
ΛΛΛΛ

∆=ΓΒ=Α ,  και ΑΓ=Β∆. 

 

Πρόταση:  Αν ένα τετράπλευρο έχει κάποια από τις ιδιότητες: 

(a) είναι τραπέζιο +οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια βάση 

είναι ίσες, 

(β) είναι τραπέζιο+ οι διαγώνιοί του είναι ίσες, 

  

τότε το τετράπλευρο είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

                     µικρή βάση  (β) 

  ύψος (υ)                                 διάµεσος(δ)  

 

 

 

                    

 

                    µεγάλη βάση  (Β) 

               ∆                       Γ 

 

 

                      Κ            Λ 

         Μ                                      Ν 

 

 

        Α                           Β 
ΑΒ//Γ∆ 

                  ∆                   Γ 

 

 

 

 

 

A                                                    B 

Η πρόταση αυτή 
αποτελεί κριτήριο 

διαπίστωσης αν ένα 

τετράπλευρο είναι 

ισοσκελές τραπέζιο! 



Τρύφων Παύλος -   

 

                          Ευκλείδεια  Γεωµετρία  Α΄  τάξης  Γενικού  Λυκείου 

  

 

[πράγµατι:  

(α)     Έστω τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε 
ΛΛ

∆=Γ . Επειδή Α∆ όχι 

παράλληλη µε την ΒΓ => 

Λ
ΛΛ

≠∆+Γ .180o ∆ίχως βλάβη της 

γενικότητας υποθέτουµε ότι 

Λ
ΛΛ

<∆+Γ .180o  Τότε από γνωστή 

πρόταση, οι ∆Α, ΓΒ  τέµνονται σε κάποιο σηµείο, έστω Κ. Τότε το 

τρίγωνο Γ∆Κ
∆

 είναι ισοσκελές, διότι 
ΛΛ

∆=Γ . Άρα Κ∆=ΚΓ (1). 

Όµως ισχύει: 
ΛΛ

∆=ΚΑΒ  και 
ΛΛ

Γ=ΚΒΑ  (ως εντός, εκτός και επί τα 

αυτά γωνίες). Άρα το τρίγωνο BKA
∆

 είναι ισοσκελές => 

ΚΑ=ΚΒ (2). Τελικά, λόγω των σχέσεων (1) και (2) παίρνουµε ότι 

Α∆=ΒΓ. 

(β) Έστω τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε  ΑΓ=Β∆. Φέρνουµε τα 

ύψη  ΑΗ,ΒΘ⊥ Γ∆. Τότε από το ορθογώνιο ΑΒΘΗ έχουµε ότι 

ΑΗ=ΒΘ. Τα τρίγωνα ∆ΘΒΓΗΑ
∆∆

,  είναι ίσα (διότι είναι 

ορθογώνια, ΑΗ=ΒΘ και ΑΓ=Β∆). Άρα ΗΓΑ=Γ∆Β
∆∆

. Τώρα 

εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα τρίγωνα Γ∆ΒΓ∆Α
∆∆

, είναι ίσα, απ΄ 

όπου προκύπτει και η ζητούµενη σχέση Α∆=ΒΓ]. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(α)  Κ 

 

 

                  Α                     Β 

 

 

 

        ∆                                             Γ 

(β) 

               Α                          Β  

 

 

 

 

 

 

     ∆     Η                    Θ          Γ 



Τρύφων Παύλος -   
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ΚΕΝΤΡΑ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 

 

Οι τρεις µεσοκάθετοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο (περίκεντρο του 

τριγώνου) το οποίο είναι κέντρο κύκλου που διέρχεται και από τις τρεις κορυφές του τριγώνου 

(περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου). 

 

Οι τρεις εσωτερικές διχοτόµοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο 

(έγκεντρο του τριγώνου) το οποίο είναι κέντρο κύκλου που εφάπτεται και στις τρεις πλευρές 

του τριγώνου (εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου). 

 

Οι διχοτόµοι δύο εξωτερικών γωνιών και η εσωτερική διχοτόµος της τρίτης 

γωνίας ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο (παράκεντρο) το οποίο είναι κέντρο 

κύκλου που εφάπτεται στη µια πλευρά του τριγώνου και στις προεκτάσεις των άλλων δύο 

(παρεγγεγραµµένος κύκλος).  

Κάθε τρίγωνο έχει τρία παράκεντρα και κατά συνέπεια τρεις παρεγγεγραµµένους 

κύκλους. 

 

Οι διάµεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο (βαρύκεντρο του τριγώνου) 

του οποίου η απόσταση από κάθε κορυφή είναι τα 2/3 του µήκους της αντίστοιχης διαµέσου. 

 

Οι φορείς (:οι προεκτάσεις) των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο 

(ορθόκεντρο του τριγώνου). 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις… 

 

 

Πως δείχνουµε ότι τρεις ευθείες διέρχονται από το ίδιο σηµείο; 

 

o Τρεις συντρέχουσες ευθείες είναι δυνατόν να είναι: 

 

- οι φορείς των υψών ενός τριγώνου, 

- οι φορείς των διχοτόµων ενός τριγώνου, 

- οι φορείς των διαµέσων ενός τριγώνου, 

- οι φορείς των µεσοκαθέτων των πλευρών ενός τριγώνου. 

 

 

o   Θεωρούµε το κοινό σηµείο των δύο από τις τρεις ευθείες και αποδεικνύουµε ότι η   

                 άλλη περνάει από αυτό το σηµείο.   

 

 

 

 

 



Τρύφων Παύλος -   
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ΓΩΝΙΕΣ ΣΤΟΝ  ΚΥΚΛΟ 

 
Κάθε γωνία που έχει την κορυφή της πάνω σε έναν 

κύκλο και οι πλευρές της τέµνουν τον κύκλο λέγεται 

εγγεγραµµένη γωνία του κύκλου. 

Το τόξο του κύκλου που περιέχεται στην εγγεγραµµένη 

γωνία λέγεται αντίστοιχο τόξο ή λέµε ότι η εγγεγραµµένη 

γωνία βαίνει στο τόξο 
∩

ΒΓ . 

 

 

 

 

Πρόταση: Κάθε εγγεγραµµένη γωνία ισούται µε το µισό της επίκεντρης γωνίας που    

      βαίνει στο ίδιο µε αυτήν τόξο. 

 

Πόρισµα:  (α) Κάθε εγγεγραµµένη γωνία που βαίνει σε ηµικύκλιο είναι ορθή 

(β)  Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο ή σε ίδια τόξα του ίδιου ή    

ίσων κύκλων είναι ίσες, και αντίστροφα 

      (γ) τα τόξα που περιέχονται µεταξύ παράλληλων χορδών ενός κύκλου είναι 

ίσα και αντίστροφα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πρόταση: (γωνία χορδής + εφαπτοµένης) 

 

Η γωνία που σχηµατίζεται από µια χορδή ΑΒ ενός 

κύκλου και την εφαπτοµένη ε στο ένα άκρο της χορδής ισούται 

µε κάθε εγγεγραµµένη γωνία του κύκλου που βαίνει στο τόξο της 

χορδής. 

∆ηλαδή, 
ΛΛ

Μ=ΒΑχ (= ).
2

∩

ΒA
 

 όχι  εγγεγραµµένη γωνία 

 

 

                                                  Β 

 

 

 

 

                                               Γ 

 
                           εγγεγραµµένη γωνία 

    ε                   Μ 

                                       Μ 

 

 

            Μ 

         Α 

 

                                      Β 

             χ 

αντίστροφα,
∩∩ΛΛ

ΒΓ=ΑΒ⇒ΓΚΒ=ΒΚΑ   

(α)          Γ         (β)                      ίσες διότι βαίνουν    (γ) 

                                                         στο ίδιο τόξο 
∩

ΑΒ  

 

 
               Α 

     Α             Β   

       
            Β   Α      Β 

                   Κ 

 
               Γ                                          ∆ 

 
                         Α 

       

αν ΑΒ-διάµετρος ⇒ Ο
Λ

=ΒΓΑ 90                                                                 Β 

                                       Γ     

ΑΒ//Γ∆ � 
∩∩

Β∆=ΑΓ   



Τρύφων Παύλος -   
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ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ  ΣΕ  ΚΥΚΛΟ 

 
Γνωρίζουµε ότι για κάθε τρία διαφορετικά µη συνευθειακά σηµεία του επιπέδου 

υπάρχει (µοναδικός) κύκλος που διέρχεται και από τα τρία αυτά σηµεία. 

(Ο κύκλος αυτός είναι ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία αυτά). 

 

 Αυτό όµως δεν συµβαίνει πάντα και για τέσσερα σηµεία του επιπέδου. 

 

Ορισµός 1: Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο όταν υπάρχει κύκλος που να 

διέρχεται και από τις τέσσερις κορυφές του. 

 

Ορισµός 2: Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο όταν οι κορυφές του είναι 

σηµεία ενός κύκλου.. 

 

Πρόταση 1: Ένα τετράπλευρο που είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο έχει τις ιδιότητες: 

 

1. Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές, 

2. Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες, 

3. Κάθε εξωτερική γωνία του ισούται µε την απέναντι εσωτερική του γωνία. 
 

Πρόταση 2: Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο, όταν ισχύει ένα από τα παρακάτω: 

 

1. ∆ύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές, 

2. Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες 

3. Μία εξωτερική γωνία του ισούται µε την απέναντι εσωτερική του γωνία. 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις… 
 

• Τέσσερα σηµεία είναι οµοκυκλικά όταν είναι κορυφές εγγράψιµου τετραπλεύρου 

 

• Για να δείξουµε ότι τρεις κύκλοι διέρχονται από το ίδιο σηµείο, θεωρούµε το 

σηµείο τοµής Α των δύο κύκλων και προσπαθούµε να δείξουµε ότι το τετράπλευρο 

µε κορυφές το Α και τρία σηµεία του τρίτου κύκλου είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 

 

• Για να δείξουµε ότι 5 σηµεία είναι οµοκυκλικά, αρκεί να δείξουµε ότι 4 από αυτά 

είναι οµοκυκλικά και ότι το 5
ο
 µε 3 από τα προηγούµενα 4 είναι επίσης 

οµοκυκλικά. 

 



Τρύφων Παύλος -   
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ… 
 

 

Με τον όρο «γεωµετρικός τόπος» εννοούµε το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που 

έχουν µια συγκεκριµένη ιδιότητα. 

Για παράδειγµα ο κύκλος είναι ένας γεωµετρικός τόπος διότι τα σηµεία του έχουν την (κοινή) 

ιδιότητα να ισαπέχουν από ένα σταθερό σηµείο 

 

Για να βρούµε έναν γεωµετρικό τόπο ακολουθούµε την εξής πορεία: 

 

ΒΗΜΑ 1. θεωρούµε ένα σηµείο που έχει την ιδιότητα του γεωµετρικού τόπου και     

                 «ανακαλύπτουµε» το σχήµα στο οποίο ανήκει, 

ΒΗΜΑ 2. θεωρούµε ένα τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου που βρήκαµε στο      

                 πρώτο βήµα και αποδεικνύουµε ότι αυτό έχει την ιδιότητα του τόπο. 

 

 

ΒΑΣΙΚΟΙ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 

(δηλ. γεωµετρικοί τόποι στους οποίους ανάγονται συνήθως τα προβλήµατα των 

γεωµετρικών τόπων) 
 

 

1. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων  που απέχουν σταθερή απόσταση ρ από σταθερό 

σηµείο Ο είναι κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας ρ. 

 

2. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που ισαπέχουν από δύο δοθέντα σηµεία Α,Β είναι η 

µεσοκάθετος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ. 

 

3. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που βρίσκονται εντός γωνίας  ψχ
Λ

Ο  και ισαπέχουν 

από τις πλευρές αυτής είναι η διχοτόµος της  ψχ
Λ

Ο  

 

4. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που απέχουν απόσταση λ από γνωστή ευθεία (ε), 

είναι δύο παράλληλες προς την (ε) ευθείες, που απέχουν απόσταση λ από την (ε). 

 

5. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που ισαπέχουν δύο γνωστών παραλλήλων ευθειών 

είναι η µεσοπαράλληλος αυτών. 

 

6. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που βλέπουν σταθερό ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ υπό 

γνωστή γωνία φ, είναι δύο τόξα συµµετρικά προς την ΑΒ, που έχουν χορδή την ΑΒ και 

δέχονται εγγεγραµµένη γωνία ίση µε την φ. 

 

7. Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων των οποίων οι αποστάσεις από δύο δεδοµένα 

σηµεία Α,Β έχουν γνωστό λόγο 
ν

µ
 ≠1, είναι κύκλος διαµέτρου Γ∆, όπου τα Γ,∆ 

διαιρούν τα Α,Β   εσωτερικά και εξωτερικά σε λόγο
ν

µ
. (Απολλώνιος κύκλος) 

 

 



Τρύφων Παύλος -   
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 
 

Με τον όρο ΄΄γεωµετρική κατασκευή΄΄ εννοούµε τις διαδοχικές εργασίες που κάνουµε 

για να σχεδιάσουµε ένα γεωµετρικό σχήµα από ορισµένα στοιχεία του ή από ορισµένες 

ιδιότητές του. Στις γεωµετρικές κατασκευές χρησιµοποιούµε αποκλειστικά τον κανόνα        

(:µη βαθµολογηµένος χάρακας) και τον διαβήτη.  

Σε µια γεωµετρική κατασκευή ελέγχουµε επίσης συνθήκες που πρέπει να 

ικανοποιούνται ώστε το πρόβληµα να έχει λύση (δηλαδή να είναι εφικτή η κατασκευή) καθώς 

και το πλήθος των λύσεων του προβλήµατος). 

 

 

ΒΑΣΙΚΕΣ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ  ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ 

(δηλ. γεωµετρικές κατασκευές στις οποίες  ανάγονται συνήθως τα προβλήµατα 

των γεωµετρικών κατασκευών) 

 

1. Να κατασκευασθεί η µεσοκάθετος - να βρεθεί το µέσο γνωστού ευθύγραµµου 

τµήµατος. 

 

2. Από σηµείο Α να αχθεί κάθετος σε γνωστή ευθεία (ε)  (δύο περιπτώσεις). 

 

3. Να διχοτοµηθεί γνωστή γωνία. 

 

4. Να κατασκευασθεί γωνία ίση προς γνωστή γωνία φ. 

 

5. Από σηµείο Α εκτός ευθείας (ε) να αχθεί παράλληλη ευθεία προς την (ε). 

 

6. Να διαιρεθεί γνωστό ευθύγραµµο τµήµα σε ν ίσα µέρη. 

 

7. Από γνωστό σηµείο Α εκτός γνωστού κύκλου να αχθούν οι εφαπτόµενες προς τον 

κύκλο. 

 

8. Να κατασκευασθεί τόξο κύκλου µε χορδή γνωστό ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ που να 

δέχεται γνωστή γωνία ω. 

 

9. Να κατασκευασθεί τρίγωνο όταν δίνονται οι τρεις πλευρές του ή δύο πλευρές και η 

περιεχόµενη γωνία σε αυτές ή µία πλευρά και οι προσκείµενες γωνίες σε αυτή. 

 

10. Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο όταν δίνονται οι δύο κάθετες πλευρές ή µια 

κάθετη πλευρά και η υποτείνουσά του. 

 

11. Να κατασκευασθεί κύκλος όταν δίνονται τρία σηµεία του. 

 

12. Να κατασκευασθούν (αν υπάρχουν) οι κοινές εσωτερικές / εξωτερικές εφαπτόµενες 

δύο γνωστών κύκλων 

 

13. Κατασκευή τέταρτης αναλόγου. 

 

14. Να διαιρεθεί ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ εσωτερικά και εξωτερικά, σε δεδοµένο λόγο 

ν

µ
≠1. 
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ασκήσεις . . . 
 

1. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και στις προεκτάσεις της πλευράς του 

ΒΓ τα σηµεία Ε,Ζ  τέτοια, ώστε  ΒΕ=ΓΖ. ∆είξτε ότι:   
 (α) το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές 
 (β) τα τρίγωνα ΑΒΖ , ΑΓΕ είναι ίσα. 
 

2. Στο εσωτερικό ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θεωρούµε σηµείο Μ 

τέτοιο, ώστε ΑΓ=Α
ΛΛ

MBM . ∆είξτε ότι το σηµείο Μ ανήκει στη διχοτόµο της 

γωνίας 
Λ

Α . 
 

3. Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες µία προς µία και τις περιεχόµενες 

διάµεσες ίσες, τότε είναι ίσα. 
 

4. ∆ύο αµβλυγώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ (µε 
ΛΛ

ΖΓ, αµβλείες) έχουν ΑΒ=∆Ε, 

ΑΓ=∆Ζ και 
ΛΛ

= EB . ∆είξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ∆ΕΖ  είναι ίσα. 
  

5. Αν τα ύψη Β∆ και ΓΕ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) τέµνονται σε 

σηµείο Μ,  δείξτε ότι η ευθεία ΑΜ είναι µεσοκάθετος των ευθύγραµµων 
τµηµάτων ∆Ε και ΒΓ. 

  

6. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και τα σηµεία ∆,Ε της ευθείας ΒΓ 

που  βρίσκονται εκτός των Β,Γ  τέτοια, ώστε Β∆=ΓΕ. Αν ∆Β΄⊥ΑΒ και  ΕΓ΄⊥  
ΑΓ. ∆είξτε ότι το τρίγωνο ΑΒ΄Γ΄ είναι ισοσκελές.  

 

7. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ, Μ το µέσο της πλευράς ΒΓ,  Μ∆⊥ΑΒ και ΜΕ⊥ΑΓ. 

 Αν ΜΕ=Μ∆, δείξτε ότι ΑΒ=ΑΓ. 
 

8. Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ έχουν ΄
ΛΛ

Α=Α  , υα=υα΄ και δα=δα΄ ,να αποδείξετε 

ότι είναι ίσα. 
 

9. (α) Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ έχουν β=β΄ , γ=γ΄ και ο180=+
ΛΛ

΄BB ,  να 

αποδειχθεί ότι ΄
ΛΛ

Γ=Γ  

 (β) Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ έχουν β=β΄, ΄
ΛΛ

Γ=Γ  και  ο180=+
ΛΛ

΄BB ,  να 
αποδειχθεί ότι γ=γ΄. 
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10. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν 

από δύο δεδοµένες τεµνόµενες ευθείες. 
 

11. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων οι οποίοι ορίζουν ίσες 

χορδές ΑΒ και Γ∆ σε δύο δεδοµένες τεµνόµενες ευθείες (ε) και (ε΄). αντίστοιχα. 
 

12. Θεωρούµε κύκλο (Ο,ρ) και σταθερό σηµείο Μ εκτός αυτού. Αν Α µεταβλητό 

σηµείο του κύκλου, να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των συµµετρικών του 
σηµείου Α ως προς το σηµείο Μ. 

 

13. Θεωρούµε δύο σταθερά σηµεία Α και Β του επιπέδου. Να βρεθεί ο 

γεωµετρικός τόπος των συµµετρικών του σηµείου Β ως προς τις ευθείες που 
διέρχονται από το Α. 

 

14. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και στις πλευρές του ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αντίστοιχα τα 

σηµεία:∆,Ε,Ζ. ∆είξτε ότι  ∆Ε+ΕΖ+Ζ∆<ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ. 
 

15. Να αποδείξετε ότι το άθροισµα των υψών ενός τριγώνου είναι µικρότερο από 

την περίµετρο του τριγώνου. 
 

16. ∆είξτε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν: 

 (α) 
22

γβ
µ

αγβ
α

+
<<

−+
 (β) .

2
γβα µµµ

γβα
++<

++
 

 

17. Μπορεί ένα σκαληνό τρίγωνο να διαιρεθεί µε µία ευθεία σε δύο ίσα τρίγωνα ή 

όχι;  

 

18. Ποιο σηµείο δεδοµένης ευθείας (ε) έχει ελάχιστο άθροισµα αποστάσεων από 

δύο σταθερά σηµεία Α και Β; 
 

19. Αν α,β,γ είναι πλευρές τριγώνου ΑΒΓ, δείξτε ότι α2+β2+γ2<2αβ+2αγ+2βγ. 

 

20. Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ η ΑΒ είναι η µεγαλύτερη και η Γ∆ είναι η 

µικρότερη πλευρά του. ∆είξτε ότι 
ΛΛ

Γ<Α  και .
ΛΛ

∆<Β  
 

21. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ο90>Α
Λ

 και τα σηµεία ∆,Ε των πλευρών του ΑΓ 

και ΑΒ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι: Β∆+ΓΕ>ΒΕ+Ε∆+Γ∆.  
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22. Σε ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε ηµιπερίµετρο τ, να αποδείξετε ότι: 

 (α) υα>
2

αγβ −+
  (β) υα+υβ+υγ>τ. 

 

23. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων οι οποίοι εφάπτονται 

σε δύο τεµνόµενες ευθείες.  

 

24. Θεωρούµε κύκλο (Ο,ρ). Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων Μ των 

κύκλων (Μ,λ) , όπου λ>0 γνωστό, οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου 
(Ο,ρ). 

 

25. ∆ίνονται δύο κύκλοι (Ο,ρ) και (Ο΄,ρ) , µια εξωτερική εφαπτοµένη τους ΑΒ και 

µια εσωτερική εφαπτοµένη τους Γ∆ οι οποίες τέµνονται στο σηµείο Ι. Να 
αποδειχθεί ότι η γωνία ΟΙΟ΄ είναι ορθή. 

 

26. Θεωρούµε κύκλο (Ο,ρ) και τις εφαπτόµενες του Α∆, ΑΕ από ένα σηµείο Α 

εκτός αυτού. Έστω ένα ¨κινητό¨ σηµείο Μ  του τόξου ∆Ε. Αν η εφαπτοµένη στο 
Μ τέµνει τα τµήµατα Α∆ , ΑΕ στα σηµεία Β,Γ αντίστοιχα, δείξτε ότι η 
περίµετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι σταθερή. (δηλ. ανεξάρτητη από τη θέση του 
σηµείου Μ) 

 

27. ∆ύο κύκλοι (Κ,ρ) και (Λ,ρ΄) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Έστω ΒΓ η 

κοινή εξωτερική εφαπτοµένη αυτών. ∆είξτε ότι: 
 (α) Ο κύκλος διαµέτρου ΒΓ εφάπτεται της ΚΛ στο σηµείο Α, 
 (β) Ο κύκλος διαµέτρου ΚΛ εφάπτεται του ΒΓ. 
 

28. ∆ίνονται δύο κύκλοι (Κ,ρ) και (Λ,ρ). Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των 

σηµείων Μ του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα: αν φέρουµε τα εφαπτόµενα 
τµήµατα ΜΑ,ΜΑ΄ προς τον κύκλο (Κ,ρ) και τα εφαπτόµενα τµήµατα ΜΒ,ΜΒ΄ 

προς τον κύκλο (Λ,ρ) , τότε να ισχύει ΄΄ ΒΜΒ=ΑΜΑ
ΛΛ

. 
 

29. ∆ύο κύκλοι (Κ,R) και (Λ,ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Μία χορδή ΒΓ 

του κύκλου (Κ,R) εφάπτεται του κύκλου (Λ,ρ) στο σηµείο ∆. Φέρνουµε την Α∆ 
που τέµνει τον κύκλο (Κ,R) στο σηµείο Μ. Αν ΜΕ⊥ΒΓ, δείξτε ότι 

.
2

Γ∆+Β∆
=∆Ε  

 

30. Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ αν είναι γνωστά (κατασκευάσιµα) τα στοιχεία 

του ΒΓ=α, Α∆=υα και ΑΜ=µα. 
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31. Να κατασκευασθεί ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) αν είναι γνωστά 

(κατασκευάσιµα) τα στοιχεία του ΑΒ=γ και η γωνία 
Λ

Γ . 
 

32. Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ αν είναι γνωστά (κατασκευάσιµα) τα στοιχεία 

του 
ΛΛ

=Α ω , ΑΒ=γ και η διχοτόµος του δα. 
 

33. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των µέσων των χορδών δεδοµένου κύκλου 

(Ο,ρ) που έχουν γνωστό µήκος λ. 
 

34. Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ αν είναι γνωστά (κατασκευάσιµα) τα στοιχεία 

του υα , α  και ισχύει η  σχέση α=2β. 
 

35. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Να βρεθεί σηµείο Μ του ΑΒ τέτοιο,             

ώστε ΜΑ-ΜΒ=λ, όπου λ δεδοµένο  ευθύγραµµο τµήµα. 
 

36. ∆ίνεται γωνία ψχ
Λ

Ο  και σηµείο Α εκτός αυτής. Να κατασκευασθεί ευθεία η 

οποία να διέρχεται από το σηµεία Α και να σχηµατίζει µε τις Οχ,Οψ ισοσκελές 
τρίγωνο µε κορυφή το σηµείο Ο. 

 

37. ∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ), σηµείο του Α και σηµείο Β εκτός αυτού. Να 

κατασκευασθεί κύκλος ο οποίος διέρχεται από τα σηµεία Α,Β και εφάπτεται του 
κύκλου (Ο,ρ) στο σηµείο Α. 

 

38. (α) Να κατασκευασθεί κύκλος όταν γνωρίζουµε την ακτίνα του και ότι 

διέρχεται από δύο δεδοµένα σηµεία Α,Β 
 (β) Να κατασκευασθεί κύκλος όταν γνωρίζουµε την ακτίνα του και ότι 

εφάπτεται µιας ευθείας (ε) σε δεδοµένο σηµείο Α αυτής. 
 

39. ∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά (ή εσωτερικά) σε σηµείο Α. Μια ευθεία (ε) 

διέρχεται από το Α και τέµνει τους κύκλους στα σηµεία Β και Γ. ∆είξτε ότι οι 
εφαπτόµενες των κύκλων στα σηµεία Β,Γ είναι παράλληλες. 

 

40. Να κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΒΓ αν είναι γνωστά (κατασκευάσιµα)  τα στοιχεία 

του .,, αυ
ΛΛ

ΓΒ  

 

41. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
Λ

Β=60ο και α=2γ, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 

ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 
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42. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), σηµείο ∆ της πλευράς ΑΓ και 

σηµείο Ε της ηµιευθείας ΒΑ τέτοιο, ώστε ΑΕ=Α∆. ∆είξτε ότι ∆Ε⊥ΒΓ. 
 

43. Αποδείξτε ότι δεν υπάρχει κυρτό πολύγωνο µε περισσότερες από τρεις οξείες 

γωνίες. 
 

44. Αν µια γωνία κυρτού πολυγώνου είναι µεγαλύτερη από το άθροισµα των 

υπολοίπων γωνιών του, τότε το πολύγωνο έχει τρεις κορυφές. 
 

45. Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Ο
Λ

=Α 90 ) αν είναι γνωστή 

(κατασκευάσιµη) η γωνία 
Λ

Β  και ισχύει η σχέση α+γ=λ (όπου λ γνωστό 
ευθύγραµµο τµήµα). 

 

46. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και το σηµείο Μ στην προέκταση 

της βάσης ΒΓ προς το µέρος του Β. Από το Μ φέρνουµε παράλληλες προς τις 
πλευρές ΑΒ,ΑΓ οι οποίες τέµνουν τις ηµιευθείες ΓΑ,ΑΒ στα σηµεία ∆,Ε 
αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι: 

 (α) το τρίγωνο ΜΒΕ είναι ισοσκελές, 
 (β) Μ∆-ΜΕ=ΑΒ. 
 

47. Έστω σηµείο ∆ της βάσης ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. Φέρνουµε τις 

παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ,ΑΓ οι οποίες τέµνουν τις ΑΓ,ΑΒ στα σηµεία 
Ε,Ζ αντίστοιχα. ∆είξτε ότι η περίµετρος του τετραπλεύρου ΑΕ∆Ζ είναι 
σταθερή (δηλ. ανεξάρτητη από τη θέση του σηµείου ∆ πάνω στη ΒΓ). 

 

48. Θεωρούµε ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆, το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ εντός του 

τετραγώνου και το ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓΖ εκτός του τετραγώνου. Να 
αποδειχτεί ότι τα σηµεία ∆,Ε,Ζ είναι συνευθειακά. 

 

49. ∆ύο ίσοι κύκλοι µε κέντρα Ο και Κ εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. 

Θεωρούµε ένα σηµείο Β του ενός κύκλου και ένα σηµείο Γ του άλλου κύκλου 

τέτοια, ώστε Ο
Λ

=ΓΑΒ 90 . Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΟΒΓΚ είναι 
παραλληλόγραµµο. 

 

50. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και εκτός αυτού τα τετράγωνα 

ΑΒ∆Ε και ΑΓΖΗ. Αν Μ είναι το µέσο της πλευράς ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 
 (α) Η ευθεία ΑΜ είναι µεσοκάθετος της ΕΗ, 
 (β) Οι ευθείες ΒΖ και Γ∆ τέµνονται σε σηµείο της ΑΜ. 
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51. Έστω ∆,Ε οι προβολές της κορυφής Β ενός τριγώνου ΑΒΓ στις διχοτόµους της 

γωνίας 
Λ

Α . Να αποδειχθεί ότι: 
 (α) το τετράπλευρο µε κορυφές τα σηµεία Α,∆,Β,Ε είναι ορθογώνιο και 
 (β)  η ευθεία ∆Ε διέρχεται από το µέσο της πλευράς ΑΒ και είναι  παράλληλη  

προς την πλευρά ΑΓ του τριγώνου. 
 

52. Από εσωτερικό σηµείο Ο ενός ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ πλευράς α, φέρνουµε 

τις παράλληλες προς τις πλευρές ΑΒ,ΒΓ και ΓΑ οι οποίες τέµνουν τις ΑΓ,ΑΒ 
και ΒΓ αντίστοιχα στα σηµεία ∆,Ε και Ζ. Να αποδείξετε ότι Ο∆+ΟΕ+ΟΖ=α. 

 

53. Προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ , ΒΓ , Γ∆ και ∆Α ενός παραλληλογράµµου 

ΑΒΓ∆ κατά τα ευθύγραµµα τµήµατα ΒΕ=ΑΒ , ΓΖ=ΒΓ , ∆Η=Γ∆ και 
ΑΘ=Α∆ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι 
παραλληλόγραµµο και έχει το ίδιο κέντρο µε το ΑΒΓ∆. 

 

54. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Εξωτερικά από αυτό κατασκευάζουµε τα ισόπλευρα 

τρίγωνα ΑΒΕ , ΒΓΖ , Γ∆Η  και ∆ΑΘ. ∆είξτε ότι το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι 
ρόµβος και έχει το ίδιο κέντρο µε το ΑΒΓ∆. 

 

55. Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε 
Λ

Α=60ο θεωρούµε την εσωτερική διχοτόµο Α∆, την 

προβολή Ε του σηµείου ∆ στην ΑΒ και την προβολή Ζ του σηµείου Ε στην 
Α∆. ∆είξτε ότι 3.Ε∆=2.Ζ∆+Α∆. 

 

56. Αν τα ύψη Α∆ , ΒΕ και ΓΖ τριγώνου ΑΒΓ τέµνονται στο σηµείο Η και Ρ,Μ 

είναι τα µέσα των ΗΑ και ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΡΜ είναι 
µεσοκάθετος της ΕΖ. 

 

57. Να αποδείξετε ότι τα µέσα των πλευρών κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ είναι 

κορυφές τετραγώνου αν και µόνο αν το ΑΒΓ∆ έχει ίσες και κάθετες διαγωνίους. 
 

58. Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ ονοµάζουµε Ε,Ζ,Η,Θ τα µέσα των πλευρών του 

ΑΒ,ΒΓ,Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα. Αν Κ,Λ τα µέσα των διαγωνίων ΑΓ,Β∆ 
αντίστοιχα, να δείξετε ότι: 

 (α) τα τετράπλευρα ΕΚΗΛ  και ΖΚΘΛ είναι παραλληλόγραµµα και 
 (β)  οι ευθείες ΕΗ,ΖΘ,ΛΚ συντρέχουν. 
 

59. Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
Λ

Α=90ο) αν είναι γνωστή 

(κατασκευάσιµη) η πλευρά του ΑΒ=γ και η διάµεσός του µα. 
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60. Έστω ΑΒ µια τέµνουσα δύο παράλληλων ευθειών (ε) , (ε΄). Να δειχθεί ότι οι 

διχοτόµοι των γωνιών που έχουν κορυφές τα σηµεία Α,Β σχηµατίζουν 
ορθογώνιο, του οποίου η µια διαγώνιος είναι παράλληλη προς τις ευθείες (ε) , 
(ε΄). 

 

 

61. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο ΒΜ και έστω Ν το µέσο της. 

Φέρνουµε στη συνέχεια την ΑΝ που τέµνει τη ΒΓ στο σηµείο Ζ. Να δεχτεί ότι: 
 (α) ΖΓ=2.ΒΖ (β) ΝΖ=ΑΖ/4. 
 

62. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) είναι 
Λ

Α=120ο. Αν ∆,Ε είναι σηµεία της 

πλευράς ΒΓ τέτοια, ώστε Β∆=∆Ε=ΕΓ, να δειχτεί ότι .90ο=ΓΑ∆
Λ

 
 

63. Αν το ύψος Α∆ και η διάµεσος ΑΜ ενός τριγώνου ΑΒΓ τριχοτοµούν τη γωνία 
Λ

Α , να υπολογιστούν οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
 

64. ∆ίνεται τρίγωνο ∆ΕΖ µε ο90=∆
Λ

 και ο30=Ζ
Λ

. Έστω Κ,Λ τυχαία σηµεία των 

∆Ζ,∆Ε αντίστοιχα τέτοια, ώστε ΚΛ//ΖΕ. Αν Α,Β είναι τα µέσα των ΛΖ,ΚΕ 
αντίστοιχα, δείξτε ότι ΑΒ=ΛΕ. 

 

65. Σε ένα σκαληνό και µη ορθογώνιο τρίγωνο να αποδειχθεί ότι τα µέσα των 

πλευρών του και το ίχνος ενός ύψους του είναι κορυφές ισοσκελούς τραπεζίου. 
 

66. Αν σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ θεωρήσουµε το συµµετρικό Ε της κορυφής Α 

ως προς τη διαγώνιο Β∆, δείξτε ότι το τετράπλευρο ΒΓΕ∆ είναι ισοσκελές 
τραπέζιο. 

 

67. Αν σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ ισχύει Α∆=ΑΒ+Γ∆ και ο90=Γ=Β
ΛΛ

, δείξτε ότι: 

 (α) ο κύκλος διαµέτρου Α∆ εφάπτεται της πλευράς ΒΓ και 
 (β) ο κύκλος διαµέτρου ΒΓ εφάπτεται της πλευράς Α∆. 
 

68. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε ΑΒ<Γ∆. Έστω Κ,Λ,Η,Θ τα µέσα 

αντίστοιχα των ευθύγραµµων τµηµάτων Β∆,ΑΓ,Κ∆,ΛΓ. ∆είξτε ότι 
ΑΒ+4ΗΘ=3Γ∆. 

 

69. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε Γ∆=ΑΒ+Β∆ και έστω Μ το µέσο της 

πλευράς ΑΓ. ∆είξτε ότι .90ο=∆ΜΒ
Λ
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70. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε Α∆=ΑΒ+Γ∆ και έστω Μ το µέσο της 

πλευράς ΒΓ. Η ευθεία ΑΜ τέµνει τη Γ∆ στο σηµείο Ε και η ευθεία ∆Μ τέµνει 
τη ΑΒ στο σηµείο Ζ. ∆είξτε ότι το τετράπλευρο Α∆ΕΖ  είναι ρόµβος. 

 

71. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) µε ο90=∆=Α
ΛΛ

, Γ∆=2ΑΒ και 
ΛΛ

Γ=Β 3 . 

Φέρνουµε το κάθετο τµήµα ΒΕ προς την Γ∆ το οποίο τέµνει τη διαγώνιο ΑΓ 
στο σηµείο Μ. Φέρνουµε την ΑΕ που τέµνει την Β∆ στο σηµείο Ν. ∆είξτε ότι: 

 (α) ΑΕ⊥Β∆ (β) ΜΝ=
4

1
Γ∆. 

 

72. Να αποδείξετε ότι η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου ορθογωνίου τριγώνου 

ΑΒΓ (
Λ

Α=90ο) είναι ίση µε  ρ= .
2

αγβ −+
 

 

73. Το άθροισµα των διαµέσων ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερο από τα ¾ της 

περιµέτρου του τριγώνου. 
 

74. Οι εφαπτόµενες στα άκρα Α,Β χορδής κύκλου τέµνονται στο σηµείο Μ. Αν Η 

είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΜΑΒ να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΗΑΟΒ 
είναι ρόµβος. 

 

75. Να δείξετε ότι αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες µια προς µια τις διαµέσους τους, τότε 

είναι ίσα. 
 

76. Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ο90=∆=Β
ΛΛ

, θεωρούµε Α1,Α2 τα συµµετρικά 

σηµεία του Α ως προς τα Β,∆ αντίστοιχα και Μ το µέσο του Α1Α2. Να δειχθεί 
ότι ΜΓ⊥Β∆. 

 

77. (α) Ίσα τρίγωνα έχουν ίσους εγγεγραµµένους κύκλους, 

 (β) Ίσα τρίγωνα έχουν ίσους περιγεγραµµένους κύκλους. 
 

78. Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 

 (α) υα=υβ=υγ=3ρ, 
 (β) ρ=R/2, 
 (γ) ρα=ρβ=ργ=3R/2, 
 όπου ρ: η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, 
         R: η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, 
                    ρα, ρβ, ργ: οι ακτίνες των παραγεγραµµένων κύκλων του τριγώνου ΑΒΓ. 
 

79. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει β>γ τότε µβ<µγ. 
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80. Αν Η είναι το ορθόκεντρο τριγώνου ΑΒΓ µε ο90=Γ−Β
ΛΛ

, τότε τα τρίγωνα ΑΒΓ 

και ΗΒΓ είναι ίσα. 
 

 

81. Οι κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ µε 
ΛΛ

Γ=Β 2 είναι σηµεία ενός κύκλου. Έστω (ε) η 

εφαπτοµένη του κύκλου αυτού στο σηµείο Α. 
 (α) ∆είξτε ότι οι ευθείες (ε),ΒΓ τέµνονται, 
 (β) Αν ∆ το σηµείο τοµής των (ε),ΒΓ δείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ 

είναι ισοσκελή. 

 

82. Στον περιγεγραµµένο κύκλο τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε τις χορδές Β∆ και ΓΕ 

παράλληλες στις πλευρές ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. ∆είξτε ότι η χορδή ∆Ε είναι 
παράλληλη προς την εφαπτοµένη του κύκλου στο σηµείο Α. 

 

83. Από σηµείο Γ εκτός κύκλου κέντρου Ο γράφουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα 

ΓΑ,ΓΒ. Φέρνουµε τη διάµετρο Α∆ και στην προέκταση του ΑΓ προς το µέρος 
του Γ παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΓΕ=ΑΓ. ∆είξτε ότι τα σηµεία ∆,Β,Ε είναι 
συνευθειακά. 

 

84. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Ο
Λ

=Α 90 ). Με διάµετρο την ΑΒ γράφουµε 

κύκλο κέντρου Ο, ο οποίος τέµνει την πλευρά ΒΓ στο σηµείο ∆. ∆είξτε ότι η 
εφαπτοµένη του κύκλου στο σηµείο ∆ διέρχεται από το µέσο της πλευράς ΑΓ.  

 

85. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο, Ι το έγκεντρό του και Μ το 

µέσο του τόξου ΒΓ. ∆είξτε ότι το τρίγωνο ΙΜΓ είναι ισοσκελές. 
 

86. ∆ίνονται δύο παράλληλες χορδές ΑΒ,Γ∆ ενός κύκλου (Ο,ρ). Αν οι ΑΓ, Β∆ 

τέµνονται στο σηµείο Ι, δείξτε ότι το τετράπλευρο ΑΟ∆Ι είναι εγγράψιµο σε 
κύκλο. 

 

87. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε το ύψος Α∆ , ∆Ε⊥ΑΒ και ∆Ζ⊥ΑΓ. ∆είξτε ότι το 

τετράπλευρο ΒΕΖΓ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 
 

88. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σηµείο Ρ της βάσης ΒΓ. Αν 

ΡΕ⊥ΑΒ , Ρ∆⊥ΑΓ και Μ το µέσο της ΒΓ, δείξτε ότι το τετράπλευρο ΕΡΜ∆ 
είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 
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89. Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούµε τα ύψη Β∆,ΓΕ αυτού και τις ΕΖ⊥ΑΓ , ∆Η⊥ΑΒ. 

∆είξτε ότι ΗΖ//ΒΓ. 
 

90. Σε τρίγωνο ΑΒΓ οι διχοτόµοι των γωνιών 
ΛΛ

ΓΒ, τέµνονται στο σηµείο Ι, ενώ οι 

διχοτόµοι των γωνιών εξεξ

ΛΛ

ΓΒ , τέµνονται στο σηµείο Ια. ∆είξτε ότι το 

τετράπλευρο ΒΙΓΙα είναι εγγράψιµο σε κύκλο και να βρείτε το κέντρο αυτού του 
κύκλου. 

 

 


