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Λόγος δύο ευθυγράµµων τµηµάτων ΑΒ και Γ∆ ονοµάζεται ο θετικός αριθµός λ για τον οποίο 

ισχύει : AB = λ⋅Γ∆ ⇔ =
Γ∆
ΑΒ

 λ. 

Μέτρο ενός ευθυγράµµου τµήµατος είναι ο λόγος του προς ένα άλλο ευθύγραµµο τµήµα που 

θεωρείται ως µονάδα µέτρησης . Αναλογία είναι η ισότητα λόγων. Η σχέση  ==
δ
γ

β
α

λ είναι 

αναλογία µε λόγο λ και όρους τα τµήµατα α ,β,γ,δ. Στην πιο πάνω αναλογία τα τµήµατα α και 
γ λέγονται ανάλογα των β και δ. Τα α και δ λέγονται άκροι όροι ενώ τα β και γ µέσοι όροι 
της αναλογίας. 

 
 
 
 
                    
                     
 
    
 
  
 
  
 
                                                     
  

 

Θεώρηµα Θαλή 
 
 
Αν (τρεις τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες ευθείες ,ορίζουν σ’αυτές 
τµήµατα ανάλογα . 
∆ηλαδή µε βάση το σχήµα ισχύει η αναλογία : 

∆Ζ
ΑΓ

=
ΕΖ
ΒΓ

=
∆Ε
ΑΒ

  

 
 
 
 
 

Θεώρηµα εσωτερικής διχοτόµου 
 
 
Η εσωτερική διχοτόµος γωνίας τριγώνου χωρίζει την απέναντι πλευρά σε λόγο ίσο µε το 

λόγο των προσκείµενων πλευρών. ∆ηλαδή , στο παρακάτω σχήµα ισχύει : 
Γ∆
Β∆

=
ΑΓ
ΑΒ

.                                    

Η Α∆ είναι η εσωτερική διχοτόµος του ΑΒΓ. 
 
 

 

Ιδιότητες  αναλογιών 
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ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
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Θεώρηµα εξωτερικής διχοτόµου 

 

Αν η εξωτερική διχοτόµος µιας γωνίας τριγώνου τέµνει το φορέα της απέναντι πλευράς, 
τότε χωρίζει εξωτερικά αυτήν την πλευρά σε λόγο ίσο µε το λόγο των προσκείµενων 

πλευρών. ∆ηλαδή , στο σχήµα ισχύει : 
ΓΕ
ΒΕ

=
ΑΓ
ΑΒ

. Η ΑΕ είναι η εξωτερική διχοτόµος του 

ΑΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Οµοιότητα 
 
 
Όµοια λέγονται δύο τρίγωνα που έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες 
γωνίες ίσες . 
Λόγος οµοιότητας δύο όµοιων τριγώνων λέγεται ο λόγος δύο πλευρών που είναι απέναντι 
από αντίστοιχα ίσες γωνίες . 
Ισχύουν οι επόµενες προτάσεις : 
• Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια προς τρίτο τότε είναι και µεταξύ τους όµοια . 
• ∆ύο ίσα πολύγωνα είναι πάντα όµοια µε λόγο οµοιότητας λ = 1. 
• Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια τότε όλα τα δευτερεύοντα στοιχεία τους έχουν λόγο ίσο µε 

το λόγο οµοιότητας τους . 
 

 
Κριτήρια οµοιότητας τριγώνων 

 
Κριτήριο 1

ο 
: ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο γωνίες τους ίσες µία προς µία . 

Κριτήριο 2
ο 

: ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο πλευρές ανάλογες και τις  
περιεχόµενες των ανάλογων πλευρών γωνίες τους ίσες. 

Κριτήριο 3
ο 

: ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες. 
 
 
 
 
 
 
<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 
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   Ε   Β       ∆    Γ 
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9o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

   
    
 

 
Μετρικές σχέσεις ονοµάζουµε τις σχέσεις µεταξύ των µέτρων των στοιχείων τριγώνων είτε 
αυτά είναι κύρια στοιχεία (πλευρές , γωνίες), είτε είναι δευτερεύοντα  ( ύψη , διχοτόµοι , 
διάµεσοι). 

 
 

Προβολή σηµείου σε ευθεία 
 

∆ίνεται ευθεία ε και σηµείο Α που δεν ανήκει σε αυτήν. Ορθή προβολή ή απλά προβολή του 
σηµείου Α στην ε λέγεται το ίχνος Α΄, της καθέτου που άγεται από το Α προς την ε.                   
Αν κάποιο σηµείο, όπως το Β, ανήκει στην ευθεία ε, η προβολή του Β είναι το ίδιο το Β. 

 
 

 
Προβολή ευθύγραµµου τµήµατος σε ευθεία 

 
 

Προβολή ενός τµήµατος Γ∆ πάνω στην ευθεία ε λέµε το τµήµα Γ΄∆΄ που έχει άκρα τις 
προβολές Γ΄ και ∆΄ των άκρων Γ και ∆ του τµήµατος Γ∆.Αν ο φορέας ενός τµήµατος ΚΛ 
είναι κάθετος στην ε τότε οι προβολές των Κ και Λ συµπίπτουν. Έτσι η προβολή του ΚΛ είναι 
ένα σηµείο, δηλαδή έχει µέτρο 0. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΕ ΟΡΘΟΓΩΝΙΑ ΤΡΙΓΩΝΑ   

 Α  ∆          Κ 
  . 
 Γ 
              Λ 
 
 
Α΄   Β Γ΄         ∆΄   Κ΄,Λ΄     ε 
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 Πίνακας µετρικών σχέσεων  
 για ορθογώνια τρίγωνα Β 
  
ΑΒ2 = Β∆ ΒΓ ή γ2  = Β∆ α 
ΑΓ2 = Γ∆ ΒΓ ή β2  = Γ∆ α ∆ 
ΒΓ2 = ΑΓ2 + ΑΒ2 ή α2  = β2 + γ2 
Α∆2 = Β∆ ∆Γ ή  υα

2 = Β∆ ∆Γ 
ΑΓ ΑΒ = ΒΓ Α∆ ή β γ = α υα Α       Γ  
  
 

∆ΙΑΤΥΠΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ – ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ 

 

 

Αν ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο, τότε το τετράγωνο 

µιας κάθετης πλευράς του ισούται µε το γινόµενο της 

προβολής της στην υποτείνουσα επί την υποτείνουσα 
  
 

απόδειξη 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α φέρουµε το ύψος  Β     

Α∆ . Τα τρίγωνα ΑΒ∆ , ΑΒΓ είναι όµοια , επειδή  �90ˆˆ =∆=Α    
και Γ=Α ˆˆ

1  ως γωνίες µε πλευρές κάθετες .         ∆ 
Από την οµοιότητα προκύπτει ότι :   
             1 

 
ΑΒ
ΒΓ

=
Β∆
ΑΒ

, δηλαδή ΒΓ⋅Β∆=ΑΒ2 //   Α      Γ 

  
  

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο της υποτείνoυσας  

ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των κάθετων 

πλευρών του. 
 

 απόδειξη               Α 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α           
φέρουµε το ύψος Α∆ και ισχύουν σύµφωνα           ∆  
µε το προηγούµενο θεώρηµα οι σχέσεις :   
 ΒΓ⋅Β∆=ΑΒ2  και ΒΓ⋅∆Γ=ΑΓ2     
και µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε Β    Γ 

 
//)( 2

22

ΒΓ=ΒΓ⋅∆Γ+Β∆=

=ΒΓ⋅∆Γ+ΒΓ⋅Β∆=ΑΓ+ΑΒ
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<Αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος> 
 

Αν σ ΄ ένα τρίγωνο το τετράγωνο  µιας  πλευράς ισούται µε 

το άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του 

τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε ορθή τη γωνία που                                                 

βρίσκεται απέναντι από την πλευρά αυτή. 

 
 

απόδειξη 

 
                  Γ                       ψ 

Θεωρούµε ορθή γωνία ψχ
Λ

Ο  και επί των πλευρών                      
 Οχ,Οψ παίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα  
Ο∆=ΑΒ, ΟΕ=ΑΓ. Τότε από το Πυθαγόρειο  
θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγωνο Ο∆Ε  
θα έχουµε: ∆Ε2=Ο∆2+ΟΕ2=ΑΒ2+ΑΓ2=ΒΓ2.                    Χ           
 Άρα  ∆Ε=ΒΓ, δηλαδή τα τρίγωνα ΑΒΓ,Ο∆Ε Α              Β Ο           
 έχουν τρείς πλευρές ίσες µια προς 

 µια, άρα είναι ίσα, άρα Ο
ΛΛ

=Ο=Α 90 .// 
 
 
 

 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο του ύψους που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ισούται µε το γινόµενο 

των προβολών των κάθετων πλευρών στην υποτείνουσα . 

 
 
 

απόδειξη 
 
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, µε �90ˆ =Α φέρουµε το ύψος   Β 
Α∆ . Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ είναι όµοια γιατί                 

1
ˆˆ Α=Β  ως συµπληρωµατικές της γωνίας Γ̂ .         ∆  

 

 ΄Άρα  
Α∆
∆Γ

=
Β∆
Α∆

 ή ∆Γ⋅Β∆=Α∆2  //  Α     1      Γ 

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ε 

∆  χ 
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Το τετράγωνο  πλευράς  που  βρίσκεται  απέναντι από οξεία  (αµβλεία)  γωνία ισούται 

µε το  άθροισµα  των  τετραγώνων  των δύο  άλλων πλευρών  ελαττωµένο  (αυξηµένο) 

κατά το διπλάσιο γινόµενο της µιας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε 

αυτή. 

 
 Α       Α   
 
 
 γ  β       β  γ    
      
 
 Β ∆ α Γ     ∆     Γ α       Β 
 
 

�90ˆ <Γ τότε ∆Γ⋅−+= ααβγ 2222  �90ˆ >Γ τότε ∆Γ⋅++= ααβγ 2222  
 

απόδειξη 

Έστω �90ˆ <Γ . 
 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ∆ ισχύει 222 Β∆+Α∆=ΑΒ   (1) 
Επίσης στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ ισχύει 222 ∆Γ−ΑΓ=Α∆   (2) 
Όµως Β∆=ΒΓ-∆Γ Άρα ∆Γ⋅ΒΓ−∆Γ+ΒΓ=Β∆ 2222   (3) 
Λόγω των σχέσεων (2) , (3) η (1) γίνεται : 

∆Γ⋅ΒΓ−ΒΓ+ΑΓ=∆Γ⋅ΒΓ−∆Γ+ΒΓ+∆Γ−ΑΓ=ΑΒ 22 2222222  

Παρόµοια αν �90>Γ
Λ

// 
 
 
 
 

<κριτήριο για το είδος γωνίας τριγώνου>: 
 

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι πλευρές α , β , γ συνδέονται µε µια από τις παρακάτω 

σχέσεις τότε µπορούµε να εξασφαλίσουµε το είδος της αντίστοιχης γωνίας . 
 
 

90ˆ222 =Α⇔+= γβα o 

90ˆ222 <Α⇔+< γβα o 

90ˆ222 >Α⇔+> γβα o 

 

 

 

 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ  
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Πρώτο θεώρηµα διαµέσων. Το άθροισµα των τετραγώνων 
δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το διπλάσιο τετράγωνο 
της µεταξύ τους διαµέσου αυξηµένο κατά το µισό τετράγωνο    Α 

της τρίτης πλευράς . ∆ηλαδή 
2

2
2

222 α
µγβ α +=+ . 

           γ      β 
∆εύτερο θεώρηµα διαµέσων.Η απόλυτη διαφορά των  
τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το      
διπλάσιο γινόµενο της τρίτης πλευράς επί την προβολή της       1  2    
διαµέσου πάνω σε αυτή .  Β  ∆    Μ                  Γ 
∆ηλαδή  Μ∆⋅=− αγβ 222 // 

 
αποδείξεις 

 
1

ο
 θ.διαµέσων 

Η γωνία ΒΜΑ ˆ  είναι οξεία άρα Μ∆⋅ΜΒ−ΜΒ+ΑΜ=ΑΒ 2222  (1) 
Η γωνία ΓΜΑ ˆ  είναι αµβλεία άρα Μ∆⋅ΜΓ+ΜΓ+ΑΜ=ΑΓ 2222  (2) 
Προσθέτουµε τις δύο σχέσεις κατά µέλη και επειδή ΜΒ=ΜΓ 

2
2)

2
(2222

2
2222222 ΒΓ
+ΑΜ=

ΒΓ
+ΑΜ=ΜΒ+ΑΜ=ΑΓ+ΑΒ  

 
2ο θ.διαµέσων 

Αφαιρούµε τις δύο σχέσεις (1) και (2) κατά µέλη και επειδή ΜΒ =
2

ΒΓ
= ΜΓ 

=Μ∆⋅ΜΒ⋅=ΑΒ−ΑΓ 422 2 Μ∆⋅ΒΓ        // 
Από το Πρώτο Θεώρηµα ∆ιαµέσων αν λύσουµε ως προς τη διάµεσο 

αµ προκύπτει ένας  πολύ χρήσιµος τύπος ο οποίος µας υπολογίζει  την  διάµεσο του 
τριγώνου από τις πλευρές του. 

Ο τύπος είναι:         
4

22 222
2 αγβ

µα

−+
=  

 
Παρόµοιοι τύποι προκύπτουν και για τις διαµέσους βµ   και γµ : 

 
2 2 2

2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
=          ,       

2 2 2
2 2 2

4γ

α β γ
µ

+ −
=    

 
 
 
 
 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΜΕΣΩΝ 
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Θεωρούµε έναν κύκλο (Ο , R) και ένα σταθερό σηµείο Σ µε ΣΟ=δ 

Για κάθε ευθεία που διέρχεται από το Σ και τέµνει τον κύκλο στα 

Α , Β το ΣΒ⋅ΣΑ είναι σταθερό. 

 

Ειδικότερα : 
22 ρδ −=ΣΒ⋅ΣΑ ,  όταν το Σ βρίσκεται εκτός κύκλου. 
22 δρ −=ΣΒ⋅ΣΑ ,  όταν το Σ βρίσκεται εντός κύκλου 

 
αποδείξεις 

 
 
        Σ 
   Α    
 Β 
      Ο        Γ 
    
   ∆ 
 
 
 
 
Φέρνουµε την τέµνουσα Σ∆Γ που διέρχεται από το κέντρο Ο. Στο εγγεγραµµένο 

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ ισχύουν: Σ∆Α=Β ˆˆ  και  ∆ΑΣ=Γ ˆˆ  εποµένως τα τρίγωνα  ΒΓΣ  και  
∆ΑΣ  είναι όµοια! 

Άρα  
ΣΒ
Σ∆

=
ΣΓ
ΣΑ

 δηλαδή Σ∆⋅ΣΓ=ΣΒ⋅ΣΑ  είναι όµως: 

ΣΓ = ΣΟ+ΟΓ = δ + ρ και 

Σ∆ = ΣΟ-Ο∆ = δ – ρ άρα τελικά 

ΣΑ ΣΒ = (δ + ρ)( δ – ρ)= 22 δα − . 

Για την δεύτερη περίπτωση έχουµε:  Φέρνουµε την διάµετρο Γ∆ που περνά από το Σ . 

 
 Β 
   ∆ 
 
      Σ 
  1      2 
 ο 
 
    
     Α       Γ 
 
 
Τα τρίγωνα ΣΑ∆ και ΣΓΒ είναι όµοια διότι: 

ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΤΟΝ ΚΥΚΛΟ 
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21
ˆˆ Σ=Σ  (κατακορυφήν), 

Γ=Α ˆˆ ,  (βαίνουν στο ίδιο τόξο) 

∆=Β ˆˆ    (βαίνουν στο ίδιο τόξο).   Άρα 
BΣ

Σ∆
=

ΣΓ
ΣΑ

  ή  Σ∆⋅ΣΓ=ΣΒ⋅ΣΑ . 

 
Είναι όµως:  ΓΣ = ΓΟ + ΟΣ = ρ + δ και  Σ∆ = Ο∆ - ΟΣ = ρ – δ 
 
 άρα ΣΑ ΣΒ = (ρ + δ)( ρ – δ) = 22 δρ − .// 
 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ 

 
 

Αν δοθεί σηµείο Σ στο επίπεδο του κύκλου ( Ο , R ) 
µε ΣΟ = δ τότε ο σταθερός  αριθµός 22 ρδ −  

ονοµάζεται δύναµη σηµείου ως προς τον κύκλο ( Ο , R ) 
 
 

αν 22 ρδ − >0  τότε το Σ βρίσκεται εκτός κύκλου 

αν 22 ρδ − =0  τότε το Σ είναι σηµείο του κύκλου 

αν 22 ρδ − <0  τότε το Σ βρίσκεται εντός κύκλου 

 
 

 

 

Αν Σ είναι σηµείο εκτός του κύκλου ( Ο , ρ) τότε η δύναµη του Σ ως προς τον κύκλο 

( Ο , ρ) ισούται µε ΣΕ 2 όπου ΣΕ εφαπτόµενο ευθύγραµµο τµήµα από το Σ στον κύκλο. 
 

απόδειξη 

 
 
Το ΣΟΕ είναι ορθογώνιο τρίγωνο άρα  
ΣΕ 22222 ρδ −=ΟΕ−ΣΟ= , δηλαδή    ο 
η δύναµη του Σ ως προς τον κύκλο ( Ο , ρ)! //       
      
  Σ       
     E 
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λ υ µ έ ν ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς . . . 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Στο διπλανό τρίγωνο ΑΒΓ ( 90B
Λ

Ο< ) να αποδείξετε ότι: 
ΑΓ2-ΑΒ2=∆Γ2-∆Β2 
 

    ΛΥΣΗ 
 
 
Εφαρµόζουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα σε καθένα από τα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Γ,Α∆Β 

και έχουµε: 

ΑΓ2-ΑΒ2=(Α∆2+∆Γ2)-(Α∆2+Β∆2)=Α∆2+∆Γ2-Α∆2-Β∆2=∆Γ2-∆Β2. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

Να βρεθούν οι κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου µε περίµετρο 84 και 
υποτείνουσα 37. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Έχουµε α+β+γ=84 , α=37. Άρα   β+γ=47. (1) 

Επίσης από το πυθαγόρειο θεώρηµα ισχύει   β2+γ2=α2=1369  (2) 

Η (2) λόγω της (1) γίνεται: (47-γ)2+γ2=1369 , 

 και αναπτύσσοντας την ταυτότητα προκύπτει το τριώνυµο 

γ2-47γ+420=0 οι ρίζες του οποίου είναι το 12 και το 35. 

Οπότε, β=35 και γ=12  ή β=12 και γ=35. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 90A
Λ

Ο=  δείξτε ότι για τις πλευρές ισχύει β+γ≤ 2 .α . 
 

    ΛΥΣΗ 
 

β+γ≤ 2α  � (β+γ)2≤( 2α )2 
� β2+γ2+2βγ≤2α2 � β2+γ2+2βγ≤2(β2+γ2) � 

β2+γ2+2βγ≤2β2+2γ2 � β2+γ2-2βγ ≥0 � (β-γ)2≥0 , το οποίο ισχύει. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 90A
Λ

Ο=  δείξτε ότι µα
2+µβ

2+µγ
2=

3

2
α2. 

    ΛΥΣΗ 

Από γνωστό θεώρηµα ισχύει ότι µα=
2

a
 , διότι 90A

Λ
Ο= .  

Άρα αρκεί να δείξουµε ότι 
2

4

a
+µβ

2+µγ
2=

3

2
α2 

� µβ
2+µγ

2=
25

.
4

a
 

 
Όµως από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε     

µβ
2=γ2+

2

2

β 
 
 

  και  µγ
2=β2+

2

2

γ 
 
 

. 

 Άρα µβ
2+µγ

2= β2+ γ2+
2 2

4

β γ+
=α2+

2

4

a
=

25
.

4

a
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

Αν οι διαγώνιοι τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ τέµνονται κάθετα, να αποδείξετε ότι  
ΑΒ2+Γ∆2=Α∆2+ΒΓ2. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων ΑΓ και Β∆. 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στα ορθογώνια 

 τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓ∆ παίρνουµε: 

ΑΒ2=ΟΑ2+ΟΒ2   και   Γ∆2=ΟΓ2+Ο∆2. 

Με πρόσθεση κατά µέλη αυτών των σχέσεων  

έχουµε: ΑΒ2+ Γ∆2= ΟΑ2+ΟΒ2 +ΟΓ2+Ο∆2= (ΟΑ2 +Ο∆2)+( ΟΒ2+ ΟΓ2)=Α∆2+ΒΓ2. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

Να υπολογίσετε το ύψος και τις διαγώνιες ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓ∆ µε βάσεις ΑΒ=4 , 
Γ∆=10 και µήκος µη παράλληλων πλευρών ίσο µε 5. 
 

    ΛΥΣΗ 
 

Έστω ΑΚ=ΒΛ=υ το ύψος του τραπεζίου. Τα τρίγωνα ΑΚ∆ και ΒΛΓ είναι ίσα (εύκολο), 

οπότε ∆Κ=ΛΓ. Έτσι, 2∆Κ+ΚΛ=Γ∆ � 

2∆Κ+ΑΒ=Γ∆ (διότι ΚΛ=ΑΒ) , άρα ∆Κ= 3.
2

Γ∆ −ΑΒ
=  

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο Α∆Κ έχουµε 
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υ2=Α∆2-∆Κ2=16 => υ=4. Επίσης από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ∆ΒΛ 

παίρνουµε  Β∆2=∆Λ2+ΒΛ2 =>Β∆=ΑΓ= 49 16 65.+ =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση  γ2=α2+β2-αβ (1) , να δείξετε ότι 60
Λ

ΟΓ =  και 
αντίστροφα. 
 
ΛΥΣΗ 
 

1
ος

 τρόπος.  Με το νόµο συνηµιτόνων: γ2=α2+β2-2αβσυνΓ (2). Στις σχέσεις (1) και (2) τα 

1α µέλη είναι ίσα, άρα 

 α2+β2-αβ= α2+β2-2αβσυνΓ =>συνΓ=
1

2
 => 60

Λ
ΟΓ = . 

2
ος

 τρόπος. Έστω ότι έχουµε τη σχέση γ2=α2+β2-αβ. 

 Επειδή το –αβ<0 προκύπτει ότι γ2<α2+β2 =>  

90 ,
Λ

ΟΓ < έτσι έχουµε το διπλανά σχήµα. 

Από το γενικευµένο πυθαγόρειο θεώρηµα οξείας  

γωνίας στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε: γ2=α2+β2-2αΓ∆ (3). Στις σχέσεις (1) και (3) τα 1α µέλη 

είναι ίσα, άρα α2+β2-αβ= α2+β2-2αΓ∆, άρα Γ∆= .
2

β
 Έτσι στο τρίγωνο Α∆Γ παίρνουµε ότι 

1 30A
Λ

Ο=  άρα 60
Λ

ΟΓ = . 

Αντίστροφα, Έστω ότι έχουµε τη σχέση 60
Λ

ΟΓ = , τότε 1 30A
Λ

Ο= => Γ∆=
2

β
 και από το 

γενικευµένο πυθαγόρειο θεώρηµα οξείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε γ2=α2+β2-

2αΓ∆= γ2=α2+β2-αβ, που είναι και η ζητούµενη σχέση. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 90A ο
Λ

= ) δίνονται µα=λ , β=λ 3.  

Να υπολογισθούν οι γωνίες ,
Λ Λ

Β Γ καθώς και το ύψος υα συναρτήσει 
του λ. 
 
 
ΛΥΣΗ   
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Από γνωστό θεώρηµα ισχύει ότι ΒΓ=2µα=2λ. Από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε ότι 

ΑΒ2=(2λ)2-(λ 3 )2=λ2 , άρα ΑΒ=λ= ,
2

ΒΓ
 άρα 30o

Λ

Γ = και 60 .oB
Λ

=  

Επίσης από τον τύπο α

βγ
υ

α
=  παίρνουµε  

3 3
.

2 2α

βγ λ λ λ
υ

α λ
⋅

= = =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει α=3γ και 
5

2γ

γ
µ = , να δείξετε ότι  

α) β=2γ     β) 90o
Λ

Α >   γ) 2 , .
2β α

γ
µ γ µ= =  

 
    ΛΥΣΗ 

 
α) Έχουµε  

( )22 2 22 2 2 2 2 2 2
2 2. 3 22 2 5 25 18 2

4 2 4 4 4γ

γ β γα β γ γ γ γ β γ
µ

+ −+ − + − = ⇔ = ⇔ = ⇔ 
 

 

2 22 8 2 .β γ β γ⇔ = ⇔ =  
 

β) Είναι α>β>γ και α2=9γ2 , β2+γ2=(2γ)2+γ2 � β2+γ2=5γ2 , άρα α2>β2+γ2 � 90o
Λ

Α > . 
 

γ) Έχουµε  
2 2 2

2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
= =

2 2 2
2 218 2 4

4 2
4 β β

γ γ γ
µ γ µ γ

+ −
⇔ = ⇔ =  

 

και 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 8 2 9

4 4 4α

β γ α γ γ γ γ
µ

+ − + −
= = = ⇔ .

2α

γ
µ =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε A
Λ

=120ο. ∆είξτε ότι µα
2=

2 2
.

4

α βγ−
 

    ΛΥΣΗ 

 

Εφαρµόζουµε το νόµο συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ  

και έχουµε   α2=β2+γ2-2βγσυν120ο  => 

α2=β2+γ2-2βγ(
1

2
− ) =>α2=β2+γ2+βγ => β2+γ2=α2-βγ (1).  

Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων και τον τύπο 
2 2 2

2 2 2

4α

β γ α
µ

+ −
=  έχουµε τώρα: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1)
2 2 2 2( ) 2( ) 2 2

4 4 4 4

a a
α

β γ α β γ α βγ α βγ α
µ

+ − + − − − − −
= = = = =

2 2
.

4

α βγ−
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11 

Από ένα σηµείο Α εκτός κύκλου (Ο,ρ) φέρνουµε το εφαπτόµενο τµήµα ΑΒ. Αν Ν είναι το 
µέσο του ΑΒ, να δείξετε ότι  4ΟΝ2=ΟΑ2+3ρ2. 
 
ΛΥΣΗ 
 

Ισχύει 90
Λ

ΟΑΒΟ = , διότι ΑΒ εφαπτοµένη και ΟΒ ακτίνα. 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουµε 

ΑΒ2+ΒΟ2=ΑΟ2 =>4ΒΝ2+ρ2=ΟΑ2 (1) 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΝΒΟ έχουµε 

ΝΒ2+ρ2=ΝΟ2 , οπότε λόγω της σχέσης (1) έχουµε 

2 2
2 2

4

ρ
ρ

ΟΑ −
+ = ΟΝ  => ΟΑ2-ρ2+4ρ2=4ΟΝ2 =>  

4ΟΝ2=ΟΑ2+3ρ2, που είναι και η ζητούµενη σχέση. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12 

 

Έστω ΑΒΓ∆ κυρτό εγγράψιµο τετράπλευρο ώστε η διαγώνιος ΑΓ τέµνει τη διαγώνιο Β∆ 
στο µέσον. ∆είξτε ότι ΑΒ2+Α∆2+ΒΓ2+Γ∆2=2ΑΓ2. 
 
ΛΥΣΗ 
 
Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒ∆ έχουµε: 

α2+δ2=2ΑΜ2+
2

2

Β∆
 (1). 

Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΒΓ∆ έχουµε: 

β2+γ2=2ΓΜ2+
2

2

Β∆
 (2). 

Προσθέτοντας τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουµε: α2+δ2+β2+γ2=2(ΑΜ2+ ΓΜ2)+ 
2

2

Β∆
+

2

2

Β∆
=> 

α2+β2+γ2+δ2=2(ΑΜ2+ ΓΜ2)+ Β∆2 (3). 

Όµως ΑΓ2=(ΑΜ+ΜΓ)2=ΑΜ2+ΜΓ2+2ΑΜ.ΜΓ

έ
ύ

τ µνουσες
κ κλου

=====  ΑΜ2+ΜΓ2+2ΜΒ.Μ∆= 

ΑΜ2+ΜΓ2+2
2

Β∆
.

2

Β∆
= ΑΜ2+ΜΓ2+

2

2

Β∆
 => ΑΜ2+ΜΓ2= ΑΓ2-

2

2

Β∆
. 

Οπότε από τη σχέση (3) έχουµε   α2+β2+γ2+δ2=2(ΑΓ2-
2

2

Β∆
)+ Β∆2 =2ΑΓ2-Β∆2+ 

Β∆2=2ΑΓ2. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13 

 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία ∆,Ε,Ζ 
 που χωρίζουν τη βάση του σε 4 ίσα τµήµατα  
Β∆=∆Ε=ΕΖ=ΖΓ. Να αποδείξετε ότι  

ΑΒ2+ΑΓ2=Α∆2+ΑΖ2+
23

.
8

ΒΓ
 

 

    ΛΥΣΗ   

Ισχύει Β∆=∆Ε=ΕΖ=ΖΓ= ,
4

a
 όπου α=ΒΓ. 

Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε: ΑΒ2+ΑΓ2=2ΑΕ2+
2

.
2

a
(1). 

Αρκεί λοιπόν να βρούµε το ΑΕ. Εφαρµόζουµε πάλι το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο 
Α∆Ζ: 

Α∆2+ΑΖ2=2ΑΕ2+

2

2
2

a 
 
   � Α∆2+ΑΖ2=2ΑΕ2+

2

8

a
 � ΑΕ2=

2
2 2Α∆

8 ,
2

α
+ ΑΖ −

άρα η σχέση 

(1) γίνεται ΑΒ2+ΑΓ2= Α∆2+ΑΖ2-
2 2

8 2

a a
+ = Α∆2+ΑΖ2+

23
.

8

a
 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε β=3,α=8 και 
Λ

Γ =60ο. Να υπολογίσετε την πλευρά ΑΒ                               
και τη διάµεσο ΑΜ. 
 

     ΛΥΣΗ   
 

Από το νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε: 

γ2=α2+β2-2αβσυνΓ => γ2=64+9-2.24.
1

2
 => γ2=49                           

=> γ=7. Άρα ΑΒ=7. 

Για τη διάµεσο ΑΜ  έχουµε (από γνωστό τύπο της θεωρίας) 

ΑΜ2=
2 2 2

2 2 2 2.9 2.49 64
13 13.

4 4
AMα

β γ α
µ

+ − + −
= = = = ⇒ =  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15 

 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε γ=4 , α=3 εγγεγραµµένο 
σε κύκλο (Ο,ρ) και έστω Β∆ ύψος του και  
ΒΜ διάµεσός του. Έστω επίσης Ε το σηµείο  

τοµής της διαµέσου ΒΜ µε τον κύκλο. Αν Μ∆=
7

8
, να βρεθούν  

α) η πλευρά ΑΓ   
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β) το µήκος ΜΕ. 
 

    ΛΥΣΗ 
 
α) Εφαρµόζουµε το 2ο θεώρηµα διαµέσων  και έχουµε  ΑΒ2-ΒΓ2=2ΑΓ.Μ∆  => 

2 2

4.
2

ΑΒ −ΒΓ
ΑΓ = ⇒ ΑΓ =

Μ∆
 

β) Από τέµνουσες κύκλου έχουµε ΒΜ.ΜΕ=ΜΑ.ΜΓ � ΜΕ=
. 4ΜΑΜΓ

=
ΒΜ ΒΜ

 (1). 

Ακόµα από τον γενικό τύπο 
2 2 2

2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
=  έχουµε 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2.4 2.3 4 34

4 4 2

ΑΒ + ΒΓ −ΑΓ + −
ΒΜ = = =  (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι  ΜΕ=
4.2 8 34

.
3434

=  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 16 

 

Να αποδείξετε ότι σε οποιοδήποτε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ και διάµεσο µα ισχύει η 
σχέση 

2
2 .

4 α

α
µ βγ> −  

 
     ΛΥΣΗ 

 

Η σχέση 
2

2

4 α

α
µ βγ> −  γράφεται 

2 2 2 22 2

4 4

α β γ α
βγ

+ −
> −  ή α2>2β2+2γ2-α2-4βγ ή 

2α2>2β2+2γ2-4βγ �α2>β2+γ2-2βγ � α2>(β-γ)2  � α>|β-γ| , το οποίο ισχύει                  

(τριγωνική ανισότητα). 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 17 

 

∆ίνεται ένα ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Για κάθε σηµείο Ο εντός αυτού να αποδείξετε ότι 
ΟΑ2+ΟΓ2=ΟΒ2+Ο∆2 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Φέρνουµε τις διαγώνιες ΑΓ και Β∆ και έστω Κ το σηµείο τοµής τους.  
Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων έχουµε 

ΟΑ2+ΟΓ2=2ΟΚ2+
2

2

ΑΓ
  και  

ΟΒ2+Ο∆2=2ΟΚ2+
2

2

B∆
. Αν λάβουµε υπόψη ότι ΑΓ=Β∆ τότε τα  

δεύτερα µέλη των παραπάνω ισοτήτων είναι ίσα, άρα και τα πρώτα, δηλαδή 
ΟΑ2+ΟΓ2=ΟΒ2+Ο∆2. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 18 

 
Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να δείξετε ότι  α = βσυνΓ + γσυνΒ. (1) 
 

    ΛΥΣΗ 
 

βσυνΓ + γσυνΒ =β
αγ

βγα
γ

αβ
γβ

22

222222 −+
+

−+a =
α

βγα
α

γβ
22

222222 −+
+

−+a
=

22
.

2

a
a

a
=  

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 19 

Έστω ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α. Να υπολογίσετε την απόσταση της κορυφής 
Β από το µέσο της διαµέσου ΑΜ.  
 

     ΛΥΣΗ 
 
Έστω Ν το µέσο της διαµέσου ΑΜ. Αναζητούµε το µήκος ΒΝ. Όπως 
γνωρίζουµε στα ισόπλευρα τρίγωνα η διάµεσος είναι και ύψος, οπότε 

θα ισχύει 90
Λ

ΟΒΜΝ = . Έτσι, µε εφαρµογή του Πυθαγορείου 
θεωρήµατος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΜΝ παίρνουµε 
ΒΝ2=ΒΜ2+ΜΝ2  (1) 

Όµως , ΒΜ2=
2 2 2

.
2 2 4

α αΒΓ   = =   
   

 

Επίσης, µε εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος στο ορθογώνιο 
τρίγωνο ΑΜΓ έχουµε: 

2 2 2
2 2 2 2 21 1 1 3

( ) [ ] .
2 4 4 4 2 16

a a
MN a

ΑΜ   = = ΑΜ = ΑΓ −ΜΓ = − =   
   

 

Έτσι η σχέση (1) γίνεται 

ΒΝ2=
2 2 23 7

,
4 16 16

a a a
+ = άρα  ΒΝ=

7
.

4

a
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 20 

∆είξτε ότι το άθροισµα των τετραγώνων των πλευρών ενός παραλληλογράµµου ισούται µε 
το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων του. 
 
ΛΥΣΗ 
 
Έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων  
του παραλληλογράµµου. Από το 1ο θεώρηµα  
διαµέσων στα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒ∆ έχουµε αντίστοιχα: 

ΑΒ2+ΒΓ2=2ΒΟ2+
2

2

ΑΓ
, 

Α∆2+ΒΑ2=2ΑΟ2+
2

2

B∆
. 
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Με πρόσθεση κατά µέλη αυτών των σχέσεων έχουµε: ΑΒ2+ΒΓ2+ 

Α∆2+ΒΑ2=2ΒΟ2+
2

2

ΑΓ
+2ΑΟ2+

2

2

B∆
=2(ΑΟ2+ ΒΟ2)+

2 2

2

ΑΓ +Β∆
. Όµως ΑΓ=Β∆ , 

ΑΟ=
2

ΑΓ
 και ΒΟ=

2

B∆
. Άρα τελικά προκύπτει η ζητούµενη σχέση  

ΑΒ2+ΒΓ2+Α∆2+Γ∆2=ΑΓ2+Β∆2. 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 21 

 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι: β>γ � µβ<µγ 

(δηλαδή σε µεγαλύτερη πλευρά αντιστοιχεί µικρότερη διάµεσος και αντίστροφα). 

 
ΛΥΣΗ 

µβ<µγ � µβ
2<µγ

2
 �

2 2 2 2 2 2
2 22 2 2 2

3 3 ,
4 4

α γ β α β γ
γ β γ β

+ − + −
< ⇔ < ⇔ <  που είναι και 

η ζητούµενη σχέση. 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 22 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ , ΑΜ είναι διάµεσος , Α∆ ύψος µε ΑΒ=5,ΒΓ=4 3  και ΑΓ=7 
υπολογίστε τα ΑΜ,Μ∆,Α∆. 
 

    ΛΥΣΗ 

Είναι από τη θεωρία  µα
2=ΑΜ2= 25

4

22 222

=
−+ αγβ

. Άρα ΑΜ=5. Από το 2ο θεώρηµα 

διαµέσων έχουµε β2-γ2=2αΜ∆ => M∆= 3 . Τέλος από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο 

τρίγωνο Α∆Μ έχουµε .2222 =∆Μ−ΑΜ=Α∆  
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 23 

Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε βάσεις ΑΒ και Γ∆ είναι 90 , 90A B
Λ Λ

Ο Ο< < . Να αποδείξετε ότι 

ΑΓ2+Β∆2=Α∆2+ΒΓ2+2ΑΒ.Γ∆ 

    ΛΥΣΗ 

Έστω Ε και Ζ οι προβολές των σηµείων ∆ και Γ  

στην πλευρά  ΑΒ αντίστοιχα. 

Από το θεώρηµα οξείας γωνίας στο  

τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε   ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2-2ΑΒ.ΒΖ 

Από το θεώρηµα οξείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΒ∆ έχουµε 

Β∆2=Α∆2+ΑΒ2-2ΑΒ.ΑΕ 
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Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε 

ΑΓ2+ Β∆2=2 ΑΒ2 +ΒΓ2+ Α∆2-2ΑΒ.ΒΖ-2ΑΒ.ΑΕ= ΒΓ2+ Α∆2+2 ΑΒ(ΑΒ-ΖΒ-ΑΕ)= ΒΓ2+ 

Α∆2+2ΑΒ.ΕΖ= ΒΓ2+ Α∆2+2ΑΒ.Γ∆ 

Παρατήρηση: το ίδιο συµπέρασµα µε παρόµοια απόδειξη ισχύει και στην περίπτωση που 

90A
Λ

Ο>  ή , 90 .B
Λ

Ο>  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 24 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε α=8,β=6 και γ=5. 
Α) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο 
Β) να υπολογίσετε τις προβολές της πλευράς ΑΒ στις πλευρές ΑΓ και ΒΓ. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Α) Συγκρίνουµε το τετράγωνο της µεγαλύτερης πλευράς µε το άθροισµα των τετραγώνων 
των δύο άλλων πλευρών και έχουµε  

α2=64 και β2+γ2=61<64 , άρα 90A
Λ

Ο>  οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αµβλυγώνιο 
 
Β) Αναζητούµε τα µήκη Α∆ και ΒΕ. 
Από το θεώρηµα αµβλείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε 
ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2+2ΑΓ.Α∆, 

δηλαδή  α2=γ2+β2+2βΑ∆  => 64=25+36+12Α∆ => Α∆=
1

4
. 

Από το θεώρηµα οξείας γωνίας στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε 
 
ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2-2ΒΓ.ΒΕ => β2=γ2+α2-2αΒΕ  => 

 36=25+64-16ΒΕ => ΒΕ=
53

.
16

 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 25 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν ο κύκλος διαµέτρου ΒΓ τέµνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σηµεία 
∆,Ε αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  α2=β.ΓΕ+γ.Β∆ 
 
ΛΥΣΗ 
 
Από το διπλανό σχήµα προκύπτει ότι   

β.ΓΕ+γ.Β∆=β(β-ΑΕ)+γ(γ-Α∆)=(β2+γ2)-( β.ΑΕ+γ.Α∆) (1). 

Όµως   β.ΑΕ=γ.Α∆= 2 2
( ) ,c AO RΑ∆ = − όπου Ο το µέσο του ΒΓ. 

Επίσης από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε 

β2+γ2=2ΑΟ2+
2

2

BΓ
=2ΑΟ2+2R2. Άρα η σχέση (1) γίνεται  

β.ΓΕ+γ.Β∆=2ΑΟ2+2R2-2(ΑΟ2- R2)=4 R2=(2R)2=α2. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 26 

∆ύο χορδές ΑΒ,Γ∆ ενός κύκλου τέµνονται στο σηµείο Μ και ισχύει ΜΑ+ΜΓ=ΜΒ+Μ∆.       

Να αποδείξετε ότι  ΑΒ=Γ∆. 

 

ΛΥΣΗ 

Έστω ΜΑ=χ, ΜΒ=z , ΜΓ=ψ και Μ∆=ω. 

Τότε από το σχήµα προκύπτει ότι 

χ+ψ=ω+z  και  ψω=χz (από τέµνουσες κύκλου). 

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση χ+ψ=ω+z µε z και παίρνουµε 

xz+ψz=ωz+z2 => ψω+ψz=ωz+z2 => ψ(ω+z)=z(ω+z) => ψ=z και άρα χ=ω. Οπότε τελικά 

ΑΒ=χ+z=ω+ψ=Γ∆. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 27 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε γ=4 , α=3 εγγεγραµµένο 
σε κύκλο (Ο,ρ) και έστω Β∆ ύψος του και  
ΒΜ διάµεσός του. Έστω επίσης Ε το σηµείο  

τοµής της διαµέσου ΒΜ µε τον κύκλο. ΑΝ Μ∆=
7

8
, να βρεθούν  

α) η πλευρά ΑΓ  β) το µήκος ΜΕ. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
α) Εφαρµόζουµε το 2ο θεώρηµα διαµέσων  και έχουµε  ΑΒ2-ΒΓ2=2ΑΓ.Μ∆  => 

2 2

4.
2

ΑΒ −ΒΓ
ΑΓ = ⇒ ΑΓ =

Μ∆
 

β) Από τέµνουσες κύκλου έχουµε ΒΜ.ΜΕ=ΜΑ.ΜΓ � ΜΕ=
. 4ΜΑΜΓ

=
ΒΜ ΒΜ

 (1). 

Ακόµα από τον γενικό τύπο 
2 2 2

2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
=  έχουµε 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2.4 2.3 4 34

4 4 2

ΑΒ + ΒΓ −ΑΓ + −
ΒΜ = = =  (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι  ΜΕ=
4.2 8 34

.
3434

=  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 28 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ, υα είναι το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά α και  τ  η ηµιπερίµετρος 

του. Αποδείξτε ότι  ( ).αυ τ τ α≤ −  
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ΛΥΣΗ 
 

Γνωρίζουµε από τη γενική θεωρία ότι 
2

( )( )( ).αυ τ τ α τ β τ γ
α

= − − −   

Άρα, 2
2

4
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

a
α αυ τ τ α υ τ τ α τ τ α τ β τ γ τ τ α≤ − ⇔ ≤ − ⇔ − − − ≤ − ⇔  

2 2 2 2 24( )( ) 4 4 ( ) 4 ( ) 2( )( ) 4τ β τ γ α τ τ β γ βγ α α β γ α β γ β γ βγ α− − ≤ ⇔ − + + ≤ ⇔ + + − + + + + ≤
Εκτελούµε τις πράξεις και εύκολα καταλήγουµε στο:  β2-2βγ+γ2 0≥

�(β-γ)2 0≥  , το οποίο 
ισχύει! 
 
Παρατήρηση 1: το ΄΄=΄΄ ισχύει αν και µόνον αν β=γ, δηλ. το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές 

Παρατήρηση 2: Παρόµοια µπορούµε να αποδείξουµε ότι ( ),βυ τ τ β≤ − ( ).γυ τ τ γ≤ −  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 29 

∆ίνεται ρόµβος ΑΒΓ∆ µε 60
Λ

Ο∆ =  και τυχαίο σηµείο Μ εκτός του ρόµβου. Να αποδείξετε 
ότι  
ΜΒ2+Μ∆2=ΜΑ2+ΜΓ2+ΑΓ2. 
 
ΛΥΣΗ 
 
Έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του ρόµβου.  
Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στα τρίγωνα Μ∆Β και ΜΑΓ έχουµε 

 αντίστοιχα: ΜΒ2+Μ∆2=2ΜΟ2+
2

2

B∆
 , ΜΑ2+ΜΓ2=2ΜΟ2+

2

2

AΓ
. 

 Άρα αρκεί να δείξουµε ότι: 

2ΜΟ2+
2

2

B∆
=2ΜΟ2+

2

2

AΓ
+ ΑΓ2 � 

2

2

B∆
=

2

2

AΓ
+ ΑΓ2  

�

2

2

B∆
=

23

2

AΓ
 � 3.Β∆ = ΑΓ  � 

3.

2 2

B∆ ΑΓ
= � 3.O O∆ = Γ . Το τελευταίο όµως προκύπτει από το ορθογώνιο τρίγωνο 

ΟΓ∆ στο οποίο ισχύει ότι: εφ30ο= ,
ΟΓ
Ο∆

δηλαδή 
1

.
3

ΟΓ
=

Ο∆
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 30 
 
Σε τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε επί της πλευράς ΒΓ σηµεία ∆,Ε τέτοια, ώστε να ισχύει 
Β∆=∆Ε=ΕΓ. Αποδείξτε ότι  3γ2+6β2=9ΑΕ2+2α2.  
 

    ΛΥΣΗ 

Προφανώς ισχύει  Β∆=∆Ε=ΕΓ= .
3

α
 Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στα τρίγωνα ΑΒΕ και 

ΑΓ∆ έχουµε 
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αντίστοιχα: γ2+ΑΕ2=2Α∆2+
2

2

ΒΕ
 ,  δηλαδή γ2+ΑΕ2=2Α∆2+

2
2
3
2

a 
 
   => 

γ2+ΑΕ2=2Α∆2+
22

9

a
(1)   

και  Α∆2+β2=2ΑΕ2+
2

2

Γ∆
 δηλαδή Α∆2+β2=2ΑΕ2+

22

9

a
(2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 

γ2+ΑΕ2=2(2ΑΕ2+
22

9

a
-β2)+ 

22

9

a
 � γ2+ΑΕ2=4ΑΕ2+

24

9

a
-2β2+

22

9

a
 � 

3γ2+6β2=9ΑΕ2+2α2, που είναι και η ζητούµενη σχέση. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 31 

 

Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έστω Α∆ το ύψος και Η 

το ορθόκεντρο του ώστε Α∆.ΑΗ=
2

2

a
. 

∆είξτε ότι      α) 2α2=β2+γ2           β) µα
2=

23
.

4

a
 

 
    ΛΥΣΗ 

 
α) Το τετράπλευρο Η∆ΓΕ είναι εγγράψιµο σε κύκλο (γιατί?) , άρα ΑΗ.Α∆=ΑΕ.ΑΓ 

=>
2

2

a
=ΑΕ.β => ΑΕ=

2

(1)
2

α
β

. Από το γενικευµένο πυθαγόρειο θεώρηµα οξείας γωνίας στο 

τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε: α2=β2+γ2-2βΑΕ => ΑΕ=
2 2 2

(2)
2

β γ α
β

+ −
. 

Στις σχέσεις (1),(2) τα πρώτα µέλη είναι ίσα άρα και τα δεύτερα, οπότε 
2

2

α
β

=
2 2 2

2 2 22 .
2

a
β γ α

β γ
β

+ −
⇒ = +   

β) Από το 1ο θεώρηµα διαµέσων και τον τύπο 
2 2 2

2 2 2

4α

β γ α
µ

+ −
=  έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2( ) 2.2 3

.
4 4 4 4

a a a
α

β γ α β γ α
µ

+ − + − −
= = = =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 32 
 
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο (O,R)  

µε  ΑΒ=γ , ΑΓ=β , ΒΓ=α , β2=α2+γ2+αγ  (1) και 30 .ο
Λ

Γ =  
Αν η εφαπτοµένη του κύκλου στο Α τέµνει  
τη ΒΓ στο ∆ να δείξετε ότι: 

α) 120 ,B ο
Λ

=    β) 90 ,
Λ

ΟΑ∆Β =   γ) 3 2 .β α γ= +  
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   ΛΥΣΗ 
 

α) Από τη σχέση (1) � β2=α2+γ2+αγ> α2+γ2  
�

 β2>α2+γ2 άρα 90 .B ο
Λ

>  
Εφαρµόζουµε το νόµο συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ και παίρνουµε 

συνΒ=
2 2 2 (1) 1

2 2 2

α γ β αγ
αγ αγ

+ − − −
== =  και επειδή 0ο< B

Λ

<180ο προκύπτει ότι 120 .B ο
Λ

=  

β) Η Α∆ είναι εφαπτοµένη οπότε 
Λ Λ

∆ΑΒ = Γ (γωνία χορδής και εφαπτοµένης), άρα 

30 .o
Λ

∆ΑΒ =  Ακόµα η γωνία 
Λ

ΑΒΓ  είναι εξωτερική του τριγώνου Α∆Β, άρα 

120 30 90 .ο ο ο
Λ Λ Λ Λ Λ

ΑΒΓ = ∆ΑΒ+ Α∆Β ⇒ = + Α∆Β ⇒ Α∆Β =  
 

γ) Το τρίγωνο Α∆Γ είναι ορθογώνιο µε 30ο
Λ

Γ =  οπότε (από γνωστό θεώρηµα) Α∆= .
2

β
 

Ακόµα το τρίγωνο Β∆Α είναι ορθογώνιο µε 30 o
Λ

∆ΑΒ =  οπότε  ∆Β= .
2

γ
 

Εφαρµόζουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα  στο τρίγωνο Α∆Γ και παίρνουµε: 
Α∆2+∆Γ2=ΑΓ2  

� 
2 2 2 2

2 3 3
2 3 .

2 2 2 4 2 2

β γ γ β γ β
α β α α γ α β     + + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + =     

     
 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 33 
 
Θεωρούµε δύο οµόκεντρους κύκλους  (Ο,ρ) , (Ο,r) µε  r<ρ. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία 
του κύκλου (Ο,r) έχουν την ίδια δύναµη ως προς τον κύκλο (Ο,ρ). 
 
ΛΥΣΗ 
 
Θεωρούµε δύο τυχαία σηµεία Α,Β του κύκλου (Ο,r).  

Αρκεί να δείξουµε ότι ( , ) ( , ) ,ρ ρ
Α Β

Ο Ο∆ = ∆                     

όπου (υπενθύµιση)  µε ( , )ρ
Α

Ο∆  συµβολίζουµε την παράσταση ΑΟ2-ρ2. 

Έχουµε λοιπόν, ( , )ρ
Α

Ο∆ = ΑΟ2-ρ2=r 2 –ρ2και ( , )ρ
Β

Ο∆ = ΒΟ2-ρ2= r 2 –ρ2. 

Τα 2α µέλη στις δύο τελευταίες σχέσεις είναι ίσα, άρα και τα πρώτα. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 34 

 

∆ίνεται κύκλος (O,α) και διάµετρος ΑΒ αυτού. 
Γράφουµε τον κύκλο (Α,ΑΒ) , προεκτείνουµε την ΑΒ  
κατά τµήµα ΒΓ=ΒΑ και φέρνουµε εφαπτοµένη Γ∆ 
του κύκλου (Ο,α) η οποία τέµνει τον (Α,ΑΒ) στα  
σηµεία Ε και Ζ. Αποδείξτε ότι  3Γ∆2=3ΓΕ.ΓΖ 
 
ΛΥΣΗ 
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Ισχύει (από τέµνουσες κύκλου) ότι  ΓΕ.ΓΖ=ΓΑ2-ΑΒ2=(4α)2-(2α)2=12α2 , συνεπώς  

2ΓΕ.ΓΖ=24α2 (1). Επίσης Γ∆2=ΓΒ.ΓΑ  (διότι Γ∆ εφαπτοµένη του κύκλου (Ο,α)) άρα 

Γ∆2=2α.4α=8α2=> 3Γ∆2=24α2  (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι  3Γ∆2=3ΓΕ.ΓΖ. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 35 

 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ και διάµεσο ΑΜ=µα  

ισχύει  µα=
2

2

γ
 και γ= .

3

β
 Να αποδείξετε ότι  

α) α=β 2     
β) η πλευρά ΑΓ εφάπτεται του περιγεγραµµένου κύκλου  
του τριγώνου ΑΜΒ στο σηµείο Α 

γ) αν ∆Μ η προβολή της ΑΜ στη ΒΓ=α τότε ∆Μ=
2

.
9

α
 

 
   ΛΥΣΗ 

 

Έχουµε µα=
2

2

γ
 και γ= .

3

β
 

α) Χρησιµοποιούµε τον τύπο 
4

22 222
2 αγβ

µα

−+
=  και παίρνουµε ότι 

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 4 4 4

γ β γ α γ β γ α
γ β γ α α β

  + − + −
= ⇔ = ⇔ = + − ⇔ = ⇔  

 
 

� α=β 2 . 
 

β) ΑΜ διάµεσος άρα ΜΓ= .
2

α
 Από τέµνουσες κύκλου έχουµε ότι 

ΓΜ.ΓΒ= .
2

α
α=

( )2
2

2 2
2

,
2 2

βα
β= = = ΑΓ  δηλαδή ΓΜ.ΓΒ=ΓΑ2 άρα η πλευρά ΑΓ 

εφάπτεται του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΜΒ στο σηµείο Α. 
 

γ) Εφαρµόζουµε το 2ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒΓ (είναι β>γ διότι γ=
3

β
) και 

έχουµε:  
2

2 2 2 2
2 2 2

8
8 4 422 2 2 2

3 9 9 9 9

α
β β α α

β γ α β α α α

 
    − = ⋅Μ∆ ⇔ − = ⋅Μ∆ ⇔ ⋅Μ∆ = = = ⇔ ⋅Μ∆ = ⇔ 

 

� ∆Μ=
2

.
9

α
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 36 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ+ΒΓ=13, 

Λ

Β =60Ο και ακτίνα εγγεγραµµένου κύκλου ρ= 3 . 
α) Να βρείτε το µήκος της πλευράς ΑΓ 
β) Να βρείτε τις πλευρές ΑΒ,ΒΓ. 

ΛΥΣΗ 

∆ίνονται οι σχέσεις α+γ=13 , ρ= 3 , 
Λ

Β =60Ο  και ζητάµε 
τις πλευρές α,β,γ. 

Ισχύει  ΒΜ=τ-β=
13

.
2 2 2

όυπ θεσηα β γ α γ β β
β

+ + + − −
− = =====  

Επειδή 
Λ

Β =60Ο => 1 30o
Λ

Β =  (διότι η ΒΟ είναι διχοτόµος της 
Λ

Β ) 

Άρα εφ 1
3 3

3.
3

ρΛ

Β = ⇒ = ⇒ ΒΜ =
ΒΜ ΒΜ

 Έτσι 
13

3 7.
2

β
β

−
= ⇒ =  

Εφαρµόζουµε το νόµο συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ και έχουµε   β2=α2+γ2-2αγσυν60ο 

=> β2=(α+γ)2-2αγ-2αγ
1

2
 => β2=(α+γ)2-3αγ => 49=169-3αγ => αγ=40. 

Οπότε προκύπτει το σύστηµα 
13

,
40

α γ
αγ

+ = 
 

= 
 η λύση του οποίου δίνει 

8 5
.

5 8
ή

α α
γ γ

= =   
   

= =   
 

ε ρ ω τ ή σ ε ι ς… 
 

 

1)  Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αµβλυγώνιο. Ισχύει : 222 γβα +>      Σ   Λ 

2) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α. Ισχύει : 222 γαβ +<    Σ   Λ  

3) Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α, β, γ ισχύει    222 γαβ +<   τότε  το τρίγωνο                

είναι πάντοτε οξυγώνιο.     Σ   Λ  

4)    Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε °<
∧

90Α , ισχύει  222ΒΓ ΑΓ+ΑΒ<       Σ   Λ 

5) Αν γ η µεγαλύτερη πλευρά τριγώνου ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ και γ2>α2+β2, τότε αυτό 

είναι αµβλυγώνιο   Σ.   Λ. 

6) Αν γνωρίζουµε τις τρεις πλευρές ενός τριγώνου ΑΒΓ τότε συγκρίνοντας το τετράγωνο 

µιας οποιασδήποτε πλευράς του ,ε το άθροισµα των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών, 

µπορούµε να διαπιστώσουµε αν το τρίγωνο είναι οξυγώνιο, αµβλυγώνιο ή ορθογώνιο         

Σ.   Λ. 

7) Για τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ µε ύψος Α∆ ισχύει ΑΒ2=ΒΓ.Β∆    Σ.   Λ. 

8) Αν γνωρίζουµε τις διαµέσους ενός τριγώνου µπορούµε να υπολογίσουµε τις πλευρές του 

Σ.   Λ. 

9) Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α, β, γ ισχύουν ταυτόχρονα :                                   

222 γβα +<  , 222 γαβ +< ,  222 βαγ +<   τότε το τρίγωνο είναι οξυγώνιο .  Σ   Λ  
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10) Υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α, β, γ για το οποίο να ισχύουν                                   

ταυτόχρονα        222 γβα +> ,    222 γαβ +<  , 222 βαγ +>  .      Σ   Λ 

 

11)  Το τρίγωνο που έχει µήκη πλευρών 5, 7, 9 είναι οξυγώνιο              Σ   Λ 

  

12)  Αν Α∆ η προβολή της πλευράς γ πάνω στη β, τριγώνου ΑΒΓ µε πλευρές                                  

α, β, γ  και ισχύουν ταυτόχρονα : βΑ∆2γβα 222 −+=   και  βΑ∆2γβα 222 ++=                                                            

τότε το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α .               Σ   Λ 

  

13) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι : ΑΒ = 6cm,  ΑΓ = 8cm  και  BΓ = 7cm . Η ΑΜ   είναι  

διάµεσος και το Α∆ είναι ύψος. Το ∆Μ ισούται µε 2cm.          Σ    Λ 

  

14)  Στο τρίγωνο ΑΒΓ, η  αµ  είναι η διάµεσος του.  

Τότε ισχύει : 
2

α
µ2γβ

2
2
α

22 +=+      Σ   Λ 

 

15) Σε τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΜ είναι διάµεσος και το Α∆ είναι ύψος.  

Ισχύει :     
2

∆Μ
2ΑΓΑΒ

2
222 +ΑΜ=+        Σ  Λ 

 

16) Στο διπλανό σχήµα Ο είναι το κέντρο του κύκλου,  

R η ακτίνα του και  ΣΟ=δ , ΟΑ=R. 

Ισχύει:  ΣΑ.ΑΒ=δ2- R2 Σ.  Λ.  

 
 
 
 
17) Το σηµείο Ρ είναι εσωτερικό του κύκλου (Ο,R) και  

ΟΡ=δ<R. Αν µια ευθεία διέρχεται από το Ρ και τέµνει  

τον κύκλο στα σηµεία Α,Β τότε ΡΑ.ΡΒ= R2- δ2  Σ.  Λ. 

 

 
18) ∆ίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι. Σηµείο Ρ  

κινείται στον εξωτερικό κύκλο. Η δύναµη του  

σηµείου Ρ ως προς τον εσωτερικό κύκλο είναι σταθερή.    Σ.  Λ. 
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19) Στο διπλανό σχήµα είναι ΟΓ=4cm , Ο∆=3cm και ΟΒ= .
3

OA
x=  

 Η τιµή του χ είναι 2.   Σ.  Λ. 

 
 
 
20) Τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ τέµνονται  

στο Ο και είναι ΟΑ=3 cm , ΟΒ=6 cm , ΟΓ=2 cm   

και  Ο∆=8 cm. Τα σηµεία Α,Β,Γ,∆ είναι οµοκυκλικά   Σ.  Λ. 

 

21) Στο διπλανό σχήµα, αν το Α∆ είναι ύψος,  
τότε ισχύει  ΑΓ2=ΑΒ2+ΒΓ2-2Β∆.∆Γ     Σ.  Λ. 
 
 

 

22) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ=6cm , ΑΓ=8cm και ΒΓ=7cm.  
Η ΑΜ είναι διάµεσος και το Α∆ ύψος.  
Τότε το ∆Μ ισούται µε 2.    Σ.  Λ. 
 
 
 

 
 
23) Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΜ είναι διάµεσος και  

το Α∆ ύψος. Ισχύει:  ΑΒ2+ΑΓ2=2ΑΜ2+
2

.
2

∆Μ
          Σ.  Λ. 

 
 
24) Στο διπλανό σχήµα ισχύει: 
 
α.  γ2=β2+α2+αγ 

β.  γ2=β2-α2-2αΒ∆ 

γ. β2=α2+γ2+αγ   

δ.  β2=α2+γ2-αγ 

ε.   β2=γ2+Γ∆2. 

 
 
25) Στο διπλανό σχήµα είναι ΑΒ=4cm , ΒΓ=5cm ,  

το Α∆ είναι ύψος και 30 .ο
Λ

ΒΑ∆ =  Το µήκος της  
πλευράς ΑΓ ισούται µε: 
 

α.3 β. 41           γ. 10      δ. 21  ε. 20.   
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26) Στο διπλανό σχήµα είναι ΑΒ=5cm , ΑΓ=7cm , 
ΒΓ=6cm , η ΑΜ είναι διάµεσος και το Α∆ ύψος. 
Το ∆Μ  έχει µήκος: 
 
α.1 β.2          γ. 2,5     δ. 3    ε.4 
 
 
 
 
 
27) Στο διπλανό σχήµα είναι ΣΑ=2cm , ΒΣ=9cm , 
Σ∆=6cm.Για να είναι οµοκυκλικά τα σηµεία  
Α,Β,Γ,∆ το ΓΣ πρέπει να ισούται µε: 
 

α.
6

9
 β. 

6 9

2

⋅
          γ. 

6 2

2

⋅
     δ. 

15

2
    ε.3 

 
28) Στο διπλανό σχήµα, η σωστή σχέση είναι: 

Α. ΡΒΡ∆ΡΓΡΑ ⋅=⋅                                                                                                

Β. ΡΓΡ∆ΡΒΡΑ ⋅=⋅                                                       

Γ. ΡΓΓ∆ΑΒΡΑ ⋅=⋅  

∆. ΡΓΡΒΡ∆ΡΑ ⋅=⋅      

Ε. ΡΑ Γ∆ ΡΓ ΑΒ⋅ = ⋅  
 
 
29) Στο διπλανό σχήµα, η σωστή σχέση είναι : 

Α. ΡΓΓ∆ΑΒΡΑ ⋅=⋅                                                                                    .  

Β. ΡΓΡ∆ΡΒΡΑ ⋅=⋅                                                                                                  

Γ. ΡΒΡΓΡ∆ΡΑ ⋅=⋅                                 

∆. ΑΒΡΓΓ∆ΡΑ ⋅=⋅        

Ε. Γ∆ΑΒΓΡΑ ⋅=Ρ⋅  
 
 

30)  Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε 90A
Λ

Ο<  φέρνουµε τα ύψη Β∆ και ΓΕ. Από τις παρακάτω ισότητες 

 λανθασµένη είναι η: 

α.  α2=β2+γ2-2βΑ∆ 

β.  α2=β2+γ2-2γΑΕ 

 γ. α2=Β∆2+Γ∆2  

δ.  α2=β2+γ2+2βΑ∆ 

ε.   α2=ΕΒ2+ΓΕ2. 
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31) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 90A
Λ

Ο=  , β>γ , το Α∆ ύψος και η ΑΜ=µα διάµεσος. Από τις 

παρακάτω ισότητες λανθασµένη είναι η: 

α.  β2+γ2=4ΑΜ2 

β.  β2-γ2=2α∆Μ 

 γ. β2=µα
2+ΜΓ2+α∆Μ 

δ.  β2+γ2= 2µα
2+

2

2

α
 

ε.  γ2+ µα
2= 2Α∆2+

2

.
2

BM
 

 
 
32) Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει ΑΒ<ΑΓ , την ΑΜ διάµεσο και το Α∆ ύψος. Ισχύει: 
 
α.  ΑΓ2-ΑΒ2=2ΒΓ.Γ∆ 

β. ΑΒ2-ΑΓ2=2ΒΓ.∆Μ 

 γ. ΑΒ2+ΑΓ2=2ΒΓ.∆Μ 

δ.  ΑΒ2+ΑΓ2=2ΑΜ.∆Μ 

ε. κανένα από τα προηγούµενα. 
 
 

    33) Στο διπλανό σχήµα έχουµε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΓ>ΑΒ 
και ΑΜ διάµεσος, Α∆ διχοτόµος και ΑΚ ύψος. 
Να συµπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες δικαιολογώντας 
την απάντησή σας. 
 
 
Α. ΑΒ2=ΑΜ2+ΒΜ2-2ΒΜ.  . . .  
 
Β. ΚΜ2=. . .  -ΑΚ2 

 

Γ. 
...

...

Β∆
=

Γ∆
 

∆. ΑΓ2+ΑΒ2=2. . .+
2

...

ΒΓ
 

 
Ε. ΑΓ2-ΑΒ2=2ΒΓ  . . . 
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34) Σε αµβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 90A
Λ

Ο> ) φέρνουµε τα ύψη ΓΕ και Β∆. Τότε ισχύει: 
 
α.  ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2-2ΑΓ.Α∆ 

β. ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2-2∆Γ.Α∆ 

 γ. ΑΒ.ΑΕ=Α∆.ΑΓ 

δ.  
Β∆ ΓΕ

=
ΑΓ ΑΒ

 

ε. .
A

E

∆ ΓΕ
=

Α ∆Β
 

 
35) ∆ίνεται κύκλος ακτίνας ΟΑ=6cm , εφαπτόµενο τµήµα του ΡΑ=8cm και µεταβλητή 

τέµνουσα ΡΒΓ. Να βρείτε ποιο από υα παρακάτω ζεύγη δεν ταιριάζει: 

α. χ=6 και ψ=
32

3
 

β. χ=2 και ψ=32 

γ. χ=4 και ψ=16 

δ. χ=5 και ψ=12,8 

ε. χ=7 και ψ=
64

.
7

 

 
36) Οι παρακάτω σχέσεις αναφέρονται στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ   

( °=
∧

90Α ) όπου Α∆ ύψος. Λανθασµένη σχέση είναι η : 

 Α.  ∆Γ⋅Β∆=2Α∆                  Β. ∆Γ⋅Β∆=2Α∆      Γ. ∆Γ⋅Β∆=2ΑΓ                                 

∆. 222 ΑΓΑΒ ΒΓ=+                   Ε.  
∆Γ

Β∆ΑΒ
2

2

=
ΑΓ

 

37) Αν το µήκος της υποτείνουσας ορθογωνίου τριγώνου είναι  α5  , τότε τα µήκη των 

καθέτων πλευρών του είναι: 

  Α. α2α,3         Β. α22,             Γ. α2α,  ∆. α5α,           Ε. α2α,3  

 

38) Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ ισχύει α2=β2+γ2+βγ. Αν Α∆ είναι η προβολή της 

πλευράς γ=ΑΒ στην ΑΓ τότε η γωνία ΑΒ∆ είναι: 

α.45ο  β.30ο  γ.60ο  δ.75ο  ε.15ο 

 

39) Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ ισχύει α2=β2+γ2-2βΑ∆ , όπου Α∆ η προβολή της γ 

πάνω στη β. Αν έχουµε β<Α∆ τότε: 
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α.Γ<90ο  β.Γ>90ο γ. Γ=90ο δ. Α>90ο ε. Β>90ο 

 

40) Η διαγώνιος τετραγώνου είναι 4 cm. Το µήκος της πλευράς του, σε  cm, ισούται µε 

 A. 22                Β.  5               Γ. 25                ∆. 23                 Ε.  2     

                                                      

41) Το ευθύγραµµο τµήµα που είναι µέση ανάλογος των ευθυγράµµων τµηµάτων µε 

µήκη  2 cm και 4 cm έχει µήκος σε cm : 

   Α.   8        Β. 23   Γ.   6   ∆. 22        Ε.   3 

42) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( °=
∧

90Α ) όπου Α∆ ύψος ισχύει 2
ΑΒ

=
ΑΓ

 . Ο λόγος 

∆Γ
Β∆

 ισούται µε : 

    Α. 3            Β.  4                 Γ.  2               ∆.  1                    Ε.  5   

 

43) Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τα ύψη Β∆ και ΓΕ.  Από τις παρακάτω 

ισότητες, λανθασµένη είναι : 

  Α. βΑ∆2γβα 222 −+=       Β. γΑΕ2γβα 222 −+=            Γ. 222 ∆ΓΒ∆α +=      

          ∆. βΑ∆2γβα 222 ++=                 Ε. 222 ΓΒα Ε+Ε=  

44) Στο τρίγωνο ΑΒΓ  είναι °=
∧

90Α , β > γ, το Α∆ ύψος και η ΑΜ = αµ  διάµεσος .             

Από τις  παρακάτω σχέσεις, λανθασµένη είναι : 

   Α. 222 ΑΜ4γβ =+                 Β. α∆Μ2γβ 22 =−           Γ. α∆ΜΜΓµβ 22
α

2 ++=           

  ∆. 
2

α
µ2γβ

2
2
α

22 +=+              Ε. 
2

 Α∆2µγ
2

22
α

2 ΒΜ
+=+  

45) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι °=
∧

90Α  . Ισχύει : 

  Α. 2
α

22 µγβ =+   Β. 2
α

22 µ2γβ =+   Γ. 2
α

22 µ3γβ =+  

  ∆. 2
α

22 µ4γβ =+   Ε. 2
α

22 µ5γβ =+  

 

46) Το  τρίγωνο ΑΒΓ έχει ΑΒ < ΑΓ, την ΑΜ διάµεσο και το Α∆ ύψος. Ισχύει : 

      Α.  Γ∆⋅ΒΓ=ΑΒ− 2ΑΓ 22              Β. ∆Μ⋅ΒΓ=ΑΓ− 2ΑΒ 22                

               Γ. ∆Μ⋅ΒΓ=ΑΓ+ 2ΑΒ 22   ∆. ∆Μ⋅ΑΜ=ΑΓ+ 2ΑΒ 22        

               Ε.  κανένα από τα προηγούµενα 
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47) Αν α = 10cm , β = 9cm και γ = 7cm είναι τα µήκη πλευρών τριγώνου ΑΒΓ, τότε η 

προβολή Α∆ της πλευράς γ πάνω στη β  (σε cm)  είναι : 

      Α.   
3

5
               Β.  8         Γ. 9       ∆. 

2

17
           Ε. 

2

19
 . 

48) Αν Κ είναι εσωτερικό σηµείο ορθογωνίου ΑΒΓ∆ και ΚΑ=χ+2 , ΚΓ=2 3χ + ,  
ΚΒ=χ+2 , Κ∆=χ+3 , τότε το χ είναι ίσο µε: 

α.4 β.1          γ. 5     δ.
1

2
    ε.

3

2
. 

 
49) Το πρόβληµα της χρυσής τοµής είναι : 

 Α.   Η διαίρεση ευθύγραµµου τµήµατος σε µέσο και άκρο λόγο 

 Β.   Η διαίρεση ευθύγραµµου τµήµατος στο µέσο  

         Γ.   Η διαίρεση κύκλου σε δύο τόξα που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου 

 ∆.   Η διαίρεση γωνίας σε τρεις ίσες γωνίες  

 Ε.    Κανένα από τα παραπάνω. 

50) Να αντιστοιχήσετε κάθε είδος τριγώνου κάθε είδος τριγώνου που βρίσκεται στη στήλη 
(Α) µε την αντίστοιχη τριάδα αριθµών που βρίσκεται στη στήλη (Β) και µπορεί να 
αποτελεί µήκη των πλευρών του. 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
51) Στη στήλη (Α) έχουµε είδη µιας γωνίας τριγώνου ΑΒΓ και στη στήλη (Β) σχέσεις 
µεταξύ των πλευρών του. Να κάνετε την αντιστοιχία. 
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52) Στο επίπεδο του κύκλου (Ο,R)  παίρνουµε σηµείο Σ που απέχει απόσταση δ από το 
κέντρο Ο του κύκλου. Φέρνουµε από το Σ ευθεία που τέµνει τον κύκλο στα σηµεία Α και 
Β. Να αντιστοιχήσετε κάθε θέση του σηµείου Σ που περιγράφεται από τη στήλη (Α) µε την 
αντίστοιχη τιµή του γινοµένου ΣΑ.ΣΒ που βρίσκεται στη στήλη (Β). 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

53) Από κάθε σχήµα της στήλης (Α) προκύπτει µια σχέση της στήλης (Β).  
Να αντιστοιχήσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε την αντίστοιχα σχέση της στήλης (Β). 
 
 

 
 
 
54) Κάθε σχέση που βρίσκεται στη στήλη (Α) σας προσδιορίζει 
ένα από τα στοιχεία της στήλης (Β) µε βάση 
το διπλανό σχήµα. Να αντιστοιχήσετε µε 
µια γραµµή κάθε σχέση της στήλης (Α) µε το 
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αντίστοιχο στοιχείο της στήλης (Β). 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
55) Τα άγνωστα µήκη που βρίσκονται στα σχήµατα της στήλης (Α) δίνονται στη στήλη 
(Β). Να αντιστοιχήσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το αντίστοιχο µήκος της στήλης (Β) 
, όπου Α∆ διχοτόµος, ΚΗ ύψος και ΚΜ διάµεσος. 
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56) Να αντιστοιχίσετε το τµήµα x της στήλης (Α) στο µήκος του της στήλης (Β), 
δικαιολογώντας την απάντησή σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
ά λ υ τ ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς… 

 

1. Μια εφαπτοµένη ενός κύκλου (Ο , R) στο σηµείο του Α τέµνει δύο άλλες 
εφαπτόµενες ε1 και ε2 του κύκλου ,παράλληλες µεταξύ τους, στα σηµεία Β και Γ. 
Να αποδείξετε ότι ΑΒ·ΑΓ =R2. 

 

2. Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α προεκτείνουµε τη ΒΓ κατά ευθύγραµµο 
τµήµα Γ∆=α. Να υπολογιστεί το µήκος του Α∆ συναρτήσει του α. 

 

3. Υπολογίστε τις πλευρές ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ ( Ο
Λ

=Α 90 ) αν γνωρίζουµε ότι 
έχουν µήκη α=2χ+3 , β=2χ+2 και γ=χ. 

 

4. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο στο Α και το ύψος του Α∆. Αν ΑΓ=6 και ΑΒ=8 
υπολογίστε το Α∆. 

 

5. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ ορθογώνιο στο Α και το ύψος του Α∆. Αν Α∆=6 και ΒΓ=13 
υπολογίστε τα ∆Β και ∆Γ. 
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6. ∆ίνεται κύκλος (Κ,ρ) στον οποίο µια διάµετρος ΑΒ είναι παράλληλη προς µια 
χορδή  Γ∆. ∆είξτε ότι ΒΓ2+Β∆2=4ρ2. 

 

7. Αν οι µη παράλληλες πλευρές ενός τραπεζίου είναι κάθετες, να αποδείξετε ότι το 
άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων του είναι ίσο µε το άθροισµα των 
τετραγώνων των βάσεών του. 

 

8. Θεωρούµε κύκλο (Ο,ρ) και δύο διαµέτρους του ΑΒ και Γ∆. Αν Μ είναι τυχαίο 
σηµείο του κύκλου, να βρεθεί το άθροισµα ΜΑ2+ΜΒ2+ΜΓ2+Μ∆2                             
συναρτήσει του ρ. 

 

9. Σε ένα τετράγωνο πλευράς α παίρνουµε τα σηµεία Ε,Ζ πάνω στις πλευρές ΒΓ και 
Γ∆ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΒΕ=α/3 και ΓΖ=2α/9. Αποδείξτε ότι ΑΕ ⊥ ΕΖ. 

 

10. Έστω ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε Α∆=α και ΑΒ=α 2 . Από τις κορυφές ∆ και Β 
φέρνουµε κάθετες στην ΑΓ που την τέµνουν στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Αποδείξτε ότι 
ΑΕ=ΕΖ=ΖΓ. 

 

11. ∆ίνεται γωνία οψχ 45=Ο
Λ

 και σηµείο Μ εσωτερικό αυτής. Από το Μ φέρνουµε 
κάθετη στην Οχ που την τέµνει στο Α και την Οψ στο Β. ∆είξτε ότι 
ΑΒ2+ΑΜ2=ΟΜ2 

 

12. ∆ίνεται ένα τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο κέντρου Ο. Το αντιδιαµετρικό 
του σηµείου Α είναι το ∆ . Η εφαπτοµένη του κύκλου στο σηµείο ∆ τέµνει τις 
προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα . Αν ΑΒ = 4, 
ΒΕ = 8 και ΑΓ = 6, να βρεθούν :  
α)  το µήκος του ΓΖ , 
β)  η γωνία ΖΑ∆ ˆ . 

 

13. Τα µήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου ΑΒΓ∆ έχουν λόγο .2  Να αποδείξετε ότι 
οι προβολές των κορυφών Α και Γ στη διαγώνιο Β∆ διαιρούν τη διαγώνιο αυτή σε 
τρία ίσα ευθύγραµµα τµήµατα. 

 

14. Να βρείτε το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του αν οι πλευρές του 

είναι 
 α) α=3λ , β=4λ  και  γ=6λ   (λ>0) 
 β) α=λ , β=λ/2  και  γ=2λ/3   (λ>0) 
 

15. Σε ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆ θεωρούµε στο εσωτερικό του τα ηµικύκλια µε διαµέτρους 
τις πλευρές Α∆ και ΒΓ. Ένας κύκλος εφάπτεται στα δύο ηµικύκλια και στην 
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πλευρά Γ∆ .Αν η πλευρά του τετραγώνου είναι α, να υπολογίσετε την ακτίνα του 
κύκλου ως συνάρτηση του α . 

16.  Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει α2+βγ=(β+γ)2 και Α∆ είναι η προβολή της πλευράς 

γ στην πλευρά β, να βρεθεί η γωνία .∆ΒΑ
Λ

.                  
          

17. Να βρεθεί και να υπολογιστεί η µεγαλύτερη γωνία ενός τριγώνου ΑΒΓ µε β=2α και 

γ=α 7 . 
 

18. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε α=2+ ,3  β= 15  και γ=4 , να δειχθεί ότι το 

τρίγωνο είναι οξυγώνιο και να υπολογισθεί η γωνία .
Λ

Β  

 

19. Να βρείτε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ (ως προς τις γωνίες του) του οποίου οι 
πλευρές γ,β,α είναι ανάλογες προς τους αριθµούς 4,5,6 αντίστοιχα. 

 Στην συνέχεια, αν Α∆ είναι η προβολή της πλευράς γ του τριγώνου ΑΒΓ πάνω στη 
πλευρά β, να δείξετε ότι Α∆=(α+β+γ)/30. 

 

20. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει υα=2 ))((2 γτβτ −− , να αποδειχθεί ότι: 3α=β+γ. 

 

21. Σε οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) φέρνουµε το ύψος Γ∆. Να 
αποδείξετε ότι ΒΓ2=2ΑΒ.Β∆ 

 

22. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ=5. Προεκτείνουµε τη ΒΓ προς το Γ 

κατά τµήµα Γ∆=ΓΑ. Αν Α∆= 54 , να υπολογίσετε το µήκος της πλευράς ΒΓ. 
 

23. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και δύο κάθετες διάµετροι ΑΒ και Γ∆. Αν Μ είναι σηµείο 
του τόξου ΒΓ να αποδείξετε ότι 

α) Α∆2=ΒΓ2=ΜΑ2+Μ∆2- 2 ΜΑ.Μ∆=ΜΒ2+ΜΓ2+ 2 ΜΒ.ΜΓ 
β) η διαφορά ΜΑ.Μ∆-ΜΒ.ΜΓ είναι σταθερή. 

 

24. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ο120=
Λ

B , ώστε να ισχύει   β-α=α-γ=2. 
α) να βρείτε τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ 

β) δείξτε ότι η διάµεσος ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ είναι ίση µε .
2

91
 

 

25. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γβ µµ ⊥  δείξτε ότι 
2

3α
µα =  και 222 5αγβ =+  

 

26. ∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ) και δύο διάµετροι του ΑΒ,Γ∆. Έστω Μ σηµείο τέτοιο που 
ΜΑ=15 , ΜΒ=20 και ΜΓ=24. Υπολογίστε το Μ∆. 
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27. Έστω ρόµβος ΑΒΓ∆ και στην προέκταση της µεγαλύτερης διαγωνίου ΑΓ προς το 

Α παίρνουµε σηµείο Μ. ∆είξτε ότι 22 Α∆−Μ∆=ΜΓ⋅ΜΑ  
 

28. Αν σε τρίγωνο ισχύει γβ µγµβ ⋅=⋅  και 222 2αγβ ≠+   δείξτε ότι το τρίγωνο 

είναι ισοσκελές 
 

29. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ έχει ΑΒ=ΑΓ=11 και ΒΓ=10. Αν ∆ εσωτερικό σηµείο της 
βάσης ΒΓ µε Β∆=3 , να αποδειχθεί ότι Α∆=10. 

 

 

30. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει µα
2=βγ, να δείξετε ότι  α=|β-γ|. 2  

 

31. Αν σε ένα τρίγωνο ισχύει: β=4 , γ=6 και µα=4, να υπολογισθεί η προβολή της 
διαµέσου µα  πάνω στην πλευρά ΒΓ.  

 

32. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει β2 + γ2 = 
5
7

α2, να αποδείξετε ότι 222 3 αγβ µµµ =+  και 

αντίστροφα . 
 

33. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 4µβ
2=β2+2α2, να δειχτεί ότι αυτό είναι ισοσκελές.     

Το ίδιο αν ισχύει 4(µβ
2+µγ

2)=β2+5γ2. 
 

34. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
Λ

=90ο) να δείξετε ότι α2+β2+γ2=8µα
2 και 

µβ
2+µγ

2=5µα
2 

 

35. ∆ίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι (Ο,R), (Ο,ρ) µε R>ρ. Ευθεία (ε) διέρχεται από το 
κέντρο Ο και τέµνει τους κύκλους κατά σειρά στα σηµεία Α,Β,Γ,∆. Αν Μ είναι 
σηµείο του (Ο,R) και Ν σηµείο του (Ο,ρ), τότε ΝΑ2+Ν∆2=ΜΒ2+ΜΓ2. 

36. Αφού εξετάσετε αν υπάρχει τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α=5, β=4 και γ=3 να βρείτε:  

  α) το είδος της γωνίας 
Λ

Α , 
  β) το µήκος της διαµέσου ΑΜ,   
  γ) το µήκος της προβολής ∆Μ της διαµέσου ΑΜ πάνω στη ΒΓ , 
  δ) το µήκος του ύψους Α∆. 
 

37. ∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ για το οποίο ισχύει η σχέση 2µα
2-βγ=

2

2α
.                               

Να αποδείξετε ότι α2=β2+γ2-βγ και να υπολογισθεί η γωνία 
Λ

Α .  
 

38. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση β2+γ2=2α2, να αποδείξετε ότι  

(α) το τρίγωνο µε µήκη πλευρών  
α

γ

α

β

µ

µ

µ

µ
,  και 2  είναι ορθογώνιο µε 

υποτείνουσα  2 , 
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  (β) .
2

3
===

β

µ

γ

µ

α
µ γβα  

39. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ο90=Α
Λ

) φέρνουµε τη διάµεσο ΒΜ. Αν ∆ είναι το 
µέσο της ΒΜ, να δείξετε ότι ΒΓ2=4Α∆2+3ΑΜ2. 

 

40. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ,2=
γ
α

 .
7

7
=

β
γ

 

α) να υπολογίσετε τη διάµεσο ΑΜ, 
β) να βρείτε το είδος της γωνίας Β, 

γ) αν φέρουµε κάθετη ΑΕ στην πλευρά ΒΓ, δείξτε ότι ,
2

1
=

AB

BE
 

  δ) δείξτε ότι 
Λ

B =120ο. 
 

41. Αν ΑΒΓ είναι οξυγώνιο τρίγωνο, ΑΜ διάµεσος αυτού και Β∆ ύψος του, να 

αποδείξετε ότι: µα
2= Α∆⋅ΑΓ+

4

2α
 

 

42. Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο ισχύει  
2
γ

µβ = . 

  α)  να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι αµβλυγώνιο 

  β) να δείξετε ότι .4
2

1 22 αγυα −=    

 

43. Σε τρίγωνο ΑΒΓ έστω Θ το βαρύκεντρό του και .60ο=ΓΘΒ
Λ

 Να αποδειχθεί ότι 

.
4

5 222 αγβ
µµ γβ

−+
=⋅  

 
 

44. α) ∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ) και σηµείο Μ για το οποίο ισχύει 2000),( −=∆ Ο
Μ

ρ . 
Τότε το Μ είναι εκτός του κύκλου (Ο,2ρ) 
Σ.  Λ.   
β) ∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ) και σηµείο Μ για το οποίο ισχύει 2000),( =∆ Ο

Μ
ρ . 

Τότε το Μ είναι σίγουρα εντός του κύκλου (Ο,2ρ) 
Σ.  Λ.  

 

45. Θεωρούµε κύκλο (Ο,R) , το εξωτερικό του σηµείο Ρ , την τέµνουσά του ΡΑΒ και 
το εφαπτόµενο του τµήµα ΡΓ. 

α) αν 34=R  , ΟΡ=20 , ΡΑ=16 υπολογίστε το ΑΒ 
β) αν ΡΑ=4 , ΑΒ=5 υπολογίστε το ΡΓ 
γ) αν ΟΡ=45 , ΡΑ=36 , ΡΒ=50 υπολογίστε την ακτίνα R 
δ) αν ΟΡ=8 , 4=R  και ΑΒ=2ΡΑ υπολογίστε το ΡΑ 
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46. Σε κύκλο ακτίνας R=15cm παίρνουµε σηµείο Γ που απέχει από το κέντρο 10cm. 
Μια χορδή ΑΒ του κύκλου διέρχεται από το Γ και είναι  ΑΓ=3ΓΒ. Να βρεθεί το 
µήκος της χορδής ΑΒ. 

 

47. Θεωρούµε ορθή γωνία χΟψ, σηµεία Α,Β της πλευράς Οχ τέτοια, ώστε ΟΑ=2 και 
ΑΒ=10, και σηµεία Γ,∆ της πλευράς Οψ τέτοια, ώστε ΟΓ=3 και Γ∆=5. 

  α) να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΓ∆Β είναι εγγράψιµο σε κύκλο, 
  β) αν Μ είναι το µέσο του ΑΒ , Ν το µέσο του ∆Γ και Κ το κέντρο του 

περιγεγραµµένου κύκλου του ΑΓ∆Β, να υπολογίσετε τα τµήµατα ΚΜ και ΚΝ, 
  γ) να υπολογισθεί η ακτίνα του παραπάνω περιγεγραµµένου κύκλου. 
 

48. ∆ίνεται το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ=8 και έστω Μ το µέσο του. Θεωρούµε τους 
κύκλους (Κ,2) και (Λ,2) που έχουν αντίστοιχα διαµέτρους τα τµήµατα ΑΜ και ΜΒ. 

  α)    να βρείτε τη δύναµη του σηµείου Κ ως  προς τον κύκλο (Λ,2) 
  β)   αν  Ν είναι το µέσο του ενός από τα δύο ηµικύκλια διαµέτρου ΜΒ και Ρ το 

σηµείο που η ευθεία ΑΝ τέµνει τον κύκλο (Κ,2) (εκτός του Α), να αποδείξετε ότι 

ΑΡ= .
5
106

   

 

49. Ένα σηµείο Α απέχει απόσταση R/2 από το κέντρο Ο ενός κύκλου (Ο, R).                      

Μια χορδή ΒΓ του κύκλου διέρχεται από το Α και διαιρείται από το Α σε λόγο 
4
1

. 

Να βρεθεί το µήκος της χορδής αυτής. 
 
 
 

50.      Να βρεθούν τα x,y στο διπλανό σχήµα.    
 
 
 
 
 
 

51. ∆ίνεται κύκλος (Ο,ΟΑ) και µε διάµετρο την ΟΑ γράφουµε δεύτερο κύκλο. Αν από 
ένα σηµείο Β του µικρού κύκλου φέρουµε µια χορδή Γ∆ του µεγάλου κύκλου, να 
δείξετε ότι ΒΓ.Β∆=ΑΒ2. 

 

52. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R), ΑΒ διάµετρος του και τυχαίο σηµείο Γ στην προέκταση της 
ΑΒ. Φέρνουµε από το Γ εφαπτοµένη Γ∆ του κύκλου στην ηµιευθεία Γχ κάθετη 
στην ΑΓ. Η Α∆ τέµνει την Γχ στο Ε. Να αποδείξετε ότι Γ∆2+Α∆.ΑΕ=ΓΑ2 

 

53. Η προέκταση της διαµέσου ΑΜ τριγώνου ΑΒΓ τέµνει τον περιγεγραµµένο κύκλο 
του στο σηµείο ∆. Να υπολογίσετε το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ∆Μ 
συναρτήσει των πλευρών του τριγώνου. 
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54. Θεωρούµε δύο τεµνόµενους κύκλους και ένα σηµείο Α της κοινής τους χορδής ΒΓ. 
Από το Α φέρνουµε δύο ευθείες, από τις οποίες η πρώτη τέµνει τον ένα κύκλο στα 
σηµεία ∆,Ε και η δεύτερη τον άλλο κύκλο στα σηµεία Ζ,Η. Να αποδείξετε ότι τα 
σηµεία ∆,Ε,Ζ,Η είναι κορυφές εγγράψιµου σε κύκλο τετραπλεύρου. 

55. Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R) και η διχοτόµος του Α∆ τέµνει 
τον κύκλο στο σηµείο Ε. ∆είξτε ότι Α∆2=ΑΒ.ΑΓ-∆Β.∆Γ 

56. Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ δίνεται ότι ισχύει η σχέση 
2
5

⋅= αµα . 

      α) δείξτε ότι β2+γ2=3α2 
      β) αν  τα ύψη Α∆ και ΒΕ του τριγώνου ΑΒΓ τέµνονται στο σηµείο Η να δείξετε ότι  

ισχύουν οι σχέσεις  ΑΓ⋅ΑΕ=Α∆⋅ΑΗ   και   2α=Α∆⋅ΑΗ . 
 

57.  Από ένα σηµείο Α εκτός κύκλου φέρνουµε µια τέµνουσα ΑΒΓ και το   
        εφαπτόµενο τµήµα Α∆. Στην προέκταση του ΑΓ προς το Γ παίρνουµε    
        σηµείο Ε. Από το Ε φέρνουµε παράλληλη προς τη Β∆ που τέµνει την    
        προέκταση του Α∆ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι 
  α) ΑΕ⋅Α∆=ΑΖ⋅ΑΒ  
  β) τα σηµεία Ε,Ζ,∆ και Γ είναι οµοκυκλικά. 

 

58. Σε κύκλο (Ο,R) θεωρούµε µια διάµετρο ΑΒ και χορδές ΑΓ και Β∆ που τέµνονται 
στο σηµείο Μ. Αν Ε η προβολή του Μ στην ΑΒ, να αποδειχθεί ότι: 

  α) τα τετράπλευρα ΜΓΒΕ και ∆ΜΕΑ είναι εγγράψιµα σε κύκλο, 
    β) .4 2RMA =Β∆⋅ΜΒ+ΑΓ⋅  
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10o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

 
                                   
 
         Τετράγωνο 
                          α 
         
                                                 α 
  
                      Ορθογώνιο             β            
                              
                  α      
                       
    Ορθογώνιο Τρίγωνο         Β 
 
  γ 
            
 

             Α    β        Γ 
          
 Τρίγωνο            Α 
 
   

         υα 
     
  Β        α                 Γ 
  
 Παραλληλόγραµµο 
  Α Β 
     
  υα 

     
 υβ 
 ∆ Γ 
 
        

      Τραπέζιο    Α         β1       Β 
  

      
     
 ∆   Γ 
             β2     
     Ρόµβος 
    δ1   
  
         δ2 
   
  
 

 

         ΕΜΒΑ∆Α ΒΑΣΙΚΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ             

Ε = α
2

  
 

Ε = αβ 

  Ε = 2
1

βγ 

1 1 1
2 2 2

E α β γα υ β υ γ υ= ⋅ = ⋅ = ⋅  

E α βα υ β υ= ⋅ = ⋅  

( )1 2

1
2

E β β υ= + ⋅  

1 2

1
2

E δ δ= ⋅   
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Το εµβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράµµου 

µε πλευρές α και β είναι Ε =αβ 

 
 

απόδειξη 

 
 Α Β Ε 
Το ΑΙΗΕ είναι τετράγωνο και ΑΕ // ΙΗ και ΑΙ // ΕΗ. 
Επίσης ΑΒΓ∆ = ΓΘΗΖ επειδή  Γ∆ = ΓΘ = α , ΒΓ = ΓΖ = β ∆ Γ Ζ     
Ισχύει  (ΑΙΗΕ) = (ΑΒΓ∆) + (ΒΓΖΕ) + (ΓΘΗΖ) + (Γ∆ΙΘ)  
ή ισοδύναµα  (α + β) 2 =2(ΑΒΓ∆) + β 2 + α 2  
δηλαδή (ΑΒΓ∆) = αβ// Ι Θ Η  
  
 
 

 

 
Το εµβαδόν παραλληλογράµµου µε βάση β 

και αντίστοιχο ύψος υ είναι Ε =βυ 

 
 

απόδειξη 
 Α  β Β 
                          
Τα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Ζ και ΒΓΗ είναι ίσα (γιατί;)άρα  
(Α∆Ζ) = (ΒΗΓ). Θα έχουµε (ΑΒΓ∆) = (ΑΒΗΖ)  υ 
Όµως (ΑΒΗΖ) = βυ άρα (ΑΒΓ∆) = βυ.// 
 ∆ Ζ Γ    Η 
  
 

Αν α η πλευρά ενός τριγώνου και υ το 

αντίστοιχο ύψος , τότε το εµβαδόν του 

ισούται µε Ε = 
2
1

αυ 

  
απόδειξη 

 

Από τις κορυφές Α και Γ φέρουµε τις παράλληλες    Α       ∆   
προς τις ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα οι οποίες τέµνονται  
στο ∆ Το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο και ΑΒΓ = Α∆Γ  
Επειδή (ΑΒΓ∆) = (ΑΒΓ) + (Α∆Γ) έχουµε (ΑΒΓ∆) = 2(ΑΒΓ)        
 ή αυ = 2(ΑΒΓ)  ή Ε = 

2

1 αυ  //         Β   Ε α Ζ 
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Το εµβαδόν τετραπλεύρου µε διαγώνιες κάθετες 

ισούται µε το ηµιγινόµενο των διαγωνίων του. 

  

 
απόδειξη 

 

 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ του οποίου οι διαγώνιες Α    
τέµνονται κάθετα στο σηµείο Ο. Στα τρίγωνα ΑΒΓ και 
 

ΑΓ∆ ισχύει (ΑΒΓ∆)  =  (ΑΒΓ) + (ΑΓ∆)  = ∆  ο Β 
             

      Γ 

 
22
∆Ο⋅ΑΓ

+
ΒΟ⋅ΑΓ

= ΑΓ
22

)( Β∆⋅ΑΓ
=

∆Ο+ΒΟ
//     

 
 
 

 
Το εµβαδόν ενός τραπεζίου µε βάσεις Β, β και ύψους υ 

 

ισούται µε Ε =(Β +β)
2
υ

 

 
 

απόδειξη 

 

 

Έστω ∆ΕΖΗ  τραπέζιο . Προεκτείνουµε το ∆Ε κατά  
 ΕΚ = ΖΗ και ΗΖ κατά ΖΛ = ∆Ε .  ∆Ε + ΕΚ = ΗΖ + ΖΛ 
 δηλαδή ∆Κ = ΗΛ.Το ∆ΚΛΗ είναι παραλληλόγραµµο ∆ Ε Κ   
 και τα τραπέζια ∆ΕΖΗ και ΕΚΛΖ είναι ίσα .  
 Άρα (∆ΚΛΗ) = (∆ΕΖΗ) + (ΕΚΛΖ) = 2(∆ΕΖΗ) 
 Αλλά  (∆ΕΖΗ) = (Β + β )υ και εποµένως     Η   Ζ Λ   

  (∆ΕΖΗ)  = (Β +β)
2
υ

//   
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Το εµβαδό ενός τριγώνου ισούται µε Ε= ,))()(( γτβταττ −−−  

 
όπου τ είναι η ηµιπερίµετρος του τριγώνου και α,β,γ οι πλευρές αυτού. 

 
 

απόδειξη 

Προκύπτει άµεσα από τον τύπο Ε= αυα ⋅
2
1

 και τον γνωστό (από το γενικευµένο 

πυθαγόρειο θεώρηµα) τύπο του ύψους  υα= ))()((
2

γτβταττ −−−
a

.// 

 
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ισούται µε Ε = τρ, 

όπου τ είναι η ηµιπερίµετρος και ρ η ακτίνα 

του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 

 

 
απόδειξη 

 Α 
Ισχύει από το σχήµα: 
(ΑΒΓ) = (ΑΟΒ) + (ΒΟΓ) + (ΓΟΑ) = 

= ΑΒ
2
ρ

+ ΒΓ
2
ρ

 + ΑΓ
2
ρ

= Ο  

= ( ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ ) 
2
ρ

⋅ = τρ.// Β   Γ  

 
 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου ισούται µε Ε =
R4

αβγ
 

όπου α , β , γ οι πλευρές του και R η ακτίνα 

του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου 

 
 

απόδειξη 

 

 

 

Φέρνουµε την διάµετρο ΑΕ του κύκλου, τα τρίγωνα  Α   
ΑΒ∆ και ΑΕ∆ είναι όµοια γιατί Β ∆̂ Α = Α Γ̂ Ε = 90 
Και EB ˆˆ = επειδή βαίνουν στο τόξο ΑΓ Ο   

΄Άρα 
RR 22

βγ
υ

γ
β
υ

=⇔=⇔
ΑΕ
ΑΒ

=
ΑΓ
Α∆

άρα Ε = 
R

a
22

1 βγ
// Β     ∆     Ε   Γ 

      ΑΛΛΟΙ ΤΥΠΟΙ  ΓΙΑ ΤΟ ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ                                                    
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Για το εµβαδόν Ε ενός τριγώνου ισχύουν οι σχέσεις 

Ε = 
2
1

αβηµΓ = 
2
1

αγηµΒ = 
2
1

βγηµΑ 

 

απόδειξη 

 
 Α 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε το ύψος Α∆ = υ 

Ισχύει ηµΓ = 
β
υ

=
ΑΓ
Α∆

  άρα υ = βηµΓ . υ  

Επειδή Ε =
2

αυ
 προκύπτει ότι Ε = 

2
1

αβηµΓ 

Ανάλογα αποδεικνύονται και οι άλλες σχέσεις.     // Β ∆ Γ 

 
 
 
 
 
 
 

Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας λ 

τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε λ 2  

 
απόδειξη 

 

 
Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ είναι όµοια  
 Α               ∆ 

΄Έχουµε λοιπόν λ=
∆Λ
ΑΚ

=
ΕΖ
ΒΓ

 Συνεπώς   

     
 Β   Κ           Γ 
                    Ε      Λ                        Ζ  

2

2

1
2

1

)(

)(
λ=

∆Λ
ΑΚ

ΕΖ
ΒΓ

=
ΕΖ∆Λ

ΒΓΑΚ
=

∆ΕΖ
ΑΒΓ

.//  

 

 

Αν δυο τετράπλευρα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας λ 

τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε λ 2 . 

 
 

απόδειξη 

 

 

 

 

 

      ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΕΜΒΑ∆ΩΝ 
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Φέρνουµε τις διαγώνιες ΑΓ, ΕΗ. Τα τρίγωνα ΑΒΓ  Β  

 και ΕΖΗ  είναι όµοια γιατί λ=
ΖΗ
ΒΓ

=
ΕΖ
ΑΒ

 και Α     

Ζ=Β ˆˆ .Επειδή λ=
ΘΗ
∆Γ

=
ΕΘ
Α∆

 και Θ=∆ ˆˆ  τα  ∆ Ζ 

                     Ε  
τρίγωνα Α∆Γ και ΕΖΗ είναι όµοια µε λόγο λ   
Άρα (ΑΒΓ) = λ 2 (ΕΖΗ) και 
(Α∆Γ) = λ 2 (ΕΘΗ) Θ 

δηλαδή (ΑΒΓ) + (Α∆Γ) = λ 2 (ΕΖΗ + ΕΘΗ)  
τελικά  (ΑΒΓ∆) = λ 2 (ΕΖΗΘ)// Η 
 
 
 

 

 

Αν µια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωµατική 

µε µια γωνία ενός άλλου τριγώνου , τότε ο λόγος των εµβαδών 

τους ισούται µε το λόγο των γινοµένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές. 

 
απόδειξη 

 

 

Τότε και στις δυο περιπτώσεις θα ισχύει 'Α=Α ηµηµ , οπότε από τις ισότητες 

Α=Ε γηµβ .
2
1

 και '''.
2
1

' Α=Ε ηµγβ  µε διαίρεση κατά µέλη προκύπτει ότι 
''.

.

' γβ
γβ

=
Ε
Ε

, που 

είναι το ζητούµενο.// 
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Γενική Παρατήρηση 
(χρήσιµη µεθοδολογία για τις ασκήσεις…) 

 
Όταν δίνονται οι πλευρές α,β,γ ενός τριγώνου, τότε µπορούµε να βρούµε: 

• τί τρίγωνο έχουµε ως προς τις γωνίες του, (ορθογώνιο, οξυγώνιο, αµβλυγώνιο) κάνοντας 

χρήση των σχέσεων 

           90ˆ222 =Α⇔+= γβα o     ,   90ˆ222 <Α⇔+< γβα o  ,  90ˆ222 >Α⇔+> γβα o 

• τα ύψη του τριγώνου ,κάνοντας χρήση των τύπων 

   υα= ))()((
2

γτβταττ −−−
a

 , υβ=
2

( )( )( )τ τ α τ β τ γ
β

− − −   ,  υγ=
2

( )( )( )τ τ α τ β τ γ
γ

− − −  

• τις διαµέσους του τριγώνου ,κάνοντας χρήση των τύπων 

     
4

22 222
2 αγβ

µα

−+
=  , 

2 2 2
2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
=  ,

2 2 2
2 2 2

4γ

α β γ
µ

+ −
=   

• το εµβαδό του τριγώνου, κάνοντας χρήση του τύπου του Ήρωνα  

      Ε= ( )( )( )τ τ α τ β τ γ− − −  , όπου 2τ =α+β+γ 

• την ακτίνα του εγγεγραµµένου και του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου, 

Ε =
R4

αβγ
 και Ε= ( )( )( )τ τ α τ β τ γ− − −  άρα  R =

4 ( )( )( )

αβγ
τ τ α τ β τ γ− − −

 

παρόµοια,  Ε = τρ και Ε= ( )( )( )τ τ α τ β τ γ− − −  άρα  ρ=
( )( )( )τ τ α τ β τ γ

τ
− − −

 

• τις γωνίες του τριγώνου, κάνοντας χρήση του Νόµου Ηµιτόνων 2R
α β γ

ηµ ηµ ηµ
= = =

Α Β Γ
 

απ΄ όπου παίρνουµε  

ηµΑ= 2 ( )( )( )τ τ α τ β τ γ
βγ

− − −  , ηµΒ= 2 ( )( )( )τ τ α τ β τ γ
αγ

− − − , ηµΓ= 2 ( )( )( )τ τ α τ β τ γ
αβ

− − −  

ή του Νόµου Συνηµιτόνων 
 
α2=β2+γ2-2βγσυνΑ ,  β2=α2+γ2-2αγσυνΒ  , γ2=α2+β2-2αβσυνΓ  απ΄ όπου παίρνουµε   

      συνΑ=
2 2 2

2

β γ α
βγ

+ −
 , συνΒ=

2 2 2

2

α γ β
αγ

+ −
 , συνΓ=

2 2 2

2

α β γ
αβ

+ −
 .    

• την προβολή µιας πλευράς του τριγώνου σε µια άλλη του πλευρά, κάνοντας χρήσης του 

γενικευµένου Πυθαγορείου θεωρήµατος οξείας ή αµβλείας γωνίας 

• την προβολή µιας διαµέσου του τριγώνου στην πλευρά που αντιστοιχεί, κάνοντας χρήση του 

2ου θεωρήµατος διαµέσων. 
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λ υ µ έ ν ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς . . . 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 
 
Αν Κ είναι ένα εσωτερικό σηµείο ενός παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆, να αποδείξετε ότι 
(ΚΑΒ)+(ΚΓ∆)=(ΚΑ∆)+(ΚΒΓ). 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Φέρνουµε από το σηµείο Κ κάθετη στην ΑΒ, την  

οποία τέµνει στο σηµείο Ε. Τότε η ΚΕ είναι κάθετη 

και στη Γ∆, αφού είναι Γ∆//ΑΒ και ΚΕ κάθετη στην ΑΒ. 

 Έχουµε 

(ΚΑΒ)+(ΚΓ∆)=

1 1 1 1 1 1 1
. . . . ( ) . ( ).

2 2 2 2 2 2 2
ΑΒΚΕ + Γ∆ ΚΖ = ΑΒΚΕ+ ΑΒΚΖ = ΑΒ ΚΕ+ΚΖ = ΑΒΕΖ = ΑΒΓ∆  

Επίσης, (ΚΒΓ)+(ΚΑ∆)=(ΑΒΓ∆)-[ (ΚΑΒ)+(ΚΓ∆)]=(ΑΒΓ∆)
1

( )
2

− ΑΒΓ∆ =
1

( ).
2

ΑΒΓ∆  

Οπότε τελικά προκύπτει η ζητούµενη σχέση (ΚΑΒ)+(ΚΓ∆)=(ΚΑ∆)+(ΚΒΓ). 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

 

Στο εσωτερικό ενός τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε ένα σηµείο  

Κ έτσι ώστε να είναι 120ο
Λ Λ

ΑΚ Β = ΓΚ Α = , 
ΚΑ=2cm, KB=6cm και ΚΓ=10cm. Να υπολογισθούν 
τα εµβαδά  (ΚΒΓ)  και (ΑΒΓ). 
 
 

    ΛΥΣΗ 
 

Καταρχήν θα είναι 120ο
Λ

ΒΚ Γ =   (γιατί?). Στο τρίγωνο ΚΒΓ γνωρίζουµε δύο πλευρές και 

την περιεχόµενη γωνία, άρα από την θεωρία θα έχουµε ότι: 

(ΚΒΓ)=
1 1 3

. . 120 .6.10. 15 3
2 2 2

KB K οηµΓ = =  τετραγ. µονάδες.  

Παρόµοια βρίσκουµε (ΚΒΑ)= 
1 1 3

. . 120 .2.6. 3 3,
2 2 2

K K οηµΑ Β = =  και  (ΚΑΓ)= 

1 1 3
. . 120 .2.10. 5 3

2 2 2
K K οηµΑ Γ = =  τετραγ. µονάδες. 

Άρα , (ΑΒΓ)=(ΚΒΓ)+(ΚΒΑ)+(ΚΑΓ)=23 3  τετραγ. µονάδες. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

Τα µήκη των πλευρών ενός  τριγώνου  ΑΒΓ είναι α=10, β=12, γ=14.  
Να υπολογίσετε το εµβαδόν, τα ύψη και τις ακτίνες του εγγεγραµµένου και του  
περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου. 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Κάνουµε εφαρµογή των τύπων της θεωρίας. Συγκεκριµένα: Η ηµιπερίµετρος του τριγώνου 

είναι 18,
2

α β γ
τ

+ +
= =  άρα    (ΑΒΓ)= ( )( )( ) 24 6τ τ α τ β τ γ− − − =  τετραγ. µονάδες. 

Επίσης, υα=
2( ) 24 6

,
5α

ΑΒΓ
=  υβ=

2( )
4 6,

β
ΑΒΓ

=  υγ=
2( ) 24 6

.
7γ

ΑΒΓ
=  

Τέλος, ρ=
( ) 4 6 35 6

, .
3 4( ) 12

AB
R

αβγ
τ
Γ

= = =
ΑΒΓ

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν ρόµβου ΑΒΓ∆ όταν ΑΒ=10 και A
Λ

=135ο. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΒΓ∆ είναι ίσα, οπότε  

είναι και ισοδύναµα, δηλαδή (ΑΒ∆)=(ΒΓ∆). 

Άρα  έχουµε, (ΑΒΓ∆)=2(ΑΒ∆)=
1 100 2

2. . . . 135 10.10. 45 50 2
2 2

ο οηµ ηµΑΒ Α∆ = = =  

τετραγ. µονάδες. 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

 
Αν Α∆ είναι το ύψος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, 
να αποδείξετε ότι 

Α) 
2

2

( )

( )

γ
α

ΑΒ∆
=

ΑΒΓ
  Β)  

2

2

( )

( )

β
α

ΑΓ∆
=

ΑΒΓ
   Γ) 

2

2

( )
.

( )

γ
β

ΑΒ∆
=

Α∆Γ
 

 
    ΛΥΣΗ 

 
Α) Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΒΓ είναι όµοια  

(διότι 90ο
Λ Λ

Α = ∆ =  και η γωνία Γ κοινή) µε λόγο  

οµοιότητας λ= .
γ
α

ΑΒ
=

ΒΓ
 Άρα 

2 2

2

( )

( )

γ γ
α α

ΑΒ∆  = = ΑΒΓ  
. 

Β) Τα τρίγωνα ΑΓ∆ και ΑΒΓ είναι όµοια  
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(διότι 90ο
Λ Λ

Α = ∆ =  και η γωνία Β κοινή) µε λόγο οµοιότητας λ= .
β
α

ΑΓ
=

ΒΓ
 Άρα 

2

2

( )

( )

β
α

ΑΓ∆
=

ΑΒΓ
. 

Γ) Από τα ερωτήµατα Α) και Β) έχουµε 

2

22

2 2

2

( )
( ) ( )

.
( )( )
( )

γ
γα

β β
α

ΑΒ∆
ΑΒ∆ ΑΒΓ

= = =
ΑΓ∆Α∆Γ
ΑΒΓ

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Από την κορυφή Β φέρνουµε µια ευθεία που τέµνει την 
Γ∆ στο σηµείο Μ και την προέκταση της Α∆ στο Ν. Να αποδείξετε ότι  (ΓΜΝ)=(Α∆Μ). 
 

    ΛΥΣΗ 
 

Ισχύει (Α∆Μ)=(Β∆Μ) (1) (=
1

. .
2

∆Μ ύψος από το Β). 

Επίσης, (∆ΒΓ)=(ΝΒΓ) (1) (=
1

. .
2

ΒΓ ύψος από το Ν). 

Οπότε, (∆ΒΓ)=(ΝΒΓ) � (∆ΒΜ)+(ΒΜΓ)=(ΝΜΓ)+(ΜΓΒ) 

� (∆ΒΜ)=(ΝΜΓ) και λόγω της σχέσης (1) παίρνουµε  

τη ζητούµενη σχέση (ΓΜΝ)=(Α∆Μ). 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ έχει εµβαδόν ίσο µε 
2

4

ΑΓ
, όπου ΑΓ η µια 

διαγώνιος του. Να αποδείξετε ότι η οξεία γωνία των διαγωνίων του είναι ίση µε 30ο. 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του 

παραλληλογράµµου. Τότε θα έχουµε ΟΑ=ΟΒ=ΟΓ=Ο∆= 

= .
2

ΑΓ
 

 Ισχύει (ΟΑ∆)=(ΟΒΓ)=
2 21 1

. . .
2 2 2 8

ηµφ ηµφ ηµφ
ΑΓ ΑΓ ΟΑΟ∆ = = 

 
 

Επίσης, (ΟΑΒ)= 
21

. . ( ) .
2 8

ηµ π φ ηµφ
ΑΓ

ΟΑΟΒ − =    Άρα (ΑΒΓ∆)= 
2 2

4 ,
8 2

ηµφ ηµφ
ΑΓ ΑΓ

=  

και µε τη βοήθεια της υπόθεσης παίρνουµε  
2

4

ΑΓ
=

2 1
30 .

2 2
οηµφ ηµφ φ

ΛΑΓ
⇔ = ⇔ =  
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 

 

Σε µια ευθεία παίρνουµε τρία διαδοχικά σηµεία Α,Β,Γ. 
Με πλευρές τις ΑΒ και ΒΓ κατασκευάζουµε προς το 
ίδιο µέρος της ευθείας τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒ∆  
και ΒΓΕ. Αν ΑΒ=α και ΒΓ=β, να υπολογίσετε το 
εµβαδόν του τετραπλεύρου Α∆ΕΓ ως συνάρτηση  των α,β. 
 
 
ΛΥΣΗ 
 

Ζητάµε το εµβαδόν του Α∆ΕΓ.  Είναι από το σχήµα: 180 60 60 60 .
Λ

Ο Ο Ο Ο∆ΒΓ = − − =  

Οπότε, (Α∆ΕΓ)=(ΑΒ∆)+(∆ΒΕ)+(ΕΒΓ)= 

2 23 1 3
. . . 60

4 2 4

a ο β
α β ηµ+ + =

2 2 2 23 1 3 3( )
. . . 60

4 2 4 4

a a aο β β β
α β ηµ

+ +
+ + =              

τετραγ. µονάδες. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 

Αν Μ,Ν είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ,Γ∆ ενός παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆, να αποδείξετε 

ότι (ΑΜΝ)=
3
8

(ΑΒΓ∆). 

 
     ΛΥΣΗ 

 
Ισχύει (ΑΜΝ)=(ΜΑΓ)+(ΝΑΓ)-(ΜΝΓ) (1) 

Όµως, (ΜΑΓ)=
( ) ( )

2 4
ΑΒΓ ΑΒΓ∆

=  και (ΝΑΓ)= 

 
( ) ( )

.
2 4

Α∆Γ ΑΒΓ∆
=  

Επίσης τα τρίγωνα Γ∆Β , ΝΜΓ είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας 
1
2

. 

 Άρα  
( )
( )

2
1 1 1 1 1 ( )

( ) ( ) . ( ) .
2 4 4 4 2 8

MNΓ ΑΒΓ∆ = = ⇒ ΜΝΓ = Β∆Γ = ΑΒΓ∆ = Β∆Γ  
 

Οπότε η σχέση (1) γίνεται  (ΑΜΝ)= 
( ) ( ) ( ) 3

( ).
4 4 8 8

ΑΒΓ∆ ΑΒΓ∆ ΑΒΓ∆
+ − = ΑΒΓ∆  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει β = 2γ και Â = 60° να υπολογισθούν οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
  

     ΛΥΣΗ 
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Από το νόµο των συνηµιτόνων έχουµε α2 = β2 + γ2-2βγσυνΑ⇒α2 = 4γ2 –4γ2

2
1

⇒                      

α2 = 3 γ2⇒  α = γ 3 (1). Από το νόµο των ηµιτόνων έχουµε: 

Γ
=

Β
=⇒

Γ
=

Β
=

Α ηµ
γ

ηµ
γγ

ηµ
γ

ηµ
β

ηµ
α 2

2

3

3
 άρα  2γ = 

Βηµ
γ2

⇒  ηµΒ = 1 ⇒  Β̂  = 90°  και 

Γ̂ = 180° –( )ˆˆ Β+Α = 30°. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11 

Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 90A
Λ

Ο= )  
και το ύψος του Α∆. Να αποδείξετε ότι   

2 2 2

2 2

( ) ( )
.

4

Α∆Β Α∆Γ Α∆
+ =

ΑΒ ΑΓ
 

 
 

    ΛΥΣΗ 
 

Είναι (Α∆Β)=
1

.
2

A B∆ ∆  και (Α∆Γ)= 
1

. ,
2

A∆ ∆Γ  άρα 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1
( ) ( ) 4 4 (1)

Α∆ ∆Β Α∆ ∆ΓΑ∆Β Α∆Γ
+ = +

ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ
  Όµως από γνωστή µετρική σχέση στα 

ορθογώνια τρίγωνα έχουµε ΑΒ2=ΒΓ.∆Β  και  ΑΓ2=ΒΓ.∆Γ ,οπότε η σχέση (1) γίνεται 
2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )
.

4 4 4 4

Α∆Β Α∆Γ Α∆ ∆Β Α∆ ∆Γ Α∆ ∆Β+ ∆Γ Α∆
+ = + = =

ΑΒ ΑΓ ΒΓ ΒΓ ΒΓ  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 60A

Λ
Ο= . Με διάµετρο τη ΒΓ  

γράφουµε κύκλο που τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία  

∆ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι  (Α∆Ε)=
( )

.
4

ΑΒΓ
 

 
    ΛΥΣΗ 

 

Η ΒΓ είναι διάµετρος � 90 .ο
Λ Λ

ΒΕΓ = Β∆Γ =  Το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο και έχουµε 

60A
Λ

Ο=  άρα 1 30 (1)
2

B ο
Λ ΑΒ

= ⇔ ΑΕ =  (διότι σε ορθογώνιο τρίγωνο απέναντι από γωνία 

30ο βρίσκεται πλευρά ίση µε το µισό της υποτείνουσας). Για τους ίδιους λόγους στο 

ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ είναι: 1 30 (2)
2

ο
Λ ΑΓ
Γ = ⇔ Α∆ = . 
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Τα τρίγωνα Α∆Ε και ΑΒΓ έχουν την γωνία Α κοινή, οπότε από το θεώρηµα του λόγου των 

εµβαδών για τρίγωνα µε µία γωνία ίση, έχουµε: 

(1),(2)( ) . 1 1 1
. ,

( ) . 2 2 4

Α∆Ε Α∆ ΑΕ Α∆ ΑΕ
= = ⋅ === =

ΑΒΓ ΑΒ ΑΓ ΑΓ ΑΒ
 άρα προκύπτει η ζητούµενη σχέση 

(Α∆Ε)=
( )

.
4

ΑΒΓ  
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13 

 

Στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ και ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε αντίστοιχα τα σηµεία ∆,Ε και Ζ 

τέτοια ώστε να ισχύει  
2

, , .
3 4 2

γ α β
Α∆ = ΒΕ = ΓΖ =  Να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου 

∆ΕΖ συναρτήσει των α,β,γ. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Ισχύει (∆ΕΖ)=(ΑΒΓ)-[(Α∆Ζ)+(Β∆Ε)+(ΖΕΓ)] , άρα 
( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

 ∆ΕΖ Α∆Ζ Β∆Ε ΖΕΓ
= − + + = ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ 

 

. . .
1

βγ αγ βα
 Α∆ ΑΖ Β∆ΒΕ ΓΖΓΕ

− + + = 
 

 

 
2 3

. . . 1 1 3 53 2 3 4 2 41 1 ( ) .
3 12 8 24

γ β γ α β α

βγ αγ βα

 
 

− + + = − + + = 
 
 

 Άρα 

(∆ΕΖ)=
5

24
(ΑΒΓ)=

5
( )( )( ),

24
τ τ α τ β τ γ− − −  όπου 2τ  η περίµετρος του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε την ιδιότητα 90
Λ Λ

ΟΒ−Γ = . Αν R η ακτίνα του περιγεγραµµένου 
του κύκλου, να αποδείξετε ότι  β2+γ2=4R2. 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Από το νόµο των ηµιτόνων παίρνουµε 

2 2 2 ( )

2 2 2

2 2
4

42 2

R R
R

R
R R

β
β ηµ

β ηµηµ
γ γ ηµγ ηµ

ηµ

+

 = ⇒ = Β   = ΒΒ   
⇒ ⇒   

= Γ   = ⇒ = Γ
 Γ 

 

Άρα β2+γ2=4R2(ηµ2Β+ηµ2Γ)= 4R2(ηµ2Β+ηµ2(90ο-Β))= 

4R2(ηµ2Β+συν2Β)= 4R2.1=4R2. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 15 

 

Από το µέσο Κ της πλευράς ΑΓ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε κάθετη στην 

υποτείνουσα ΒΓ στο σηµείο Λ. Αν ισχύει 
( ) 13

( ) 16

ΑΒΚΛ
=

ΑΒΓ
 να βρείτε τη γωνία .B

Λ

 

 
    ΛΥΣΗ 

 

Ισχύει 
( ) 13 ( ) ( ) 13 ( ) 13

1
( ) 16 ( ) 16 ( ) 16

ΑΒΚΛ ΑΒΓ − ΚΛΓ ΚΛΓ
= ⇔ = ⇔ − =

ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ
 

( ) 3
.

( ) 16

ΚΛΓ
⇔ =

ΑΒΓ
(1) 

Όµως, 

1
. . .( ) 2 2 2

1( )
2

κοινη τυποι
β β

αγ αβ βγ

ΛΛ Λ
Γ−Β=ΓΚΛ ΚΛ ΓΛ ΚΛ ΛΓΚΛΓ

==== === ===
ΑΒΓ

 (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) => ΓΛ=
3
8
a

 , ΚΛ=
3

8

aγ
β

 και  ΓΛ.ΚΛ=
3

.
16
βγ

 

Άρα β2= 2 2 2 23 3
30 60 .

4 4 2
a

α
α γ α γ

Λ Λ
Ο Ο⇔ − = ⇔ = ⇒ Γ = ⇒ Β =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 16 

 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να δείξετε ότι  α = βσυνΓ + γσυνΒ. (1) 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Με νόµο ηµιτόνων. 

(1) ⇔  2RηµΑ = 2RηµΒσυνΓ + 2RηµΓσυνΒ⇔  ηµΑ = ηµΒσυνΓ + ηµΓσυνΒ 

⇔  ηµΑ = ηµ(Β + Γ) = ηµ(180–Α) = ηµΑ , που ισχύει. 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 17 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι  
1 1 1 1

,
2 Rαβ βγ γα ρ

+ + =  όπου α,β,γ είναι οι 

πλευρές του τριγώνου, ρ η ακτίνια του εγγεγραµµένου κύκλου του και  R η ακτίνα του  
περιγεγραµµένου κύκλου του. 
 

     ΛΥΣΗ 
 

Από τη γενική θεωρία ισχύουν οι σχέσεις: (ΑΒΓ)= ,
4R

αβγ
τρ=  άρα 

1 1 1 2 1 1
.

2
2

R

γ α β α β γ τ
αβγαβ βγ γα αβγ αβγ αβγ αβγ αβγ ρ

τ

+ +
+ + = + + = = = =  

 



    ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ- Ε̟ιµέλεια:  Παύλος Τρύφων 

 

 

 

56     

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 18 

Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση β+γ=2α, να αποδείξετε ότι  βγ=6ρR. 

    ΛΥΣΗ 

 
Η ακτίνα του  περιγεγραµµένου του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

3
2 2

6 .
34 4 6 64
2

R R R

α β γ α
τ

αβγ αβγ αβγ βγ βγ
βγ ρ

ατρ ρ ρρ

+ +
= =

= = ===== = ⇔ = ⇔ =
Ε  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 19 

Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  
22

,
R

α β β γ γ α

τ
ρ υ υ υ υ υ υ

=
+ +

 

όπου R,ρ οι ακτίνες του περιγεγραµµένου και του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου και 
τα η ηµιπερίµετρος του τριγώνου. 
 

     ΛΥΣΗ 
 

Σε κάθε τρίγωνο ισχύουν οι τύποι:   υα=
2

(1),
E

a
   Ε=τρ (2)   και   4RΕ=αβγ (3)  Άρα, 

2 2 2 2(1) (2)

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 1 1

4 ( ) 2( ) ( )α β β γ γ α

τ τ τ τ
α β γυ υ υ υ υ υ ρτ

α β β γ γ α αβ βγ γα αβγ

= = = =
Ε Ε Ε Ε Ε Ε + ++ + + + Ε + +

 
2 (3)

2 2
2 2

4
.

2 4 42

RE RE Rτ αβγ
τ ρ τ ρ τ ρ ρρ τ

αβγ

= = = = =
Ε

 

 
ε ρ ω τ ή σ ε ι ς… 

 

 

1) Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσα εµβαδά, τότε τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα   Σ   Λ 

2) Αν ένα τρίγωνο χωρίζεται από µια διχοτόµο του σε δυο ισοδύναµα  

τρίγωνα, τότε αυτό είναι ισοσκελές.   Σ    Λ 

3) Ένα τρίγωνο χωρίζεται από µια διάµεσο του σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα .   Σ   Λ 

4) Ο τύπος του Ήρωνα  ( ) ( ) ( )γ-τβ-τα-ττΕ ⋅⋅⋅=   ισχύει µόνο  

   σε ορθογώνια τρίγωνα.    Σ    Λ 
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5) Ο τύπος  
2

δδ
Ε 21 ⋅

=  , όπου 1δ   και  2δ   οι διαγώνιοι ενός τετραπλεύρου,  

ισχύει σε  κάθε τετράπλευρο µε κάθετες διαγώνιους.    Σ    Λ 

6) ∆υο τετράγωνα τα οποία έχουν ίσα εµβαδά είναι ίσα .   Σ   Λ 

7) Αν οι γωνίες 
∧

A  και  
∧

∆  των τριγώνων ΑΒΓ και ∆ΕΖ είναι  

 συµπληρωµατικές, τότε :  
( )
( ) ∆Ζ∆Ε

ΑΓΑΒ

∆ΕΖ

ΑΒΓ

⋅

⋅
=  .   Σ   Λ 

8) ∆ύο ισοδύναµα ορθογώνια είναι και ίσα   Σ.  Λ. 

9) Να σηµειώσετε τη σωστή απάντηση 

• Η πλευρά τετραγώνου ισοδύναµου µε ορθογώνιο τρίγωνο  πλευρών κάθετων 2 και 

8 είναι 2 2     Σ   Λ 

• Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει (ΑΒΓ)=
1

2 ααµ , τότε το τρίγωνο είναι ισόπλευρο   Σ   Λ 

10) Αν οι πλευρές τετραγώνου αυξηθούν κατά 4 cm η κάθε µια, τότε το  

εµβαδόν του αυξάνεται κατά 16 2cm    Σ   Λ 

11) Αν η πλευρά τετραγώνου τριπλασιαστεί, τότε το εµβαδόν του 9 –πλασιάζεται.   Σ Λ 

12) Ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε διαστάσεις α και β, είναι ισοδύναµο µε  

τετράγωνο που έχει πλευρά ίση µε τη διαγώνιο του ορθογωνίου παραλληλογράµµου.  Σ  Λ 

13) Ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς 2α, είναι ισοδύναµο µε τετράγωνο πλευράς α.  Σ Λ 

14) Ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α, είναι ισοδύναµο µε ρόµβο πλευράς α  

και οξείας γωνίας  °60 .   Σ  Λ 

15) Ρόµβος µε διαγώνιες δ1,δ2 είναι ισοδύναµος µε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε 

διαστάσεις δ1,δ2.   Σ.   Λ. 

16) Ο λόγος των εµβαδών δύο ισόπλευρων τριγώνων είναι ίσος µε το τετράγωνο του λόγου 

των υψών τους   Σ.   Λ. 

17) Τετράγωνο πλευράς α είναι ισοδύναµο µε ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς ίσης µε τη 

διαγώνιο του τετραγώνου   Σ.   Λ. 
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18) Το εµβαδόν ενός τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο της διαµέσου των µη παράλληλων 

πλευρών επί……………………… 

19) Αν το ένα ύψος ενός παραλληλογράµµου είναι διπλάσιο από το άλλο του ύψος, τότε η 

µία πλευρά που αντιστοιχεί σε αυτό είναι…………………. 

20) Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει (ΑΒΓ)= ( )( )( )τ τ α τ β τ γ− − − , όπου τ =……………… 

21) Αν δ1,δ2 είναι οι διαγώνιοι ρόµβου, το εµβαδόν του ισούται µε………………. 

22) Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο ΕΖΗΘ και ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουν ίσα εµβαδά 

και το ύψος Α∆ του τριγώνου είναι ίσο µε την πλευρά ΕΖ.Από τις παρακάτω σχέσεις 

σωστή είναι : 

 Α. ΒΓ = ΕΘ      Β.  Α∆ = ΕΘ          Γ.  ΕΘ = 2ΒΓ          ∆.  ΕΘ = ΑΓ         Ε.  
2

ΒΓ
ΗΖ =  

23) Ο τύπος  
2

δδ
Ε 21 ⋅

=  ( 1δ   και  2δ   οι διαγώνιοι ενός τετραπλεύρου) εκφράζει το 

εµβαδόν : 

  Α.   Ενός τετραπλεύρου µε δυο από τις πλευρές του ίσες. 
  Β.   Ενός τετραπλεύρου µε τις πλευρές του κάθετες ανά δύο. 
  Γ.   Ενός τετραπλεύρου µε κάθετες διαγώνιους. 
  ∆.   Ενός ορθογωνίου µε διαγώνιες που έχουν σχέση  1δ  = 2 2δ . 
  Ε.   Ενός ισοσκελούς τραπεζίου. 
 

24) Σε ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς γ, το εµβαδόν του Ε δίνεται από των τύπο :                                                                

  Α. 
4

3
⋅2γ          Β. 

4

u
γ ⋅           Γ. 2u

2

γ
⋅             ∆. 

16

3
⋅2γ          Ε. 

4

3
⋅2γ                                                

25) Η διάµεσος ενός τριγώνου το χωρίζει σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα :  

   Α.   Μόνο όταν το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
  Β.   Μόνο όταν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
  Γ.   Μόνο όταν το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο. 
  ∆.   Πάντα. 
  Ε.   Μόνο όταν το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
 
 
26) ∆ύο τρίγωνα τα οποία έχουν δύο πλευρές ίσες µία προς µία και ίσα εµβαδά, έχουν 
αντίστοιχα ίσα: 

Α.όλα τα ύψη τους 
Β.όλες τις διαµέσους τους 
Γ.τις διαµέσους που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές 
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∆.τα ύψη που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές 
   Ε.τις διχοτόµους που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές. 
 

27) Το εµβαδόν τετραγώνου µε διαγώνιο δ= γ 8  είναι 
        α. 8γ2     β.4γ2 γ.2γ2     δ.64γ2  ε.16γ2 

 

28) Αν ένα τετράπλευρο έχει κάθετες τις διαγώνιές του δ1,δ2 τότε το εµβαδόν του ισούται 
µε 

Α. 
1 2

2

δ δ+
     Β. 1 2.

2

δ δ
   Γ. 1 2.

4

δ δ
    ∆.δ1

2.δ2
2    Ε. δ1.δ2 

29) Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
Λ

=90ο) το εµβαδόν του δίνεται από τη σχέση  

Α.
1

2
αβηµΑ      Β. 

1

2
γβ    Γ. 

1

2
αγηµΑ         ∆. 

1

2
βγσυνΑ     Ε. 

1
.

2
αβγ  

 

30) Ένα τραπέζιο µε βάσεις β1,β2 και ύψος α είναι ισοδύναµο µε ένα ορθογώνιο του οποίου 
οι διαστάσεις είναι: 

Α.β1+β2 και υ  Β. 1 2

2

β β+
 και  

2

υ
 Γ. β1+υ και 2

2

β
 ∆. 1 2

4

β β+
 και 2υ                      

Ε. 2υ και 1 2

2

β β+
. 

 
31) το εµβαδόν τετραγώνου µε διαγώνιο δ δίνεται από τον τύπο: 

Α.
2

2

δ
  Β. 

2

4

δ
   Γ.2δ2            ∆. δ 2   Ε. 

2

2

δ
 

 
32) Το ύψος Α∆ ενός τριγώνου ΑΒΓ το χωρίζει σε δύο ισοδύναµα τρίγωνα όταν: 

Α. 90
Λ

ΟΑ =   Β. B
Λ Λ

Α =  Γ. 60OB
Λ Λ

Α = =  ∆. ΒΓ=ΑΓ  Ε. ΒΓ=ΑΒ 
 
33) Ο λόγος των περιµέτρων δύο όµοιων πολυγώνων είναι 1/3. Ο λόγος των εµβαδών τους 
είναι: 

Α. 1/3  Β.1/9  Γ.1/6  ∆.1/27  Ε.1/ 3  
 
34) Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο Β∆ και έστω Ε το µέσο της Β∆. 

Ποια από τις παρακάτω σχέσεις δεν είναι η σωστή; 

α. (ΑΒΓ)=2(ΑΒ∆) β.(ΑΒΕ)=(ΑΒ∆)/2 γ.(Α∆Ε)=(ΑΒΓ)/4  

δ.(ΑΒΕ)=2(ΑΒΓ)/3 ε.(Α∆Ε)=(ΑΒΕ). 

35) Σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και  111 ΓΒΑ , ο  τύπος  
( )

( ) 1111111 ΓΑΒΑ

ΑΓΑΒ

ΓΒΑ

ΑΒΓ

⋅

⋅
=  ισχύει όταν: 

            Α. 
∧∧

= 1ΓΓ             Β. 
∧∧

= 1ΒΒ             Γ. 
∧∧∧

−−°= 11 ΓΒΑ 180         

        ∆. 
∧∧

+°= 1AΑ 90            Ε. 
∧∧

= 1AΑ  ή   °=+
∧∧

1801AΑ  
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36) Ο τύπος ( ) ( ) ( )γ-τβ-τα-ττΕ ⋅⋅⋅=   δίνει το εµβαδόν ενός τριγώνου µε πλευρές 

α, β, γ, αν  : 

            Α. τ = α +β + γ       Β.   2α = 2(τ – β)               Γ.  
2

γβ
α

+
=     

                   ∆. 
2

γ

2

β

2

α
τ ++=            Ε.   τ  = αβηµΓ 

 

37) Αν  21 EE ,  τα εµβαδά δυο οµοίων πολυγώνων και λ ο λόγος οµοιότητας τους, τότε 

ισχύει :        

        Α. 21

2 EEλ ⋅=                 Β. 
2

12

E

E
λ =                 Γ. 2

21 EλE =           

        ∆. 
2









=

2

1

E

E
λ                   Ε. λEE 21 =⋅  

38) Αν  ΑΒΓ∆  τραπέζιο και Σ το σηµείο τοµής των διαγωνίων του, τότε  ισχύει : 

  Α.  ( ) ( )ΣΒΓΣΑ∆ =  

  Β.  ( ) ( )Σ∆ΓΣΑΒ =  

  Γ.  ( ) ( ) ( )Σ∆ΓΣΑ∆ΣΒΓ +=  

  ∆. ( ) ( )Α∆ΓΑΒΓ =  

  Ε. ( ) ( )ΣΒΓΣΑ∆ ⋅= 2  
 

39) Το εµβαδόν ισόπλευρου τριγώνου είναι  2cm34E =  . Η πλευρά του α, είναι : 

  Α.  cm34           Β.  cm38        Γ.  cm4 4 3⋅          

 ∆.   4 cm            Ε.  cm
3

12
 

 

40) O τύπος που εκφράζει το εµβαδόν   Ε   του τριγώνου ΑΒΓ είναι ο : 

      Α.   
2

1
αγηµΑ                    Β. 

2

1
αβσυνΓ              Γ. 

2

1
βγσυν ( )A−°90                                    

∆.     ( ) ( ) ( )γτβταττΕ +⋅+⋅+⋅=       Ε. 
2

1
αγσυνΒ 

41) Αν  το εµβαδόν ενός τριγώνου  ΑΒΓ  είναι  Ε = 
2

αβ
  (όπου  α και β πλευρές), τότε η  

µεγαλύτερη γωνία του  είναι η ……………. και είναι  ίση  µε …………. 

42) Σε τρίγωνο ΑΒΓ, η γωνία  
∧

Β  είναι  °30 . Το εµβαδόν του, συναρτήσει των πλευρών 

του  α  και γ  είναι …………………. 
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43) Υπολογίστε και συµπληρώστε στη στήλη Β τα εµβαδά των τριγώνων, των οποίων τα   

  στοιχεία βρίσκονται στη στήλη Α. 

Στήλη  Α 
Στοιχεία τριγώνου ΑΒΓ 

Στήλη  Β 

εµβαδόν τριγώνου ΑΒΓ 

 

 

              α = 2,  γ = 3, 
∧

Β  = °60  

              α = 3,   β= 3,  γ = 4 

              α = β = γ, 35υα =   

              α = β = γ = 4 

 

 

 

Ε =  ………………. 

Ε =  ………………. 

Ε =  ………………. 

Ε =  ………………. 

 

 

 
44) Οι ισότητες στη στήλη (Α) εκφράζουν εµβαδά και 
περιέχουν στοιχεία του διπλανού σχήµατος. 
Οι προτάσεις στη στήλη (Β) προσδιορίζουν 
τα στοιχεία του διπλανού σχήµατος, όπως αυτά 
χρησιµοποιούνται στις ισότητες της στήλης (Α). 
Να αντιστοιχίσετε τις ισότητες της στήλης (Α) µε 
τις προτάσεις της στήλης (Β). 
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45) Υπολογίστε και συµπληρώστε στη στήλη (Β) τα εµβαδά των σχηµάτων που βρίσκονται 
στη στήλη (Α). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
46) Να αντιστοιχίσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το εµβαδόν του στη στήλη (Β). 
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47) Να αντιστοιχίσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το εµβαδόν του στη στήλη (Β). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
48) Να αντιστοιχίσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το εµβαδόν του στη στήλη (Β). 
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49) Να αντιστοιχίσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το εµβαδόν του στη στήλη (Β). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
50) Να αντιστοιχίσετε κάθε σχήµα της στήλης (Α) µε το εµβαδόν του στη στήλη (Β). 
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51) Υπολογίστε και συµπληρώστε στη στήλη (Β) τα εµβαδά των σχηµάτων που βρίσκονται 
στη στήλη (Α). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
ά λ υ τ ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς…      

 

1. Να υπολογιστεί το εµβαδόν τραπεζίου ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) στις παρακάτω 
περιπτώσεις: 

α) ο90=∆=Α
ΛΛ

 , ο120=Β
Λ

 και ΒΓ=Γ∆=2, 
β) ΑΒ=4 , Γ∆=10 και Α∆=ΒΓ=5. 
 

2. Αν η πλευρά ενός τετραγώνου αυξηθεί κατά 4 µονάδες το εµβαδόν του αυξάνεται 
κατά 136 τετραγωνικές µονάδες. Να βρεθεί το εµβαδό του τετραγώνου αυτού. 
 

3. Να δείξετε ότι, αν ένα τετράγωνο πλευράς α και ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς β 

έχουν την ίδια περίµετρο, τότε το εµβαδόν του τετραγώνου ισούται µε  
16

β9 2

. 

 

4. ∆ύο προσκείµενες πλευρές ενός παραλληλογράµµου έχουν µήκη 6α και 2α και 
σχηµατίζουν γωνία 60ο. Να υπολογισθούν: 
α) τα ύψη του,  
β) το εµβαδόν του. 
 

5. Οι διαγώνιες ενός ρόµβου είναι 16 cm και 12 cm. Να υπολογισθούν: 
α) το εµβαδόν του ,  
β) το µήκος της πλευράς του,  
γ) η απόσταση δύο απέναντι πλευρών του. 
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6. Θεωρούµε τρεις ίσες διαδοχικές γωνίες χψψχ
ΛΛΛ

ΟΟΟ zz,,  και επί των πλευρών 
Οχ,Οψ,Οz τα σηµεία Α,Β,Γ αντίστοιχα  τέτοια, ώστε ΟΑ=1 , ΟΒ=4 , ΟΓ=8. ∆είξτε ότι 

(ΑΒΓ)=11 3 . 
 

7. Προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ, αντιστοίχως κατά τµήµατα  
Β∆ = ΒΑ,  ΓΕ = ΓΒ  και  ΑΖ = ΑΓ.  Να δείξετε ότι : 
α)   ( ) ( )ΑΒΓ2ΖΓΕ = ,                        

β)    ( ) ( )ΑΒΓ7∆ΕΖ = . 
 

8. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνεται η πλευρά ΑΒ=5, η γωνία ο60=Α
Λ

 και η ακτίνα R=
3

37
 

του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ   Να βρείτε: 
α) τις πλευρές ΒΓ και ΑΓ, 
β) το εµβαδόν Ε του τριγώνου. 
 

9. Ενός κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ οι διαγώνιοι ΑΓ και Β∆ τέµνονται στο σηµείο Ρ. 
Αν τα εµβαδά των τριγώνων ΑΒΡ, ΒΓΡ  και Γ∆Ρ είναι αντίστοιχα 12 , 9  και 15 να δείξετε 
ότι  το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΑΡ είναι ίσο µε 20. 
 

10. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε γωνία ο60=Α
Λ

 και ΑΒ=6 και ΑΓ=10. Θεωρούµε εκτός του 
τριγώνου ΑΒΓ τα τετράγωνα ΑΓΚΛ και ΑΒΝΜ. 
α) να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, 
β) να βρείτε το εµβαδόν του εξαγώνου ΒΝΜΛΚΓ, 
γ) να βρείτε την ακτίνα ρ του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΜΛ. 
 

11. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει πλευρές  α = 17cm, β = 8cm και γ = 15cm. 

α)    Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο, 

β)   Αν Α∆ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, να υπολογίσετε το λόγο  
( )
( )ΑΓ∆

ΑΒ∆
 . 

 

12. Στις βάσεις ΑΒ και Γ∆ ενός τραπεζίου ΑΒΓ∆ θεωρούµε αντίστοιχα τα σηµεία Μ 
και Ν. ∆ίνεται ότι τα εµβαδά των τριγώνων ΑΝΒ και ΓΜ∆ είναι 8 και 12 αντίστοιχα. Να 
δείξετε ότι (ΑΒΓ∆)=20. 
 

13. Έστω τρίγωνο  ΑΒΓ και έστω ∆, Ε, Ζ τα µέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ και  ΓΑ 

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι  : α)  ( ) ( )ΖΓΕ∆ΕΖ =      β)    ( ) ( )ΑΒΓ
4

1
∆ΕΖ = . 

14. Τραπεζίου ΑΒΓ∆ , οι µη παράλληλες πλευρές Α∆ και ΒΓ τέµνονται στο Κ.                  
Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΚΑΓ και ΚΒ∆ είναι ισοδύναµα. 
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15. Σ’ ένα παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, συνδέουµε την κορυφή Α µε τα µέσα  Κ  και  Λ     

των πλευρών Γ∆ και ΒΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι  . ( ) ( )ΑΒΓ∆
2

1
ΑΚΓΛ =  

16. Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι Α∆=ΒΓ. Φέρνουµε το ύψος ΑΕ. Να δειχθεί ότι  
(ΑΒΓ∆)=2(ΕΑΓ). 
 

17.  ∆ίνεται ένα παραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  και έστω  Ο  σηµείο της διαγωνίου του ΑΓ. 
Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα  ΟΑΒ  και  ΟΑ∆  είναι ισοδύναµα. 
 

18. ∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο  ΑΒΓ∆ , µε βάσεις  ΑΒ  και  Γ∆  και ύψος  ΓΖ. ∆είξτε ότι 
το εµβαδόν του τραπεζίου αυτού είναι διπλάσιο του εµβαδού του ορθογωνίου τριγώνου  
ΑΓΖ. 
 

19. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει εµβαδόν  90 cm2. Από ένα σηµείο Μ του ύψους του Α∆, που 

το διαιρεί σε δυο τµήµατα  ΑΜ, Μ∆  µε λόγο
2

1
 , φέρνουµε παράλληλη προς την ΒΓ που 

τέµνει τις ΑΒ  και  ΑΓ  στα σηµεία  Ε  και  Ζ  αντίστοιχα. Να υπολογιστεί το εµβαδόν του 
τριγώνου ΑΕΖ. 
 

20. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο ∆ της ΑΒ τέτοιο ώστε Α∆=ΑΒ/3. Φέρνουµε 

ευθεία ∆Ε//ΒΓ ( Ε σηµείο της ΑΓ).Αν Ζ σηµείο της πλευράς ΒΓ τέτοιο ώστε ΓΖ=
ΒΓ

6
, να 

αποδείξετε ότι (Α∆Ε)=(ΓΕΖ). 
 

21. Αν η γωνία ενός ρόµβου είναι 60ο, δείξτε ότι το εµβαδόν του είναι ίσο µε το 
ηµιγινόµενο µιας διαγωνίου επί την πλευρά του. 
 

22. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
Λ

=90ο) παίρνουµε Μ το µέσο της ΑΒ και Ν σηµείο της 

ΑΓ ώστε ΓΑ=3ΓΝ. ∆είξτε ότι (ΜΝΒ)=
( )

.
3

ΑΒΓ
 

 

23. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε B
Λ

=60ο , 
Λ

Γ =45ο και ΒΓ=10. Να βρείτε το εµβαδόν του. 
 

24. Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ συνδέουµε την κορυφή Α µε τα µέσα Κ και Λ των 

πλευρών Γ∆ και ΒΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι (ΑΚΓΛ)=
( )

.
2

ABΓ∆
 

25. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε B
Λ

=60ο , 
Λ

Γ =45ο και ΒΓ=10. Να βρείτε το εµβαδόν του 
ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε διαστάσεις ΒΓ=3,ΑΒ=4. Φέρνουµε την ΟΜ, όπου Ο το σηµείο τοµής 
των διαγωνίων του και Μ το µέσο της πλευράς Γ∆. 
α) να υπολογίσετε τις πλευρές του τριγώνου ΟΜΒ 
β) δείξτε ότι τα τρίγωνα ΟΜΒ και ΟΜΓ είναι ισοδύναµα 
γ) δείξτε ότι (ΟΜΒ)=6. 
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26. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ µε ΒΓ=6, η διάµεσος ΑΜ είναι κάθετη στην πλευρά ΑΒ και 
ίση µε αυτή. ∆είξτε ότι (ΑΒΓ)=9/2. 
 

27. ∆ίνεται ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ που έχει βάσεις ΑΒ=70 , 
Γ∆=20 και µη παράλληλες πλευρές ΒΓ=40 και Α∆=30.  
Α) να αποδειχθεί ότι οι ΒΓ και Α∆ είναι κάθετες, 
Β) να υπολογισθεί το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆. 
[Υπόδ.: υπολογίζουµε τα Ο∆,ΟΓ µε δεδοµένο ότι  τα 
 τρίγωνα Ο∆Γ και ΟΑΒ 
 είναι όµοια  β) (ΑΒΓ∆)=(ΟΑΒ)-(Ο∆Γ)=…]. 
 

28. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ)  µε ΑΒ=6 και 120 .A ο
Λ

Β Γ =  
Α) να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 
Β) αν Ε σηµείο της ΑΓ τέτοιο ώστε να ισχύει 

ΑΕ=
1

2
ΕΓ  και Α∆ το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ,  

να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΕΓ. 
 
 

 

29. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και το εγγεγραµµένο τετράγωνο ΑΒΓ∆.  
Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ και πάνω στην προέκταση  
παίρνουµε τµήµα ΒΕ=ΒΑ.  
Α) να αποδείξετε ότι ΑΓ=ΓΕ 
Β) να αποδείξετε ότι το ευθύγραµµο τµήµα ΕΓ  είναι  
εφαπτόµενο του κύκλου στο σηµείο Γ 
Γ) να βρεθεί το εµβαδόν του τριγώνου ΑΓΕ συναρτήσει του R. 
 

30. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ µε ο30=Γ
Λ

 και α=2υα ισχύει ότι (ΑΒΓ)=9. Να υπολογισθούν 
τα µήκη των πλευρών και των υψών του. 
 

31. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει γωνία ο60=Γ
Λ

 και πλευρές β=12cm, α=3cm και είναι 
ισοδύναµο µε ισόπλευρο τρίγωνο. Να υπολογισθεί η πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου. 
 

32. Να υπολογίσετε τις πλευρές ενός παραλληλογράµµου αν η περίµετρός του είναι 24 
και το ένα ύψος του είναι διπλάσιο από το άλλο. 
 

33. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάµεσός του Α∆. Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ προς 
το µέρος του Α κατά τµήµα ΑΕ=2ΑΒ. Να αποδείξετε ότι (Β∆Ε)=3(Α∆Γ). 
 

34. Αν το άθροισµα των διαγωνίων ρόµβου είναι 14 και η περίµετρος του 20, να βρεθούν 
το εµβαδόν του και το ύψος του από την κορυφή Α. 
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35. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ύψος ΑΗ=2 3 , B
Λ

=60ο , 
Λ

Γ =450. Να υπολογίσετε τις 
πλευρές του τριγώνου, το εµβαδόν του και τα ύψη του υβ,υγ. 
 
36.Υπολογίστε τις πλευρές ισοσκελούς τραπεζίου, αν γνωρίζετε ότι η περίµετρος του 
είναι 60m, το εµβαδόν του 160 m2 και το ύψος του 8m. 
 
37. Σε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) είναι Α∆=ΒΓ=Γ∆  και η βάση ΑΒ είναι κατά 2 
µικρότερη από το άθροισµα των τριών άλλων πλευρών. Αν το ύψος του τραπεζίου είναι 5 
να υπολογίσετε το εµβαδόν του. 
 
38. ∆είξτε ότι σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε διαµέσους µα,µβ,µγ και εµβαδόν Ε , 

ισχύει η σχέση: µα
2+µβ

2+µγ
2=3Ε 3.  

 
39. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=α και φέρνουµε τη διχοτόµο Γχ της 

εξωτερικής γωνίας 
Λ

Γ  και την ΑΜ┴Γχ. Να υπολογισθεί η ΒΜ και να δειχθεί ότι 

(ΒΜΓ)=(ΑΓΜ)=α2 3

8
. 

 

40. Έστω  ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ο90=Α
Λ

). Κατασκευάζουµε επί των τριών 
πλευρών του και εκτός αυτού τετράγωνα ΒΓ∆Ε,ΓΑΘΙ,ΑΒΚΛ. Να υπολογισθούν 
συναρτήσει των πλευρών α,β,γ του τριγώνου ΑΒΓ 
α)   τα εµβαδά (ΚΒΕ),(∆ΓΙ),(ΛΑΘ), 
β)  το εµβαδόν (∆ΕΚΛΘΙ) . 
 

41. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Από ένα σηµείο Ο εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε 
κάθετες στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ και πάνω σε αυτές παίρνουµε τµήµατα 
Ο∆=ΑΒ,ΟΕ=ΒΓ,ΟΖ=ΓΑ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: 
α)  (∆ΟΕ)=(ΑΒΓ), 
β)  (∆ΕΖ)=3(ΑΒΓ). 
 

42. Θεωρούµε τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΒΓ//Α∆) και έστω Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων 
του. Να αποδειχθεί ότι  (ΟΓ∆)2=(ΟΑ∆)(ΟΒΓ) . 
 

43. Αν τα σηµεία Μ και Ν χωρίζουν τη διαγώνιο Β∆ παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ σε 
τρία ίσα µέρη (Μ∆=ΜΝ=ΝΒ), να αποδειχθεί ότι το τετράπλευρο ΑΜΓΝ είναι 
παραλληλόγραµµο µε εµβαδόν το 1/3 του εµβαδού του ΑΒΓ∆.  
 

44. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και  Ε το µέσο της πλευράς ΑΒ. Προεκτείνουµε την πλευρά ΒΓ 
προς το µέρος του Β κατά ευθύγραµµο τµήµα Β∆=ΒΓ/2 και φέρνουµε την Α∆. 
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α)   να αποδείξετε ότι ),(
2

1
)( Α∆Β=∆ΕΒ  

β)   να βρείτε τους λόγους ,
)(

)(

ΑΒΓ
∆ΕΒ

 
)(

)(

Α∆Γ
ΑΒΓ

, 

γ)   αν ΑΜ είναι η διάµεσος του τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι (Β∆Ε)=(ΑΜΕ). 
 

45. ∆ίνεται το παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε πλευρές ΑΒ = 12m , ΒΓ = 10m , διαγώνιο 

ΑΓ = 14m και εµβαδόν 48 6 m2. Στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ , Γ∆ και ∆Α θεωρούµε σηµεία             
Ε , Ζ , Η και Θ αντίστοιχα έτσι ώστε ΑΕ = 4m , ΒΖ = ΓΗ = 2m και ∆Θ = 2m 
α) Να υπολογίσετε το (Α∆Β) , (ΑΕΘ) , (ΓΖΗ) και (ΕΒΖΗ∆Θ) , 

β) Να αποδείξετε ότι 
( )
( ) 2

1
=

ΑΘΕ
BEZ

 , 

γ) Να υπολογίσετε τα ύψη του παραλληλογράµµου, 

δ) Να αποδείξετε ότι B∆ = 2 73 m.   
 

46. Αν Ε είναι το εµβαδόν ενός τριγώνου ΑΒΓ και ισχύει η σχέση  

4
)(3 222 αγβ −+

=Ε , να δείξετε ότι  ο60=Α
Λ

. 

 

47.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρά α=2 και µε εµβαδόν Ε, ώστε να ισχύει η σχέση  
4Ε=β2+γ2-α2. 

α)  να βρείτε τη γωνία 
Λ

Α , 
β)  να υπολογίσετε την ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου. 
 

48.  Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  µε πλευρές α,β,γ ισχύει η σχέση 

,
)(2 γβα

αβγ
ρ

++
=⋅R  όπου R,ρ οι ακτίνες του περιγεγραµµένου και του εγγεγραµµένου 

κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 
 

49. ∆ίνεται  τρίγωνο ΑΒΓ µε  β2 + γ2 = 2α2 . Αν η διάµεσος ΑΜ τέµνει τον 

περιγεγραµµένο κύκλο στο ∆ δείξτε ότι Μ∆ = 
6

3a
 και ότι (ΑΒΓ) = 3(Β∆Γ). 

 

50. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Α = 15ο . Mε διάµετρο τη ΒΓ γράφουµε κύκλο που τέµνει 
τις πλευρές του ΑΒ στο ∆ και ΑΓ στο Ε. 

Να βρεθεί ο λόγος 
( )
( )ΑΒΓ

∆ΕA
 

 

51. Ένα τρίγωνο ΑΒΓ µε α = 6λ , β = 5λ και γ = 4λ έχει περίµετρο 60   (λ>0). 

α) Να αποδειχθεί ότι 
Λ

Α < 90o 
β) Αν Α∆ είναι η προβολή της πλευράς ΑΒ πάνω στην ΑΓ να υπολογιστεί το Α∆ 



    ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ- Ε̟ιµέλεια:  Παύλος Τρύφων 

 

 

 

71     

γ) Να βρεθεί το εµβαδόν του ΑΒΓ 

δ) Να αποδειχθεί ότι 
( )
( ) 9

10
=

ΒΓ∆
ΓAB

 

ε) Να υπολογιστεί η ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΓ. 
 

52.  Να δείξετε ότι αν σε τρίγωνο ΑΒΓ µε εµβαδόν Ε και µε ηµιπερίµετρο τ ισχύει η 
σχέση   4τ(τ-α)(τ-β)(τ-γ)=(βγ)2 ,  τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 
 

53. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας 1.  

Αν A
Λ

=θ, να δειχθεί ότι (ΑΒΓ)=(1+συνθ)ηµθ. 
 

54.  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει α + β=2γ , να αποδείξετε ότι αβ=6Rρ=
Γ
Ε

ηµ
2

  και 

γβα υυυ
211

=+  , µε R, ρ τις ακτίνες του περιγεγραµµένου και του εγγεγραµµένου κύκλου 

του τριγώνου. 
 

55. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές β=1+ 2 , γ=2 και εµβαδόν Ε= .
4

2βγ
                

Αποδείξτε ότι α= 3  και να βρείτε την ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου του 
τριγώνου ΑΒΓ. 
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11o   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

 
 
 
 
 

Η γωνία ενός κανονικού ν-γωνου δίνεται από τη σχέση 

νφ̂  =180 -
ν

360
 

απόδειξη 

 
Το άθροισµα των γωνιών ενός ν-γωνου είναι 2ν-4 ορθές 

Κάθε γωνία λοιπόν είναι ίση µε 1/ν(2ν-4)=(2- )
4

ν
 ορθές . 

΄Άρα νφ̂ =(2- )
4

ν
90 = 180 -

ν
360

// 

 
∆υο κανονικά πολύγωνα µε τον ίδιο αριθµό πλευρών είναι όµοια . 

 
απόδειξη 

 

Αν λν , λ΄ν  είναι οι πλευρές και νφ̂ , νφ̂ ΄ οι γωνίες των δύο 

πολυγώνων τότε  νφ̂ =180 -
ν

360
= νφ̂ ΄ και ο λόγος δύο πλευρών 

είναι ίσος µε το σταθερό λόγο 
΄ν

ν

λ
λ  Εποµένως έχουν τις αντίστοιχεςγωνίες τους ίσες και τις 

πλευρές τους ανάλογες άρα είναι όµοια .// 
 

Σε κάθε κανονικό ν-γωνο εγγεγραµµένο 

σε κύκλο ακτίνας R ισχύουν : 

(α) 22
2

2
R=+








ν

ν α
λ

       (β) νν νλ=P     (γ) ννν αΡ=Ε
2

1
 

απόδειξη 
 

(α) Από το ορθογώνιο ΟΓΚ έχουµε 222 ΟΓ=ΟΚ+ΓΚ  

δηλαδή 22
2

2
R=+








ν

ν α
λ

 

 

(β) Η περίµετρος του κανονικού ν-γώνου είναι Ο   

ννν λλ ++= ...P = ννλ  
 

(γ) Το κανονικό ν-γωνο χωρίζεται σε ν ίσα ισοσκελή Γ Κ ∆   

τρίγωνα Άρα Εν = ν (ΟΓ∆) = ν( == νννν ανλαλ
2

1
)

2

1
νναΡ

2

1
// 

 ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 
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Εγγραφή κανονικών πολυγώνων σε κύκλο 

 
ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ 

 

Για να εγγράψουµε ένα τετράγωνο σε κύκλο κέντρου Ο 
ακτίνας R φέρνουµε δύο κάθετες διαµέτρους ΑΓ και Β∆ 
Το τετράπλευρο  ΑΒΓ∆ είναι τότε ένα τετράγωνο.   α4  
 Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους   R  λ4 

      

λ4 = R 2  και α4 = R
2

2
 

 
ΚΑΝΟΝΙΚΟ ΕΞΑΓΩΝΟ 

 

Έστω ΑΒΓ∆ΕΖ κανονικό εξάγωνο εγγεγραµµένο  

στον κύκλο ( Ο , R ). Τότε η 60
6

360
ˆ ==νω .Άρα  Α Β 

το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισόπλευρο εποµένως λ6 = R 
Οπότε ορίζουµε στον κύκλο ( Ο , R ) έξι διαδοχικά τόξα     Ο 
κάθε ένα από τα οποία έχει χορδή ίση µε R .  α6  λ6  
Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους 

λ6 = R και α6 = R
2

3
 

 
ΙΣΟΠΛΕΥΡΟ ΤΡΙΓΩΝΟ 

 

 

Χωρίζουµε πρώτα τον κύκλο σε έξι ίσα τόξα και  
έπειτα ενώνουµε τις κορυφές ανά δύο.  
Η πλευρά και το απόστηµα του δίνονται από τους τύπους    

λ3 = R 3  και α3 = 
2

R
  

 
Μήκος κύκλου και τόξων 

 

 
Το µήκος ενός κύκλου ακτίνας R είναι L = 2πR 

Το µήκος ενός τόξου που έχει µέτρο µ � είναι  S = πR
180

µ
 

Αν α είναι το µέτρο του τόξου σε ακτίνια και µ το µέτρο   Ο 
του σε µοίρες τότε ισχύει µ.  

180

µ
π
α

=
 

 Α Β 
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Εµβαδόν κυκλικού δίσκου – τοµέα – τµήµατος 
 
Το εµβαδόν ενός κυκλικού δίσκου ακτίνας R είναι Ε = πR

2 
Το εµβαδόν κυκλικού τοµέα µε τόξο µ � ενός κυκλικού δίσκου 

( Ο , R ) είναι Ετ = πR
2

360

µ
 

Όταν το τόξο του κυκλικού τοµέα έχει µέτρο α ακτίνια τότε     Ο 

Ετ =
2

1
αR

2     µ. 

To εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος ΑΡΒ στο διπλανό σχήµα   Α Β 
υπολογίζεται αν από το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα ΟΑΡΒΟ   Ρ 
αφαιρέσουµε το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ .  
 

 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ! 

 
Για ένα τόξο ενός κύκλου, άλλο είναι το µήκος του τόξου και άλλο το µέτρο 

αυτού. Πρόκειται δηλαδή για δύο διαφορετικά µεγέθη! Μονάδες µέτρησης του 

µήκους ενός τόξου είναι το εκατοστό, το δεκατόµετρο,…  ενώ µονάδες µέτρησης  

του µέτρου ενός τόξου είναι οι µοίρες και το rad! 

 
  

λ υ µ έ ν ε ς   α σ κ ή σ ε ι ς . . . 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν των κυκλικών τµηµάτων στα οποία χωρίζεται ένας κύκλος 
ακτίνας R από µία χορδή του ΑΒ=R. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Το εµβαδόν Ε1 του γραµµοσκιασµένου κυκλικού  

τµήµατος δίνεται από τον τύπο: 

 Ε1=
2 2 2 260 3 3

( ) ( )
360 4 6 4

R R R Rπ π∩

ΟΑΒ − ΟΑΒ = − = −   

τετραγ. µονάδες. 

Το εµβαδόν Ε2 του ΄΄µεγάλου΄΄ κυκλικού τµήµατος 

δίνεται από τον τύπο:   

Ε2=εµβ.κύκλου-Ε1=πR2-[
2 2 3

6 4

R Rπ
− ]

2 25 3

6 4

R Rπ
= +  τετραγ. µονάδες. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

 

Σε κύκλο (Ο,R) θεωρούµε µια χορδή ΑΒ=R. Στην προέκτασή της παίρνουµε τµήµα 
ΒΓ=ΑΒ και από το Γ φέρνουµε την εφαπτοµένη Γ∆ στον κύκλο. Να δείξετε ότι Γ∆=λ4 και 
ΟΓ=λ3 , όπου λ4 , λ3 είναι πλευρές τετραγώνου και ισόπλευρου τριγώνου αντίστοιχα 
ακτίνας R. 
 

     ΛΥΣΗ 

 

Από το θεώρηµα της δύναµης σηµείου ως προς κύκλο 

παίρνουµε ότι   ΓΑ.ΓΒ=ΟΓ2-R2 � 2.R.R= ΟΓ2-R2 
� 

OΓ2=3R2 � OΓ= R 33 .λ=  

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο Ο∆Γ έχουµε: 

ΟΓ2-R2=Γ∆2 � (R 3 )2-R2=Γ∆2 � Γ∆=R 2 =λ4. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

 

Έστω χορδή ΑΒ=R 2  κάθετη στη διάµετρο Γ∆ κύκλου µε κέντρο 
Ο και ακτίνα R. Να υπολογίσετε 
Α) το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΟΒΓ 

Β) το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα ( )
∩

ΟΑΓΒ  

Γ) το εµβαδόν του χωρίου  που περικλείεται από το τόξο 
∩

ΑΓΒ  
και τις χορδές ΑΓ και ΓΒ. 
 

    ΛΥΣΗ 
 

Α) έχουµε ΑΒ⊥ ΟΓ οπότε (ΑΟΒΓ)=
21 1 2

. . . . 2.
2 2 2

R
R RΑΒΟΓ = =  τετραγ. µονάδες. 

Β) 90
Λ

ΟΑΟΒ =  γιατί ΑΒ= 42R λ= . Άρα ( )
∩

ΟΑΓΒ =
2 2. .90

360 4

R Rο

ο

π π
=  τετραγ. µονάδες. 

Γ) Έστω Ε1 και Ε2 τα ζητούµενα εµβαδά. 

Ε1+Ε2= ( )
∩

ΟΑΓΒ - (ΑΟΒΓ)= 
2

4

Rπ
−

2 22
( 2 2)

2 4

R R
π= −  τετραγ. µονάδες. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

 

∆ίνεται κύκλος διαµέτρου ΑΒ=2ρ και ένα σηµείο  
Γ αυτής τέτοιο, ώστε ΒΓ=2ΑΓ. Με διαµέτρους τα ΑΓ και ΒΓ 
Γράφουµε ηµικύκλια εκατέρωθεν της ΑΒ.  Να βρεθεί ο λόγος  
των εµβαδών των δύο χωρίων που ορίζονται από τον κύκλο  
(Ο,ρ) και τα δύο ηµικύκλια. 
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    ΛΥΣΗ 
 

ΑΓ=
1 1 2

2 3 3
ρΓΒ = ΑΒ =  και ΓΒ=

4
.

3
ρ  

Ε1=Εηµικυκλίου ΑΒ - Εηµικυκλίου ΑΓ - Εηµικυκλίου ΓΒ=
2 2

2 21 1 1 2
 .

2 2 2 2 2 3
πρ π π πρ

ΑΓ ΓΒ   − + =   
   

 

Άρα Ε2=
2 2 2

1

2 1
.

3 3ύ
Eκ κλου πρ πρ πρ−Ε = − =   Τελικά  1

2

2
2.

1

E

E
= =  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

 

Ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο  
(Ο,R). Αν το εµβαδόν του µη κοινού µέρους του κύκλου (Ο,R) και 

του τριγώνου ΑΒΓ είναι Ε=4π-3 3  τετραγ. µονάδες, να αποδείξετε  

ότι α=2 3  και  R=2. 
 
ΛΥΣΗ 
 

Είναι α=λ3= R 3 . Το γραµµοσκιασµένο εµβαδόν Ε του σχήµατος είναι 

Ε=Εκύκλου-(ΑΒΓ)=π R2-
2

2 2 23 3 3 3 3

4 4 4

a
R R Rπ π

 
= − = −  

 
. Επίσης από την υπόθεση 

ισχύει ότι Ε=4π-3 3 , οπότε 23 3

4
Rπ

 
− =  

 
4π-3 3 =>  R=2 και άρα α=2 3 . 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 6 

∆ίνεται πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R) µε ΑΒ=R 2 , ΒΓ= R 3 , 

Γ∆=∆Ε=R. Να βρεθεί το εµβαδόν του πενταγώνου. 

 

    ΛΥΣΗ 

Έχουµε: ΑΒ=R 2 =λ4 1 4 90 .ω
Λ Λ

Ο⇒ Ο = =  

ΒΓ= R 3 =λ3 2 3 120 .ω
Λ Λ

Ο⇒ Ο = =  

Γ∆=∆Ε=R= λ6 3 4 6 60 .O ω
Λ Λ Λ

Ο⇒ Ο = = =  

Επίσης, 5 1 2 3 4360 30 .ο ο
Λ Λ Λ Λ Λ

Ο = −Ο −Ο −Ο −Ο =  Υπολογίζουµε τα εµβαδά των τριγώνων 

ΑΟΒ,ΒΟΓ,ΓΟ∆,∆ΟΕ και ΕΟΑ µε τη βοήθεια του τύπου Ε=
1

. . .
2

R R νβ ηµω . Το ζητούµενο 

εµβαδόν του ΑΒΓ∆Ε θα είναι το άθροισµα των εµβαδών αυτών των τριγώνων. 

Έχουµε λοιπόν, 
2

21
( ) 90 ,

2 2

R
R οηµΑΟΒ = =   

2
21 3

( ) 120 ,
2 4

R
R οηµΒΟΓ = =  
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(ΓΟ∆)=(∆ΟΕ)= 
2

21 3
60 ,

2 4

R
R οηµ =   (ΕΟΑ)= 

2
21

30 .
2 4

R
R οηµ =  

Τελικά προκύπτει ότι, (ΑΒΓ∆Ε)= (ΑΟΒ)+(ΒΟΓ)+(ΓΟ∆)+(∆ΟΕ)+(ΕΟΑ)= 
2

2

R
+ 

2 3

4

R
+ 

22 3

4

R
+  

2

4

R
=

23(1 3)

4

R+
 τετραγ. µονάδες. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 7 

 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α=2 , β= 3  και γ=1. 
Ο εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου εφάπτεται στις  
πλευρές ΑΒ και ΒΓ, στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα. 
α) Να βρεθεί το είδος του τριγώνου και η ακτίνα 
του εγγεγραµµένου κύκλου του 
β) Να βρεθεί η περίµετρος και το εµβαδόν του µικτόγραµµου  
τριγώνου Β∆Ε. 
 
 

     ΛΥΣΗ 
 

α) Είναι α2=4 και β2+γ2=4 , άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο µε ορθή τη γωνία .
Λ

Α  
(λόγω του αντίστροφου του Πυθαγορείου θεωρήµατος) 

Επειδή τώρα ΑΒ= ,
2

ΒΓ
 έπεται ότι 30 60 .

Λ Λ
Ο ΟΓ = ⇒ Β =  Το εµβαδόν του ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΒΓ είναι 

(ΑΒΓ)=
1 1 3

. . .1. 3
2 2 2

ΑΒ ΑΓ = =  τετραγ. µονάδες.  Όµως από τη γενική θεωρία ισχύει ο 

τύπος: (ΑΒΓ)=τ.ρ � ρ=

3
( ) 3 3 12 .

23 3 3 3
2

τ
ΑΒΓ −

= = =
+ +

 

β) Φέρνουµε την ΒΟ. Ισχύει ΒΕ=Β∆ (ως εφαπτόµενα τµήµατα) και 21 30 .
Λ Λ

ΟΒ = Β =  Στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΕ έχω:  εφ30ο=
3 3

3.
3 3

ρ ρ
ρ

ΟΕ
⇔ = ⇒ ΒΕ = =

ΒΕ ΒΕ
 

Επίσης, 60
Λ

ΟΒ =  και 90 .
Λ Λ

Ο∆ = Ε =  Άρα 120 .
Λ

Ο∆ΟΕ =  
Έτσι η περίµετρος του µικτόγραµµου τριγώνου Β∆Ε  είναι: 

L=
. .120

2 2 3.
180

l
ο

ο

π ρ
ρ∩

∆Ε
+ ΒΕ = + Το εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου Β∆Ε είναι:  

ε=2(ΟΒΕ)-
2 21 120

( ) 2. . . . 3.
2 360 3

ο

ο

πρ πρ
ρ ρ

∩

Ο∆Ε = ΒΕΟΕ − = −  τετραγ. µονάδες. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 8 

 

∆ύο κύκλοι µε ακτίνες R,3R εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Αν ΒΓ είναι µια κοινή 
εξωτερική εφαπτοµένη των δύο κύκλων, να υπολογίσετε την περίµετρο του 
καµπυλόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της ακτίνας R. 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Φέρνουµε την Ο∆ κάθετη στην ΓΟ2. 

 Τότε το τετράπλευρο ΒΓ∆Ο1 είναι ορθογώνιο, 

 διότι έχει τρεις ορθές γωνίες. Άρα ΒΓ=Ο1∆ ,  

Γ∆= 3R- R =2R. Από το πυθαγόρειο θεώρηµα  

στο τρίγωνο Ο1∆Ο2 παίρνουµε:  

2 2 2 2
1 1 2 2 (4 ) (2 ) 2 3.R R RΟ ∆ = Ο Ο −∆Ο = − =  

 Άρα ΒΓ= 2 3.R  

Επίσης, 1 2 30
Λ

Ο∆Ο Ο = , διότι το τρίγωνο  Ο1∆Ο2 είναι ορθογώνιο και ∆Ο2= 1 2

1
.

2
O O  

Άρα 90 30 120 , 60 .O O O OAB A
∩ ∩

= + = Γ =  Έτσι,  
. .120 2. . .3 .60

, .
180 3 180

R R R
l l R

π π π
π∩ ∩

ΑΒ ΑΓ
= = = =  

Η ζητούµενη περίµετρος είναι  L= l l∩ ∩
ΑΒ ΑΓ

+ +ΒΓ =
2. .

2 3.
3

R
R R

π
π+ + . 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 9 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 90A
Λ

Ο=  µε  ΒΓ=4 και 60
Λ

ΟΓ = . 
Με κέντρο το Α και ακτίνα το ΑΓ γράφουµε κύκλο που τέµνει την  
ΒΓ στο ∆ και την ΑΒ στο Ε. Να υπολογισθεί το εµβαδόν και η 
περίµετρος του µικτόγραµµου τριγώνου Β∆Ε. 
 

    ΛΥΣΗ 

Αφού 60
Λ

ΟΓ =  => 30B
Λ

Ο=  άρα ΑΓ= 2
2

BΓ
= (διότι σε ορθογώνιο τρίγωνο απέναντι από 

γωνία 30ο βρίσκεται πλευρά ίση µε το µισό της υποτείνουσας). 

Το τρίγωνο Α∆Γ είναι ισοσκελές άρα 1 60A
Λ

Ο= , 120
Λ

ΟΒ∆Α =  και Γ∆=2. Το ζητούµενο 

εµβαδόν  ε  ισούται µε τη διαφορά των εµβαδών του τριγώνου ΑΒ∆ και του κυκλικού 

τοµέα 
∩ Α∆Ε 

 
, δηλαδή  ε= (ΑΒ∆)- 

∩ Α∆Ε 
 

=
21 .2 .30 3 3

. . 120
2 360 3

B A
ο

ο
ο

π π
ηµ

−
∆ ∆ − =  τετρ. 

µονάδες. 
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Από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε: ΑΒ2=ΒΓ2-ΑΓ2=12 => ΑΒ=2 3  

και ΒΕ=ΑΒ-ΑΕ=2 3 -2. 

Η ζητούµενη περίµετρος είναι  Β∆+ΒΕ+ l
∆Ε

=∩ 2+(2 3 -2)+ 
.2.30

180

ο

ο

π
= 2 3 + .

3

π
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 10 

 

Έστω κανονικό πολύγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,6) µε επίκεντρη γωνία ων αµβλεία. 
Α) να βρείτε το πλήθος των πλευρών του ν-γώνου 
Β) να βρείτε την πλευρά λν και το απόστηµα αν του ν-γώνου 
Γ) να βρείτε το εµβαδόν του εγγεγραµµένου κύκλου στο κυκλικό τµήµα που περιέχεται 
µεταξύ µιας πλευράς του ν-γώνου και του αντίστοιχου κυρτογώνιου τόξου. 
 

     ΛΥΣΗ 

 

Α) Έχουµε ων>90ο
�

360
90 4,ν

ν
> ⇔ <  άρα ν=3. 

Β) Το κανονικό πολύγωνο είναι ισόπλευρο τρίγωνο συνεπώς 

λ3=R 3  δηλαδή λ3=6 3  , α3= 3.
2

R
=  

Γ) Η ακτίνα του ζητούµενου κύκλου είναι χ=ΚΜ=ΚΡ. Όµως ΟΡ=ΟΜ+ΜΡ  

=>  R=α3+2χ => 6=3+2χ => χ=
3

.
2

  

Έστω ε το εµβαδόν του κύκλου (Κ,χ). Θα έχουµε ε=πχ2=π.
2

3 9

2 4

π  = 
 

 τετραγ. µονάδες.  

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 11 

 

∆ίνεται ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 90A
Λ

Ο=  και ΑΓ=ΑΒ=8. Με κέντρο το Α 
και ακτίνα ίση µε τη διάµεσο ΑΜ γράφουµε κύκλο που τέµνει την ΑΒ στο ∆ και την ΑΓ 
στο Ε. 
Να υπολογισθεί το άθροισµα των εµβαδών των µικτόγραµµων τριγώνων Β∆Μ και ΓΜΕ. 
 

    ΛΥΣΗ 

 

Είναι ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2 => ΒΓ=8 2.  

Όµως ΑΜ=
8 2

4 2.
2 2

ΒΓ
= =  

Το ζητούµενο άθροισµα ισούται µε τη διαφορά των 
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εµβαδών του τοµέα 
∩

Α∆Ε  από το τρίγωνο ΑΒΓ.  

Έτσι,  Ε=(ΑΒΓ)- (
∩

Α∆Ε )=
21 . .90

. . 32 8
2 360

A
π

π
Ο

Ο

ΑΜ
ΑΒ Γ− = −  τετραγ. µονάδες. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 12 

 

∆ίνεται κύκλος (Ο,ρ) και οι εφαπτόµενές του ΑΒ και ΑΓ από σηµείο Α τέτοιο ώστε 
ΟΑ=2ρ. Να βρεθεί το εµβαδόν του κοινού τµήµατος των κυκλικών δίσκων (Ο,ρ) και 
(Α,ΑΒ). 
 

    ΛΥΣΗ 
 
Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο και  

ΟΒ= 1 130 , 60
2

OA
A ο ο
Λ Λ

⇒ = Ο =  και ΑΒ=ρ 3 . 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι το άθροισµα των εµβαδών των 
γραµµοσκιασµένων χωρίων, δηλαδή  

Ε=Ε1+Ε2= ( ) ( ) ( ) ( )O
∩ ∩

ΒΓ − ΟΒΓ + ΑΒΓ − ΑΒΓ =  

= ( )2
2 2 2 2120 1 60 1 5

120 3 3 60 3
360 2 360 2 6

ο ο
ο ο

ο ο

π
πρ ρ ηµ π ρ ρ ηµ ρ − + − = − 

 
 τετραγ. µονάδες. 

 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 13 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 90 , 60
Λ Λ

Ο ΟΑ = Β =  και  ΒΓ=4cm. Με κέντρο Β και 
ακτίνα ΑΒ γράφουµε τόξο που τέµνει τη ΒΓ στο σηµείο Μ. Με κέντρο Γ και ακτίνα ΓΜ 
γράφουµε τόξο που τέµνει τη ΑΓ στο σηµείο Ν. Να υπολογισθεί η περίµετρος και το 
εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου που σχηµατίζεται από το τµήµα ΑΝ και τα τόξα 

, .AM MN
∩ ∩

 
 
ΛΥΣΗ 

ΒΓ=4 , ΑΒ=2 και ΑΓ=2 3. (
4

60 30 2
2

ο
Λ Λ

ΟΒ = ⇒ Γ = ⇒ ΑΒ = = ) 

60 2 30
.2. , .2.

180 3 180 3

o o

o o
AM M

l l
π π

π π∩ ∩
Ν

= = = =  και ΑΝ=2 3 2.−  

Η περίµετρος  του µικτόγραµµου τριγώνου είναι 

L=
2

2 3 2 2( 3 1)
3 3

π π
π+ + − = + − , ενώ το εµβαδόν του είναι 

Ε=(ΑΒΓ)-
2

( ) ( ) 2 3 2 3
3 3

π π
π

∩ ∩

ΒΑΜ − ΓΜΝ = − − = −  τετραγ. µονάδες. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 14 
 
∆ίνεται τεταρτοκύκλιο ΟΑΒ ακτίνας R. Με κέντρο  
το Α και ακτίνα R γράφουµε τόξο που τέµνει το  
τόξο ΑΒ στο Γ. Να βρεθεί η περίµετρος και το  
εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου ΟΒΓ. 
 
 
 
 

     ΛΥΣΗ 
 
Το µικτόγραµµο τρίγωνο ΟΒΓ αποτελείται από την ακτίνα ΟΒ=R, το τόξο ΒΓ που ανήκει 

στο τεταρτοκύκλιο και το τόξο ΟΓ που ανήκει στον κύκλο (Α,R). Άρα η περίµετρος του 

µικτόγραµµου τριγώνου ΟΒΓ είναι  L= .l l∩ ∩
ΟΓ ΒΓ

+ +ΟΒ Για να βρω τα µέτρα των τόξων ΒΓ 

και ΟΓ φέρνω τα ευθύγραµµα τµήµατα  ΟΓ και ΑΓ, που είναι ίσα µε R. Τότε το τρίγωνο 

ΟΑΓ είναι ισόπλευρο άρα 0
11 60

Λ Λ

Ο = Α =  και 0
2 30 .

Λ

Ο =  

Οπότε, 
. .60 . .30 ( 2)

.
180 180 2 2

R R R R
l l R R

ο ο

ο ο

π π π π
∩ ∩
ΟΓ ΒΓ

+
+ +ΟΒ = + + = + =  

Το ζητούµενο εµβαδόν ε είναι: 

E= ( )
∩

ΟΒΓ −Eκυκλικού τµήµατος ΟΓ 

=
2 2 2. .30 . .30 . .60 1

[( ) ( )] [ . . 60 ]
360 360 360 2

o o o

o o o

R R R οπ π π
ηµ

∩

− ΑΟΓ − ΑΟΓ = − − ΟΑΟΓ =  

2 2 2 23 (3 3 )
[ ]

12 6 4 12

R R R Rπ π π−
= − − =  τετραγ. µονάδες. 

 

ε ρ ω τ ή σ ε ι ς…  

 

1) ∆ύο κανονικά οκτάγωνα είναι όµοια   Σ  Λ 

2) ∆ύο κανονικά πολύγωνα, µε τον ίδιο αριθµό πλευρών, είναι όµοια   Σ  Λ 

3) Ένα κυρτό πολύγωνο, που έχει όλες τις πλευρές του ίσες, είναι κανονικό.    Σ  Λ 

4) Η γωνία ενός κανονικού ν – γωνου και η κεντρική του γωνία, είναι συµπληρωµατικές. Σ Λ 

5) ∆ύο κυκλικοί τοµείς του ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων που αντιστοιχούν  

σε ίσα τόξα, έχουν ίσα εµβαδά   Σ   Λ 

6) Ο λόγος των µηκών δύο κύκλων, είναι ίσος µε τον λόγο των ακτινών τους   Σ  Λ 
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7) Η κεντρική γωνία ενός κανονικού ν – γωνου δίνεται από τον τύπο 

ν
360

ω
2ν

∧

=
�

     Σ   Λ 

8) Ο περιγεγραµµένος και εγγεγραµµένος κύκλος κάθε κανονικού πολυγώνου,  

είναι οµόκεντροι κύκλοι.   Σ   Λ 

9) Η πλευρά ενός τετραγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλου, ισούται µε την  

ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου.   Σ   Λ 

10)  Σε δύο όµοια κανονικά πολύγωνα, ο λόγος οµοιότητας τους ισούται µε το  

τετράγωνο του λόγου των ακτινών τους.   Σ   Λ 

11)∆ύο κυκλικοί τοµείς του ίδιου κύκλου, έχουν ίσα εµβαδά   Σ  Λ 

12) Ο λόγος του µήκους κύκλου προς το µήκος της διαµέτρου του ισούται µε π     Σ   Λ 

13) Ένα περιγεγραµµένο σε κύκλο πολύγωνο, µε όλες τις πλευρές του  

 ίσες, είναι κανονικό      Σ   Λ 

14) Το απόστηµα  ενός ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο, ισούται 

µε το µισό της ακτίνας του περιγεγραµµένου κύκλου     Σ   Λ 

15) Ένα κυρτό πολύγωνο που έχει όλες του τις πλευρές ίσες είναι κανονικό  Σ.  Λ. 

16) Η γωνία ενός κανονικού ν-γώνου και η κεντρική του γωνία είναι ίσες µεταξύ τους       

Σ.  Λ 

17) Ο λόγος των εµβαδών δύο κύκλων είναι ίσος µε το λόγο των ακτίνων τους  Σ.  Λ 

18) Το απόστηµα ενός κανονικού εξαγώνου εγγεγραµµένο σε κύκλο ισούται  µε την  

πλευρά του εξαγώνου Σ.  Λ 

19) Ακτίνα ενός κανονικού πολυγώνου λέγεται κάθε ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου 

του    Σ.  Λ 

20) ∆ύο κυκλικοί τοµείς του ίδιου κύκλου έχουν ίσα εµβαδά.    Σ.  Λ 

21) Ο τύπος 4αν
2=4R2-λν

2 συνδέει την πλευρά λν, το απόστηµα αν και την ακτίνα R του 

περιγεγραµµένου κύκλου κανονικού ν-γώνου.   Σ.  Λ. 
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22) Ο λόγος του µήκους κύκλου προς το µήκος της διαµέτρου του ισούται µε π.   Σ.  Λ. 

23) Το µήκος κύκλου ακτίνας 1 είναι π.   Σ.  Λ. 

24) Εάν το απόστηµα κανονικού πολυγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R, 

είναι  
2

2R
 , η πλευρά του είναι : 

Α.  2R2 ⋅            Β.  2R               Γ.  2R             ∆.  22R             Ε. R  

25) Εάν η πλευρά κανονικού πολυγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R , είναι 

3R , το απόστηµα του είναι : 

Α.  R            Β.  
3

R
                   Γ. 

2

R
               ∆.  

2

3R
            Ε.  3R  

26) Εάν το απόστηµα κανονικού πολυγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R , είναι 

2

3R
,  η πλευρά του είναι:                                                                 

 Α. 
2

2R
           Β.  2R                  Γ. 2R                ∆. R                 Ε. 

2

R
   

                                             

27) Το κανονικό πολύγωνο, που η εξωτερική του γωνία είναι ορθή, είναι :  

   Α.   ισόπλευρο τρίγωνο            Β.   τετράγωνο   
  Γ.   κανονικό πεντάγωνο     ∆.   κανονικό εξάγωνο   
  Ε.   κανονικό δεκάγωνο  

 

28) Εάν η κεντρική γωνία κανονικού πολυγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R , 

είναι  °60 , τότε η πλευρά του (συναρτήσει του  R ) είναι : 

Α. 
2

R
           Β. 3R                 Γ. 2R                 ∆. 2R             Ε. R  

29) Αν νφ
∧

 είναι µια από τις ίσες γωνίες ενός κανονικού ν – γώνου, τότε η  νφ
∧

 ισούται µε  

Α.  
ν

360
180

°
+°        Β. 

ν

360
180

°
−°                 Γ. 

ν

180
360

°
−°           ∆. 

ν

180
360

°
+°                 

Ε. 
ν

360°
 

30) Αν  νΡ   είναι η περίµετρος ενός κανονικού ν – γώνου, τότε το εµβαδόν του Ε είναι 

Α. νν αλ
2

1
⋅                 Β. νν αΡ

2

1
⋅                 Γ. νν λΡ

2

1
⋅              ∆. 2

νν λΡ
2

1
⋅  

Ε. νν λνΡ
2

1
⋅  
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31) Η πλευρά  6λ  κανονικού εξαγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R, είναι  : 

 Α. 
2

3R
           Β. 2R             Γ. R                 ∆. 

2

R
            Ε. 

3

R
 

 

32) Η πλευρά  4λ  τετραγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R, είναι : 

  Α. 
2

2R
           Β. R                 Γ. 2R                ∆. 2R2              Ε. 

3

2R
  

 

33) Η πλευρά  3λ  ισοπλεύρου τριγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R, είναι :     

Α. 
2

3R
           Β. R                 Γ. 3R                ∆. R

2

1
             Ε. 

3

3R
 . 

 

34) Το εµβαδόν κυκλικού δίσκου (Ο,R) είναι 

α.2πR   β.πR2     γ.π2R          δ.2π2          ε.2π. 

 

35) Η κεντρική γωνία ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο είναι 

α.30ο β.45ο  γ.60ο     δ.90ο          ε.120ο 

 

36) Το απόστηµα α3 ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R είναι 

α.
1

3
2

R     β. 
1

3
3

R
  γ. 

2

R
     δ. 3R

         ε. 
1

3
4

R . 

 

37) Το απόστηµα α4 τετραγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας R είναι 

α.
1

2
2

R     β. 
1

2
3

R
  γ. 2R      δ. 3R

         ε. 
1

2
4

R  

38) Αν ένα κανονικό πολύγωνο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R) και το απόστηµά του 

αν ισούται µε 
2

R
, τότε το πολύγωνο είναι 

Α.Ισόπλευρο τρίγωνο 
Β.Τετράγωνο 
Γ.Κανονικό εξάγωνο  
∆.Κανονικό οκτάγωνο 
Ε.Κανονικό δεκάγωνο. 
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39) Το κανονικό πολύγωνο, που η εξωτερική του γωνία είναι αµβλεία, είναι: 
Α.Ισόπλευρο τρίγωνο 
Β.Τετράγωνο 
Γ.Κανονικό πεντάγωνο 
∆.Κανονικό εξάγωνο 
Ε.Κανονικό οκτάγωνο. 

 

40) Το κανονικό πολύγωνο, του οποίου η πλευρά  νλ   ισούται µε την ακτίνα R του   

περιγεγραµµένου κύκλου, είναι  :   

  Α.   τρίγωνο              Β.   τετράγωνο  Γ.  πεντάγωνο  
        ∆.  εξάγωνο               Ε.   δεκάγωνο  
 

41) Το κανονικό πολύγωνο, του οποίου το απόστηµα να  ισούται µε το µισό της πλευράς 

νλ  , είναι  : 

   Α.   τρίγωνο          Β.   τετράγωνο  Γ.  πεντάγωνο  

        ∆.  εξάγωνο                Ε.   δεκάγωνο  

 

42) Το µήκος S τόξου µ µοιρών, που ανήκει σε κύκλο ακτίνας R , είναι : 

    Α. 
180

Rµ2π ⋅⋅
         Β. 

180

µπR2

             Γ. 
360

πRµ
              ∆. 

180

πRµ
             Ε. 

360

µπR2

 

43) Η κεντρική γωνία κανονικού εξαγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο , είναι : 

  Α. °30            Β. °45                 Γ. °60                 ∆. °90                   Ε. °120   

44) Η   γωνία κανονικού πενταγώνου , είναι : 

  Α. °30            Β. °45                 Γ. °60                 ∆. °108                   Ε. °120   

45) Το κανονικό πολύγωνο, µε γωνία °108  , είναι  : 

   Α.  τετράγωνο           Β. πεντάγωνο  Γ. εξάγωνο              
∆.   οκτάγωνο                 Ε.   δεκάγωνο  

 
46) Το κανονικό πολύγωνο  εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R , µε κεντρική  γωνία °24  

είναι  : 

   Α. εξάγωνο                      Β.  οκτάγωνο      Γ.  δεκάγωνο   
            ∆.  δωδεκάγωνο            Ε.   15γωνο  
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47) Το εµβαδόν   µΕ  ενός κυκλικού τοµέα µ µοιρών, είναι : 

  Α. 
180

πRµ
         Β. 

360

µπR2

             Γ. 
180

µπR2

              ∆. 
180

πRµ
             Ε. 

360

πRµ2

. 

48) Το άθροισµα των εµβαδών των τεσσάρων µηνίσκων του σχήµατος είναι ίσο µε: 
 
α.4R2   

β. 2R2    

γ. R2        

δ. πR2            

ε. 2(π-1) R2 

49) ∆υο πολύγωνα είναι όµοια, όταν :  

   Α.   Έχουν το ίδιο αριθµό πλευρών 
           Β.   Είναι εγγεγραµµένα στον ίδιο κύκλο   
  Γ.   Είναι κανονικά και έχουν τον ίδιο αριθµό πλευρών 
  ∆.   Είναι περιγεγραµµένα σε οµόκεντρους κύκλους  
      Ε.   Έχουν τον ίδιο αριθµό γωνιών. 
 
50) Εάν το απόστηµα αν ενός κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,R) 

ισούται µε 
2

R
, τότε η πλευρά λν ισούται µε……………..και το πλήθος των πλευρών του 

πολυγώνου είναι….. 
 
51) Εάν το απόστηµα αν ενός κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,R) 

ισούται µε 
3

2

R
, τότε η πλευρά λν ισούται µε……………..και το πλήθος των πλευρών του 

πολυγώνου είναι….. 
 
52) Εάν το απόστηµα αν ενός κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,R) 

ισούται µε 
2

2

R
, τότε η πλευρά λν ισούται µε……………..και το πλήθος των πλευρών του 

πολυγώνου είναι….. 
 
53) Εάν η πλευρά λν ενός κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,R) ισούται µε 

R, τότε το απόστηµα αν ισούται µε……………..και το πλήθος των πλευρών του 

πολυγώνου είναι….. 

 

54)    Να αντιστοιχίσετε κάθε ένα κανονικό πολύγωνο της  στήλης Α µε το εµβαδόν του Ε 

στη στήλη Β. 
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Στήλη Α  

κανονικά πολύγωνα εγγεγραµµένα σε 

κύκλο ακτίνας R 

Στήλη Β 

Εµβαδά κανονικών πολυγώνων, 

συναρτήσει του R 
 

 

 

      Α.    τρίγωνο 

      Β.     τετράγωνο 

      Γ.      εξάγωνο 

 

 

                    1.  24R  

                    2.  
4

33R2 ⋅
 

                    3.   3R
2

3 2 ⋅  

                    4. 22R  
                    5. 33R2 ⋅          
 

 
55) Να συµπληρωθεί ο πίνακας : 

Ακτίνα  R  κύκλου Μήκος  L  κύκλου Εµβαδόν  Ε  κύκλου 

 30π  

2α 3  20πα  

  15π 2α  

  7π 

3

α
 

  

  

56) Να συµπληρωθεί ο πίνακας : 

Ακτίνα  R  κύκλου Γωνία µ µοιρών     

κυκλικού τοµέα 

Μήκος  τόξου 

S 

Εµβαδόν  Ε             

κυκλικού τοµέα 

8  
 

3

16π
 

9 
 

5

9π
 

 

5α 60 
 

 

 150 
 

12

πα2

 

52α  300 
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57) Να συµπληρωθεί ο πίνακας 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
58) Να συµπληρωθεί ο πίνακας  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

59) Να συµπληρωθεί ο πίνακας  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
60) Να συµπληρωθεί ο πίνακας 
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61) Να αντιστοιχίσετε κάθε πλευρά κανονικού πολυγώνου της στήλης Α µε το αντίστοιχο 
απόστηµά του της στήλης Β. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

62) Να κάνετε την παρακάτω αντιστοιχία κάθε στοιχείου της στήλης Α µε το αντίστοιχο 
της στήλης Β 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
63) Να κάνετε την παρακάτω αντιστοιχία κάθε στοιχείου της στήλης Α µε το αντίστοιχο 
της στήλης Β 
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64) Στη στήλη Α αναγράφεται το µέτρο µ µοιρών τόξου και η ακτίνα του κύκλου του R. 
Στη στήλη Β αναγράφεται το µήκος του S. Να κάνετε την αντιστοιχία 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ά λ υ τ ε ς  α σ κ ή σ ε ι ς…     

 

1.  Σε κάθε κανονικό ν-γωνο να δειχτεί ότι κάθε µια από τις εξωτερικές του γωνίες 
είναι ίση µε την κεντρική γωνία του. 
 

2. Να βρεθεί το εµβαδό ενός κύκλου αν το µήκος του είναι 8π. 
 

3. Να υπολογισθεί το µήκος του εγγεγραµµένου και του περιγεγραµµένου κύκλου 
α) ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές 3cm και 4cm, 
β) ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α. 

 

4. Σε κύκλο µε ακτίνα  R = 3 cm, είναι περιγεγραµµένο ισόπλευρο τρίγωνο.                     
Να υπολογίσετε  :α)  Την πλευρά του          β)    Το εµβαδόν του.  

5. Υπάρχει κανονικό πολύγωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας  R , του οποίου η 
κεντρική γωνία είναι  °16  ;  ∆ικαιολογήστε την απάντηση σας. 

6. Τετράγωνο  ΑΒΓ∆  είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο,R)  και  η ηµιπερίµετρος του 
είναι  80 cm. Να υπολογιστούν : 

 α)  Η ακτίνα R του κύκλου            β)    Ο λόγος  λ = 
κύκλουεµβαδόν

τετραγώνουεµβαδόν
. 

7. Τετράγωνο  ΑΒΓ∆  είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο,R). Γνωρίζοντας ότι  
           ΑΓ – ΑΒ = 12 cm, να υπολογιστούν :α) Η ακτίνα του κύκλου                                     
           β)    Το εµβαδόν    του κύκλου. 

8. Κανονικού πολυγώνου, η ακτίνα R είναι  8 cm  και το απόστηµα του α είναι 34 . 
Να υπολογιστούν : 

 α) Η πλευρά του λ 
 β)    Η κεντρική του γωνία σε µοίρες 
         γ)    Το πλήθος ν των πλευρών του. 
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9. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε πλευρές ΑΒ=2α και ΒΓ=α. Με κέντρα τις κορυφές Α 
και Β γράφουµε τεταρτοκύκλια ακτίνας α στο εσωτερικό του ορθογωνίου που τέµνονται σε 
σηµείο Μ. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου ΜΓ∆. 
 

10. Ένα κανονικό εξάγωνο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R.                                   
Έξω από το εξάγωνο κατασκευάζουµε τετράγωνα µε πλευρές τις πλευρές του εξαγώνου. 
α) αποδείξτε ότι οι κορυφές των τετραγώνων, που δεν είναι κορυφές του εξαγώνου, 
σχηµατίζουν κανονικό 12-γωνο και 
β) να βρεθεί το εµβαδόν του παραπάνω 12-γώνου συναρτήσει του R. 
 

11. Ένα κανονικό ν-γωνο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας 10. Το απόστηµα του 

ν-γωνου έχει µήκος .75  Να βρεθεί:    
α) το µήκος της πλευράς του ν-γωνου, 
β) το είδος του ν-γωνου,    
γ) το εµβαδόν και την περίµετρο του ν-γωνου. 
 

12. Ένα κανονικό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R Αν οι 
προεκτάσεις των ΑΒ και ∆Γ τέµνονται στο σηµείο Μ, να βρεθούν συναρτήσει του R τα 
εµβαδά των τριγώνων ΜΒΓ και ΜΕΖ. 
 

13. Σε ένα κανονικό ν-γωνο Α1Α2…Αν , αν Α1∆ είναι η διχοτόµος της γωνίας 213 AAA
Λ

 

και ισχύει ∆
Λ

1AAν =135Ο , να δειχτεί ότι ν=10. 
 

14. Σε τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε πλευρά ΒΓ=λ3 και  διάµεσο ΑΜ=α6. Αποδείξτε ότι το 
τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.  (υπόδ. χρησιµοποιήστε το 1ο θεώρηµα διαµέσων) 
 

15. Ρόµβος έχει περίµετρο 12 και οι διαγώνιοί του έχουν µήκη ίσα µε τις πλευρές 
ισόπλευρου τριγώνου και κανονικού εξαγώνου που είναι εγγεγραµµένα σε κύκλο ακτίνας 
R.  Να βρεθούν 
α) το µήκος της ακτίνας R , 
β) το εµβαδόν του ρόµβου. 
 

16. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και δύο παράλληλες χορδές του ΑΒ=λ3 και Γ∆=λ6 ώστε το Ο 
να µην είναι µεταξύ αυτών. Να βρεθεί η περίµετρος του µεικτόγραµµου τραπεζίου που έχει 
κορυφές τα σηµεία Α,Β,Γ και ∆. 
 

17. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και δύο κάθετες διάµετροι αυτού ΑΒ και Γ∆. Γράφουµε το 
τόξο του κύκλου (Α,ΑΓ) που έχει άκρα τα Γ,∆ και τέµνει την ΑΒ στο σηµείο Ε.  Να 
δειχθεί ότι το εµβαδόν του µηνίσκου ΓΕ∆ΒΓ είναι ίσο µε R2. 
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18. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και σηµείο Α µε ΟΑ=2R. Αν ΑΒ,ΑΓ είναι τα εφαπτόµενα 
τµήµατα στον κύκλο, να βρεθεί το εµβαδόν του µεικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ.                    

(όπου 
^

ΒΓ το µικρότερο τόξο). 
 

19. ∆ύο χορδές ΑΒ και Γ∆ ενός κύκλου (Ο,R) τέµνονται σε ένα εσωτερικό σηµείο Σ 
του κύκλου. Αν ΣΑ = λ4 και Σ∆ = λ6, να αποδείξετε ότι  (ΣΑΓ) =2(ΣΒ∆).  
 

20. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R , του οποίου η πλευρά ΑΒ 
είναι ίση µε την πλευρά τετραγώνου εγγεγραµµένου στον ίδιο κύκλο, ενώ η πλευρά ΑΓ 
είναι ίση µε την πλευρά ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραµµένου στον ίδιο κύκλο. 
α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ 

β) Αν ΑΗ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ , να αποδείξετε ότι ΒΓ = ( )62
2

+
R

 

γ) Να αποδείξετε ότι µγ = R
2
3

2 +  

21. ∆ίνεται τεταρτοκύκλιο 
^

ΒΓΟ ακτίνας R. ∆είξτε ότι η χορδή ΒΓ δεν χωρίζει το 
τεταρτοκύκλιο σε δύο ισοδύναµα χωρία. 
 

22. Κανονικό εξάγωνο ΑΒΓ∆ΕΖ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R).Αν Μ µέσο ΑΒ    

και η  ΓΜ τέµνει τον κύκλο στο Η , δείξτε ότι :  (HAB) = 
42
1

(ABGDEZ)  

23. ∆ίνεται τεταρτοκύκλιο ΑΟΒ, µε ΟΑ=ΟΒ=R. Αν ο κύκλος κέντρου Α και ακτίνας R 
τέµνει το τεταρτοκύκλιο στο σηµείο Γ, να βρεθεί η περίµετρος και το εµβαδόν του 
µικτόγραµµου τριγώνου ΟΑΓ. 
 

24. Σε κύκλο (Κ,R) παίρνουµε τα τόξο ΑΒ=60Ο, ΒΓ=120Ο ,Γ∆=120Ο . Οι διαγώνιες ΑΓ 
και Β∆ του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο σηµείο Η.  
α) να βρεθούν οι πλευρές του ΑΒΓ∆, 
β) να βρεθούν τα τµήµατα ΒΗ , ΑΗ και ΓΗ ως συνάρτηση του R, 
γ) να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται ανάµεσα στον κύκλο και στο 
τετράπλευρο ΑΒΓ∆. 
 

25. ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ , πλευράς α .Θεωρούµε τα ηµικύκλια µε διαµέτρους τις 
πλευρές του ΑΒ και ΒΓ που τέµνονται στο Σ, στο εσωτερικό του τετραγώνου. Εάν ΜΝ η 
κοινή εφαπτοµένη των δύο ηµικυκλίων να βρείτε το εµβαδόν του µεικτόγραµµου τριγώνου 
ΣΜΝ. 
 

26. Σε κύκλο (Ο,R) είναι εγγεγραµµένο κανονικό ν-γωνο µε εµβαδόν Ε και  

περιγεγραµµένο κανονικό ν-γωνο µε εµβαδόν Ε΄ έτσι, ώστε να ισχύει .
4
3

=
E΄

E
 

Να δείξετε ότι ν=6.  
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27. Σε κύκλο (Ο,R) παίρνουµε τα διαδοχικά σηµεία Α,Β,Γ ώστε ΑΒ=λ3 και ΒΓ=λ6. Αν 
η διάµεσος ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ τέµνει τον κύκλο στο σηµείο ∆, τότε: 
α) το εµβαδόν του τριγώνου ΑΜΓ, 
β) να υπολογίσετε το Μ∆ ως συνάρτηση της ακτίνας R, 
γ) να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου ΒΜ∆. 
 

28. Σε κύκλο (Ο,R) παίρνουµε χορδή ΑΒ=λ3. Αν Μ είναι σηµείο του κυρτογώνιου 
τόξου AB και ισχύει ΑΒ=2 και ΜΒ=5, να βρείτε: 
α) την ακτίνα R, 
β) το άθροισµα των εµβαδών των κυκλικών τµηµάτων  που ορίζονται από τις χορδές 
ΑΜ και ΜΒ. 
 

29. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α=1 , β=2 και γ= .3  α) ∆είξτε ότι το τρίγωνο είναι 
ορθογώνιο. β)Αν ο εγγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου εφάπτεται στις πλευρές ΓΑ και 
ΓΒ στα σηµεία Κ , Λ αντίστοιχα, να δειχθεί ότι το µήκος του ΄΄µικρού΄΄ τόξου ΚΛ είναι 

ίσο µε   .
3

13 −
⋅π  

30. Να δειχθεί ότι ο λόγος των εµβαδών των δύο κυκλικών τµηµάτων στα οποία 
διαιρείται ένας κύκλος (Ο,R) από µια πλευρά εγγεγραµµένου σ΄ αυτόν  τετραγώνου είναι 

ίσος µε .
23
2

+
−

π
π

 

31. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι αββαγ −+= 22 . Να βρείτε το λόγο των εµβαδών των 

δύο κυκλικών τµηµάτων στα οποία χωρίζεται ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου 
ΑΒΓ από τη χορδή ΑΒ. 
 

32.  Στο διπλανό σχήµα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο  
σε κύκλο διαµέτρου ΒΓ. 
Να δειχτεί ότι το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου  
τµήµατος είναι ίσο µε το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 
[Πρόβληµα των µηνίσκων του Ιπποκράτη] 
 

 

 

33.  Να δείξετε ότι το εµβαδόν του ηµικυκλίου που έχει   
διάµετρο την υποτείνουσα ΒΓ του ορθογωνίου 
τριγώνου ΑΒΓ , στο διπλανό σχήµα, 
είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των  
ηµικυκλίων που έχουν διαµέτρους τις κάθετες πλευρές του. 
 
  

34.  Στο διπλανό σχήµα δίνεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  

(µε  Α̂  ορθή γωνία) µε πλευρές ΑΓ=15cm και ΒΓ=25cm.  
Να υπολογίσετε την πλευρά ΑΒ, το εµβαδόν του  
τριγώνου ΑΒΓ, το ύψος  Α∆ και το εµβαδόν του 
 γραµµοσκιασµένου µέρους. 

 
α

β
γ

 

 

α

γ β
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35.  Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρά 4cm να γράψετε   
κύκλο µε κέντρο την κορυφή Α και ακτίνα το ύψος ΑΜ.  
Να υπολογίσετε το  εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου µέρους 
 

36.    Στο διπλανό σχήµα η ακτίνα του κύκλου είναι ρ=6cm και   
το εγγεγραµµένο εξάγωνο είναι κανονικό.  
Να υπολογίσετε το  εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου µέρους. 

(δίνονται: ).
2

3
3060,

2

1
6030 0000 ==== συνηµσυνηµ  

 

37. Να δειχθεί ότι το εµβαδόν ενός κύκλου που είναι εγγεγραµµένος σε τεταρτοκύκλιο 

ακτίνας R είναι ίσο µε  πR2(3-2 2 ). 
(Υπόδ.: υπολογίστε πρώτα την ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου) 
 

38. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R). Έστω ∆ το µέσο 
της χορδής ΒΓ και Ε το µέσο του τόξου ΑΓ. Αν η Ε∆ τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Η , 

αποδείξτε ότι ∆Η= .
14

73R
 

 

39. ∆ίνεται κύκλος (Ο,R) στον οποίο θεωρούµε δύο  
κάθετες ακτίνες ΟΑ και ΟΒ. Με διάµετρο την ΑΒ  
γράφουµε εκτός του κύκλου ηµικύκλιο. Να υπολογισθούν: 
Α) Το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ 
Β) το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου µηνίσκου ΟΑΒ. 
[Υπόδ.: Βγαίνει (ΑΟΒ)=R2/2 και  Εµηνίσκου= R2/2]. 
 
 

40. Από ένα εξωτερικό σηµείο Α κύκλου (Ο,R) φέρνουµε µια τέµνουσα ΑΒΓ έτσι ώστε 

ΑΒ = ΒΓ. Αν είναι ΟΑ = R 7 , τότε: 
α) Να αποδείξετε ότι  

 i) ΑΒ = ΒΓ = λ3 , όπου το λ3 παριστάνει το µήκος της πλευράς  ισόπλευρου 
τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,R), 

 ii) η γωνία ΑΟΓ είναι αµβλεία, 

 iii) η προβολή της ΟΓ πάνω στη ΟΑ είναι ίση µε  
7
2

ΟΑ. 

β) Να αποδείξετε ότι 
( )
( ) 2

1
=

ΑΟΓ
ΓBO

 και στη συνέχεια να βρείτε το (ΑΟΓ) 

γ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος που ορίζεται από τη χορδή  ΒΓ και 
το µικρό τόξο ΒΓ. 

 

41. Τρεις κύκλοι (Ο1,ρ1) , (Ο2,ρ2) και  (Ο3,ρ3) εφάπτονται ανά δύο εξωτερικά στα 

σηµεία Α,Β και Γ. Αν ρ1=ρ2= 2  και ρ3= 22 − , τότε: 
α) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Ο1Ο2Ο3 είναι ορθογώνιο, 
β) να υπολογίσετε την περίµετρο του καµπυλόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ, 
γ) να υπολογίσετε το εµβαδόν του καµπυλόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ.     
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ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ  
ΜΕ ΤΙΣ ΛΥΣΕΙΣ ΤΟΥΣ 

 
Θέµατα 2000 

 
ΘΕΜΑ 1 
 
Α1.Να αποδείξετε ότι το άθροισµα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται 

µε το διπλάσιο τετράγωνο της µεταξύ τους διαµέσου αυξηµένο κατά το µισό τετράγωνο 

της τρίτης πλευράς, δηλαδή  

2
2

2
222 α

µγβ α +=+ . 

Α2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ να συµπληρώσετε τη σχέση 

ΑΓ2-ΑΒ2=…………………. 

ώστε να εκφράζει το 2ο θεώρηµα διαµέσων. 

Β. Να βρεθεί η σωστή απάντηση στα παρακάτω: 

B1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται β=8 , γ=6 και µα=5. Η πλευρά α είναι ίση µε: 

α. 7  β. 4  γ. 10  δ. 9  ε. 11 

Β2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται α=4 , β=7 , γ=5 , Α∆ το ύψος του και ΑΜ η διάµεσος.  

Η προβολή ∆Μ της διαµέσου ΑΜ πάνω στην πλευρά α είναι ίση µε: 

α. 4  β. 8  γ. 
8

3
  δ. 5  ε. 3 

ΘΕΜΑ 2 
 
∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ//Γ∆ , ΑΒ<Γ∆ και ΑΒ=4, Α∆=3, ΒΓ=5. Να 

υπολογίσετε  

α. την προβολή της ΒΓ πάνω στην Γ∆, 

β. το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆, 

γ. το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΒΓ. 

 
ΘΕΜΑ 3 
 
Σε κύκλο (Ο,R) είναι εγγεγραµµένο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρά ΑΒ=15. 

Να υπολογίσετε 
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α. την ακτίνα R του κύκλου, 

β. το εµβαδόν του κυκλικού δίσκου (Ο,R), 

γ το εµβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ, 

δ. το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο και  το ισόπλευρο τρίγωνο. 

 
 
ΘΕΜΑ 4 
 

∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και µια διάµετρός του ΑΒ. Από ένα σηµείο Μ του κύκλου, 

διαφορετικό των Α και Β, φέρνουµε κάθετη στη διάµετρο ΑΒ, που τέµνει τον κύκλο στο 

σηµείο Ζ και τη διάµετρο στο σηµείο ∆. Επί της ΑΒ θεωρούµε το ευθύγραµµο τµήµα 

ΟΓ=Ο∆ και φέρνουµε τη ΜΓ, που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

 

2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

. ,

. ,

. 2( ),

2( )
. .

R

R

R

R

α

β

γ

δ

Μ∆ = Α∆ ⋅∆Β

ΜΓ⋅ΓΕ = Μ∆⋅∆Ζ = −ΟΓ

ΜΓ +Μ∆ = +Ο∆

ΜΓ Μ∆ +Ο∆
+ =

ΓΕ ∆Ζ −Ο∆

 

 

Λύσεις θεµάτων 2000 
 
 

ΘΕΜΑ 1 
 
Α1. θεωρία σχ. βιβλίου σελ. 195. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Α2. από το 2ο θεώρηµα διαµέσων έχουµε ΑΓ2-ΑΒ2=2.ΒΓ.∆Μ 

Β1. Ισχύει ο τύπος 
2

2
2

222 α
µγβ α +=+  και µε αντικατάσταση των τιµών β=8 , γ=6 και 

µα=5 προκύπτει εύκολα ότι α=10. Άρα η σωστή απάντηση είναι η Γ. 

Β2. Από το 2ο θεώρηµα διαµέσων έχουµε: β2-γ2=2.α.Μ∆, και µε αντικατάσταση των τιµών  

α=4 , β=7 , γ=5 προκύπτει εύκολα ότι ∆Μ=3. Άρα η σωστή απάντηση είναι η Ε. 
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ΘΕΜΑ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α. Φέρνουµε το ύψος ΒΕ, οπότε η προβολή της ΒΓ πάνω στη Γ∆ είναι το τµήµα ΓΕ. 

Επειδή το ΒΕ είναι ύψος (όπως και το Α∆) θα ισχύει ΒΕ=Α∆=3. Με εφαρµογή του 

πυθαγορείου θεωρήµατος στο τρίγωνο ΒΓΕ βρίσκουµε ότι ΕΓ=4. 

β. Το τραπέζιο ΑΒΓ∆ έχει µικρή βάση ΑΒ=4, µεγάλη βάση Γ∆=∆Ε+ΕΓ=8 και ύψος 

Α∆=3, άρα: (ΑΒΓ∆)=
4 8

3 18
2 2

ΑΒ+Γ∆ +
⋅Α∆ = ⋅ =  τετραγωνικές µονάδες. 

γ. το τρίγωνο ∆ΒΓ έχει βάση Γ∆=8 και ύψος ΒΕ=3, οπότε (ΒΓ∆)=
8.3

12
2 2

Γ∆ ⋅ΒΕ
= =  

τετραγωνικές µονάδες. 

 
ΘΕΜΑ 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α. Γνωρίζουµε από τη θεωρία ότι:  λ3= 3 3 15
3 3 3 5 3.

3 33
R R R

λ λ
⇒ = = ⇒ = =  

β. Ε(Ο,R)=πR2 � Ε(Ο,R)=π ( )2

5 3 � Ε(Ο,R)=π.25.3=75π  τετραγωνικές µονάδες. 
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γ. Γνωρίζουµε ότι ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α έχει εµβαδόν Ε=
2 3

4

a
. Οπότε για 

α=ΑΒ=15 βρίσκουµε ότι  (ΑΒΓ)=
225 3

4
 τετραγωνικές µονάδες. 

δ. το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο και το ισόπλευρο τρίγωνο είναι 

Ε=75π-
225 3

4
� Ε=

300 225 3

4

−
 τετραγωνικές µονάδες. 

 
ΘΕΜΑ 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α. Για τη χορδή ΜΖ το Ο∆ είναι απόστηµα, άρα το ∆ είναι το µέσο της χορδής ΜΖ και το 

Β είναι το µέσο του τόξου ΜΖ. 

Επίσης, οι ΜΖ , ΑΒ είναι χορδές του κύκλου (Ο,R) που τέµνονται στο ∆, άρα 

Α∆.∆Β=Μ∆.∆Ζ � Α∆.∆Β=Μ∆.Μ∆� Α∆.∆Β=Μ∆2. 

β. το ΜΕ είναι χορδή του κύκλου και το Γ σηµείο της χορδής ΜΕ (εσωτερικό του κύκλου) 

, άρα   ΜΓ.ΓΕ=R2-ΟΓ2. 

Οµοίως, το ΜΖ είναι χορδή του κύκλου και το ∆ σηµείο της χορδής ΜΖ (εσωτερικό του 

κύκλου) , άρα   Μ∆.∆Ζ=R2-ΟΓ2. 

Συνεπώς, 2 2.RΜΓ⋅ΓΕ = Μ∆ ⋅∆Ζ = −ΟΓ  

γ. Στο τρίγωνο ΜΓ∆ το ΜΟ είναι διάµεσος οπότε από το 1ο θεώρηµα διαµέσων βρίσκουµε 

ότι: 

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 )

2 2 2 2 .
2 2

R R
Γ∆ Ο∆

Μ∆ +ΜΓ = ΜΟ + ⇔ Μ∆ +ΜΓ = + ⇔ Μ∆ +ΜΓ = + Ο∆ δ. 

Επειδή Μ∆=∆Ζ , Μ∆.∆Ζ=R2 –ΟΓ2 και 2 2 2 22 2RΜ∆ +ΜΓ = + Ο∆  η δοσµένη σχέση 

 

Ζ 
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γράφεται ισοδύναµα: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( )
1

R

R

ΜΓ Μ∆ +Ο∆ ΜΓ Μ∆ Μ∆ +ΜΓ ΜΓ Μ∆ +ΜΓ
+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔

ΓΕ ∆Ζ −Ο∆ ΓΕ ∆Ζ Μ∆⋅∆Ζ ΓΕ Μ∆
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1
1 1 1

ΜΓ Μ∆ ΜΓ ΜΓ ΜΓ ΜΓ ΜΓ ΜΓ
⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ = ⇔ = ⇔

ΓΕ Μ∆ Μ∆ ΓΕ Μ∆ ΓΕ Μ∆ ΓΕ Μ∆
 

 
2⇔ Μ∆ = ΜΓ⋅ΓΕ ⇔ Μ∆⋅∆Ζ = ΜΓ⋅ΓΕ . H τελευταία σχέση ισχύει λόγω του 2ου 

ερωτήµατος. 

 
<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 

 
Θέµατα 2001 

 
 
ΘΕΜΑ 1 
 

Α1. να αποδείξετε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο µε το γινόµενο των προβολών των κάθετων 

πλευρών του στην υποτείνουσα 

  
Α2. να κάνετε την αντιστοιχία στον παρακάτω πίνακα για ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο 90ο
Λ Α = 

 
 µε Α∆ το ύψος του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα  

 
Στήλη Ι Στήλη ΙΙ 

ΑΒ2 ΑΒ2+ΒΓ2 

ΑΓ2 Β∆
Γ∆

 

2

2

ΑΒ
ΑΓ

 
Γ∆
Β∆

 

ΒΓ.Β∆ 
ΒΓ2-ΑΒ2  

ΑΒ.ΒΓ 
 

Β. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 90ο
Λ Α = 

 
 µε ύψος Α∆, για το οποίο έχουµε Β∆=1 και  

ΒΓ=3. 

Β1. το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος Α∆ είναι: 

 α.2  β. 3   γ. 2   δ.3 2  
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Β2. το µήκος της πλευράς ΑΒ είναι: 

α. 3   β. 3  γ. 2   δ. 5 . 

ΘΕΜΑ 2 

Τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι ΑΒ=6 , ΒΓ=12 και  ΓΑ=8. 

α.  να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο, 

β. να υπολογίσετε το µήκος της διαµέσου ΑΜ, 

γ. να υπολογίσετε το µήκος της προβολής της διαµέσου ΑΜ στην πλευρά ΒΓ. 

 

ΘΕΜΑ 3 

Θεωρούµε τρεις διαδοχικές γωνίες χψψχ
ΛΛΛ

ΟΟΟ zz,,  µε  150ozχ ψ ψ
Λ Λ

Ο = Ο = .    Επί των 

πλευρών Οχ,Οψ,Οz τα σηµεία Α,Β,Γ αντίστοιχα  τέτοια, ώστε  

ΟΑ=2 , ΟΒ=4 , ΟΓ=6.  

α. να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου ΟΓΑ 

β. να υπολογίσετε το λόγο των εµβαδών 
( )

.
( )

ΟΑΒ
ΟΒΓ

 

ΘΕΜΑ 4 

 
∆ίνεται ηµικύκλιο κέντρου Ο και διαµέτρου ΑΒ=2R. Στην προέκταση του ΑΒ προς το Β 

θεωρούµε ένα σηµείο Γ τέτοιο ώστε ΒΓ=2R. Από το Γ φέρνουµε το εφαπτόµενο τµήµα ΓΕ 

του ηµικυκλίου. Η εφαπτοµένη του ηµικυκλίου στο σηµείο Α τέµνει την προέκταση του 

ΓΕ στο σηµείο ∆. 

α. να αποδείξετε ότι  ΓΕ=2 2R , 

β. να αποδείξετε ότι  ΓΑ.ΓΟ=Γ∆.ΓΕ, 

γ. να υπολογίσετε το τµήµα Γ∆ συναρτήσει του R, 

δ. να υπολογίσετε το άθροισµα των εµβαδών των µικτόγραµµων τριγώνων ΒΓΕ και Α∆Ε 

συναρτήσει του R. 

 

Λύσεις θεµάτων 2001 
 

ΘΕΜΑ 1 
 
Α1. σχολικό βιβλίο σελ. 210 
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Α2.  α→4  β→5  γ→2. 
Β1.  γ 
Β2.  α. 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2 
 
 
 
 
 
 

α. είναι ΒΓ2=122=144  και  ΑΒ2+ΑΓ2=62+82=100<144 , άρα 90 .ο
Λ

Α >  

β. έχουµε ΑΒ=γ=6, ΑΓ=β=8 , ΒΓ=α=12  και  ΑΜ=µα. 

Γνωρίζουµε ότι 
4

22 222
2 αγβ

µα

−+
=  , άρα 

2 2 2
2 2.8 2.6 12

14 14.
4α αµ µ

+ −
= = ⇒ =  

γ. είναι ΑΓ>ΑΒ οπότε από το 2ο θεώρηµα διαµέσων έχουµε  ΑΓ2-ΑΒ2=2.ΒΓ.∆Μ 

2 2 2 28 6 7
.

2 2.12 6

ΑΓ −ΑΒ −
⇒ ∆Μ = = =

ΒΓ
 

ΘΕΜΑ 3  

α. (ΟΑΓ)=
1 1 3

. . 60 .6.2. 3 3
2 2 2

οηµΟΓΟΑ = =  τετραγωνικές µονάδες. 

β. τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΒΓ έχουν 150 ,ο
Λ Λ

ΑΟΒ = ΒΟΓ =  οπότε από γνωστό θεώρηµα 

έχουµε ότι:   
( ) . 2 1

.
( ) . 6 3

OAB

OB

ΟΑΟΒ
= = =

Γ ΟΒΟΓ
 

 

ΘΕΜΑ 4 
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α. είναι ΑΒ=ΒΓ=2R οπότε ΑΓ=4R. Από γνωστό τύπο της θεωρίας έχουµε ότι 

ΓΕ2=ΓΒ.ΓΑ =>  ΓΕ2=2R.4R => ΓΕ2=8 R2 => ΓΕ=2 2.R  

β. είναι ΟΑ⊥ Α∆  και ΟΕ ⊥ Γ∆, οπότε το τετράπλευρο ΑΟΕ∆ είναι εγγράψιµο σε κύκλο 

αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές  180ο
Λ Λ Α+Ε = 

 
,  άρα 

ΓΑ.ΓΟ=Γ∆.ΓΕ  

γ. από την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι 
. 4 .3

3 2.
2 2.

R R
R

R

ΓΑΓΟ =
Γ∆ = = =

ΓΕ
 

δ. εφαρµόζουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο Α∆Γ. Έχουµε  

( ) ( )
2 22 2 2 2 2 23 3. 4 18 16 2R R R R RΑ∆ = Γ∆ −ΑΓ = − = − = => Α∆=R 2.  

Οπότε , Εµικτ.ΒΓΕ+Εµικτ.Α∆Ε=(ΑΓ∆)- 

Εηµικυκλ.=
2 2 2 2 21 1 4 2 (4 2 )

. 4 . 2
2 2 2 2 2 2

R R R R R
R R

π π π π− −
ΑΓ Α∆ − = − = =  τετραγωνικές 

µονάδες. 

<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 

Θέµατα 2002 
 
ΘΕΜΑ 1 
 
Α1.να αποδείξετε ότι το εµβαδόν ενός τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο του 

ηµιαθροίσµατος των βάσεών του επί το ύψος του. 

Α2. ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις; 

α. το Ρ είναι εξωτερικό σηµείο του κύκλου (Ο,R) αν και µόνον αν ∆Ρ
(Ο,R)>0 , όπου 

∆Ρ
(Ο,R) η δύναµη του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο  (Ο,R). 

β. σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η ισοδυναµία:  α2<β2+γ2  �  90ο
Λ

Α <  

γ. το εµβαδόν Ε ενός τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο Ε=
1

. . .
2

α β ηµΒ  

δ. σε κύκλο  (Ο,R) το εµβαδόν Ε κυκλικού τοµέα µο δίνεται από τον τύπο Ε=
2

180

Rπ µ
 

ε. το 1ο θεώρηµα διαµέσων σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ εκφράζεται από τον τύπο  
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2
2 2 22

2
αµ

β γ α+ = +  

Β.  α. να εγγραφεί κανονικό εξάγωνο σε κύκλο  (Ο,R) και να αποδείξετε ότι λ6=R , όπου λ6 

η πλευρά του εξαγώνου. 

β. να αποδείξετε ότι 6

3
,

2

R
α =  όπου α6 το απόστηµα του εξαγώνου. 

ΘΕΜΑ 2 

∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε πλευρές α,β,γ για το οποίο ισχύει η σχέση   2µα
2-βγ=

2

2α
.                               

α.να αποδείξετε ότι α2=β2+γ2-βγ, 

β.να υπολογισθεί η γωνία 
Λ

Α .  
 
ΘΕΜΑ 3 
 
Στο σχήµα που ακολουθεί, δίνεται κύκλος (Ο,R) διαµέτρου ΒΓ και ηµιευθεία Βχ τέτοια 

ώστε η γωνία ΓΒχ να είναι 30ο. Έστω ότι η Βχ τέµνει τον κύκλο στο σηµείο στο σηµείο Α. 

Φέρνουµε την εφαπτοµένη του κύκλου στο Γ, η οποία τέµνει τη Βχ στο σηµείο Ρ. Να 

αποδείξετε ότι: 

α. ΑΓ=R, 

β. 
( )

4
( )

ΡΒΓ
=

ΡΑΓ
, 

γ. ΡΓ=
2 3

.
3

R
 

 
 
 
 
 

 

 

ΘΕΜΑ 4 

Στο σχήµα που ακολουθεί, σε τετράγωνο ΑΒΓ∆ πλευράς 7cm εγγράφουµε τετράγωνο 

ΕΖΗΘ έτσι ώστε ΑΕ=ΒΖ=ΓΗ=∆Θ=3cm.  

α. να βρεθεί το εµβαδόν του τετραγώνου ΕΖΗΘ, 

β. να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου ΕΒΖ και να αποδείξετε ότι η ακτίνα του 

εγγεγραµµένου κύκλου (Λ,ρ) στο τρίγωνο ΕΒΖ είναι ρ=1cm, 
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γ.  αν (Κ,R) είναι ο εγγεγραµµένος κύκλος του τετραγώνου ΕΖΗΘ, να υπολογίσετε το λόγο 

( , )

( , )

.ύ R

ύ

κ κλου

κ κλου ρ

Κ

Λ

Ε

Ε
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
Λύσεις θεµάτων 2002 

 
 
 ΘΕΜΑ 1 
 
Α1. Θεώρηµα IV σελ.214 σχ. βιβλίου 

Α2.     α→Σ  β→Σ  γ→Λ  δ→Λ  ε→Λ 

Β. Θεώρηµα  σελ.238 σχ. βιβλίου. 

  
ΘΕΜΑ 2 

α. από το 1ο θεώρηµα διαµέσων έχουµε 
2 2

2 2 2 2 2 22 2 .
2 2α α

α α
β γ µ µ β γ+ = + ⇔ = + −   

Έτσι η δοσµένη σχέση  2µα
2-βγ=

2

2α
 γίνεται 

2 2
2 2 2 2 2.

2 2

α α
β γ βγ β γ βγ α+ − − = ⇔ + − =  

β. από το νόµο συνηµιτόνων έχουµε  α2=β2+γ2-2βγσυνΑ. Λόγω της σχέσης  

α2=β2+γ2-βγ του ερωτήµατος (α) προκύπτει: 2συνΑ=1 => συνΑ=
1

2
=> 60 .ο

Λ

Α =  

(από τη σχέση α2=β2+γ2-βγ  => α2<β2+γ2  => 90ο
Λ

Α < ). 
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ΘΕΜΑ 3 

α. Στο εγγεγραµµένο στον κύκλο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία 90ο
Λ

Α = , ως εγγεγραµµένη που 

βαίνει σε ηµικύκλιο. Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. Επειδή 30B ο
Λ

=  παίρνουµε 

από γνωστό θεώρηµα ότι 
2

.
2 2

R
R

ΒΓ
ΑΓ = = =  

β. το τρίγωνο ΒΡΓ είναι ορθογώνιο στο Γ, αφού η ΡΓ είναι εφαπτοµένη στον κύκλο στο 

σηµείο Γ.  Τα τρίγωνα ΡΒΓ και ΡΓΑ είναι όµοια, διότι είναι ορθογώνια και έχουν τη γωνία 

Ρ κοινή. Άρα από γνωστή πρόταση θα έχουµε ότι   2( )
,

( )
λ

ΡΒΓ
=

ΡΑΓ
 όπου λ ο λόγος 

οµοιότητας των τριγώνων, δηλαδή λ=
2

2.
R

R

ΒΓ
= =

ΑΓ
 Οπότε 2( )

2 4.
( )

ΡΒΓ
= =

ΡΑΓ
 

γ. Aπό το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε  ΑΒ2=ΒΓ2-ΑΓ2=(2R)2-R2=3R2 => AB= 3R  

(1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΡ έχουµε   ΑΓ ⊥ ΒΡ , άρα από γνωστή πρόταση θα έχουµε ότι  

ΑΓ2=ΑΒ.ΑΡ  
(1)

⇒   R2= 3R .ΑΡ  =>  ΑΡ=
2 3

33

R R

R
=  (2). 

Ακόµα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΓ  έχουµε ότι 60ο
Λ

Ρ = , οπότε  30ο
Λ

ΑΓΡ =  => ΡΓ=2.ΑΡ 

και λόγω της σχέσης (2) παίρνουµε ότι  ΡΓ=
2 3

.
3

R
 

ΘΕΜΑ 4 

α. Η πλευρά α του τετραγώνου ΕΖΗΘ είναι υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες 

πλευρές 3cm  και 4cm, οπότε από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε 

α2=32+42 => α=5cm. Άρα (ΕΖΗΘ)=25cm2. 

β. (ΕΒΖ)= 2. 4.3
6 .

2 2
cm

ΕΒ ΖΒ
= =  Όµως είναι και (ΕΒΖ)= τ.ρ , όπου τ =

3 4 5
6 .

2
cm

+ +
=   

Έτσι  6ρ=6  =>  ρ=1cm. 

γ. Είναι R=
5

2
cm   και ρ=1cm, οπότε ο ζητούµενος λόγος ισούται µε 

2 22
( , )

2
( , )

5 25
.

2 4
ύ R

ύ

R Rκ κλου

κ κλου ρ

π
πρ ρ

Κ

Λ

Ε    = = = =  Ε   
 

<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 
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Θέµατα 2003 
 
ΘΕΜΑ 1 
 

Α. Έστω ένας  κύκλος (Ο,R). 

 α. στον κύκλο (Ο,R) να εγγράψετε τετράγωνο 

 β. να αποδείξετε ότι λ4=R 2 , όπου λ4 η πλευρά του τετραγώνου 

 γ. να αποδείξετε ότι 4

2

2

R
a = , όπου α4 το απόστηµα του τετραγώνου. 

Β. ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις; 

α. αν δύο τρίγωνα είναι όµοια τότε ο λόγος ων εµβαδών τους ισούται µε το λόγο 

οµοιότητάς τους  

β. το εµβαδόν τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο του ηµιαθροίσµατος των βάσεων 

του επί το ύψος του. 

γ. η δύναµη του σηµείου Ρ ως προς τον κύκλο (Ο,R) ορίζεται µε τον τύπο  

∆Ρ
(Ο,R)=R2+ΟΡ2 

  δ. η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το διπλάσιο 

γινόµενο της τρίτης πλευράς επί την προβολή της αντίστοιχης διαµέσου πάνω στην 

πλευρά αυτή. 

Γ. ποιο πολύγωνο λέγεται κανονικό; 

 
ΘΕΜΑ 2 

 

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ=1 και ΒΓ= 3 . Να υπολογίσετε: 

α. τη γωνία 
Λ

Α , 

β. το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, 

γ. τη διάµεσο ΒΜ=µβ. 

 

ΘΕΜΑ 3 
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α,β,γ τέτοιες ώστε να ισχύει β2+γ2=3α2. Αν η διάµεσος 

ΑΜ τέµνει τον περιγεγραµµένο κύκλο του τριγώνου στο σηµείο Ε, 

α. να εκφράσετε τη διάµεσο ΑΜ ως συνάρτηση της πλευράς α, 

β. να αποδείξετε ότι  ΑΜ.ΑΕ=
23

.
2

a
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ΘΕΜΑ 4 
 
∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α.  

Στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ και ΓΑ παίρνουµε αντίστοιχα 

 τα σηµεία  ∆,Ε,Ζ τέτοια ώστε να είναι Α∆=ΒΕ=ΓΖ=
1

3
a   

όπως στο διπλανό σχήµα. Να υπολογίσετε το  

εµβαδόν ως συνάρτηση του α: 

α. του τριγώνου Α∆Ζ, 

β. του τριγώνου ∆ΕΖ, 

γ. του περιγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΓ. 

 
Λύσεις θεµάτων 2003 

 
ΘΕΜΑ 1 

 
Α. θεωρία παράγραφος 11.3 σχολικού βιβλίου σελ. 238 

Β. α→Λ β→Σ  γ→Λ  δ→Σ 

Γ. ορισµός σελ. 233 σχολικού βιβλίου. 

 

ΘΕΜΑ 2 

α. Από το νόµο συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε  

ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2-2ΑΒ.ΑΓ.συνΑ => συνΑ=
1

2
−  => συνΑ=συν

2

3

π
 και επειδή 0< A π

Λ

<  θα 

είναι  
2

3
A

πΛ

= . 

β. από τον τύπο Ε=
1

. . .
2

β γ ηµΑ  έχουµε Ε=
1 2 3

.1.1. .
2 3 4

π
ηµ =  

γ. από το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε: 

2 2 2
2 2 2

4β

α γ β
µ

+ −
= =

2 2 22( 3) 2.1 1 7 7
.

4 4 2βµ
+ −

= ⇒ =  
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ΘΕΜΑ 3 
 

 

 

 

 

 

 

 

α. εφαρµόζουµε το 1ο θεώρηµα διαµέσων στο τρίγωνο ΑΒΓ και παίρνουµε 

β2+γ2=2ΑΜ2+
2

2

a
  (1) 

Η (1) λόγω της σχέσης β2+γ2==3α2 γράφεται  3α2=2ΑΜ2+
2

2

a
 � 2ΑΜ2=3α2-

2

2

a
 => 

ΑΜ2=
25

4

a
� ΑΜ=

5
.

2
a  

β. Από το θεώρηµα των τεµνόµενων χορδών έχουµε  

ΜΑ.ΜΕ=ΜΒ.ΜΓ=
2

.
2 2 4

a a a
= =  Εποµένως  

ΑΜ.ΑΕ=ΑΜ(ΑΜ+ΜΕ)=ΑΜ2+
2

4

a
=

2 2 2 25 6 3
.

4 4 4 2

a a a a
+ = =  

 
ΘΕΜΑ 4 

α. το εµβαδόν του τριγώνου Α∆Ζ είναι  

(Α∆Ζ)=
2

0 21 1 1 2 3 3
. . . . . 60 .

2 2 3 3 9 2 18

α
ηµ α α ηµ α   Α∆ ΑΖ Α = = =   

   
  τετραγωνικές µονάδες. 

β. τα τρίγωνα Α∆Ζ και ΒΕ∆ είναι ίσα γιατί έχουν  Α∆=ΒΕ=
3

a
 , ΑΖ=Β∆=

2

3

a
 και 

060 .
Λ Λ

Α = Β =  Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι και τα τρίγωνα Α∆Ζ και ΖΓΕ είναι ίσα. Άρα 

ισχύει ότι: Τα τρίγωνα Α∆Ζ,∆ΒΕ,ΖΓΕ είναι µεταξύ τους ίσα οπότε και ισοδύναµα. 

Συνεπώς:   

(∆ΕΖ)=(ΑΒΓ)-3(Α∆Ζ)=
2 2 2 2 23 3 3 3 3

3
4 18 4 6 12

a a a a a
− = − =  τετραγωνικές µονάδες. 
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γ. Η πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της ακτίνας R του 

περιγεγραµµένου σε αυτό κύκλου είναι  λ3=R 3 . Όµως λ3=α οπότε  

α=R 3 � 
3

.
33

R
α α

= =  Έτσι το εµβαδόν του περιγεγραµµένου κύκλου είναι 

Ε=

2
2 23 3

3 9 3

α α πα
π π

 
= =  

 
 τετραγωνικές µονάδες. 

 

<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 

 
Θέµατα 2004 

 

ΘΕΜΑ 1 

Α. να αποδείξετε ότι το εµβαδόν ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου ισούται µε το 

γινόµενο των πλευρών του. 

Β. να κάνετε την αντιστοιχία µεταξύ των στηλών Ι και ΙΙ στον παρακάτω πίνακα. 

 

Στήλη Ι Στήλη ΙΙ 

Εµβαδόν τραπεζίου Ε=τρ 

Εµβαδόν τριγώνου Ε=
2

360

Rπ µ
 

Εµβαδόν κανονικού πολυγώνου Ε= .
2

β
υ

Β+
 

Ε=
1

. .
2 ν ναΡ   

Ε=αυα 
 

Γ. ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ καθεµία από τις παρακάτω προτάσεις; 

 α. σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση    α2+β2+γ2-2βγ. 

β. σε κάθε κανονικό ν-γωνο ακτίνας R µε πλευρά λν και απόστηµα αν ισχύει η 

σχέση  αν
2+

2
2

2
Rνλ = . 

  γ. σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα είναι ίσο µε το γινόµενο των προβολών των κάθετων πλευρών του 

στην υποτείνουσα. 
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  δ. το άθροισµα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το διπλάσιο 

του τετραγώνου της διαµέσου που περιέχεται µεταξύ των πλευρών αυτών αυξηµένο 

κατά το µισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς. 

 
ΘΕΜΑ 2 

∆ίνεται κανονικό πολύγωνο Α1Α2Α3…Αν εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R). Αν η γωνία  του 

πολυγώνου είναι φν=150ο, να βρείτε: 

α. τον αριθµό των πλευρών του πολυγώνου, 

β. την κεντρική γωνία του πολυγώνου ων, 

γ. το εµβαδόν του πολυγώνου συναρτήσει της ακτίνας R. 

 

ΘΕΜΑ 3 

∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε µήκη πλευρών γ=2, β=1+ 2  και εµβαδόν 

(ΑΒΓ)=
2

.
4

βγ
 

α. να αποδείξετε ότι το µήκος της πλευρά α είναι α= 3 , 

 β. να υπολογίσετε την ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ, 

 γ. να υπολογίσετε το µήκος της προβολής της πλευράς ΑΒ πάνω στην πλευρά ΒΓ. 

 

ΘΕΜΑ 4 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 90
Λ

ΟΑ = ) µε µήκη πλευρών ΑΒ=R και ΑΓ= R 3 . 

Γράφουµε τους κύκλους (Β, R) και (Γ, R 3 ). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Να υπολογίσετε: 

α. το µήκος της πλευράς ΒΓ συναρτήσει του R, 
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β. τις γωνίες ,
Λ Λ

Β Γ , 

γ. το εµβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒ∆Γ συναρτήσει του R, 

δ. το εµβαδόν του κοινού µέρους των δύο κύκλων συναρτήσει του R. 

 

Λύσεις θεµάτων 2004 
 
 
ΘΕΜΑ 1 
 

Α. θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 213 θεώρηµα 1 

Β. α→3 β→1  γ→4  

Γ. α→Λ β→Λ  γ→Σ  δ→Σ. 

 

ΘΕΜΑ 2 

α. 
360 360

180 150 180 12
ο ο

ο ο ο
νφ ν

ν ν
= − ⇒ = − ⇔ = , άρα έχουµε ένα κανονικό 

δωδεκάγωνο. 

β. Η κεντρική γωνία είναι  12

360
30 .

12

ο
οω = =  

γ. Το εµβαδόν του 12-γώνου είναι  

2 2
112 2 1 2 12

1 1
12. 12. . . 6 3

2 2
R Rηµω

Λ Ε = ΟΑ Α = ΟΑ ΟΑ = = 
 

 τετραγωνικές µονάδες. 

 

ΘΕΜΑ 3 

α. (ΑΒΓ)=
1

. . .
2

β γ ηµΑ ⇔
2 1 2

. . . 45 .
4 2 2

οβγ
β γ ηµ ηµ

Λ

= Α ⇔ Α = ⇒ Α =  

Εφαρµόζοντας το νόµο συνηµιτόνων έχω: 

α2=β2+γ2-2βγσυνΑ= 2 2 2
(1 2) 2 2(1 2).2. ... 3 3.

2
α+ + − + = = ⇔ =  

β. (ΑΒΓ)=
3.(1 2).2 3 6

.
4 4( ) 2(1 2).2 2 2

4.
4

R
R

αβγ αβγ +
⇔ = = = =

ΑΒΓ +
 

γ.Εφαρµόζουµε το γενικευµένο πυθαγόρειο θεώρηµα οξείας γωνίας για την πλευρά ΑΓ και 

παίρνουµε: 
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22 2 2 2 22 . (1 2) 2 3 2 3προβ προβΒΓ ΒΓΑΓ = ΑΒ +ΒΓ − ΒΓ ΑΒ⇒ + = + − ΑΒ ⇔  

4 2 2 2(2 2) (2 2) 3
.

32 3 2 3
προβΒΓ

− − −
⇔ ΑΒ = = =  

 

ΘΕΜΑ 4 

α. Εφαρµόζουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ΑΒΓ και έχουµε: 

ΒΓ2=ΑΒ2+ΑΓ2=R2+(R 3 )2=4R2 => BΓ=2R. 

β. επειδή η κάθετη πλευρά ΑΒ είναι το µισό της υποτείνουσας ΒΓ  
2

ΒΓ ΑΒ = 
 

                 

η γωνία 30
Λ

ΟΑΓΒ =  , άρα η 60 .
Λ

ΟΑΒΓ =  

γ. τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓ∆ είναι ίσα άρα και ισοδύναµα, έτσι 

(ΑΒΓ∆)=2(ΑΒΓ)=2 2.
. 3 3

2
R R R

ΑΒ ΑΓ
= =  τετραγωνικές µονάδες. 

α. από το (β) ερώτηµα έχουµε ότι 120
Λ

ΟΑΒ∆ =  και 60 ,
Λ

ΟΑΓ∆ = άρα το ζητούµενο 

εµβαδόν θα είναι: 

( ) ( )
( )2

2
2

3 60120 1
120

360 2 360

O
O

O O

RR
R ο

ππ
ηµ

∩ ∩   Ε = ΒΑ∆ − ΒΑ∆ + ΓΑ∆ − ΓΑ∆ = − + −   
   

 

( )21
3 60

2
R οηµ− =

( ) 22 2 2 2 2
2

5 6 33 3 3 5
3

3 4 2 4 2 6

RR R R R R
R

ππ π π −
= − + − = − =  

τετραγωνικές µονάδες. 
 
 
<><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><><> 
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