
 Επιµέλεια: Π. Τρύφων –σελ. 1 από 3 

-ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΕΝ. ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ - 

ΟΙ ΣΗΜΑΝΤΙΚΟΤΕΡΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΜΕ ΤΙΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ ΤΟΥΣ 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1   Χρησιµοποιώντας τη σχέση συν(α-β) = συνασυνβ + ηµαηµβ να αποδείξετε ότι: 

α)συν(α+β) = συνασυνβ – ηµαηµβ  

β)ηµ(α+β) = ηµασυνβ + συναηµβ  

γ)ηµ(α-β) = ηµασυνβ – συναηµβ. 

[Απόδειξη: α) Στην ισότητα συν(α-β) = συνασυνβ + ηµαηµβ αντικαθιστούµε το β µε το –β και παίρνουµε 

συν(α-(-β)) = συνασυν(-β) + ηµαηµ(-β) => συν(α+β) = συνασυνβ – ηµαηµβ  
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γ) Στην παραπάνω σχέση ηµ(α+β) = ηµασυνβ + συναηµβ αντικαθιστούµε το β µε το –β και παίρνουµε  

 ηµ(α+(-β)) = ηµασυν(-β) + συναηµ(-β)= ηµασυνβ – συναηµβ => ηµ(α-β) = ηµασυνβ – συναηµβ ]. 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2   Αποδείξτε τους τύπους:  εφ(α + β) =
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[Απόδειξη: Για να ορίζονται οι εφ(α + β) , εφα , εφβ πρέπει συν(α + β) ≠ 0 , συνα ≠ 0 και συνβ ≠ 0. Έχουµε 
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Αν στην παραπάνω ισότητα αντικαταστήσουµε το β µε –β, έχουµε εφ(α +(- β)) = 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 3      Αποδείξτε τους τύπους:   σφ(α + β) =
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[Απόδειξη:Για να ορίζονται οι σφ(α + β) , σφα , σφβ πρέπει ηµ(α + β) ≠ 0 , ηµα≠ 0 και ηµβ ≠ 0. Έχουµε 

 

σφ(α + β) = 
συναηµβηµασυνβ
ηµαηµβσυνασυνβ

βαηµ
βασυν

+
−

=
+
+

)(

)(
=

σφασφβ
σφασφβ

ηµαηµβ
ηµαηµβ

ηµαηµβ
συνασυνβ

ηµαηµβ
συναηµβ

ηµαηµβ
ηµασυνβ

+
−

=
−

+
1

. 

Αν στην παραπάνω ισότητα αντικαταστήσουµε το β µε –β, έχουµε 
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 ΠΡΟΤΑΣΗ 4  Αποδείξτε τους τύπους:   ηµ2α= 2ηµασυνα , συν2α = συν 2 α - ηµ 2 α , συν2α =2συν 2 α – 1 , 

συν2α =1 - 2ηµ 2 α  ,  εφ2α = 
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[Απόδειξη:  ηµ2α = ηµ(α + α) = ηµασυνα + ηµασυνα = 2ηµασυνα 

συν2α = συν(α + α) = συνασυνα – ηµαηµα = συν 2 α - ηµ 2 α 

συν2α = συν 2 α - ηµ 2 α = συν 2 α – (1 - συν 2 α) = 2συν 2 α - 1  

συν2α = συν 2 α - ηµ 2 α = (1 - ηµ 2 α) - ηµ 2 α = 1 - 2ηµ 2 α 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 5  Αποδείξτε τους τύπους αποτετραγωνισµού:   

συν 2 α = 
2

21 ασυν+

    
,
   

ηµ 2 α  = 
2

21 ασυν−
   ,   εφ =α2

ασυν
ασυν

21

21

+
−

 

 [Απόδειξη: συν2α = 2 συν 2 α - 1  ⇔ 1 + συν2α = 2 συν 2 α ⇔  συν 2 α = 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 6  Το υπόλοιπο υ της διαίρεσης ενός πολυωνύµου Ρ(χ) µε το χ-ρ είναι ίσο µε την τιµή του 

πολυωνύµου για χ = ρ. Είναι δηλαδή  υ = Ρ(ρ).  

[Απόδειξη: Η  ταυτότητα της διαίρεσης ενός πολυωνύµου Ρ(χ) µε το πολυώνυµο χ – ρ γράφεται  

Ρ(χ) = (χ – ρ) π(χ) + υ(χ). Επειδή ο διαιρέτης χ – ρ είναι πρώτου βαθµού το υπόλοιπο της διαίρεσης θα είναι ένα 

σταθερό πολυώνυµο υ .Άρα  Ρ(χ) = (χ – ρ) π(χ) + υ , θέτω χ = ρ και παίρνουµε Ρ(ρ) = (ρ – ρ) π(ρ) +υ = 0+υ = υ. 

Εποµένως  Ρ(χ) = (χ – ρ) π(χ) + Ρ(ρ)]. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 7 Ένα πολυώνυµο Ρ(χ) έχει παράγοντα το χ – ρ αν και µόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ) , 

δηλαδή αν και µόνο αν Ρ(ρ) = 0.  

[Απόδειξη: Έστω χ – ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ) , τότε Ρ(χ) = (χ – ρ)π(χ). Αν θέσω χ = ρ παίρνουµε               

Ρ(ρ) = (ρ – ρ)π(ρ) = 0 που σηµαίνει ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ) .  

Αντίστροφα , έστω ρ ρίζα του Ρ(χ) δηλαδή Ρ(ρ) = 0 τότε από την σχέση Ρ(χ) = (χ – ρ) π(χ) + Ρ(ρ) παίρνουµε  

Ρ(χ) = (χ – ρ) π(χ) που σηµαίνει ότι το χ – ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ)]. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 8   ( Ακέραιων ριζών) Έστω η πολυωνυµική εξίσωση 01
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σταθερού όρου α 0 . 

[Απόδειξη: Αν ρ 0≠ είναι ρίζα της εξίσωσης τότε διαδοχικά έχουµε 
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Από την τελευταία ισότητα συµπεραίνουµε ότι ο ρ είναι διαιρέτης του σταθερού όρου α 0 ]. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 9   Ο ν-οστός όρος µιας αριθµητικής προόδου µε πρώτο όρο α1  και διαφορά ω είναι 
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[Απόδειξη: 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 10   Τρεις αριθµοί α , β , γ είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου αν και µόνο αν ισχύει 
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[Απόδειξη:Αν πάρουµε τρεις διαδοχικούς όρους α , β , γ µιας αριθµητικής προόδου µε διαφορά ω τότε ισχύει       

β – α = ω και γ – β = ω, άρα β – α = γ – β ή  
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Αντίστροφα,  αν για τους αριθµούς α , β , γ  ισχύει 
2
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=  ⇔ 2β = α + γ ⇔ β – α = γ – β που σηµαίνει ότι 

είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου]. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 11   Ο ν-οστός όρος µιας γεωµετρικής προόδου µε πρώτο όρο α1  και λόγο λ είναι 1
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ΠΡΟΤΑΣΗ 12    Τρεις µη µηδενικοί αριθµοί α , β , γ είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου αν και 

µόνο αν ισχύει β
2
=αγ (ο θετικός αριθµός αγ λέγεται γεωµετρικός µέσος των α , γ) . 

 

[Απόδειξη:Αν πάρουµε τρεις διαδοχικούς όρους α , β , γ µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο λ 
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διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου ]. 

ΠΡΟΤΑΣΗ 13   Το άθροισµα των πρώτων ν όρων µιας γεωµετρικής προόδου αν µε λόγο λ 1≠  είναι 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 14  Αν 0 <α ≠ 1 τότε για οποιουσδήποτε θετικούς αριθµούς θ1,θ2,θ και για κάθε  
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