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Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ . . . 
 
 

1. Οι µιγαδικοί αριθµοί z και w συνδέονται µε την σχέση 
γ
β

+
+

=
z

az
w , όπου 

α,β,γ∈ℝ. Όταν z=0 τότε w=3 και όταν z=-1+i  τότε w=2- i. Να βρείτε τις 
σταθερές α,β,γ. 

 

2.  α) Αν το άθροισµα και το γινόµενο δύο µη πραγµατικών µιγαδικών αριθµών z 

και w είναι πραγµατικοί αριθµοί, να δείξετε ότι οι z,w είναι συζυγείς. 
β) Αν το άθροισµα δύο µιγαδικών αριθµών είναι πραγµατικός αριθµός και η 
διαφορά τους είναι φανταστικός αριθµός, να δειχθεί ότι οι αριθµοί αυτοί είναι 
συζυγείς µιγαδικοί. 
 

3. Να βρείτε τους χ,ψ∈ℝ για τους οποίους ισχύει   .
21

4

22 ii

yi
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+
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4. Για ποιες τιµές του πραγµατικού αριθµού λ ο αριθµός  
2)2()( iiz +⋅+= λ είναι        

α) πραγµατικός ,     β) φανταστικός; 
  

5. Αν  z1=2-λi , z2=2λ+i  (λ∈ℝ) δύο µιγαδικοί αριθµοί , να βρείτε τον αριθµό λ 

ώστε ο αριθµός   z1 . z2   να είναι  α) πραγµατικός   β) φανταστικός. 
 

6. Να βρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί χ,ψ για τους οποίους οι µιγαδικοί αριθµοί 

z=(χ2+ψ)+4i  και  w=-3+χ2ψi   είναι συζυγείς. 
 

7. Να βρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί α,β για τους οποίους οι µιγαδικοί αριθµοί 

z=(2-α+β)-(2α+3β)i  και  w=(2β+α+3)+(β-α)i   είναι συζυγείς. 
 

8. Αν για τους πραγµατικούς αριθµούς α,β,γ, µε γ 0≠  ισχύει:  ,
2

3

2

2 γ
βα
==−  να 

αποδειχθεί ότι  4(α-3β)+(α-2β)γi=13α-10i.   
 

9.  (α) Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 
100)1( iz +=  είναι πραγµατικός και µάλιστα 

αρνητικός 

(β) Να γράψετε στη µορφή α+βi, α,β∈ℝ τον αριθµό w=(1-i)415. 
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10.  ∆ίνεται ο µιγαδικός αριθµός  f(ν)= ,νi

z
  ν∈Ν , z∈ℂ.. 

α) Να βρείτε το f(10)+f(17)+f(20)+f(39) , 

β) Να λυθεί ως προς z εξίσωση f(4κ+1)=z2, κ∈Ν .  
 

11.  Για τις διάφορες τιµές του φυσικού αριθµού ν, να βρεθούν οι τιµές της 

παράστασης:    Α=1-i+i2-i3+…+(-1)ν iν. 
 
 

12. α) Αν οι φυσικοί αριθµοί κ,λ,µ,ν αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε 

το 4, να δειχθεί ότι  1=⋅⋅⋅ νµλκ iiii  
β) Αν οι φυσικοί αριθµοί λ,µ,ν αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε 

το 4, να δειχθεί ότι  .νµλ iii ==  
 

13. Να υπολογίσετε το γινόµενο   Α= 10032 ... iiii ⋅⋅⋅⋅  

 

14.    α) Να λύσετε την εξίσωση (z+3)2 +(z-1)2 = 0 στο σύνολο  ℂ 

 β) Αν z1 , z2 είναι οι λύσεις της παραπάνω εξίσωσης [Im(z1)>0], να γράψετε τον  

µιγαδικό αριθµό   
21

1

zz

i
+   στη µορφή α+βi, µε α,β∈ℜ.   

  
 

15.  Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς α,β αν γνωρίζουµε ότι οι εξισώσεις   

        z2+αz+2β=0  και  2.i100z -(1+i)z=2  έχουν κοινή ρίζα. 
 

16. Έστω ο µιγαδικός  
6

8

+
+

=
z

iz
w  , z≠-6. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των 

εικόνων Μ(z) των µιγαδικών z στις παρακάτω περιπτώσεις: 
     α) ℜ∈w  β) Iw∈  γ) ℜ∈w  δ)Im(w)<0. 
 

17. Να αποδείξετε ότι αν ισχύει 
1

1

1

z
z =  και 

2

2

1

z
z =  , τότε ο αριθµός 

12

211

zz

zz
w

−

⋅+
=  είναι φανταστικός. 

18.    Αν 
ai

ai
z

−
+

=
1

1
 , α∈ℝ ,  δείξτε ότι α)  ,

1
ℜ∈+

z
z      β) 

z
z

1
−   φανταστικός. 
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19. Σε καθεµία από τις παρακάτω  περιπτώσεις να προσδιορίσετε τον γεωµετρικό 

τόπο των εικόνων του z στο µιγαδικό επίπεδο: 
 

i. z=(λ+1)+(3λ-1)i , λ∈ℜ, 

ii. z=(λ+2)+λi , λ∈ℜ, 

iii. z=λ+ λ i  , λ>0, 

iv. z=συνθ-(ηµθ)i , θ∈ℜ, 

v. 
i

z
2

1

−
=
λ

   , λ∈ℜ. 

20. Αν α,β,γ∈ℝ* να δείξετε ότι ο αριθµός 
i

ai
u

γβ
β
−
+

=  είναι φανταστικός αν και µόνο 

αν οι αριθµοί α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου. 
 
 

21.    Αν ο αριθµός 
5

2

−
−

=
z

zi
u  είναι πραγµατικός, να αποδειχθεί ότι η εικόνα Μ του z  

κινείται σε µια ευθεία (ε). Μπορεί το σηµείο Μ να πάρει οποιαδήποτε θέση πάνω 
στην ευθεία (ε); 

 

22.  ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z και w οι οποίοι συνδέονται µε την σχέση  

zzzw ⋅+= 2
 

Αν A,B είναι οι εικόνες των z και w αντίστοιχα στο µιγαδικό επίπεδο 
(α) να δειχθεί ότι η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την αρχή των αξόνων, 
(β) (i)  αν το Α κινείται στην ευθεία ψ=1, να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του Β, 

(ii) αν το B κινείται στην ευθεία ψ=1, να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος του A. 
 

23. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z,w οι οποίοι συνδέονται µε τη σχέση : 
1

1

+
=
z

w   

(z ).1−≠  Αν η εικόνα Μ του z ανήκει στον κύκλο  (χ-1)2+ψ2=1, να αποδειχθεί ότι 

η εικόνα του w ανήκει επίσης σε κύκλο, του οποίου να προσδιορίσετε την εξίσωση.  
 

24.  Από τους µιγαδικούς αριθµούς z1 , z2 σχηµατίζουµε τους αριθµούς: ,
1
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+
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+

−
=ψ  και  .

21

21

zz

zz

+

−
=ω   Να δειχθεί ότι αν οι  z1 , 

2

1

z
 είναι συζυγείς 

µιγαδικοί, τότε οι χ,ψ,ω είναι πραγµατικοί αριθµοί. 

 
25. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των µη πραγµατικών αριθµών z για τους ποίους οι 

εικόνες των αριθµών 1,z και 1+z2 στο µιγαδικό επίπεδο είναι συνευθειακά σηµεία. 
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26. Να βρείτε δευτεροβάθµια εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές που να έχει ρίζα 

τον µιγαδικό αριθµό 2-3i. 

 
27. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση z2+(β-2α)z+α2+β2-αβ=0 µε α,β∈ℝ, έχει ρίζες 

τις z1=α+βχ1 , z2=α+βχ2, όπου χ1,χ2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης χ2+χ+1=0. 
(Υπόδ.  Χρησιµοποιήστε τους τύπους του Vieta) 

 
28.  ∆ίνονται οι διαφορετικοί ανά δύο µιγαδικοί αριθµοί z1,z2,z3,z4 και έστω 

,
43
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1

zz

zz
w

−
−

=
41

32
2

zz

zz
w

−

−
=  και .

42

31
3

zz

zz
w

−

−
=  Να αποδειχθεί ότι αν οι w1,w2 

είναι φανταστικοί, τότε και ο w3 είναι φανταστικός. 
 

29. ∆ίνεται η συνάρτηση   f(z)=-iz-(1+i) z . 
 α) να υπολογίσετε τους αριθµούς f(1+i) και f(2+i), 
 β) αν z=α+βi, να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς α,β ώστε να ισχύει 

f(z)=f(1+i), 
 γ) να αποδείξετε ότι: 

γ1) )(
1

)
1

( zf
zzz

f ⋅
⋅

=  , 

γ2) αν ο  f(z) είναι φανταστικός τότε και ο  z είναι φανταστικός, 

γ3)  αν f(z)= )(zf  τότε  ο z είναι πραγµατικός. 

 

30. ∆ίνεται η εξίσωση (συν2θ) .z2-(ηµ2θ).z+2-συν2θ=0 (1) µε .
22

π
θ

π
<<−   

 α) να λυθεί η εξίσωση, 
 β) αν Μ είναι η εικόνα στο µιγαδικό επίπεδο εκείνης της ρίζας της (1) της οποίας 

το φανταστικό µέρος είναι θετικό, να δείξετε ότι το Μ κινείται στην  υπερβολή     

ψ2-χ2=1. 
 
 
 
ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ . . . 
 
 

31. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί 
2

31 i
z

+−
=  και  w=2+2i.  Να βρείτε τα µέτρα 

των µιγαδικών αριθµών:  z , w , z-4 , zw , z2w , 
w

z
 , 4

9

w

z
. 
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32. Να βρεθεί το |z| σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 α) 05 =+ ziz ,     β) z5+32i=0, γ) 012 =+⋅ zz , δ)(11-z3)i=z3+ 7 . 
 

33. Αν z=-συνθ+iηµθ , τότε το  
( )

2

3

2 z

z

−−
 είναι ίσο µε: 

α. 2  β.3   γ.1   δ.
2

1
   ε. 

3

1
. 

 

34. Το wzi +  , z,w∈ ℂ , είναι ίσο µε: 

α. wz +−      β. wz +−         γ. wiz ⋅+−       δ. wiz ⋅−         ε. wiz ⋅+  

 

35. Αν z∈ℂ*, αποδείξτε ότι ο αριθµός 
z

z

z

z
w −=   είναι φανταστικός και ότι              

|w|≤ 2. 

36. Αν 
i

z
32

1 −
=

χ
  ,  

i
z

23
2 +
=

ψ
  (χ,ψ∈ℜ) και  

13

4
21

i
zz

−−
=+  να βρείτε την 

απόσταση των εικόνων των µιγαδικών z1 , z2. 
 

37. Αν ο z1 είναι µιγαδικός και όχι φανταστικός, τότε οι ρίζες της εξίσωσης  

 z2 –2(z1+ 1z )z + 4z1 1z + 1 =0 είναι : 

     α) θετικές  β) αρνητικές  γ) πραγµατικές και άνισες 
     δ) φανταστικές  ε) τίποτε από τα προηγούµενα . 
 

38. Έστω η εξίσωση αχ2 + 2βχ +α =0 , µε α >β>0, που έχει ρίζες τις χ1, χ2 .  

     Nα σηµειώσετε το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.   

     α) χ1, χ2∈R   β) χ1+ χ2 = -4.χ1 χ2  γ) χ1=χ2   

          δ) |χ1|= |χ2| = 1  ε) τίποτε από τα προηγούµενα . 
 
 

39. Για τους µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 να αποδείξετε ότι: 

).||1()||1(|| 2

2

2

1

2

21 zzzz +⋅+≤−  

 

40. Για τους µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 να αποδείξετε ότι: 

).||1()||1(|||1| 2

2

2

1

2

21

2

21 zzzzzz −⋅−=−−⋅−   
 
41. Έστω οι µιγαδικοί z,w µε |z|=2 και w=3-4i. Να αποδείξετε ότι .73 ≤+≤ wz  
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42. Αν για τον µιγαδικό z ισχύει |z-2-i|=5,  να αποδείξετε ότι .186148 ≤−−≤ iz  
 

43. Να αποδείξετε ότι αν για τους µιγαδικούς z1,z2 ισχύει ,1
1 21

21 =
−

−

zz

zz
                           

τότε |z1|=1 ή |z2|=1 , και αντίστροφα. 
 

44.  Αν |2z+3|=1 , να δειχτεί ότι |z+2|2+|z+1|2=1. 

 

45. Αν  z∈ℂ, να δειχθεί ότι:   |z+4|=2|z+1| � |z|=2. 
 

46. Αν ισχύει z2+z+1=0 να αποδείξετε ότι |z|=|z+1|=1 και αντίστροφα.  

 

47. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1=α2-β+2αi  και  z2=βi-1 , όπου α,β∈ℜ. 

α) να βρείτε τους αριθµούς α,β ώστε οι παραπάνω µιγαδικοί να είναι συζυγείς,               
β) για τις παραπάνω τιµές των α,β που βρήκατε δείξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος 

των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους ισχύει | ziaz − |=| β i| είναι δύο 

ευθείες παράλληλες. 
 

48. Έστω Β,Γ οι εικόνες των µιγαδικών αριθµών 322 iw +=   και  322 iu −=  

αντίστοιχα. 
 α) να δείξετε ότι τα Β,Γ ανήκουν σε κύκλο κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας 4, 

 β) έστω Α η εικόνα του µιγαδικού 
2

wu
z

−
= . Υπολογίστε τα                                

|w-u| , |u-z| και |w-z|. 
 γ) προσδιορίστε το είδος του τριγώνου ΑΒΓ. 

49. Αν z2005=i(z-1)2005   να δείξετε ότι Re(z)= .
2

1
 

50. Αν z∈ℂ και ισχύει (1+iz)999=(1-iz)999 , να δείξετε ότι z∈ℜ. 

51. ∆είξτε ότι η εξίσωση (1+iz)2005=
i

i

−

+

32

32
  δεν έχει πραγµατική ρίζα. 

52. Αν  z1=1-2i , z2=3+4i τότε: 

α) αν ik
z

z
λ+=

1

2
 , να αποδείξετε ότι κ=-1 και λ=2, 
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β) αν µια ρίζα της εξίσωσης χ2+βχ+2γ=0 , β,γ ∈ℝ,  είναι η  
1

2

z

z
 δείξτε ότι 

β2<8γ  και  βρείτε τους αριθµούς β,γ , 
γ) να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών z για τους 

οποίους ισχύει  |z-2z1|=|z2|..  
 

53.  Οι µιγαδικοί αριθµοί z και w συνδέονται µε την σχέση .
1

iz

z
w

−
+

=   Να βρείτε 

τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z στο µιγαδικό επίπεδο, όταν ο γεωµετρικός 
τόπος των εικόνων του w είναι: 

 α) ο πραγµατικός άξονας, 
 β) ο φανταστικός άξονας, 

 γ) ο κύκλος |w|=1. 
 

54. Έστω οι µιγαδικοί z=χ+ψi και w=z(3-4i)+ z (3+4i), όπου χ,ψ ∈ℝ. 

 Α) Να δειχθεί ότι w∈ℝ 

 Β) Να βρεθεί ο µιγαδικός z, αν ισχύει w=|z|2+25 
 Γ) Έστω w=50. 

α) να βρεθεί το σύνολο των σηµείων Μ(z) που είναι εικόνες των 
µιγαδικών z 

β) να βρεθεί ο µιγαδικός z που έχει το µικρότερο µέτρο. 
 

55. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z)= 11

11

)1(

1

z

z

+
+

, να αποδείξετε ότι: 

 α) f(z)=f( )
1

z
 , για κάθε z 0≠  

 β) αν z∈ℂ µε |z|=1 και z 1−≠  τότε να δειχθεί ότι f(z) ∈ℝ. 

 

56. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ(χ,ψ) του επιπέδου όταν ισχύει  

|2z-1+3i|=3 , όπου z=(2χ-3)+(2ψ-1)i  µε χ,ψ∈ℜ. 

 

57. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ(χ,ψ) του επιπέδου όταν ισχύει  

|z+i|=|z+2| , όπου z=(χ-2)+(ψ-1)i  µε χ,ψ∈ℜ. 

 

58. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z)= izz
i

⋅⋅−⋅+
2

5
)

2

3
2(   ,  όπου z=χ+ψi , τότε: 

 α) να βρείτε τα  Re(f(z)) , Im(f(z)) ως συνάρτηση των χ,ψ 
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 β) να δείξετε ότι |f(z)|=|χ-2ψ|. 5 , 

 γ) να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών z=χ+ψi αν 

ισχύει |f(z)|= 5 . 
 

59. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z)=
z

iz +
, όπου z∈ℂ*. 

 α) αν ισχύει |)(||)(| zfzf =  δείξτε ότι z∈ℜ, 

 β) αν ισχύει 1|)(| =zf  να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z στο 

µιγαδικό επίπεδο, 
 γ) αν ισχύει Re(f(z))=2 δείξτε ότι οι εικόνες του z βρίσκονται σε κύκλο του 

οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα. 
 

60. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z)=
iz

iiz

−
+− 42

, όπου z i≠  και α,β µιγαδικοί αριθµοί µε 

α=z-i και β= f(z)-i 
α) να δείξετε ότι αβ= - 3+4i  

 β) να βρείτε τον α  όταν α=β 
 γ) να λύσετε την εξίσωση f(z)= 1-i 

δ) αν f(z) R∈ , να δείξετε ότι η εικόνα Μ(z) του z στο µιγαδικό επίπεδο διαγράφει 
κύκλο µε εξαίρεση το σηµείο (0,1). 

 

61. Nα αποδειχθεί για τους µιγαδικούς αριθµούς z,w ότι:  222 ||
3

4
||4|| wzwz +≤+ .  

 

62. Αν ν φυσικός αριθµός και z=1+(1-i)+(1-i)2+…+(1-i)50 , να αποδείξετε ότι: 

.1212 2

51

2

51

+≤≤− z  

 

63. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z=α+βi , όπου α,β∈ℜ, και 43 +−= zizw . 

 α) να αποδείξετε ότι Re(w)=3α-β+4 και Im(z)=3β-α 
 β) να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του w στο µιγαδικό επίπεδο κινούνται στην 

ευθεία µε εξίσωση ψ=χ-12, τότε οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία ψ=χ-2 
 γ) να βρείτε ποιος από τους µιγαδικούς αριθµούς z, οι εικόνες των οποίων 

κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση ψ=χ-2, έχει το ελάχιστο µέτρο. 

 
64.  Να βρεθεί το σύνολο των σηµείων του µιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των 

µιγαδικών z για τους οποίους ισχύει η σχέση:  log(1-|z|)<0. 
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65. Έστω z1,z2 οι ρίζες της εξίσωσης z2+4z+8=0 και Α,Β αντίστοιχα οι εικόνες τους 

στο µιγαδικό επίπεδο. 

 α) να γράψετε τον µιγαδικό αριθµό 
izz

izz
w

8

4

21

21

+⋅

++
=  στη µορφή α+βi (όπου 

α,β πραγµατικοί) 
 β) να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, (όπου  Ο η 

αρχή των αξόνων) 
 γ) να βρείτε την εξίσωση του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΟΒ. 
 

66. Να βρεθεί το σύνολο των σηµείων του µιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των 

µιγαδικών z οι οποίοι έχουν την εξής ιδιότητα: ο λόγος των αποστάσεών τους από 

τα σταθερά σηµεία z1=0 και z2=3 είναι σταθερός και ίσος µε .
2

1  

67. Αν ο µιγαδικός  u=
z

zww

−
⋅−

1
 είναι πραγµατικός, δείξτε ότι  w∈ℝ ή |z|=1. 

 

68. Αν για τον µιγαδικό z ισχύει |z-i|=|z-4|  να βρείτε: 

a) Τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του µιγαδικού z, 
b) Τον µιγαδικό µε το ελάχιστο µέτρο, 

c)       Την ελάχιστη τιµή του |z|. 
 

69. ∆ίνονται οι  µιγαδικοί αριθµοί z1,z2,z3 των οποίων οι εικόνες βρίσκονται στον 

κύκλο χ2+ψ2=1. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 
321

133221 ))()((

zzz

zzzzzz
w

−−−
=  είναι 

φανταστικός 
 

70. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1,z2,z3 οι οποίοι έχουν ίσα µέτρα. Αν οι εικόνες των 

z1,z2,z3 είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου, να αποδείξετε ότι οι εικόνες των 

µιγαδικών z1z2 , z1z3 , z2z3 είναι επίσης κορυφές  ισόπλευρου τριγώνου. 
 

71. Αν ο µιγαδικός αριθµός  
1−

−
=
z

iz
w  είναι φανταστικός, δείξτε ότι |2z-1-i|= .2  

 

72. Αν z∈ℂ\{-i} αποδείξτε ότι   0)Im(1 >⇔<
+
−

z
iz

iz
.  

 

73. ∆είξτε ότι για κάθε z,z1,z2 µιγαδικούς αριθµούς ισχύουν οι σχέσεις:  

 
 α)    |,||)Re(||)Im(| zzz ≥+  
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β)   )Re(|||Im|2 22 zzz −= , 
γ)   ,|)||(|||)]Re([2 2

12

2

122121 zzzzzzzz −−−=−  
 δ)    )Re(2|||||| 21

2

2

2

1

2

21 zzzzzz ++=+ , 

 ε)     )Im(2||2|| 222 zzziz +=⋅+ . 

 

74. Για οποιουσδήποτε µιγαδικούς αριθµούς α,β να αποδείξετε ότι 

 ( ) ( ).Re22
22

αβαβαβαβ −=−−−  

 

75. α) Αν για τον µιγαδικό z ισχύει |z|=1 να δείξετε ότι  ,
1

z
z =  

β) Αν  z1+z2+z3=1 και |z1|=|z2|=|z3|=1 να δείξετε ότι  

,1
111

321

=++
zzz

 

γ) Αν  z1+z2+z3=0 και |z1|=|z2|=|z3|=1 να δείξετε ότι  
z1

2+z2
2+z3

2=0, 

δ) Αν  |z1|=|z2|=|z3|=1  και  w )
111

()(
321

321
zzz

zzz ++⋅++=  να 

δείξετε ότι  .ℜ∈w   

 

76.  Aν για τον µιγαδικό z ισχύουν  |z-2|=1  και  |z-1|≤1 , αποδείξτε ότι     

        1≤|z|≤ 3 . 
  

77. Για τους µιγαδικούς αριθµούς 21, zz  ισχύει  2

_

1

_

21 zzzz −=+ . Να αποδείξετε ότι ο 

αριθµός z1
.z2 είναι φανταστικός. 

 

78. Αν για τους µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 (z2≠ 0)  ισχύει                              

|z1+z2|=|z1-z2| , να δειχθεί ότι ο αριθµός 
2

1

z

z
 είναι φανταστικός. 

 

79. Έστω λ∈ℜ και ο µιγαδικός αριθµός 
i

i
z

λ
λ
+
+

=
1

3
. 

 α) να γράψετε τον z στη µορφή α+βi , (α,β∈ℜ) 
 β) δείξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος ο οποίος και να 

βρεθεί, 
 γ) αν z1 , z2 δύο τυχαίοι µιγαδικοί από τον παραπάνω κύκλο , δείξτε ότι                

|z1 - z2|≤4. 
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80. ∆ίνεται η εξίσωση  z2-(2θ+1 συνθ)z+22θ=0 , θ∈[0,2π). 
 α) να βρεθούν οι ρίζες z1 , z2 
 β) Αν Α,Β είναι οι εικόνες των ριζών z1 , z2 αντίστοιχα στο µιγαδικό επίπεδο, 

να δείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές 
 (όπου  Ο  η αρχή των αξόνων)  

 γ) να βρεθεί η τιµή του θ έτσι, ώστε το παραπάνω τρίγωνο ΟΑΒ  να είναι 
ισόπλευρο. 

 

81. Αν Μ1 , Μ2 είναι οι εικόνες των µη µηδενικών µιγαδικών αριθµών z1 , z2 

αντίστοιχα στο µιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι: 

 ο αριθµός 
21

2

21 )(

zz

zz +
είναι πραγµατικός � 

{ 21

→→

ΟΜ=ΟΜ  ή τα σηµεία   Ο , Μ 1 , Μ2 είναι συνευθειακά} 

(όπου  Ο  η αρχή των αξόνων). 
 
 

 
 
 
 
 

Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ-ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ/ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – 
ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ. . .    

 
82. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων: 

 

 α) ,
2

)1(
)(

2 −+

−+
=

χχ
χσυν

χf  

 β)       ,
||

56
)(

2

2

χχ
χχ

χ
−

−+−
=g  

 γ) ,
1ln

)(
)(

−
=

χ
χχηµ

χh  

 δ) ,2)( 2 −−= χχχσ ee  

 ε) .
1

65
)(

2

7 2

−

+−
=

χ
χχ

χφ   
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83. ∆ίνονται οι συναρτήσεις: f(χ)=2χ2+αχ+β και g(χ)=(α2+2)χ2-3χ+α2-6. Nα 

προσδιορίσετε τις τιµές των α,β∈ℝ ώστε οι γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων f,g να έχουν κοινά σηµεία πάνω στον άξονα ψψ΄ και στην ευθεία χ=2. 

 

84. (α) ∆ίνονται οι συναρτήσεις: 
αχ
αχα

χ
−+
+

=
1

2
)(

2

f  και .
)13(

)(
αχ

αχα
χ

+
+−

=g  Να 

βρεθεί ο πραγµατικός αριθµός α για τον οποίο να ισχύει f =g. 
 

 (β) ∆ίνονται οι συναρτήσεις: 
1

1)1(
)(

2 −+
−+

=
λχ
χλ

χf  και .
5

1)21(
)(

−−
−+−

=
χλ

λχλ
χg  

Να βρεθεί ο πραγµατικός αριθµός λ για τον οποίο να ισχύει f =g. 
 

85. (α) Αν για τις συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ ισχύει: 

],1))([(2]2))([())(( −⋅⋅=−+⋅+ χχχ gfgfgf  για κάθε χ∈ℝ, να αποδειχτεί 

ότι f =g. 

(β) Να βρεθούν οι συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ  για τις οποίες ισχύει: 

         ,01])()([2))((2)])([( 2 =+⋅−⋅−⋅−+ συνχχηµχχχχ gfgfgf             για κάθε 

χ∈ℝ. 
 

 
86. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: (f(χ))7+χ7=1, για κάθε χ∈ℝ. 

Να αποδειχτεί ότι =ff � Ι , όπου Ι(χ)=χ, για κάθε χ∈ℝ. 

 

87. Αν οι συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ  είναι γνησίως µονότονες στο ℝ, να αποδειχθεί ότι η 

συνάρτηση fg � είναι 

i) γνησίως αύξουσα, αν οι f,g έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας, 
ii) γνησίως φθίνουσα, αν οι f,g έχουν διαφορετικό είδος   µονοτονίας. 
Τι συµπεραίνετε για το είδος της µονοτονίας της συνάρτησης                               

F(χ)=-2(3χ3+5)99+7; 

 
88. (α) Αν οι συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ  είναι «1-1» να αποδειχθεί ότι και η συνάρτηση 

fg �  είναι «1-1». 

(β) Αν η συνάρτηση f:ℝ→ℝ είναι «1-1» να δείξετε ότι το ίδιο συµβαίνει και για 

την  συνάρτηση F(χ)=(f(χ))11+2f(χ)-3.  
 

89. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f:[0,2)→ℝ µε f(χ)=3χ+2 και g:(-1,5]→ℝ µε 

g(χ)=χ2-χ. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, οι συναρτήσεις fof , fog.  
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90. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f:[1,∞ )→ℝ µε f(χ)=χ2-6χ+7 και g:[-1,7)→ℝ µε 

f(χ)=2χ+µ     (µ∈ℝ). 
(α) Να βρεθεί, αν υπάρχει, η συνάρτηση gof, 
(β) Να βρεθούν οι τιµές του µ για τις οποίες να ορίζεται η       σύνθεση fog. 

 

91. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(χ)=χ7+7χ-7. 

 (α) να δειχτεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισµού της, 

 (β) να λυθεί η ανισότητα:  (fof)(χ)<1. 
 

92. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: ,1))(( 2 +−= χχχff �  για 

κάθε χ∈ℝ. Να αποδειχθεί ότι: 
 (α) η f δεν είναι «1-1», 
 (β) f(1)=1, 

 (γ) η συνάρτηση g(χ)=χ2-χf(χ)+1 δεν είναι «1-1». 
 

93. (α) Να δειχθεί ότι αν οι συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ  είναι γνησίως φθίνουσες, τότε 

και η f+g είναι γνησίως φθίνουσα. 
 (β) Αν α∈(0,1) να βρεθούν οι τιµές του αριθµού λ εάν ισχύει: 

.209220542

+−=− −− λλαα λλλ
 

 

94. ∆ίνεται ο πραγµατικός αριθµός α 0≠  και η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία 

ισχύει: )())(( χαχχ fff +=�  για κάθε χ∈ℝ.  Να αποδειχθεί ότι: 

 (α) η f  είναι «1-1»     (β)  f(0)=0. 
 

95. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: f(f(χ))=9χ-8, για κάθε χ∈ℝ. 

 (α) να δειχθεί ότι η f  είναι «1-1», 

 (β) να δειχθεί ότι f(9χ-8)=9f(χ)-8, για κάθε χ∈ℝ, 
 (γ) να βρεθεί η τιµή f(1), 

(δ) αν η f είναι γνησίως αύξουσα και f(χ)=αχ+β, να βρεθούν οι πραγµατικοί 
αριθµοί α,β. 

 

96. Να βρεθεί «1-1» συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία να ισχύει: 
  

 ),1)(()1)(( +=− χχ foffofof  για κάθε χ∈ℝ.   

 

97. ∆ίνονται οι αριθµοί α,β για τους οποίους ισχύει α2<4β. Υπάρχει συνάρτηση 

f:ℝ→ℝ τέτοια, ώστε: ,0)()()( =++⋅+⋅ βψχψχ faff  για κάθε χ,ψ∈ℝ; 
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98. Αν α∈ℝ, να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων fα: ℝ→ℝ µε 

fα(χ)=(α-1)χ2+αχ-2(α-1) διέρχονται από δύο σταθερά σηµεία, τα οποία και να 
βρεθούν. 

 

99. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: (f(χ))2-f(χ)=χ, για κάθε χ∈ℝ. 

Να δειχθεί ότι η f είναι «1-1» και να βρεθεί η f -1. 
 

100. Έστω οι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ  ώστε για κάθε χ∈ℝ να ισχύει: 

f(χ)>0 και g(χ)<0. 

 (α) να δειχθεί ότι η συνάρτηση 
g

f
 είναι γνησίως µονότονη και να βρεθεί το 

είδος της µονοτονίας της, 

(β) να λυθεί η ανισότητα:  .0)()()()( 22 >⋅−⋅ χχχχ gfgf  
 

101. Να µελετηθούν ως προς την µονοτονία οι συναρτήσεις: 

 
 α) ,2)( 3 +−= χχf  

 β)       ,
1

2
)(

−
=
χ

χf  

 γ) ,
0,

0,
)(

2





≥

<
=

ανχχ

ανχχ
χf  

 δ) ,
0,32

0,
)(

2





≥+−

<
=

ανχχ
ανχχ

χf  

 ε) .||)( χχχ =f  
 

102. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύουν: 

 (α) f(χ+ψ)=f(χ).f(ψ) , για κάθε χ,ψ∈ℝ, 
 (β) f(0)≠ 0, 

(γ) η γραφική παράσταση της f τέµνει την ευθεία µε εξίσωση ψ=1 σε ένα µόνο 
σηµείο. 

Να αποδειχθεί ότι: 
1. η γραφική παράσταση της f δεν έχει κοινά σηµεία µε τον άξονα    
          χχ΄, 
2. η f είναι «1-1», 

3.        για κάθε χ,ψ∈f(ℝ) ισχύει χψ∈f(ℝ) και f-1(χψ)=f-1(χ)+f-1(ψ). 
 

103. Να βρεθεί συνάρτηση f: ℝ→ℝ για την οποία να ισχύει: χf(χ)+f(-χ)=χ, για κάθε 

χ∈ℝ. 
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Να γίνει το ίδιο για την συνάρτηση g: ℝ*→ℝ αν ισχύει ,
4

15
)

1
()(4

χχ
χ =− gg για 

κάθε χ .0≠  
 

104. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω συναρτήσεις αντιστρέφονται και να βρεθεί η 

αντίστροφή τους. 

α) ,)( 3χχ =f  β)       ,12)( 3 −= χχf   γ)   .65)( χχ −+=f  

 
105. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: ,1)()()( +⋅=+⋅ ψχψχα fff  

για κάθε χ,ψ∈ℝ,   (όπου  α∈ℝ σταθερά), να δειχθεί ότι: 

 (α) ,2≥a  

 (β) αν α=2 τότε η f είναι σταθερή. 
 

106. Αν f(χ)=(2α-1)χ+β-1  )
2

1
,,( ≠ℜ∈ aa β , να δειχτεί ότι η f αντιστρέφεται. Για 

ποιες τιµές των α,β ισχύει f=f –1 ; 
 

107. Έστω οι συναρτήσεις f(χ)=1-lnχ και g(χ)= .
1 χ

χ

e

e

+
 Να βρεθεί                  

(αν υπάρχει) η συνάρτηση  g-1of. 
 

108. Έστω α∈ℝ σταθερά. Αν η συνάρτηση f:ℝ→ℝ είναι γνησίως αύξουσα και g:ℝ→ℝ 

συνάρτηση µε: ),)(()())(( αχαχ +≥≥+ xgfffog  για κάθε χ∈ℝ,   να βρεθεί 

η συνάρτηση g. 
 

109. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(χ)=2+lnχ και g(χ)






>−

≤+
=

−

−

3,1

3,1

2

2

χ

χ
χ

χ

e

e
. 

 Να βρεθεί (αν υπάρχει) η συνάρτηση gof. 
 

110. Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα ακρότατα των συναρτήσεων: 

 

α) ,1032)( +−−= χχf  

 β)       ,432)( −−= χχg  

 γ) ,4||3)( +−= χχh  

 δ) 35)( −= χχσ , χ∈[-1,3), 

 ε) 2
9)( χχφ −= . 
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111. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f:ℝ→ℝ µε f(χ)=




>−

≤−

1,32

1,22

χχ
χχχ

 είναι γνησίως 

φθίνουσα στο ℝ.   Είναι η f «1-1» ; 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ χοεℝ . . . 

 

112. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
3

32

2

162

4
lim =

−−

−

→ χχ

χ

χ

 

ii. 
16

1

)4(

44
2

4
lim =

−

+−

→ χ
χχ

χ

 

iii. 
2

1

123

2

1
lim =

−−

−

→ χχ

χχ

χ

. 

 

113. Να βρεθούν όσα από τα παρακάτω όρια υπάρχουν: 

i. 
3

962

3
lim +

++

−→ χ
χχ

χ

 

ii. 
|2|

|6||1|2 2

2
lim +

−+−

→ χ
χχ

χ

 

iii. 
χχ
χχ

χ −

−−

→
2

2

1

|2|
lim  

iv. 
2

|2| 2

2
lim −

−

→ χ
χχ

χ

 

 v.  
1

|13||35|
2

1
lim −

−−−

→ χ
χχ

χ

. 

 

114. Αν α,β µη µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί µε β≠a , αποδείξτε ότι

 .
2

22

2
0

lim
αβ

χ
συνβχσυναχ

χ

−
=

−

→

 

 

115. Να αποδείξετε ότι: 

i.  12
2

452

4
lim =

−

+−

→ χ

χχ

χ

  

ii.  
2

311)1(
lim

0

=
−++

→ χ
χχ

χ

 

 



        ΤΡΥΦΩΝ ΠΑΥΛΟΣ                                              Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Κατεύθυνσης 

              
 

Επιµέλεια: Παύλος Τρύφων  - σελ. 17 από 20  

 

116. Να αποδείξετε ότι: 

i.     
2

2

22

11

2

4 2

0
lim =

−+

−+

→ χ

χ

χ

   

ii.  .
2

1

37

263

2
lim =

−+

−+

→ χ

χ

χ

 

 

 
117.  Να αποδειχθεί ότι για κάθε ν =1,2,… ισχύει:   

 
 

i. 
2

...32 2

0
lim

νν
χ

ηµνχχηµχηµηµχ

χ

+
=

++++

→

 

ii. !
...32

lim
0

ν
χ

ηµνχχηµχηµηµχ
ν

χ

=
⋅⋅⋅⋅

→

 

 

118.  ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ µε 








≥−+−

<<−+

≤++

=

2,2

21,13

1,2

)(

2

2

ανχαβχχ

χανχ
ανχβαχχ

χf . 

Να βρεθούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών α,β ώστε να υπάρχουν τα 
)(lim

1

χ
χ

f
−→

  και  ).(lim
2

χ
χ

f
→

  

 

119.  Να βρεθούν τα όρια: 

  

i.     
5

)(
lim

5 −→ χ
πχεφ

χ

  ii. .
)4(

)3(
lim

1 πχηµ
πχηµ

χ→

 

 

120.  Να βρεθούν τα όρια: 

 i.     
)1(

)23(
lim

1 −

−+

→ χηµ
χηµ

χ

   

ii.    
2

2

0

)(
lim χ

χηµηµ

χ→

 

iii.   .
)1(1

2
0

lim χ
συνχσυν

χ

−−

→

 

 

121. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
6

5

1

23

1
lim =

−

−+

→ χ
χχ

χ
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ii. 
9

4

12

12 33 2

1
lim =

+−

+⋅−

→ χχ

χχ

χ

 

iii. .2
43

3

1
lim =

−

−

→ χχ

χχ

χ

 

 

122.   Να βρεθεί ο πραγµατικός αριθµός α αν είναι γνωστό ότι     

         .9
2

242 223

2
lim =

−
−++

→ χ
χααχχ

χ

 

 

123. Για τις διάφορες τιµές του πραγµατικού αριθµού α να βρεθεί το όριο 

.
||

22 22

lim αχ
αααχχ

αχ −

−+−

→

  

 

124. Να αποδείξετε ότι: 
 

 
 

125. Να βρεθεί το όριο   .
1

2|2| 3

1
lim −

−+−

→ χ
χχ

χ

 

 
126. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες: 

• f(α+β)=f(α)+f(β)-αβ, για κάθε α,β∈ℝ 

• .4
)(

lim
0

=
→ χ

χ

χ

f
 

Να βρεθεί το 
,

)()(
lim

ο

ο

χχ χχ
χχ

ο
−

−

→

ff

όπου χο σταθερός πραγµατικός αριθµός. 

 

127. Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα όρια 

i.  
3

|3||12| 2

3
lim +

++−−

−→ χ
χχχ

χ

 

 

ii. .
|7||1|

|8||12||3|
lim

3 −−+
−−−+−

→ χχ
χχχ

χ

 

 

128. Να βρεθεί (αν υπάρχει) το όριο  .
|2|||

|4||1||6|
lim

1 −−
−−+−−

→ χχ
χχχ

χ

 

 
 

.
6

5

)(

332

2
lim ππχηµ

χχ

χ

=
−++

→
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129. Να αποδείξετε ότι:    .2

)
2

(

)(
lim

1

=
→ πχ

συν

πχηµ

χ

 

 

 

130. Να βρεθεί το όριο    .
2

663

2
lim +

+−−

−→ χ
χχ

χ

 

 

131. Αν για  τις συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ ισχύει ότι  (f(χ))2+(g(χ))2=2χf(χ), για κάθε 

χ∈ℝ, να δειχθεί ότι )(lim
0

χ
χ

f
→

= )(lim
0

χ
χ

g
→

=0.

 
 

132. Αν για τις συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ ισχύει ότι 3))()(2(lim
2

=+
→

χχ
χ

gf  και 

,4))(2)((lim
2

=−
→

χχ
χ

gf  να βρεθούν τα όρια:  

i.    )(lim
2

χ
χ

f
→

       ii. )(lim
2

χ
χ

g
→

        iii.     .
22)(

2)()(
2

2
lim −+

−−

→ χ

χχ

χ f

ff
 

 

133. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: 

 ,2)(2 22 χχχχχ +≤≤− f  για κάθε χ∈ℝ. 

     Να βρεθεί το .
)0()(

lim
0 ηµχ

χ

χ

ff −

→  
 

134. ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες: 

• ℜ∈=
→

λχ
χ

)(lim
0

f  

• ,
1

)( 2

χ
ηµχχηµχ ⋅≥⋅ f  για κάθε χ∈ℝ*. 

Να βρεθεί το λ. 
 

135.  ∆ίνεται η συνάρτηση f:ℝ→ℝ για την οποία ισχύει: 

 ,||)(|| χχχηµχχ +≤≤+ f  για κάθε χ∈ℝ. 

      Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει το    .
))0(()( 2000

0
lim ηµχ

χ

χ

ff −

→

 

 

136. Αν για την συνάρτηση f:ℝ→ℝ ισχύει  ,2
1

)(
2

1
lim −=

−
−

→ χ
χχ

χ

f  να βρεθεί το 

.
2

1)(
2

2

1
lim −+

−⋅

→ χχ
χχ

χ

f
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ΑΠΕΙΡΟ ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ χοεℝ . . . 

 

137. Να βρεθούν, εφόσον υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:      
 

 

      i.    
96

123
2

3
lim +−

+

→ χχ
χ

χ

      ii. 
9

7|2|
2

3
lim −

−+

→ χ
χ

χ

     iii.     
23

0 2

1
lim χχ

χ

χ +
−

→

 

 

    iv.    
2

1 )1(

1
lim −

−
−→ χ

χ

χ

          v. .
1

73
lim

0 −
−

→ συνχ
χ

χ

      
 

138. Να βρεθεί , αν υπάρχει, το     .
3

2

0
lim χ

χηµ

χ→

  

 
139. Αν για τις συναρτήσεις f,g:ℝ→ℝ ισχύει: −∞=−

−→

))(3)(2(lim
3

χχ
χ

gf  και 

1))(2)(3(lim
3

−=+
−→

χχ
χ

gf , να βρεθούν τα )(lim
3

χ
χ

f
−→

 και  )(lim
3

χ
χ

g
−→

.  
 

140.  Να βρεθεί το     .
11

2

3
0

lim
−+→ χ

χηµ

χ

 

 

141. Να βρεθεί, εφόσον υπάρχει, το     .
23

4
lim

1 +−

−

→ χχ

χ

χ

 

 

142. Για τις διάφορες τιµές του λ∈ℝ να βρεθεί, αν υπάρχει, το  .
)1( 2

1
lim −

−

→ χ
λχ

χ

 

 

143. Να εξετασθεί αν η συνάρτηση 
)37)(4(

)(
)(

2 −+−

⋅
=

χχ

πχσυνχ
χf έχει όριο στο σηµείο 

χο=2. 
 

144. Για τις διάφορες τιµές του α∈ℝ να βρεθεί, αν υπάρχει, το  .
||

4
lim

0 χχ
αχ

χ ⋅

−+

→

  

 
 ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ AΠΕΙΡΟ . . . 
 

145. Να βρεθούν, εφόσον υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:      
 

 

      i.    )4( 2

lim χχχ
χ

−−
+∞→
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  ii.    )39( 2

lim χχχ
χ

+−
−∞→

 

 iii.   ).214( 2

lim χχχ
χ

−+−
+∞→

    

146. Να βρεθεί, εφόσον υπάρχει, το     .
8|4|

3|5|2
lim +−

+−⋅

−∞→ χ
χ

χ

  

 
147. Να βρεθεί το     ).2234( 22

lim χχχχχ
χ

−++−++
+∞→

 

 

148. Να βρεθεί το     .

1

2lim
χχχ

χ
ηµχ

χ −+

⋅

+∞→

 

 
149. Να βρεθεί το     )(lim χ

χ

f
−∞→

, όπου f(χ)=(λ2-5λ+6)χ3+(λ-2)χ2+χ+1  (λ∈ℝ) 

 

150.  Για τις διάφορες τιµές του α∈ℝ να βρεθεί, αν υπάρχει, το  

).754( 2

lim αχχχ
χ

++−
−∞→

 

 

151. (α) Να βρεθεί το  )(lim χ
κ

ηµχ
χ

⋅
+∞→

 , για κ =1,2,… 

 (β) Να βρεθεί το )]....
21

([lim χ
ν

ηµ
χ

ηµ
χ

ηµχ
χ

+++⋅
+∞→

 

  
 
 
 
 
 
 
 

ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ… 
 
152. Να αποδεχθεί ότι η εξίσωση χ3-5χ=-3 έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο διάστηµα 

(0,2).  
 

153. Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(χ)=χ4+χ3-χ+2 

και g(χ)= -χ4+χ+5 έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σηµείο µε τετµηµένη χο∈(0,2). 
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154. Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)≠ f(β), να αποδειχθεί ότι 

υπάρχει χο∈(α,β): .
2

)()(
)(

βα
χο

ff
f

+
=   

 

155. Έστω f,g: ℝ→ℝ δύο συναρτήσεις. Αν οι συναρτήσεις 2f(χ)+3g(χ) και f(χ)-

2g(χ) είναι συνεχείς να αποδειχθεί ότι και οι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς.  
156. Αν µια συνάρτηση f:[α,β]→ℝ είναι συνεχής και ισχύει f(α)≠ 0, να αποδειχθεί ότι 

υπάρχει χο ∈(α,β) τέτοιο ,ώστε .
)()()(

αβ
βα

αχ
χ

ο

ο

−
+

=
−

fff
 

157. ∆ίνεται η συνάρτηση f(χ)= 7)(
16

3

+− πχηµ
χ

. Να εξετασθεί αν η f παίρνει την τιµή 

2

7
 στο διάστηµα [-4,4] 

 

158. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 0
34

=
−

+
− πχ

σφχ
πχ

εφχ
 έχει τουλάχιστον µια ρίζα 

στο διάστηµα ).
3

,
4

(
ππ

 

 

159. Αν µια συνάρτηση f: ℝ→ℝ είναι συνεχής, γνησίως φθίνουσα και επιπλέον ισχύει    

0<f(χ)<1, για κάθε χ∈ℝ, να αποδειχθεί ότι υπάρχει µοναδικό χο∈(1,e): 
f(lnχο)=lnχο 

 

160.  Αν µια συνάρτηση f:[α,β]→ℝ είναι συνεχής, 0<α<β και βχα ≤≤ )(f  για κάθε 

χ∈ℝ, να αποδειχθεί ότι υπάρχει χο∈[α,β]: f(χο)= .
οχ
βα ⋅  

 
161. Να προσδιορισθεί το σύνολο τιµών των συναρτήσεων: 

 (α) 
2

1
)(

χ
χ =f   µε χ ∈[1,3] 

 (β) εφχηµχχ +=)(f   µε χ ∈[0,
4

π
] 

 (γ) χχχ 42)( 2 −=f  µε χ ∈[1,3] 

 (δ) 2)( χσυνχχ −=f   µε χ ∈[0,
2

π
]. 

 

162. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει χο∈(0,
2

π
) τέτοιο, ώστε: ηµ(συνχο)+συν(ηµχο)=χο . 
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163. Αν µια συνάρτηση f: [0,1]→ℝ είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα και          f (1)= 1, 

να αποδειχθεί ότι υπάρχει χο∈(0,1): οο χχ
οο χχ eef =⋅+)(  

 

164. Να αποδειχθεί ότι αν α,β>0 τότε η εξίσωση χ=α ηµχ⋅ +β έχει τουλάχιστον µια 

θετική ρίζα µικρότερη ή ίση του α+β. 

 
165. Να προσδιορισθεί, αν υπάρχει, η τιµή του α∈ℝ  για την οποία η συνάρτηση f: 

ℝ→ℝ µε 










>
−

−

≤−
=

4,
4

8

4,4

)(

χαν
χ

χχ

χαναχ
χf   να είναι συνεχής.  

 
166. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, οι πραγµατικοί αριθµοί α,β  (β≠ 0) ώστε η συνάρτηση 

f: ℝ→ℝ µε τύπο 















>
−+

=−

<
⋅+

=

0,
11

0,
2

1

0,

)(

χαν
βχ

χ

χανβ

χαν
χ
ηµχβαχ

χf να είναι συνεχής. 

 
167. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 12 =⋅ χχ  έχει µοναδική θετική ρίζα. 
 

168. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση χ
χ

=+ 3
2

έχει µοναδική ρίζα. 

 
 

 
169. Να προσδιορισθεί, αν υπάρχει, η τιµή του α∈ℝ  για την οποία η συνάρτηση f: 

ℝ→ℝ µε 










=

≠
−

−−

=

1,4

1,
)1(

2

)(
2

24

χαν

χαν
χ

αχχ

χf   να είναι συνεχής στο χο=1.  

 

170. Έστω συνάρτηση f: ℝ→ℝ µε f(0)=3 και .5
3)(

2lim =
−
−−

+∞→ χχ
εφχχ

χ

f  Τότε: 

 (α) να δειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο µηδέν και 
  (β) να βρεθούν τα όρια 
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  (i) 
χ
χ

χ

3)(
lim

0

−

→

f
 

  (ii) .
33)(2

lim
0 χ

χ

χ

−−

→

f  

 
171.  Να µελετηθεί ως προς την συνέχεια η συνάρτηση f: ℝ→ℝ µε 









≤

>=

0,

0,
)(

2

1

χανα

χανχχ
χ

f    (α∈ℝ) 
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