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1 .     Ε ξ ι σ ω σ ε ι ς   -   Α ν ι σ ω σ ε ι ς 

1. 1   Η Εννοια της Μεταβλητης – Αλγεβρικες Παραστασεις 

1. 2   Εξισωσεις α’ βαθμου 

1. 3   Επιλυση Τυπων 

1. 4   Επιλυση Προβληματων με τη χρηση Εξισωσεων 

1. 5   Ανισωσεις α’ βαθμου 
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Μ ε τ α β λ η τ η   -   Α λ γ ε β ρ ι κ ε ς   Π α ρ α σ τ α σ ε ι ς  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 1  

 

 Α ρ ι θ μ η τ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η  :  μια παρασταση που περιεχει πραξεις με αριθμους. 

 

 Τ ι μ η   α ρ ι θ μ η τ ι κ η ς   π α ρ α σ τ α σ η ς : ο αριθμος που βρισκουμε μετα την εκτε- 

      λεση  ολων των πραξεων της παραστασης . 

 

 Α λ γ ε β ρ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η :  μια παρασταση που περιεχει πραξεις με αριθμους και  

      γραμματα. 

 Μ ε τ α β λ η τ η   η   α γ ν ω σ τ ο ς :  ενα οποιοδηποτε γραμμα που εμφανιζεται σε μια αλ-  

      γεβρικη παρασταση. 

 Τ ι μ η   α λ γ ε β ρ ι κ η ς   π α ρ α σ τ α σ η ς :  η τιμη της αριθμητικης παραστασης που  

      προκυπτει αν αντικαταστησουμε της μεταβλητες της με αριθμους. 

 Ο ρ ο ι   α λ γ ε β ρ ι κ η ς   π α ρ α σ τ α σ η ς :  οι προσθετεοι της. 

 Γ ν ω σ τ ο ι   ο ρ ο ι  : οι προσθετεοι που δεν περιεχουν γραμμα. 

 Α γ ν ω σ τ ο ι   ο ρ ο ι :  οι προσθετεοι που περιεχουν γραμμα. 

 Σ υ ν τ ε λ ε σ τ η ς   τ ο υ   α γ ν ω σ τ ο υ :  ο αριθμος που πολλαπλασιαζει το γραμμα σε  

      ενα αγνωστο ορο. 

 Α λ γ ε β ρ ι κ ο   α θ ρ ο ι σ μ α :  ενα αθροισμα η μια διαφορα αφου α -β = α +(- β) . 

 Α κ ε ρ α ι α   α λ γ ε β ρ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η :  η αλγεβρικη παρασταση η οποια μεταξυ  

      των μεταβλητων της σημειωνονται μονο οι πραξεις της προσθεσης και του πολλαπλασια- 

      σμου και οι εκθετες των μεταβλητων της ειναι φυσικοι αριθμοι. 

 Π ο λ υ ω ν υ μ ο : μια αλγεβρικη παρασταση, που στην απλοποιημενη της μορφη δεν περιε- 

      χει διαιρεση με μεταβλητη στο διαιρετη ουτε ριζικο με μεταβλητη στην υπορριζη ποσοτητα.  

 Α ν α γ ω γ η   ο μ ο ι ω ν   ο ρ ω ν :  η διαδικασια με την οποια μια αλγεβρικη παρασταση  

      γραφεται σε απλουστερη μορφη. 

  Π α ρ α τ η ρ η σ η : 

 Πολλες φορες για την απλοποιηση αλγεβρικων παραστασεων, πριν κανουμε την ανα- 

    γωγη ομοιων ορων, ειναι απαραιτητη η απαλοιφη των παρενθεσεων (αγκυλων) με τη   

    χρηση της επιμεριστικης ιδιοτητας. 

 Στις αλγεβρικες παραστασεις, συνηθως δε βαζουμε το συμβολο () του  πολλαπλασι- 

      ασμου μεταξυ των αριθμων και των μεταβλητων η μεταξυ των μεταβλητων. 

 

   4 
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 ● Εστω x ο αριθμος. Τοτε  

   x + 3x - 
2

3
x 

● Αν y ειναι ο ενας αριθμος τοτε y – 3 ειναι ο αλλος. Ετσι το γινομενο τους ειναι : 

   y ∙ (y – 3) 

● Aν z ειναι το μηκος του ορθογωνιου, τοτε το πλατος του ειναι z – 2 . Ετσι η περιμετρος : 

   Π = 2 ∙ (μηκος) + 2 ∙ (πλατος) = 2 ∙ z + 2 ∙ (z – 2) = 2z + 2z – 4 = 4z - 4 

 

 

 

 

 

 

 

          

 

 
 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 1  

  

 

 

 

Προκειμενου να εφρασουμε ενα προβλημα σαν μια αλγεβρικη παρασταση, που περιεχει  μετα-

βλητες : 

  ονομαζουμε (θετουμε) τις αγνωστες ποσοτητες του προβληματος για τις οποιες γνωριζου- 

       με καποια ιδιοτητα τους, συνηθως με τα γραμματα x, y, κλπ .  

  συμφωνα με τα δοσμενα του προβληματος, καταστρωνουμε αλγεβρικη παρασταση . 

Μεθοδος : Εννοια Μεταβλητης . 

Με τη βοηθεια μιας μεταβλητης να γραψετε συμβολικα: 

● Σ’εναν αριθμο προσθετουμε το τριπλασιο του και στη συνεχεια αφαιρουμε τα 
2

3
 του αριθμου. 

● Το γινομενο δυο αριθμων που διαφερουν κατα 3. 

● Την περιμετρο ενος ορθογωνιου, που το πλατος του ειναι 2 m μικροτερο απο το μηκος του. 

 

 

 

 

Προκειμενου να απλουστευσουμε  μια αλγεβρικη παρασταση, που περιεχει  μεταβλητες : 

  κανουμε πραξεις στις ιδιες μεταβλητες (πραξεις στους συντελεστες) .  

  κανουμε πραξεις στους αριθμους (που δεν ειναι συντελεστες μεταβλητων) . 

 Οι πραξεις εκτελουνται με την εξης προτεραιοτητα : 

 Υπολογιζουμε τις δυναμεις 

 Εκτελουμε πολλαπλασιασμους και διαιρεσεις 

 Εκτελουμε προσθαφαιρεσεις 

 Αν  υπαρχουν παρενθεσεις, πρωτα μας απασχολει το εσωτερικο των παρενθεσεων. 

 Επιμεριστικη ιδιοτητα  :  α(β + γ) = αβ + αγ    η     αβ + αγ =  α(β + γ) = (β + γ)α  

Μεθοδος : Aναγωγη Ομοιων Ορων . 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Να απλοποιησετε τις παραστασεις  

● 2α - 3α + 5α – α                                       ● 3β + 4β - 8β - 3β + 2β  

● ω + 3φ - 3ω - 5φ                                      ● - 5x + y + 4y + 2x - x  

 
● 2α - 3α + 5α – α = (2 - 3 + 5 – 1)α = 3α                                        

● 3β + 4β - 8β - 3β + 2β = (3 + 4 - 8 - 3 + 2)β = - 2β  

● ω + 3φ -3ω - 5φ  = (1 – 3)ω + (3 – 5)φ = - 2ω – 2φ 

● - 5x + y + 4y +2x - x  = (- 5 + 2 – 1)x + (1 + 4)y = - 4x + 5y 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Α = 7 - [- (- 5)] + (- 4)[- (- 8)] - (- 9)(- 16 + 13)    απαλειφη αγκυλων 

       = 7 + (- 5) + (- 4)(+ 8) - (- 9)(- 16 + 13)             απαλειφη παρενθεσεων - πολλαπλασιασμοι 

       = 7 - 5 - 32 - (- 9)(- 3)                                     πολλαπλασιασμοι 

       = 7 - 5 - 32 – 27                                               αθροισμα θετικων - αθροισμα αρνητικων 

       = 7 – 64                                                            αθροισμα δυο ετεροσημων 

       = - 57 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να υπολογισουμε (να βρουμε την τιμη) μια αλγεβρικη παρασταση : 

  κανουμε πρωτα τους πολλαπλασιασμους . 

      (στη περιπτωση διαιρεσης πολλαπλασιαζουμε τον διαιρετεο με τον αντιστροφο του διαιρε- 

       τη)  

  κανουμε ομωνυμα κλασματα ολους τους ορους της παραστασης, αν υπαρχουν κλασματα . 

  χωριζουμε τους θετικους απ’τους αρνητικους . 

  βαζουμε  “ + “  και προσθετουμε ολες τις απολυτες τιμες των θετικων και στη συνεχεια   

       βαζουμε “ - “  και προσθετουμε ολες τις απολυτες τιμες των αρνητικων . 

  εχουμε δυο ετεροσημους, οποτε βαζουμε το προσημο αυτου που εχει μεγαλυτερη απολυτη    

       τιμη και αφαιρουμε τις απολυτες τιμες τους . 

 στη περιπτωση που η παρασταση περιεχει συνθετο κλασμα, το μετατρεπουμε πρωτα σε α – 

      πλο (αριθμητης: γινομενο ακρων ορων,  παρονομαστης: γινομενο μεσων ορων) .  

 στη περιπτωση παρενθεσεων – αγκυλων, προηγειται η απαλειφη τους . 
 

Μεθοδος : Eυρεση Τιμης Αλγεβρικης Παραστασης . 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

● Α = 7 - [- (- 5)] + (- 4)[- (- 8)] - (- 9)(- 16 + 13)                   ● Β = 

1
- 5 +

4
1

- 4 +
5
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● Β = 

1
- 5 +

4
1

- 4 +
5

 

20 1 19
- + - - 194 4 4=    =    =  

20 1 19
- + - 

5 5 5

5

- 19

 5
  =  

44
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α + β = 7

δ + γ = - 3

2δ 4γ 6δ 20γ
  Α =  3 α - + 5 β + -2(β +3γ) = 3α - + 5β + -2β - 6γ = 3α -2δ + 5β + 4γ -2β - 6γ =

3 5 3 5

      = 3α -2δ +3β -2γ = (3α +3β) - (2δ +2γ) = 3(α +β) -2(δ + γ) =   3 7 -2 (- 3) = 21 + 6 = 27

   
   
   

 

 

 

3α - β 

γ + 2δ 

= 3

= 4

4α + 6δ 9γ - 4β 3  (4α + 6δ) 9γ - 4β 12α +18δ + 9γ - 4β (12α - 4β) + (9γ +18δ)
  Β  =  +   =  +  =  =  = 

2 6 6 6 6 6
4( ) + 9( ) 4 + 9 12 +36 48

 
3α -β

      =    =     =  =  = 
γ +2δ 4

6

3
8

6 6 6



 
 

 

 

 

          

 

 
 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 1  

 

 

 

 

Προκειμενου να υπολογισουμε μια αλγεβρικη παρασταση που περιεχει μεταβλητες, απο γνω-

στες σχεσεις των μεταβλητων αυτων : 

  κανουμε τις καταλληλες πραξεις, οπως προηγουμενα, με σκοπο να εμφανισουμε τις γνω- 

       στες σχεσεις μεταξυ των μεταβλητωντων . 

  αντικαθιστουμε  τις τιμες των γνωστων σχεσεων στην παρασταση . 

  λυνουμε κατα τα γνωστα . 

 

Μεθοδος : Υπολογισμος αλγεβρικων παραστασεων με τη βοηθεια γνωστων ισοτητων . 

 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

● Α = 
2δ 4γ

3 α - + 5 β + - 2(β + 3γ)
3 5

   
   
   

,     αν α + β = 7  και  γ + δ = - 3 

● Β = 
4α + 6δ 9γ - 4β

+
3 6

,                              αν 3α – β = 3  και  γ + 2δ = 4 
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2. 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

Α = (- 2)(- 3)(- 4)(- 5) + (- 2)(- 3)(- 4)(+ 5) 

Β = 
5 7 5 3 4

2 + - : - - - 2 -
4 6 12 4 3

     
     
     

 

Γ = 
2 9 4 2 21 3

- - + - : - (- 3) : -
3 2 5 5 2 6

      
      
      

 

 

3. 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

Α = 
a -β(3α +2β)

(α -β)(3α +2β)
                   αν  α = 2  και  β = 1 

Β = 
α -β +2γ α + 5β - 4γ

+
α +3β -2γ 2α + 5β -3γ

      αν  α + β = 2  και  β – γ = - 3 

 

1. 

● Να απλοποιησετε τις παραστασεις: 

   Α = - { - (- 2+ x) -[5+ (- x +2)] } - (5-x)  

   B = - 4 + { [(x +1) +5-x] +2+ x } - (4 + x)  

● Αν α + β = 3 να βρειτε την τιμη της παραστασης: 

  A = - { a +[- 2-(- β +3) +7 + γ] - (γ +2) }  

 

 

4. 

● Αν A = x – y – 10  και  Β = - x + y + 20,  να υπολoγισετε το Α + Β . 

● Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

   Α = - (α - β) - [ 10 - (α + β)]                                αν  α = - 4  και  β = - 5 

   Β = 18 – (- α + β – 2) + (α – γ) – 20 – (β – γ)      αν  α - β = 4 
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Ε ξ ι σ ω σ ε ι ς   α   β α θ μ ο υ  
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 2  

 

 Για δυο αριθμους α και β (η αλγεβρικες παραστασεις) ισχυει μια απο τις σχεσεις  

 α = β     I σ ο τ η τ α 

 α : Πρωτο μελος της ισοτητας . 

 β : Δευτερο μελος της ισοτητας . 

 Α λ η θ η ς : ειναι η ισοτητα της οποιας η αξια του πρωτου μελους ειναι ιδια με την   

                         αξια του δευτερου μελους . 

 Ψ ε υ δ η ς : ειναι η ισοτητα της οποιας η αξια του πρωτου μελους δεν ειναι ιδια με  

                         την αξια του δευτερου μελους . 

 Ι δ ι ο τ η τ ε ς   Ι σ ο τ η τ α ς :  

 Αν  α = β τοτε  α + γ = β + γ    

 Αν  α = β τοτε  α - γ = β - γ  

 Αν  α = β τοτε  α ∙ γ = β ∙ γ  

 Αν  α = β τοτε  
α

γ
 = 

β

γ
  με γ ≠ 0 

 α < β  η   α > β      Α ν ι σ ο τ η τ α 

 

Εστω η εξισωση: αx + β = 0 (1) 

  Λ υ σ η  η  ρ ι ζ α   

       της εξισωσης λεγεται καθε τιμη του πραγματικου αριθμου x, που επαληθευει την (1). 

  Σ υ ν τ ε λ ε σ τ η ς   

       του αγνωστου λεγεται ο αριθμος  α . 

  Σ τ α θ ε ρ ο ς   ο ρ ο ς    

       λεγεται ο αριθμος  β . 

 Δ ι ε ρ ε υ ν η σ η 

  Αν α ≠ 0 τοτε η (1) εχει μοναδικη λυση, την:  

  Αν α = 0 και β ≠ 0 τοτε η (1) δεν εχει λυση ( α δ υ ν α τ η ) 

  Αν α = 0 = β τοτε η (1) εχει απειρες λυσεις ( α ο ρ ι σ τ η   η  τ α υ τ ο τ η τ α ) 

 Π α ρ α τ η ρ η σ η 

  Ι σ ο δ υ ν α μ ε ς   

             λεγονται οι εξισωσεις που εχουν ακριβως τις ιδιες ριζες. 

 Α π α λ ε ι φ η   Π α ρ ο ν ο μ α σ τ ω ν 

            σε μια εξισωση, ονομαζεται η διαδικασια μετατροπης της εξισωσης σε ισοδυναμη χωρις  

            παρονομαστες. 

β
x = -  

α

 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Ε ξ ι σ ω σ ε ι ς   α   β α θ μ ο υ  

 

 

 

 

 

ΕΚΠ = 12

Eιναι  διαδοχικα

x + 3 x +1 15 - x
  - = 2x -   η

2 4 3
x + 3 x +1 15 - x

- = 2x -   η
2 4 3

   6(x + 3) -3(x + 1) = 24x - 4(15 - x)  η

   6x + 18 -3x -3 = 24x - 60 + 4x  η

   6x -3x -24x - 4x = - 60 -18 + 3  η

   - 25x = - 75  η

   12

- 75
   x =   

- 2

2 12 12

5

1   

η

   x = 3

 

ΕΚΠ = 23x x 2x + 7
  - 5 = +   η

2 2 2

3x x 2x + 7
   - 5 = +   η

2 2 2

   3x -10 = x + 2x + 7  η

   3x - x -2x = 10 + 7  η

   0 x = 17        που  σημαινει  οτι  η  εξισωση  ειναι 

2 2 2 2

 αδυνατη 

   



 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 2  

 

   10 

 

 

 

Προκειμενου να λυσουμε μια εξισωση α βαθμου :  

  πολλαπλασιαζουμε ολους τους ορους με το Ε.Κ.Π. των παρονομαστων (απαλειφη παρονο- 

       μαστων . 

  απαλειφουμε τις παρενθεσεις (επιμεριστικη ιδιοτητα) . 

  χωριζουμε γνωστους απο αγνωστους (στο πρωτο μερος οι αγνωστοι), προσεχοντας να αλ- 

      λαζουμε προσημο σε ο,τι μεταφερουμε απ’το ενα μελος στο αλλο . 

  κανουμε πραξεις σε καθε μελος (αναγωγη ομοιων ορων) . 

  διαιρουμε με το συντελεστη του αγνωστου . 

 

Μεθοδος : Λυση εξισωσης α βαθμου . 

 

                  

Να λυθουν  οι εξισωσεις :

x + 3 x + 1 15 - x 3x x 2x + 7
  - = 2x -   - 5 = +   11x + 8 = x + 2(5x - 3) + 14

2 4 3 2 2 2
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●  11x + 8 = x + 2(5x – 3) + 14   η 

    11x + 8 = x + 10x – 6 + 14   η 

    11x - x - 10x = – 6 – 8 + 14   η 

    0 ∙ x = 0       που σημαινει οτι η εξισωση αληθευει για καθε x, ειναι αοριστη (ταυτοτητα) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ειναι 

 

● λx + 6 = 3x – 5   η 

   λx - 3x = - 6 – 5   η 

   (λ – 3)x = - 11 

   Η εξισωση ειναι αδυνατη, αφου – 11 ≠ 0, αν : 

   λ – 3 = 0   η    

   λ = 3 

 

● λx + 2μ = 3x + 3μ – 2   η 

   λx - 3x = 3μ - 2μ – 2   η 

   (λ – 3)x = μ – 2    

   Η εξισωση ειναι αοριση, αν : 

   λ – 3 = 0   και   μ – 2 = 0   

   λ = 3   και   μ = 2   

          

 

 
 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 2  

 

 

 

 

  Προκειμενου να βρουμε παραμετρο, εστω λ, ωστε  η εξισωση να ειναι αδυνατη : 

  φερνουμε την εξισωση στη μορφη : ax = β 

  απαιτουμε α = 0  και  β ≠ 0 . 

  Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (ους), εστω λ (και μ), ωστε  η εξισωση να ειναι αορι- 

       στη: 

  φερνουμε την εξισωση στη μορφη : ax = β 

  απαιτουμε α = 0  και  β = 0 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου . 

● Για ποια τιμη του  λ η εξισωση :  λx + 6 = 3x – 5  ειναι αδυνατη ; 

● Για ποιες τιμες των λ και μ  η εξισωση :  λx + 2μ = 3x + 3μ – 2 ειναι αοριστη ;  
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Ε ξ ι σ ω σ ε ι ς   α   β α θ μ ο υ  

 

 Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   1 . 2  

 

   12 

 

2. 

Να λυσετε τις εξισωσεις :  

● 
x +1 3x +1 27x +19 2x -1

+ = +
4 2 20 5

                 

● 
9x + 7 x -2

- x - = 3
2 7

 
 
 

                              

● 
2x x - 6 3 x

+ = -5
15 12 10 2

 
 
 

 

● 
3x x 2x + 7

- 5 = +
2 2 2

 

3. 

∆ινεται η εξισωση λx - 5 = 2x + 7. 

● Να γραψετε την παραπανω εξισωση στη μορφη αx = β. 

● Να βρειτε την τιμη του λ, ωστε η εξισωση να ειναι αδυνατη. 

 

1. 

Να λυσετε τις εξισωσεις :  

● 5(3 -x) +10(2-5x) +10x = - 2(6-x)            

● 
7x + 4 3x - 5

- x =
5 2

 

● 
x - 8 2x + 5

- +3x -2 = 0
6 3

          

● 
x -1 x -2 x -3 7

+ + =
2 3 4 2

         

● 
x -1 23- x 4 + x

+ = 7 -
7 5 4

          

 

4. 

Για ποιες τιμες των λ και μ  οι παρακατω εξισωσεις ειναι αοριστες : 

● (λ - 1)x = μ + 2                

● (3λ + 1)x = μ      

● λx – 1 = μ - 3x                

● λx - μ = 7x + 3μ - 1 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 3  

 

 

Β 

 

 

 Τ υ π ο ς   

       ειναι μια μαθηματικη εκφραση – εξισωση, που περιγραφει ενα μεγεθος (φυσικο η μαθηματι- 

       κο) και αποτελειται απο μεταβλητες και σταθερες . 

 

  Σε τυπο με πολλες μεταβλητες αγνωστος θεωρειται εκεινη η μεταβλητη που θελουμε    

  να υπολογισουμε , ολες οι υπολοιπες μεταβλητες θεωρουνται γνωστες . 

 Προκειμενου να επιλυσουμε ενα τυπο ως προς μια συγκεκριμενη μεταβλητη, ακολου- 

      θουμε την ιδια ακριβως διαδικασια με την επιλυση των εξισωσεων . 
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Ε π ι λ υ σ η   Τ υ π ω ν  
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Ειναι

1
Ε = β υ   η

2
1

Ε = β υ   η
2

2Ε = β υ   η

β υ =

2 2

 2Ε  η

β υ

 





 





υ

2Ε
=   η

υ

2Ε
β = 

υ

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να επιλυσουμε εναν τυπο :  

  επιλεγουμε την μεταβλητη, ως προς την οποια θα επιλυσουμε τον τυπο (οι αλλες θεω- 

       ρουνται σταθερες) . 

  πολλαπλασιαζουμε ολους τους ορους με το Ε.Κ.Π. των παρονομαστων (απαλειφη παρονο- 

       μαστων . 

  απαλειφουμε τις παρενθεσεις (επιμεριστικη ιδιοτητα) . 

  χωριζουμε γνωστους απο αγνωστους (στο πρωτο μερος οι αγνωστοι), προσεχοντας να αλ- 

      λαζουμε προσημο σε ο,τι μεταφερουμε απ’το ενα μελος στο αλλο . 

  κανουμε πραξεις σε καθε μελος (αναγωγη ομοιων ορων) . 

  διαιρουμε με το συντελεστη του αγνωστου . 

 

Μεθοδος : Επιλυση τυπου . 

 

Το εμβαδον του τριγωνου δινεται απ’το τυπο :  
1

Ε = β υ
2
     οπου β η βαση του και υ το υψος 

του . Να λυσετε τον τυπο ως προς β . 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   1 . 3  

1. 

Να λυθει ο τυπος   

● 
(Β +β) υ

Ε =
2


    ως προς  υ . 

● αν = α1 + (ν - 1) ∙ ω    ως προς ν . 

● P ∙ V = n ∙ R ∙ T    ως προς Τ . 

● 
α μ

=
π 180

    ως προς  α και ως προς μ . 

 

 

2. 

Να λυθει ο τυπος   

● 
1

R
 = 

 1

1

R
+ 

 2

1

R
 ως προς R  και να υπολογιστει το  R  αν  R 1 = 3  και  R 2 = 6. 

● 
(Β +β) υ

Ε =
2


    ως προς  Β και να υπολογιστει το Β αν Ε = 40, β = 6 και υ = 5 . 
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Ε π ι λ υ σ η   Π ρ ο β λ η μ α τ ω ν   ( μ ε   ε ξ ι σ ω σ η )  

 
Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 4  

 

   16 

 

 

 

       

 

Τα προβληματα εξισωσεων α βαθμου βασιζονται συνηθως: 

 Στα εμβαδα γεωμετρικων σχηματων   

  Εμβαδον τριγωνου :
βυ

Ε =  ,  οπου  β =βαση  και  υ = υψος  τριγωνου
2

 . 

  Εμβαδον ορθογωνιου :Ε = αβ ,  οπου  α, β = δυο διαδοχικες πλευρες του ορθογωνιου .  

  Εμβαδον τραπεζιου : 
Β +β

Ε = υ ,  οπου  Β,β = οι βασεις και υ = υψος του τραπεζιου .
2

  

 Στη Φυσικη    

      για τυπους που η αγνωστη μεταβλητη ειναι πρωτου βαθμου .  
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 4  

 

 

 

 

Προκειμενου να λυσουμε ενα προβλημα με τη βοηθεια μιας εξισωσης α βαθμου :  

  θεωρουμε οτι το αγνωστο (ζητουμενο) ειναι το x . 

  εκφραζουμε ολα τα αλλα μεγεθη του προβληματος ως προς x . 

  καταστρωνουμε εξισωση ως προς x, συμφωνα με τα δοσμενα του προβληματος .  

  λυνουμε την εξισωση που προεκυψε . 

  ελεγχουμε αν η λυση που βρηκαμε ικανοποιει τα δοσμενα του προβληματος . 

 

Μεθοδος : Επιλυση προβληματος με τη βοηθεια μιας εξισωσης α βαθμου . 

Ενα τουβλο ζυγιζει οσο μισο τουβλο και 2 κιλα. Ποσα κιλα ζυγιζει το τουβλο;  

       

   

 

Εστω οτι το τουβλο ζυγιζει x κιλα. 

Toτε, συμφωνα με το προβλημα : 

x
x = + 2     η

2
x

x = + 2     η
2

2x = x + 4     η

2x - x = 4    

2

 

2 2

η

x = 4

  

  

Δηλαδη το τουβλο ζυγιζει 4 κιλα. 

   

 

 

 

Εστω x ετων ειμαι σημερα . 

● Η ηλικια μου μετα 10 χρονια θα ειναι x + 10 . 

● Η ηλικια μου πριν 10 χρονια ηταν x - 10 . 

Οποτε 

x + 10 = 3(x - 10) 

x + 10 = 3x - 30 

x - 3x = - 10 - 30 

- 2x = - 40 

x = 
- 40

- 2
= 20 

Δηλαδη ειμαι 20 ετων σημερα . 

Η ηλικια μου μετα 10 ετη θα ειναι τριπλασια απ’την ηλικια μου πριν 10 ετη.  

Ποια ειναι η ηλικια μου; 

       

   

Πραγματι 

μετα 10 ετη θα ειμαι 20 + 10 = 30 

πριν 10 ετη ημουν 20 – 10 = 10 

και  30 = 3 ∙ 10 

 

Πραγματι 

αφου το τουβλο ζυγιζει 4 κιλα 

το μισο τουβλο θα ζυγιζει 2 κιλα      

           Ετσι  2 + 2 = 4 
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1. 

● Να βρειτε εναν αριθμο, που το διπλασιο του αυξημενο κατα 2, ειναι ισο με το τριπλασιο του    

   ελαττωμενο κατα 7 . 

● Δυο αριθμοι διαφερουν κατα 7 και ο ενας ειναι διπλασιος του αλλου.  

   Ποιοι ειναι αυτοι οι αριθμοι; 

● Να βρεθουν δυο αριθμοι που εχουν αθροισμα 45 και το διπλασιο του μεγαλυτερου ειναι ισο  

   με το τριπλασιο του μικροτερου . 

● Σ’ενα ορθογωνιο, η μια διασταση ειναι διπλασια της αλλης. Αν η περιμετρος ειναι 36 cm, να  

   βρεθει το εμβαδον του ορθογωνιου . 

 

2. 

Ο Τακης ειναι 25 χρονια μικροτερος του πατερα του. Αν μετα 5 χρονια η ηλικιες τους θα εχουν 

αθροισμα ισο με 50, βρειτε την ηλικια πατερα και γιου . 

3. 

Δυο γωνιες ειναι παραπληρωματικες (αθροισμα 1800) . Αν η μεγαλυτερη ισουται με το τριπλα-

σιο της μικροτερης αυξημενο κατα 20, να βρεθουν οι γωνιες . 

4. 

Τρεις διαδοχικοι περιττοι αριθμοι εχουν αθροισμα 45 . Ποιοι ειναι αυτοι ; 

5. 

Ο Αποστολος εντυπωσιαζει τον φιλο του Παναγιωτη με το παρακατω μαθηματικο παιχνιδι. 

Λεει στον Παναγιωτη : 

 Σκεψου εναν αριθμο 

 Προσθεσε τον αριθμο 8 

 Τριπλασιασε τον 

 Βγαλε 6 

 Διαιρεσε με το 3 

 Αφαιρεσε τον αριθμο που σκεφτηκες. 

 Βρηκες 6! 

Μπορεις να εξηγησεις πως ο Αποστολος ξερει το αποτελεσμα; 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   1 . 5  

 

 Ο ρ ι σ μ ο ι   

  Δ ι α τ α ξ η   π ρ α γ μ α τ ι κ ω ν   α ρ ι θ μ ω ν   λεμε τη τοποθετηση τους στον αξο- 

       να  των πραγματικων αριθμων . 

 Α ν ι σ ο τ η τ α   μια σχεση διαταξης μεταξυ πραγματικων αριθμων.  

 Ο αριθμος  α  λεγεται  μ ε γ α λ υ τ ε ρ ο ς  απ’τον αριθμο  β , αν και μονο η διαφορα  

      α - β ειναι  θετικος αριθμος ( α - β > 0  ) . 

  Συμβολιζουμε: α > β 

  Ο αριθμος α βρισκεται  δ ε ξ ι ο τ ε ρ α  του β στον αξονα των πραγματικων. 

       -∞           β            α             +∞ 

 

  Ο αριθμος  α  λεγεται  μ ι κ ρ ο τ ε ρ ο ς  απ’τον αριθμο  β , αν και μονο η διαφορα α - β  

       ειναι αρνητικος αριθμος ( α - β < 0 ) . 

  Συμβολιζουμε: α < β 

  Ο αριθμος α βρισκεται  α ρ ι σ τ ε ρ ο τ ε ρ α  του β στον αξονα των πραγματικων. 

       -∞           α            β            +∞ 

 

  Ι δ ι ο τ η τ ε ς 

 Αν  α > β  και  β > γ, τοτε:   α > γ. 

 Αν  α > β, τοτε:   α ± γ > β ± γ. 

 Αν  γ > 0, τοτε:   α > β 

α γ > β γ

α β
>

γ γ

 





  

 Αν  γ < 0, τοτε:   α > β α γ < β γ  . 

  Αν  α > β και γ > δ, τοτε:   α + γ > β + δ . 

  Αν α > β και γ > δ, τοτε:   α ∙ γ > β ∙ δ  (α, β, γ, δ  θετικοι αριθμοι) . 

  Αν α, β θετικοι και ν  *  , τοτε:   α > β   α ν > β ν 

  Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

 καθε θετικος αριθμος ειναι μεγαλυτερος απο το μηδεν. 

 καθε αρνητικος αριθμος ειναι μικροτερος απο το μηδεν. 

 καθε θετικος αριθμος ειναι μεγαλυτερος απο καθε αρνητικο αριθμο. 

 

 

 

ΔΕΝ αφαιρουμε- 

διαιρουμε κατα 

μελη ανισοτητες 
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Α ν ι σ ω σ ε ι ς   α   β α θ μ ο υ  
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 Μ ο ρ φ η :  αx + β > 0  με α, β   

  Αν α > 0  τοτε το συνολο των λυσεων της ανισωσης ειναι: x > 
β

- 
α

  

  Αν α < 0  τοτε το συνολο των λυσεων της ανισωσης ειναι: x < 
β

- 
α

  

  Αν α = 0  και   

   β > 0  τοτε η ανισωση  α λ η θ ε υ ε ι  για καθε x   . 

   β < 0  τοτε η ανισωση ειναι  α δ υ ν α τ η  . 

   β = 0 τοτε η ανισωση ειναι  α δ υ ν α τ η  . 

 Μ ο ρ φ η :  αx + β < 0  με α, β   

  Αν α > 0  τοτε το συνολο των λυσεων της ανισωσης ειναι: x < 
β

- 
α

  

  Αν α < 0  τοτε το συνολο των λυσεων της ανισωσης ειναι: x > 
β

- 
α

  

  Αν α = 0  και   

   β > 0  τοτε η ανισωση ειναι αδυνατη .  

   β < 0  τοτε η ανισωση αληθευει για καθε x   .    

   β = 0 τοτε η ανισωση ειναι αδυνατη . 

 

 Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

    0 ∙ x > κ  ειναι αδυνατη αν κ > 0 ενω αληθευει για καθε x  αν κ < 0. 

    0 ∙ x < κ  αληθευει για καθε x  αν κ > 0 ενω ειναι αδυνατη αν κ < 0.  

    0 ∙ x > 0  ειναι αδυνατη 

    0 ∙ x < 0  ειναι αδυνατη 
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Ειναι

5x +1 x +1 2x +1
< +      ( Ε.Κ.Π. = 6 > 0 )

6 2 3

5x +1 x +1 2x +1
6 < 6 + 6

6 2 3

5x +1 < 3 (x + 1) + 2 (2x +1)

5x +1 < 3x + 3 + 4x + 2

5x -3x - 4x < 3 + 2 -1

- 2x < 4

- 2x 4

- 2 - 2
>

x > - 2

  

 

      

 

 

 

 

 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 5  

 

 

 

 

Προκειμενου να λυσουμε μια ανισωση α βαθμου :  

  πολλαπλασιαζουμε ολους τους ορους με το Ε.Κ.Π. των παρονομαστων (απαλειφη παρονο- 

       μαστων . 

  απαλειφουμε τις παρενθεσεις (επιμεριστικη ιδιοτητα) . 

  χωριζουμε γνωστους απο αγνωστους (στο πρωτο μερος οι αγνωστοι), προσεχοντας να αλ- 

       λαζουμε προσημο σε ο,τι μεταφερουμε απ’το ενα μελος στο αλλο . 

  κανουμε πραξεις σε καθε μελος . 

  διαιρουμε με το συντελεστη του αγνωστου (και το προσημο του) . 

 

Π ρ ο σ ο χ η 

  στην απαλειφη παρονομαστων, αν Ε.Κ.Π. ειναι αρνητικο, 

  οταν διαιρουμε με το συντελεστη του αγνωστου και αυτος ειναι αρνητικος τοτε   

     α λ λ α ζ ε ι   φ ο ρ α   η   α ν ι σ ο τ η τ α . 

     

Μεθοδος : Λυση ανισωσης α βαθμου . 

5x + 1 x + 1 2x + 1
Να λυθει η ανισωση :   < +

6 2 3
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Ειναι

x + 2 x x + 2 x
  - 1   η   12 -12 12   η   3(x + 2) - 4x 12   η   3x + 6 - 4x 12   η   - x 6   η   

4 3 4 3

   

x x + 1 x x +1
  - < 0   η   15 -15 < 0   η   3x - (x + 1) < 0   η   3x - x -1 < 0   η   2x < 1   η   

5 15 5 15

Αρα

  

x - 6

1
x <

2

-

      

 



     η

     η

1
 6 x <

2
1

x [- 6, ]  
2





 

● 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε που συναληθευουν δυο ανισωσεις  :     

  Λυνουμε τις ανισωσεις ξεχωριστα . 

  Βρισκουμε τις κοινες τιμες των x που βρηκαμε στις ανισωσεις : 

  Σχηματικα στον αξονα των πραγματικων αριθμων . 

  Σαν διαστημα η ενωση διαστηματων . 

  Σαν διπλη ανισοτητα η ανισοτητες του x . 

 

Μεθοδος : Συναληθευση ανισωσεων. 

 

Να βρεθει που συναληθευουν  οι ανισωσεις :   

x + 2 x x x + 1
• - 1                  • - < 0

4 3 5 15


            

   

-6                   
1

2
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    1 . 5  

 

 

 

 

Προκειμενου να λυσουμε ενα προβλημα με τη βοηθεια μιας ανισωσης α βαθμου :  

  θεωρουμε οτι το αγνωστο (ζητουμενο) ειναι το x . 

  εκφραζουμε ολα τα αλλα μεγεθη του προβληματος ως προς x . 

  καταστρωνουμε ανισωση ως προς x, συμφωνα με τα δοσμενα του προβληματος .  

  λυνουμε την ανισωση που προεκυψε . 

  ελεγχουμε αν η λυση που βρηκαμε ικανοποιει τα δοσμενα του προβληματος . 

 

Μεθοδος : Επιλυση προβληματος με τη βοηθεια μιας ανισωσης α βαθμου . 

Να βρεθει ο ακεραιος αριθμος, για  τον  οποιο :

• αν  του προσθεσουμε το μισο του γινεται μικροτερος του 16.

1
• αν  του προσθεσουμε το   του γινεται μεγαλυτερος του 11.

5

 

Εστω x ο ζητουμενος ακεραιος αριθμος. 

Τοτε, συμφωνα με τα δοσμενα :

32x x
x <x + < 16 2 x + 2 < 2 16 2x + x < 32 3x < 32 32 2

   η      η      η      η    
x x 5x + x > 55 6x > 55 55

x + > 11 5 x + 5 > 5 11 x >
5 5 6

 
          

    
           

x ακεραιος  

  η   

55 32
< x <     η    

6 3
x = 10
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1. 

Να λυσετε τις ανισωσεις 

● 4y -2- (y +3) < 3(y +3) +2  

● 
2 x

3(1 - x) - (x + 2) <
3 2

 

● 
1 x -1 x -2 x +1

- - > 3
3 2 3 6

 
 
 

 

● 
3(x - 4) 2(x + 5) 5x -1

- <
5 6 10

 

● 

21
x +x + x - 5 132 + + - < 0

3 6 2 3
 

2. 

Να βρειτε τις κοινες λυσεις των ανισωσεων: 

● 3(x + 1) + 2x > x + 2 - (4x - 1)   και  – 2(x - 3) + 5x ≥  3(x + 1) + x - 1 

● 
3

2y -8 > (y +1)
4

  και  
3 1

y + < y -2
2 12

 

● 
2x + 3 3x -1

>
2 3

  και  3(2x -1) + x > -3(x + 4) -1   και  4 + x > 3(x -1)  

 

3. 

 2

Να λυθουν οι ανισωσεις :

5x + 6 x 2x -1 x +10 2x - 7
- 4     > + 4

8 3 9 9 3
Να βρεθει που συναληθευουν οι ανισωσεις :

x -1 x +1 x x +1 x + 2 x
-  και    -

3 2 6 4 8 8

2(x -1) + 5 > x(2x -1) + 4x 

•  

   •                      •  

•  

   •     

   •  

 

 

x +1 2x +1
  και    

2 5


 

4. 

Να  βρεθουν  οι  σημερινες  ηλικιες  του  κυριου  Τ.  και  του  γιου  του, αν :

• η  σημερινη  ηλικια  του  κυριου  Τ.  ειναι  διπλασια  της  ηλικιας  του  γιου.

• το  αθροισμα  των ηλικιων  τους  σημερα  ειναι  μικροτερο  του  76.

• το  αθροισμα  των  ηλικιων  τους  προπερσι  ηταν  μεγαλυτερο  του  70.
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   1 . 5  

 

5. 

Να  βρεθουν  τρεις  διαδοχικοι  αρτιοι αριθμοι,  για  τους  οποιους :

• το  αθροισμα  τους  ειναι  μικροτερο  του  25.

• η  διαφορα  του  μεγαλυτερου  απ'το  αθροισμα  των  αλλων  δυο  ειναι   μεγαλυτερη  του  3.

 

 

6. 

Να βρειτε το λαθος στους παρακατω συλλογισμους : 

Εστω x > 5 . Τοτε x > 5 

                              

 2  2

5x > 25

5x - x > 25 - x

x(5 - x) > (5 + x)(5 - x)

x > 5 + x

0 > 5

 

 

 

 

 

 

 

7. 

Ο Κωνσταντινος εχει γραψει τρια διαγωνισματα με βαθμους 12, 14, 15.  

Τι βαθμο πρεπει να γραψει στο επομενο διαγωνισμα για να εχει μεσο ορο πανω απο 15  . 
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5x -1 x + 4 1 - 4x
•   + = 2x -

2 5 3

5x -1 x + 4 1 - 4x
   + = 2x -

2 5 3

   15(5x -1) + 6(x + 4) = 60x +10(1 - 4x)

   75x -15 + 6x + 24 = 60x +10 - 40x

   61

30 30 3

x =

0 30

1

1
   x =

61

   

 

5x - 7 2x + 7
•   - = 3x -14

2 3

5x - 7 2x + 7
  - = 3x - 14

2 3

   3(5x - 7) - 2(2x + 7) = 18x - 84

   15x -21 - 4x -14 = 18x - 84

   - 7x = - 49

- 49
 

 6  6  6  6

  x = 
-7

   x = 7

   

 

 

x - 4 7x
  = -3x - 5

2 2

x - 4 7x
= - 3x - 5

2 2

   x - 4 = 7x - 6x -10

   x - 7x + 6x = 4 -10

   0x = -

   2

 6  

2

α

2 2

δυνατη

   

 

 

 

1. 

Να λυθουν  οι εξισωσεις :

5x - 1 x + 4 1 - 4x 5x - 7 2x + 7
•   + = 2x -           •   - = 3x - 14

2 5 3 2 3

x - 4 7x
•   = - 3x - 5

2 2
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Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   1 ο   Κ ε φ α λ α ι ο  

 

Εστω x ο αριθμος που σκεφτηκε καποιος μαθητης. 

Τοτε απ’τα δοσμενα προκυπτει η παρασταση Α = 
2x + 10

- x
2

 που δινει αποτελεσμα :     

2x + 10
- x

2
= 

2x + 10 2x
-

2 2
 = 

2x + 10 -2x

2
 =  

10

2
  =  5  

Δηλαδη Α = 5, για οποιαδηποτε τιμη του x .  

Α λ λ ι ω ς 

Λυνουμε την  εξισωση     

2x + 10
- x

2
 = 5   

2 
2x + 10

2
 - 2x = 10 

2x + 10 - 2x = 10 

0 ∙ x = 0 που ειναι ταυτοτητα η αληθευει για οποιαδηποτε τιμη του x . 

 

 

 

 

Aν  Β = Γ = x (τριγωνο ΑΒΓ ισοσκελες) τοτε  Α = x + 30.

Oμως

Α + Β +Γ = 180    η

x + 30 + x + x = 180    η

3x = 150    η

x = 50    

Ετσι

 

 0  0Β = Γ = 50    και   Α = 80   .  

2. 

Ο καθηγητης των Μαθηματικων ειπε στους μαθητες του : 

● Σκεφτειτε εναν αριθμο και διπλασιαστε τον  

● Στο αποτελεσμα να προσθεσετε τον αριθμο 10  

● Το αθροισμα που βρηκατε να το διαιρεσετε με το 2 και απο το πηλικο να αφαιρεσετε τον    

   αριθμο που σκεφτηκατε στην αρχη  

● Καθε μαθητης πρεπει να εχει βρει αποτελεσμα τον αριθμο  5  ανεξαρτητα απο ποιον αριθμο  

   σκεφτηκε στην αρχη  

Μπορειτε να εξηγησετε τον ισχυρισμο του καθηγητη ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 

Η γωνια της κορυφης Α ισοσκελους τριγωνου ΑΒΓ ειναι κατα 30  0 μεγαλυτερη καθεμιας απ’τις 

γωνιες της βασης του Β και Γ . Να βρειτε τις γωνιες του τριγωνου .                                                                          
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Eστω  x  ο  βαθμος  του  μαθητη  στο  τεταρτο  διαγωνισμα .

10 +13 +16 + x
  Ο  μεσος  ορος  των  βαθμων  στα  διαγωνισματα  ειναι : 

4

Ετσι, συμφωνα με το προβλημα

17 +13 +16 + x
> 16     η

4

17 +13 +16 + x > 16 4   η

x > 64



- 46   η

x > 18

 

 

Δηλαδη  ο  μαθητης  πρεπει  να  γραψει  πανω  απο 18 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 

Ενας μαθητης εγραψε τρια διαγωνισματα στα Μαθηματικα με βαθμους 17, 13 και 16. Τι βαθμο 

πρεπει να παρει στο επομενο διαγωνισμα, ωστε ο μεσος ορος του βαθμου του στα Μαθηματικα 

να ειναι πανω απο 16;                                                                       

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5. 

Να βρειτε που συναληθευουν οι ανισωσεις :

• - 8 < 3x + 1 22             • - 2 < 3 - 2x < 4                • 4 6x - 2 16         
 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

•  - 8 < 3x +1 22

   - 8 < 3x +1 22

   - 

-1 -1 -1

1 1 1

3

9 < 3

3

x 21

   - 9 < 3x 21

   - 3 < x

3

7







 





 

•  - 2 < 3 -2x < 4

   - 4 < 2x -3 < 2

   - 4 < 2x -3 < 2

 

+ 3 + 3 + 3

1 1 1

2

  

2

-1 < 2x < 5

   - 1 < 2x 5

1 5
   

2

- < x
2 2

 



 

 

•  4 6x -2 16     

   4 6x -2 16

   6 6x 18

   6 < 6x 18

  

+ 2 + 2 +

 1 < x 3

2

1 1 1

6 6 6


 

 







 



 

       -3                
1

-
2

      1              
5

2
  3                                 7 

Κοινη λυση :  
5

1 < x
2
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Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   1 ο   Κ ε φ α λ α ι ο  

 

6. 

Να βρειτε τις κοινες ακεραιες λυσεις των  ανισωσεων :

• - 8 < 3x + 1 22             • - 2 < 3 - 2x < 4                • 4 6x - 2 16         
 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

•  - 8 < 3x +1 22

   - 8 < 3x +1 22

   - 

-1 -1 -1

1 1 1

3

9 < 3

3

x 21

   - 9 < 3x 21

   - 3 < x

3

7







 





 

•  - 2 < 3 -2x < 4

   - 4 < 2x -3 < 2

   - 4 < 2x -3 < 2

 

+ 3 + 3 + 3

1 1 1

2

  

2

-1 < 2x < 5

   - 1 < 2x 5

1 5
   

2

- < x
2 2

 



 

 

•  4 6x -2 16     

   4 6x -2 16

   6 6x 18

   6 < 6x 18

  

+ 2 + 2 +

 1 < x 3

2

1 1 1

6 6 6
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Οι κοινες ακεραιες λυσεις ειναι οι ακεραιοι που ικανοποιουν την :  
5

1 < x
2

  

Δηλαδη  x = 2 

 

 

 

 

 

1
(. )

(+ α) (+ β)4

(+ β) (3α < β)

Ειναι

1 1
  3α < β η 3α + α < β + α   η   4α < α +β  η   4α < (α + β)    η    η

4 4

+ 5βα +β α +β + 5β α +β α +β β +15β
    

α +β
α <  

η α +β < +β    η    <    η  <     η    <     η
4 4 16 4 16 4 48

  
4

α +β
β

α

α +β 16β
 

α <  
4

  <
4

3

  

   η   
48

Τελικα : 

α +β β
<

4 3

 
α + β β

α < <  
4 3

 

7. 

α
α + β β

Αν 3α < β  να δειξετε οτι : < <  .
4 3
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 2 (+)

 

 2

2

 2

2  2  

  Ειναι

(x - y) 0 -2xy 0 -2xy 0 2xy 1
       η        η        η        η    

-2zω 0 2zω 5(z - ω) 0 -2zω 0

   2xy + 2

5z +

zω 1 + 5    η    2(xy + zω) 6    η    xy + zω 3

  Ειναι

x + y 1

 

ω

   

         
   

        

  

(+)

(+)

1 α 2
    η    1 + 3 α +β 2 + 4    η    4 α +β 6

3 β 4

1 α 2 1 α 2 1 α 2
        η       η      η    1 - 4 α -β 2 -3    η    -3 α -β - 1

3 β 4 - 3 - β - 4 - 4 - β - 3

  
   

 

         
     

         

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 
 2  2  2  2• Αν x + y = 1  και  z + ω = 5,  να  δειξετε οτι :   xz + yω 3

• Αν 1 α 2  και  3 β 4, μεταξυ ποιων  αριθμων  βρισκονται οι παραστασεις :

  • α + β         • α - β        
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2 .     Π ρ α γ μ α τ ι κ ο ι   Α ρ ι θ μ ο ι 

 

2. 1   Τετραγωνικη  Ριζα Θετικου Αριθμου 

2. 2   Αρρητοι Αριθμοι – Πραγματικοι Αριθμοι 

2. 3   Προβληματα  
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Ο ρ ι σ μ ο ς 

  Για καθε θετικο πραγματικο αριθμο α , υπαρχει μοναδικος  θετικος πραγματικος αριθμος x    

       τετοιος ωστε  2x = α . 

       Ο αριθμος x ονομαζεται  τ ε τ ρ α γ ω ν ι κ η   ρ ι ζ α   τ ο υ   α  και συμβολιζεται α  . 

  Ειναι : 0  = 0  

 

Σ υ ν ε π ε ι ε ς 

  Για καθε πραγματικο αριθμο x ισχυει :  2x  =  | x |  . 

  Αν x ≥  0, τοτε  2( x )  =  x  

 

Ι δ ι ο τ η τ ε ς 

Για δυο μη αρνητικους αριθμου α, β ισχυει 

  α β  =  α β     

 α α
  =  

ββ
 ,   β > 0 

       

Π α ρ α τ η ρ η σ η 

Για τους θετικους αριθμους α και β ισχυει : 

α + β    α + β  
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    2 . 1 

 

 

 

 

Ευκολος υπολογισμος της τετραγωνικης ριζας ενος θετικου αριθμου με το πολυ δυο πολλαπλα-

σιασμους : 

  προσδιοριζουμε απ’το τελευταιο ψηφιο του δοσμενου αριθμου ποιο θα ειναι το τελευταιο  

       ψηφιο του ζητουμενου αριθμου ( δυο περιπτωσεις) απ’το πινακα Α . 

  απ’το πινακα Β βρισκουμε τη δεκαδα που θα εχει ο ζητουμενος αριθμος. 

  ενας απ’τους δυο αριθμους που προκυπτουν ειναι ο ζητουμενος . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Παρατηρουμε οτι τα ζευγαρια που αποτελουν το πιθανο τελευταιο  ψηφιο του ζητουμενου  

       αριθμου εχουν αθροισμα 10 . 

  Οι αριθμοι (μπλε) της δευτερης στηλης του πινακα Α, ειναι το τελευταιο ψηφιο (ληγοντας)  

       του τετραγωνου του αντιστοιχου αριθμου (μπλε) στη πρωτη στηλη του πινακα Α . 

Μεθοδος : Ευκολος υπολογισμος της τετραγωνικης ριζας ενος θετικου αριθμου . 

Να βρεθει η τετραγωνικη ριζα του 1521 .            

   

Π ι ν α κ α ς   Α  Π ι ν α κ α ς   Β 

Τελευταιο ψηφιο 

ζητουμενου 

Τελευταιο ψηφιο 

δοσμενου 
 Τετραγωνο δεκαδας 

1 η 9   (1+9=10) 1    (1 2 = 1, 9 2 = 81)  10 2 100 

2 η 8  (2+8=10) 4  (2 2 = 4, 8 2 = 64)  20 2 400 

3 η 7  (3+7=10) 9  (3 2 = 9, 7 2 = 49)  30 2 900 

4 η 6  (4+6)=10 6 (4 2 = 16, 6 2 = 36)  40 2 1600 

  5     (5+5=10) 5             (5 2 = 25)  50 2 2500 

                                                                κλπ 

● Το 1521 εχει τελευταιο ψηφιο το 1. 

    Ετσι συμφωνα με το πινακα Α, ο ζητουμενος αριθμος εχει τελευταιο ψηφιο 1 η 9. 

    Ειναι της μορφης ...1,  η  ..9 

● Το 1521, συμφωνα με το πινακα Β, ειναι αναμεσα στο 900 και 1600. Οποτε η δεκαδα του ζη- 

    τουμενου αριθμου ειναι το 30 . 

 Δηλαδη ο ζητουμενος αριθμος ειναι ο 31 η 39. 

● 31 ∙ 31 = 961 ≠ 1521 

● 39 ∙ 39 = 1521 

Αρα, 1521 = 39  
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 2

Α = ( 3 + 2 3 -3 3 + 5 3) 3 = 

   = 3(1 + 2 -3 + 5) 3 = 

   = 5 3 3 = 

   = 5 ( 3)  = 

   = 5 3 = 15





 





            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

 

 
 

 

 

 

Προκειμενου να υπολογισουμε παρασταση που περιεχει ιδιες τετραγωνικες  ριζες: 

  με τη βοηθεια της επιμεριστικης ιδιοτητας, δημιουργουμε γινομενο με ενα ορο τη τετραγω- 

       νικη ριζα και δευτερο ορο το αθροισμα των αριθμων που πολλαπλασιαζουν τη τετραγωνικη  

       ριζα στη παρασταση . 

  το ζητουμενο αποτελεσμα ειναι το γινομενο του πιο πανω αθροισματος με την τετραγωνικη   

       ριζα . 

Μεθοδος : Υπολογισμος παραστασης που περιεχει ιδιες τετραγωνικες  ριζες . 

Να υπολογιστει η παρασταση : 

Α = ( 3 +2 3 -3 3 + 5 3) 3             

   

 

 

 

Προκειμενου να υπολογισουμε παρασταση που περιεχει διαφορετικες τετραγωνικες  ριζες: 

  μετατρεπουμε τα υπορριζα σε γινομενο με ενα ορο τελειο τετραγωνο και δευτερο ορο κοινο  

      σε ολες τις ριζες . 

  κανουμε χρηση της ιδιοτητας α β  =  α β    

  κανουμε χρηση της ιδιοτητας : Αν x ≥ 0, τοτε  2( x )  =  x  

  φτανουμε στη προηγουμενη περιπτωση . 

Μεθοδος : Υπολογισμος παραστασης που περιεχει διαφορετικες τετραγωνικες  ριζες . 

Να υπολογιστει η τιμη των παραστασεων : 

● Α = 2 8 - 4 2 +3 2 - 18 + 50 - 32     

● Β = 3 27 -2 12 + 32 -2 8             

● Γ = 
3 63 - 28 +3 7

700
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    2 . 1  

 

 2  2  2  2

  A = 2 8 - 4 2 + 3 2 - 18 + 50 - 32 =

      = 2 4 2 - 4 2 + 3 2 - 9 2 + 25 2 - 16 2 =

      = 2 4 2 - 4 2 + 3 2 - 9 2 + 25 2 - 16 2 =

      = 2 2 2 - 4 2 + 3 2 - 3 2 + 5 2 - 4 2 =

      = 2 2 2 - 4 2 + 3 2 -3 2 + 5 2 - 4 2 =

      = 4 2

   

   

   

    

 - 4 2 + 3 2 - 3 2 + 5 2 - 4 2 =

      = 2

 

    

 

 

 2  2  2  2

  B = 3 27 -2 12 + 32 -2 8 =

      = 3 9 3 -2 4 3 + 16 2 -2 4 2 =

      = 3 9 3 -2 4 3 + 16 2 -2 4 2 =

      = 3 3 3 -2 2 3 + 4 2 -2 2 2 =

      = 3 3 3 -2 2 3 + 4 2 -2 2 2 =

      = 9 3 - 4 3 + 4 2

   

      

      

   - 4 2  =

      = 5 3

 

 

 

 2  2

 2

3 63 - 28 + 3 7
  Γ  =    =

700

3 9 7 - 4 7 + 3 7
       =    =

100 7

3 9 7 - 4 7 + 3 7
       =    =

100 7

3 3 7 - 2 7 + 3 7
       =    =

10 7

3 3 7 -2 7 + 3 7
       =    =

10 7

(9 -2 + 3) 7
       =    =

10 7

10 7
       =    = 1

10 7
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 2

 2

A = 3 + 5 - 9 + 49  =

   = 3 + 5 - 9 + 7  =

   = 3 + 5 - 9 + 7  =

   = 3 + 5 - 16  =

   = 3 + 5 - 4  =

   = 3 + 5 - 4 =

   = 3 + 1 =

   = 3 +1 =

   = 4 =

   = 2

 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να υπολογισουμε παρασταση της μορφης : 

  
 2  2α + β + γ + ...+ κ    η    α β γ ... κ   

 

  αντικαθιστουμε τη  2κ  με  κ  ( απαλειφη τελευταιας ριζας). 

  προσθετουμε το κ με το υπορριζο της προηγουμενης ριζας και προκυπτει νεο τελειο   

       τετραγωνο εστω μ 2 και ... ( απαλειφη προτελευταιας ριζας). 

  με την ιδια διαδικασια φτανουμε μεχρι τη πρωτη ριζα . 

  α + β  α - β  

  κανουμε χρηση της ιδιοτητας α β  =  α β    

  κανουμε πραξεις στο υπορριζο . 

 

Μεθοδος : Υπολογισμος παραστασης πολλαπλων τετραγωνικων ριζων . 

Να υπολογιστει η τιμη των παραστασεων : 

● A = 3 + 5 - 9 + 49     

● B = 6 9 8 4              

● Γ = 3 - 5 3 + 5             

   

 2

 2

 2

 2

B = 6 9 8 4

   = 6 9 8 2  =

   = 6 9 8 2  =

   = 6 9 16  =

   = 6 9 4  =

   = 6 9 4 =

   = 6 36 =

   = 6 6 =

   = 6 6 =

   = 6  =

   = 6

  

  

  

 

 

 







 

Γ = 3 - 5 3 + 5 =

   = (3 - 5) (3 + 5) =

   = 9 + 3 5





- 3 5  2

 2

- ( 5)  =

   = 9 - 5 =

   = 4 =

   = 2  =

   = 2
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   2 . 1  

1. 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

● Α = ( 117 - 7 + 48)( 63 - 48)  

● Β = (4 32 -5 72 +3 40) : 8                            

● Γ = 8 24 -2 54 +3 150  

● Δ 
8 24 - 5 54 3 75

= +
6 3

 

 

 
2. 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

● Α = 24 3- 3 3+ 3   

● Β = 10 -3 10 +3                            

● Γ = 14 + 2 14 - 2  

 

 
3. 

Να βρεθει η τιμη των παραστασεων : 

● A = 14 + 7 - 8 + 1     

● B = 25 8 2 4              

 

4. 

Αν κ, λ ειναι μη αρνητικοι αριθμοι, να δειξετε οτι η παρασταση 

 2  2A = 14 + 3κ + 4 - 9κ - λ + λ        

εχει τιμη που δεν εξαρταται απ’τους κ και λ . 

 

 

5. 

Να υπολογισετε τις παρακατω παραστασεις: 

α) 3 9  + 8 4                            γ) 2 2 2 4                       δ) 20 + 22 + 3 + 36  

ε) 13- 21 - 29 - 16                  στ) 2 + 45 22 - 36  
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Α ρ ρ η τ ο ι  -  Π ρ α γ μ α τ ι κ ο ι   Α ρ ι θ μ ο ι 

 

 
Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   2 . 2 - 2 . 3  
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3. 

Στο ορθογωνιο τριγωνο του διπλανου σχηματος,  

να υπολογισετε τους λογους  

α) 
ΑΒ

ΑΓ
           β) 

ΒΓ

ΑΒ
          γ) 

ΑΓ

ΒΓ
 

 Α 
Β 

Γ 

 
2 cm 

 

1 cm 
 

 Το συνολο των φυσικων αριθμων: 

      = { 0, 1, 2, 3, . . . }  

 

 Το συνολο των περιττων αριθμων:  

       { 1, 3, 5, . . .  }  η  { 2ν + 1 | οπου ν  } 

 

 Το συνολο των αρτιων αριθμων:  

       { 0, 2, 4, . . . }  η  { 2ν | οπου ν  } 

 

 Το συνολο των ακεραιων αριθμων: 

      = { . . . , - 2, - 1, 0, 1, 2, . . . } 

 

 Το συνολο των ρητων αριθμων:  

       Ρητος λεγεται καθε αριθμος που εχει η  μπορει να παρει τη μορφη ενος κλασματος  
μ

ν
,    

       οπου  μ, ν ακεραιοι αριθμοι και ν ≠ 0 . 

      = { ρ | ρ = 
μ

ν
, με μ   και ν * } 

 

 Το συνολο των αρρητων αριθμων:  

    { x | το x σε δεκαδικη μορφη εχει απειρα δεκαδικα σημεια με μη περιοδικο τμημα } 

 

 Το συνολο των πραγματικων  αριθμων: 

 Οι πραγματικοι αριθμοι αποτελουνται απο τους ρητους και τους αρρητους αριθμους. 

 Καθε πραγματικος αριθμος παριστανεται μ’ ενα σημειο πανω σ’ εναν αξονα. 

    

 

     

      
α ρ ν η τ ι κ ο ι    α ρ ι θ μ ο ι θ ε τ ι κ ο ι    α ρ ι θ μ ο ι

     - 5     - 4      - 3      - 2       - 1      0        1        2         3        4        5      

 Η απολυτη τιμη ενος πραγματικου αριθμου α συμβολιζεται με |α| και ειναι ιση με την   

            αποσταση του σημειου, που παριστανει τον αριθμο α, απο την αρχη του αξονα. 

            Για παραδειγμα: |- 5| = 5,  |5| = 5, |0| = 0,  

 

 

 

 

 

2   π  5,3 

9
-
2
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Ειναι διαδοχικα: 

 

 

 

 

 

 

 

Δηλαδη 

 

 

          

 

 

 

● με προσεγγιση εκατοστου:                      2   = 1,41 

● με προσεγγιση χιλιοστου:                       2   = 1,414 

● με προσεγγιση εκατοντακις χιλιοστου:    2   = 1,41421  

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    2 . 2 - 2 . 3 

 

 

1 = 12 < 2 < 22 = 4 

1,96 = 1,42 < 2 < 1,52 = 2,25 

1,9881 = (1,41)2 < 2 < (1,42)2 = 2,0164 

1,9994 = (1,414)2 < 2 < (1,415)2 = 2,0022 

1,99996 = (1,4142)2 < 2 < (1,4143)2 = 2,00024 

1,9999899 = (1,41421)2 < 2 < (1,41422)2 = 2,000018 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να προσεγγισουμε εναν αρρητο αριθμο : 

  γραφουμε μεταξυ ποιων τετραγωνων ακεραιων βρισκεται το τετραγωνο του αρρητου . 

  στη συνεχεια  γραφουμε μεταξυ ποιων τετραγωνων δεκαδικων (με ενα δεκαδικο) βρισκε- 

       ται το τετραγωνο του αρρητου . 

  ακολουθουμε την ιδια διαδικασια, αυξανοντας δεκαδικα ψηφια .  

  τελος, αναλογα με τη προσεγγιση, βρισκουμε μεταξυ ποιων αριθμων ειναι ο αρρητος . 

  η προσεγγιση του αρρητου ειναι μικροτερος απ’τους δυο ρητους μεταξυ των οποιων βρι- 

       σκεται . 

Μεθοδος : Προσεγγιση αρρητου αριθμου . 

Να προσεγγισετε τον αριθμο 2 : 

α)  με προσεγγιση εκατοστου 

β)  με προσεγγιση χιλιοστου  

γ)  με προσεγγιση εκατοντακις χιλιοστου   

 

1 < 2  < 2 

1,4 < 2  < 1,5 

1,41 < 2  < 1,42 

1,414 < 2  < 1,415 

1,4142 < 2  < 1,4143 

1,41421 < 2  < 1,41422 
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Α ρ ρ η τ ο ι  -  Π ρ α γ μ α τ ι κ ο ι   Α ρ ι θ μ ο ι 

 

 
Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    2 . 2 - 2 . 3 
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● α ↔ 2, αφου 

   x2 = 49   οποτε   x = 49    η    x = - 49     δηλαδη   x = 7   η  x = - 7      

● β ↔ 4 αφου 

   2x2 = - 50   η   x2 = - 25 < 0   αρα αδυνατη η εξισωση .         

● γ ↔ 3, αφου 

   2x2 = 50   η   x2 = 25   οποτε  x = 25    η    x = - 25     δηλαδη   x = 5   η  x = - 5 

● δ ↔ 1, αφου 

   4x2 = 64   η   x2 = 16   οποτε  x = 16    η    x = - 16     δηλαδη   x = 4   η  x = - 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εξισωση : x 2 = α  με α ≥ 0 : 

  εχει λυση : x = α  η  x = - α . 

  ειναι χρησιμη σε εφαρμογες του Πυθαγορειου θεωρηματος .  

  σε περιπτωσεις μηκους, χρονου κλπ (που δεν εχει νοημα η αρνητικη τιμη) η λυση της εξι- 

       σωσης ειναι :  x = α . 

  αν  α < 0  τοτε η εξισωση ειναι αδυνατη . 

Μεθοδος : Λυση της εξισωσης : x 2 = α  με α ≥ 0 . 

Σε καθε εξισωση της 1ης σειρας αντιστοιχιστε τις λυσεις της απο την 2η σειρα . 

α) x2 = 49       β) 2x2 = - 50        γ) 2x2 = 50         δ) 4x2 = 64 

1.  x = 4  η  x = - 4          2. x = 7   η  x = - 7     3. x = 5   η   x = - 5       4. αδυνατη  

   

 

 

 

Προκειμενου να λυσουμε προβλημα που περιεχει αρρητους αριθμους : 

  συνηθως ειναι προβληματα που εφαρμοζουμε Πυθαγορειο θεωρημα . 

  χρησιμη η εξισωση x 2 = α  με α ≥ 0, που εχει λυση : x = α  η  x = - α . 

  σε περιπτωσεις μηκους, χρονου κλπ (που δεν εχει νοημα η αρνητικη τιμη) η λυση της εξι- 

       σωσης ειναι :  x = α . 

  προσεγγιζουμε τον α  σε ρητο δυο η τριων δεκαδικων ψηφιων . 

  αν  α < 0  τοτε η εξισωση ειναι αδυνατη . 

Μεθοδος : Προβλημα που περιεχει αρρητους αριθμους . 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    2 . 2 - 2 . 3  

 

● Ειναι                                                                                                         Α 

   ΑΒ = ΑΓ = 0,45 m = 0,45 ∙ 10 dm = 4,5 dm 

● Aπ’το Πυθαγορειο θεωρημα στο ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΔ : 

   ΒΔ 2 = ΑΒ 2 – ΑΔ 2  

   ΒΔ 2 = 4,5 2 – 4 2  

   ΒΔ 2 = 20,25 – 16  

   ΒΔ 2 = 4,25 

   ΒΔ  = 4,25 2,06                                                         Β                        Δ                      Γ 

   Αρα ΒΓ = 2 ∙ 2,06 = 4,12 dm 

● Περιμετρος : Π = ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ = 4,5 + 4,12 + 4,5 = 13,12 dm 

   Εμβαδον :      
ΒΓ ΑΔ 4,12 4

Ε = = = 8,24
2 2

 
 dm 2  

 

 

 

 

 

 

Σε ισοσκελες τριγωνο ΑΒΓ ειναι ΑΒ = ΑΓ = 0,45 m  και το υψος του ΑΔ ειναι 4 dm .  

Να υπολογιστει η περιμετρος του τριγωνου και το εμβαδο του. 

   

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Α ρ ρ η τ ο ι  -  Π ρ α γ μ α τ ι κ ο ι   Α ρ ι θ μ ο ι 

 

 
Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   2 . 2 - 2 . 3  
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1. 

Να συγκρινετε τους αριθμους των παρακατω ζευγαριων : 

(α) 3 ,     2  (β) 
10

,        3,333...
3

 (γ) 
3

,        2
2

 

(δ) 90,     10  (ε) - 4,       - 12  (στ) 144,      12  

 

 

 

2. 

Να διαταξετε απο τον μικροτερο προς τον μεγαλυτερο τους παρακατω αριθμους 

α) 3  ,   1 ,   - 4 ,   6  ,   7  

β) 29  ,    - 21 ,    - 4 ,     17 ,      5  

γ) 7  ,    3  + 2  ,    5  

 

 3. 

Να λυθουν οι εξισωσεις: 

● 
2

5x = 3x +
5 + 3

 

● 3x2 - 6 = x2 + 8 

● 2(x + 2) - 2 = 2(x + 2)  

 

4. 

Δινεται ενα  τετραγωνο που εχει διαγωνιο 6 cm.   

Να υπολογισετε την πλευρα του με προσεγγιση εκατοστου και το εμβαδον του ακριβως . 
 

 

5. 

Μια σκαλα μηκους 4,5 m ακουμπαει στο πανω μερος ενος τοιχου και η βαση της σκαλας απεχει 

απο τον τοιχο 2 m. Να υπολογισετε το υψος του τοιχου. 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Ειναι διαδοχικα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δηλαδη 

 

 

 

 

          

 

 

 

● με προσεγγιση εκατοστου:                      5   = 2,36 

● με προσεγγιση χιλιοστου:                       5   = 2,360 

● με προσεγγιση εκατοντακις χιλιοστου:    5   = 2,36061 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) 

= 4 - 7 + 4 + 3 9 16 = 4 - 7 + 2 + 3 9 4 = 4 - 9 + 3 36 = 4 -3 + 3 6 =

    = 1 + 18 = 1 + 9 2 = 1 + 9 2 =

Α

1 + 3 2

 

  

 

 

 

Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   2 ο   Κ ε φ α λ α ι ο 

 

 
1. 

Να προσεγγισετε τον αριθμο 5 : 

α)  με προσεγγιση εκατοστου 

β)  με προσεγγιση χιλιοστου  

γ)  με προσεγγιση εκατοντακις χιλιοστου   

 

 

4 = 22 < 5 < 32 = 9 

5,29 = 2,32 < 5 < 2,42 = 5,76 

5,5696 = (2,36)2 < 5 < (2,37)2 = 5,6169 

5,56960 = (2,360)2 < 5 < (2,361)2 = 5,574321 

5,5724324 = (2,3606)2 < 5 < (2,3607)2 = 5,5729045 

5,570591 = (2,36061)2 < 5 < (2,36062)2 = 5,5725268 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 < 5  < 2 

2,3 < 5  < 2,4 

2,36 < 5  < 2,37 

2,360 < 5  < 2,361 

2,3606 < 5  < 2,3607 

2,36061 < 5  < 2,36062 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2. 

Υπολογιστε τις παρακατω παραστασεις : 

α) Α = 4 - 7 + 4 + 3 9 16       

β) Β = 25 - 4 11 + 25      

γ) Γ = 3 - 2 3 + 2  
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β) 

= 25- 4 11 + 25 = 25- 4 11 +5 = 25- 4 16 = 25- 4 4 = 25-16 = 9 =Β 3  

γ) 

 2= 3- 2 3+ 2 = (3- 2) (3+ 2) = 9 +3 2 -3 2 - ( 2) ) = 9 -2 =Γ 7   

 

 

 

 

● Εστω  x και x + 2  οι δυο διαδοχικοι περιττοι ακεραιοι.  

   Τοτε 

   ● ο αρτιος, που προηγειται του μικροτερου περιττου, ειναι ισος με  x – 1 

   ● ο αρτιος, που επεται του μεγαλυτερου περιττου, ειναι ισος με  x + 3 

Ετσι η ζητουμενη διαφορα : 

x(x + 2) – (x – 1)(x + 3) = x 2 + 2x – (x 2 + 3x – x – 3) = x 2 + 2x – x 2 - 3x + x + 3 = 3 

 

 

 

 

 

α)  

Εστω  x  το μηκος της πλευρας του τετραγωνου.  

Απ’το Πυθαγορειο θεωρημα :    

δ2 = x2 + x2  

82  = 2x2 

64 = 2x2 

32 = x2      

x = 32= 5,65 cm 

β)   

Το εμβαδον Ε ειναι ισο με :    

Ε = x2 = 32 cm 2 

 

 

 

 

3.  

Να υπολογισετε την διαφορα του γινομενου δυο διαδοxικων περιττων ακεραιων απο το γινομε- 

νο του αρτιου, που προηγειται του μικροτερου περιττου, και του αρτιου που επεται του μεγαλυ-

τερου περιττου. 

 

 

 

4.  

Ενα τετραγωνο εχει διαγωνιο 8cm . Να βρειτε  

α)  Το μηκος της πλευρας του με προσεγγιση δυο δεκαδικων ψηφιων . 

β)  Την ακριβη τιμη του εμβαδου του .  

 

 

 

δ 

x 

x 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Η διαμεσος στο ισοπλευρο ειναι και υψος,  το τριγωνο ΒΑΔ ειναι ορθογωνιο.  

● Πυθαγορειο θεωρημα στο  ΒΑΔ :     

   ΒΑ2 = ΑΔ2 + ΒΔ2      

   102= ΑΔ2 + 52      

   100 = ΑΔ2 + 25    

   ΑΔ2 = 75    αρα    

   ΑΔ = 75  

   οποτε   ΕΔ = 
75

2
 

● Πυθαγορειο θεωρημα στο  τριγωνο ΒΕΔ :     

   ΒΕ2 = ΒΔ2 + ΕΔ2   η   ΒΕ2 = 52 + 

 2

75

2

 
 
 
 

 η   ΒΕ2 = 25 + 
75

4
 = 

175

4
  

   οποτε   ΒΕ = 
175

4
= 6,61 m 

 

 

 

 

 

 

 

          

 

 
 

Π ρ α γ μ α τ ι κ  ο ι   Α ρ ι θ μ ο ι 

 
Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   2 ο   Κ ε φ α λ α ι ο 
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5.  

Δινεται ισοπλευρο τριγωνο ΑΒΓ με πλευρα 10cm.  Αν Ε ειναι το μεσο της διαμεσου ΑΔ ,  να 

υπολογιστει το μηκος της ΒΕ.  

 

 

                      Α 

 

 

                       Ε 

 

 

      Β             Δ             Γ 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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3 .     Σ υ ν α ρ τ η σ ε ι ς 

 

3. 1   Η εννοια της Συναρτησης 

3. 2   Καρτεσιανες Συντεταγμενες 

         Γραφικη Παρασταση Συναρτησης 

3. 3   Η Συναρτηση  y = αx  

3. 4   Η Συναρτηση  y = αx + β 

3. 5   Η Συναρτηση  y = 
α

x
. Η Υπερβολη 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   3 . 1   

 

 Ο ρ ι σ μ ο ς 

      Εστω Α ενα μη κενο υποσυνολο του . 

      Ονομαζουμε  π ρ α γ μ α τ ι κ η   σ υ ν α ρ τ η σ η  με πεδιο ορισμου το Α μια  δ ι α δ ι κ α – 

      σ ι α  ( κ α ν ο ν α )  f, με την οποια  κ α θ ε  στοιχειο xA αντιστοιχιζεται σε  ε ν α   μ ο – 

      ν ο   πραγματικο αριθμο y.  To y ονομαζεται τ ι μ η  της f  στο x και συμβολιζεται με f(x). 

 

 Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

 Το γραμμα x λεγεται  α ν ε ξ α ρ τ η τ η   μ ε τ α β λ η τ η . 

 Το γραμμα y που παριστανει την τιμη της f στο x λεγεται  ε ξ α ρ τ η μ ε ν η   μ ε τ α – 

      β λ η τ η . 

 Σε καθε τιμη x αντιστοιχει μια μονο τιμη y, ενω μια τιμη y μπορει να προκυψει απο πε- 

      ρισσοτερες της μιας τιμες x . 

 Το πεδιο ορισμου Α της f συμβολιζεται με A f . 

      Αν η συναρτηση δινεται μονο με τον τυπο της, πεδιο ορισμου της θα θεωρειται το ευρυ- 

      τερο υποσυνολο των πραγματικων αριθμων για τους οποιους η τιμη f(x) να εχει νοημα    

      πραγματικου αριθμου.  Συμβολικα γραφουμε: A f = { x  : y = f(x)  }. 

      Ειμαστε υποχρεωμενοι να βρουμε το πεδιο ορισμου μιας συναρτησης, αν αυτο δεν δινε- 

      ται . 

 Το συνολο τιμων της f συμβολιζεται με f(A). 

      Ειναι το συνολο που στοιχεια του ειναι οι τιμες της f για καθε x . 

      Δηλαδη f(A) = { y  / y = f(x) για τουλαχιστον ενα xΑ } 

      Το συνολο τιμων περιλαμβανει εκεινους τους πραγματικους αριθμους y για τους οποι- 

      ους υπαρχει ενα τουλαχιστον xΑ, ωστε f(x) = y. 

 Μια συναρτηση ειναι ορισμενη, οταν γι’αυτην γνωριζουμε: 

 To πεδιο ορισμου της Α 

 Την τιμη της f(x)  για καθε x , δηλαδη τον  τ υ π ο  μεσω του οποιου μπορουμε  

      να βρουμε την τιμη f(x)  για καθε x . 

                  Αν στο τυπο της συναρτησης αντικαταστησουμε το f(x)  με y, η εξισωση που προ- 

                  κυπτει λεγεται  ε ξ ι σ ω σ η  της  σ υ ν α ρ τ η σ η ς . 

 Π ι ν α κ α   Τ ι μ ω ν  της συναρτησης λεμε τον πινακα δυο γραμμων που καθε στηλη   

 του αποτελειται απο τα ζευγη των τιμων (x, y) που επαληθευουν τον τυπο της συναρ-  

 τησης .  
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Αφου 

α) 

● Για x = - 2 :  y = 3(- 2) + 2 = - 6 + 2 = - 4 

● Για y = - 1 :  - 1 = 3x + 2  η  3x = - 3  η  x = - 1   

● Για x = 0  :  y = 3 ∙ 0 + 2 = 2  

● Για y = 5  :  5 = 3x + 2  η  3x = 3  η  x = 1   

● Για x = 2 :  y = 3 ∙ 2 + 2 = 6 + 2 = 8 

β) 

● Για x = - 2 :  y = (- 2)2 - 3(- 2) + 2 = 4 + 6 + 2 = 12 

● Για x = - 1 :  y = (- 1)2 - 3(- 1) + 2 = 1 + 3 + 2 = 6 

● Για x = 0  :  y = 02 – 3 ∙ 0 + 2 = 2 

● Για x = 1  :  y = 12 – 3 ∙ 1 + 2 = 1 - 3 + 2 = 0 

● Για x = 2  :  y = 22 – 3 ∙ 2 + 2 = 4 - 6 + 2 = 0 

α. y = 3x + 2 
x - 2 - 1 0 1 2 

y - 4 - 1 2 5 8 

β. y = x2 - 3x + 2 
x - 2 - 1 0 1 2 

y 12 6 2 0 0 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να συμπληρωσουμε ενα πινακα τιμων μιας συναρτησης : 

  απαραιτητη  η εξισωση της συναρτησης . 

  αντικαθιστουμε καθε τιμη της μεταβλητης x στην εξισωση της συναρτησης και βρισκουμε  

      την αντιστοιχη τιμη y που την τοποθετουμε κατω απ’την τιμη x που πηραμε . 

  στη περιπτωση που δινονται καποιες τιμες του x και καποιες τιμες του y, τοτε για καθε  

       γνωστη τιμη x βρισκουμε την αντιστοιχη τιμη y και για καθε τιμη y βρισκουμε την αντι- 

       στοιχη τιμη x . 

Μεθοδος : Συμπληρωση πινακα τιμων συναρτησης . 

Να συμπληρωσετε τον πινακα τιμων των παρακατω συναρτησεων   

α. y = 3x + 2 
x - 2  0  2 

y  - 1  5  

β. y = x2 - 3x + 2 
x - 2 - 1 0 1 2 

y      

 

Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    3 . 1  
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α)  

● Αν  x  ειναι ο μισθος του υπαλληλου τοτε η αυξηση που του εγινε ειναι : 
4

100
 ∙ x = 0,04x .   

● Ο μισθος μετα την αυξηση ειναι :   x + 0,04x = 1,04x   

● Ο νεος μισθος y (μετα και τη κρατηση των 15 €) γινεται :  y = 1,04x – 15  

β)  

Για  x = 850  τοτε :  y = 1,04 ∙ 850 – 15 = 869 €  

γ)  

Για  y = 895  τοτε :  895 = 1,04x – 15  η   1,04x = 910   η   
910

x  =    =  875
1,04

 € .  

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τον τυπο μιας  συναρτησης απ’τα δοσμενα προβληματος : 

  θετουμε x το μεταβλητο μεγεθος (συνηθως ποσοτητα) . 

  βρισκουμε την αξια κ της μοναδας της μεταβλητης ποσοτητας x συμφωνα με τα δοσμενα  

      του προβληματος . Οποτε κ ∙ x δινει την αξια της ποσοτητας x . 

  καταστρωνουμε τον τυπο της συναρτησης, προσθετοντας – αφαιρωντας  σταθερες ποσο- 

       τητες στο κ ∙ x, αν αυτο προκυπτει απ’το προβλημα . 

  εχοντας τον τυπο της συναρτησης μπορουμε για οποιαδηποτε τιμη της μεταβλητης x, να  

        βρουμε την αντιστοιχη τιμη της μεταβλητης y . 

Μεθοδος : Eυρεση τυπου της συναρτησης . 

Σε εναν υπαλληλο εγινε αυξηση των αποδοχων του κατα  4%.  Ταυτοχρονα ομως του εγινε 

κρατηση 15 € το μηνα για εκτακτους φορους . 

α)  Να εκφρασετε το νεο μηνιαιο μισθο y ως συναρτηση του παλαιου μισθου x . 

β)  Αν ενας υπαλληλος ειχε μηνιαιες αποδοχες 850 € ποσες θα ειναι οι νεες αποδοχες του ;  

γ)  Αν οι νεες αποδοχες ενος υπαλληλου ειναι 895 €, ποσες ηταν οι παλιες ;  

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (τιμη καποιου γραμματος) : 

  παραιτητος ο τυπος της συναρτησης και τουλαχιστον ενα ζευγαρι αντιστοιχων τιμων των  

       μεταβλητων x, y . 

  αντικαθιστουμε τις τιμες των x, y  στον τυπο της συναρτησης . 

  λυνουμε την εξισωση που προκυπτει, ως προς την παραμετρο (ζητουμενο γραμμα) .  

Μεθοδος : Eυρεση παραμετρου . 
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Συμφωνα με τον πινακα τιμων : 

● Για  x = 0  τοτε y = - 3 και η εξισωση της συναρτησης δινει : 

   - 3 = (1 – κ) ∙ 0 + λ   η  λ = - 3    

● Για  x = - 2  τοτε y = 1 και η εξισωση της συναρτησης δινει : 

   1 = (1 – κ) ∙ (- 2) + λ   η  1 = - 2 + 2κ - 3   η  2κ = 6   η  κ = 3    

 

Για κ = 3 και λ = - 3 η εξισωση της συναρτησης γινεται : 

y = (1 –  3)x –  3   η    y  = –  2x –  3     

Eνας πινακας τιμων της συναρτησης y = (1 – κ)x + λ  ειναι ο παρακατω: 

x -2 -1 0 1 

y 1 -1 -3 -5 

Να βρειτε τα κ και λ καθως και την εξισωση της συναρτησης . 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   3 . 1  

 

1. 

Να συμπληρωσετε τον πινακα τιμων των παρακατω συναρτησεων   

α. y = 2x - 2 
x - 2  0  2 

y  - 1  5  

β. y = x2 + 3x + 2 
x - 2 - 1 0 1 2 

y      

 

2. 

Η μισθωση ενος ταξι κοστιζει  0,94 € ανα χιλιομετρο διαδρομης και  2,60 € η πτωση της ση-

μαιας .   

α)  Να βρειτε ποσα χρηματα θα πληρωσουμε για μια διαδρομη 10 χιλιομετρων . 

β)  Να βρειτε εναν τυπο ο οποιος να μας δινει τα χρηματα y που θα πληρωσουμε αν η διαδρομη  

     ειναι  x  χιλιομετρα.  

γ)  Αν για την αξια μιας διαδρομης ο επιβατης εδωσε 25 € και πηρε ρεστα 3,6 €, ποσα χιλιομε- 

     τρα ηταν η διαδρομη ;  

 

3. 

Απο ενα κουτακι 100 γραμμαριων καφε φτιαχνουμε 50 ποτηρια παγωμενο καφε (φραπε) .  

α)  Να βρειτε ποσα ποτηρια καφε  θα φτιαξουμε απ’τη συσκευασια των 330 γραμμαριων.  

β)  Να εκφρασετε τον αριθμο ποτηριων παγωμενου καφε y που φτιαχνουμε ως συναρτηση της 

     ποσοτητας x του καφε  που χρησιμοποιουμε.  

γ)  Αν θελουμε να φτιαξουμε 120 ποτηρια παγωμενο κεφε, ποσα γραμμαρια καφε χρειαζομαστε;  

 

4. 

Eνας πινακας τιμων της συναρτησης y = κx + λ - 1  ειναι ο παρακατω: 

x -2 -1 0 1 

y 1 -1 -3 -5 

Να βρειτε τα κ και λ καθως και την εξισωση της συναρτησης . 

 

5. 

Στη συναρτηση  y = 
(2λ -1)x -1

2λx -3
  να βρειτε την τιμη του λ ωστε για  x = 1 να ειναι  y = 2 
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  Ο ρ θ ο κ α ν ο ν ι κ ο   Σ υ σ τ η μ α   Σ υ ν τ ε τ α γ μ ε ν ω ν 

 Κ α ρ τ ε σ ι α ν ο  συστημα αναφορας  ειναι το συστημα 

      των δυο καθετα  τεμνομενων  αξονων x’x  και  y’y με 

      κοινη αρχη το 0. 

 Ο ρ θ ο κ α ν ο ν ι κ ο  ειναι το καρτεσιανο συστημα ανα- 

      φορας, που οι μοναδες των αξονων εχουν το ιδιο μηκος. 

 Εστω το σημειο Α του καρτεσιανου επιπεδου. 

 Οι αριθμοι α, β λεγονται  σ υ ν τ ε τ α γ μ ε ν ε ς   του σημειου Α. 

 Ο αριθμος  α  λεγεται  τ ε τ μ η μ ε ν η  του σημειου Α. 

 Ο αριθμος  β  λεγεται  τ ε τ α γ μ ε ν η  του σημειου Α. 

 Ο οριζοντιος αξονας (x’x) λεγεται  α ξ ο ν α ς   τ ε τ μ η μ ε ν ω ν . 

 Τα σημεια του αξονα x’x εχουν τεταγμενη ιση με 0 (της μορφης (α, 0)). 

 Η αποσταση ενος σημειου Α απ’τον αξονα x΄x  ειναι :   d(Α , x΄x) = |y|  

 Ο κατακορυφος αξονας (y’y) λεγεται  α ξ ο ν α ς   τ ε τ α γ μ ε ν ω ν . 

 Τα σημεια του αξονα y’y εχουν τετμημενη ιση με 0 (της μορφης (0, β)). 

 Η αποσταση ενος σημειου Β απ’τον αξονα y΄y  ειναι :   d(Α , y΄y) = |x|  

 Τα σημεια Α’, Α’’, Α’’’ ειναι τα συμμετρικα του σημειου Α, ως προς τον  αξονα y’y,  

      τον αξονα x’x και την αρχη των αξονων Ο, αντιστοιχα. 

 Οι αξονες χωριζουν το επιπεδο σε τεσσερα μερη, 1ο τεταρτημοριο, 2ο τεταρτημο- 

      ριο, 3ο τεταρτημοριο, 4ο τεταρτημοριο (σχημα) . 

      Αν ενα σημειο Α(x, y) βρισκεται : 

 στο 1ο  τεταρτημοριο, εχει θετικες συντεταγμενες . 

 στο 2ο τεταρτημοριο εχει θετικη τεταγμενη  και αρνητικη τετμημενη . 

 στο 3ο  τεταρτημοριο εχει αρνητικες συντεταγμενες . 

 στο 4ο  τεταρτημοριο εχει θετικη τετμημενη και αρνητικη τεταγμενη . 

 

 Η αποσταση δυο σημειων Α(x1, y1) και Β(x2, y2)  δινεται απ’τον τυπο: 

           (ΑΒ) =  2  2
 2  1  2  1(x - x ) + (y - y )  

 

 

 

  

 

                            y 
       A’(-a,β)     β     Α(α,β) 

 

 

 

       -α           0        α   x 

 

 

       A’’’(-a,-β)  -β   Α’’(α,-β) 

 
 

     2 ο    1 ο 

 

     3 ο   4 ο 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   3 . 2    

 

  Γ ρ α φ ι κ η   Π α ρ α σ τ α σ η   Σ υ ν α ρ τ η σ η ς 

 Ο ρ ι σ μ ο ς    

     Γ ρ α φ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η  της f με πεδιο ορισμου το Α, που συμβολιζεται με 
f

C ,  

     ειναι το συνολο ολων των σημειων του επιπεδου που αντιστοιχουν στα ζευγη (x, f(x)),  

            x ∈ . 

  Ε ξ ι σ ω σ η   γ ρ α φ ι κ η ς   π α ρ α σ τ α σ η ς   τ η ς  f :  

            Ειναι η εξισωση y = f(x), οπου f(x) ειναι ο τυπος της συναρτησης f . 

 Χαρακτηριστικη  ιδιοτητα της  y = f(x) : 

           Ενα σημειο Μ(x, y) ανηκει στην γραφικη παρασταση 
f

C  αν οι συντεταγμενες του  

           επαληθευουν την εξισωση  y = f(x) και αντιστροφως. 

 Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς    

 Η 
f

C  τεμνει τον x’x στα σημεια A₁(x₁,0), A₂(x₂,0),… oπου x₁, x₂, … ειναι οι ριζες  

      της εξισωσης f(x) = 0. 

 Η 
f

C  τεμνει τον y’y  στο σημειο Β(0,f(0)), με την προυποθεση οτι το 0 ανηκει στο  

      
 f

A . 

 Προκειμενου να βρουμε τις πραγματικες τιμες του x που η f
C  βρισκεται πανω  απο  

           τον x’x  λυνουμε την f(x) > 0 και συναληθευουμε τις λυσεις με το  f
A , ενω λυνουμε  

                  την f(x) < 0  οταν η f
C  ειναι κατω απο τον x’x. 

 Οποιαδηποτε καθετη ευθεια στον αξονα x’x τεμνει τη γραφικη παρασταση μιας  

      συναρτησης το πολυ σε ενα σημειο. 

 Το πεδιο ορισμου της f ειναι το συνολο Α των τετμημενων των σημειων της γραφι- 

      κης παραστασης Cf.  Δηλαδη η προβολη της γραφικης παραστασης στον αξονα  x’x. 

 Το συνολο τιμων της f ειναι το συνολο f(Α) των τεταγμενων των σημειων της γρα- 

             φικης παραστασης Cf . Δηλαδη η προβολη της γραφικης παραστασης στον αξονα     

             y΄y. 
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α) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι η  ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    3 . 2  

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τη γραφικη παρασταση συναρτησης γνωστης εξισωσης :  

  κατασκευαζουμε πινακα τιμων . Δινουμε οσες περισσοτερες αυθαιρετες τιμες για το x και  

       βρισκουμε της αντιστοιχες τιμες για το y . 

  σε ορθοκανονικο συστημα αναφορας βρισκουμε τα σημεια που εχουν για συντεταγμενες τα  

       ζευγη τιμων που εχουν προκυψει στον πινακα τιμων . 

  ενωνουμε τα σημεια αυτα . 

       Προσοχη ομως : 

 αν το x εχει πεδιο ορισμου το  (ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος) η γραφικη πα- 

      ρασταση ειναι μια γραμμη . 

  αν για το x  ισχυει: x > α   η  x < β   η  x ≥ γ   η  x ≤ δ, (x πραγματικος) η γραφικη πα- 

       ρασταση της συναρτησης ειναι μια ημιγραμμη (το ενα ακρο της σταθερο) 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x πραγματικος)  

      η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι ενα τμημα μιας γραμμης (και τα δυο ακρα  

     της σταθερα) . 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x ακεραιος) η  

      γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι μονο σημεια . 

Μεθοδος : Ευρεση της γραφικης παραστασης συναρτησης. 

Να σχεδιασετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = 2x – 1 αν : 

α)  ο x ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος. 

β)  x < 2 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x πραγματικο αριθμο 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x ακεραιο αριθμο 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0 x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 
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β) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι η  η μ ι ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 3) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση . 

 

γ) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι το  ε υ θ υ γ ρ α μ μ ο   τ μ η μ α 

που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 3) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση, 

ενω το (-2, -5) ανηκει . 

 

δ) 

Οι ακεραιοι στο διαστημα [-2, 2) ειναι οι -2, -1, 0, και 1. 

Δηλαδη ο x μπορει να παρει μονο τις παραπανω τιμες . 

Ετσι τα αντιστοιχα y φαινονται στον πινακα τιμων : 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 

y - 5 - 3 - 1 1 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1) 

Οποτε η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι τα   

σ η μ ε ι α  Α, Β, Γ και Δ . 
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                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

1 x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0                          x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

2 x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0                            x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                          

 

                                   Δ(1, 1) 

0                        x 

     Γ(0, -1) 

 

         Β(-1,-3) 

 

  Α(-2, -5) 
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α) 

● Αποσταση του Α απο τον αξονα x΄x :  d(A , x΄x) = |- 4| = 4  

   Αποσταση του Α απο τον αξονα y΄y :  d(A , y΄y) = |3| = 3  

   Αποσταση του Α απο την αρχη των αξονων Ο :    

   ΟΑ = 2 2 2 2  2
2 1 2 1

(x - x ) + (y - y ) = (3- 0) + (- 4 - 0) = 9 +16 = 25 = 5 = 5  

● Αποσταση του Β απο τον αξονα x΄x :  d(Β , x΄x) = |- 3| = 3  

   Αποσταση του Β απο τον αξονα y΄y :  d(Β , y΄y) = |4| = 4  

   Αποσταση του Β απο την αρχη των αξονων Ο :    

   ΟΒ = 2 2 2 2  2
2 1 2 1

(x - x ) + (y - y ) = (4 - 0) + (- 3- 0) = 16 + 9 = 25 = 5 = 5  

β) 

● ΑΒ = 2 2 2 2
2 1 2 1

(x - x ) + (y - y ) = (- 1 - 0) + (1 +2) = 1 + 9 = 10  

● ΑΓ = 2 2 2 2
2 1 2 1

(x - x ) + (y - y ) = (- 4 - 0) + (0 +2) = 16 + 4 = 20  

● ΒΓ = 2 2 2 2
2 1 2 1

(x - x ) + (y - y ) = (- 4 +1) + (0 -1) = 9 +1 = 10  

Το τριγωνο ΑΒΓ ειναι ισοσκελες αφου ΑΒ = ΒΓ = 10  και ορθογωνιο, αφου 

ΑΒ2 + ΒΓ2 =  2( 10) +  2( 10)  = 10 + 10 = 20 =  2( 20)  = ΑΓ2 . 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε την αποσταση δυο σημειων Α(x 1, y 1) , B(x 2, y 2) η το μηκος του ευθυ-

γραμμου τμηματος ΑΒ :  

  χρησιμοποιουμε τον τυπο : (ΑΒ) =  2  2
 2  1  2  1(x - x ) + (y - y )  

       ο παραπανω τυπος ειναι χρησιμος : 

  για την αποδειξη οτι τριγωνο ΑΒΓ ειναι : 

  ισοσκελες 

  ισοπλευρο 

  ορθογωνιο  

  ισοσκελες και ορθογωνιο  

  για την ευρεση της αποστασης σημειου Α απ’την αρχη των αξονων Ο(0, 0) . 

Προκειμενου να βρουμε την αποσταση του σημειου Α(x 1, y 1) απ’τον 

  αξονα x’x : χρησιμοποιουμε τη σχεση d(A, x’x) = |y| 

  αξονα y’y : χρησιμοποιουμε τη σχεση d(A, y’y) = |x| 

Μεθοδος : Αποσταση δυο σημειων η μηκος ευθυγραμμου τμηματος . 

α) Δινονται τα σημεια  Α(3, - 4)  και  Β(4, - 3).  Να βρεθει η  αποσταση καθε ενος απο τους α-  

    ξονες και απο την αρχη των αξονων καθως και η μεταξυ τους αποσταση . 

β) Να αποδειξετε οτι τα σημεια  Α(0, - 2),  Β(- 1,  1)  και  Γ(- 4,  0)  ειναι κορυφες ορθογωνιου   

    και ισοσκελους τριγωνου .  
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Οι συντεταγμενες του σημειου Α επαληθευουν την εξισωση  y = (λ + 1)x + 2.  

Ετσι  
4 = (λ +1) 1 +2    η   4 = λ +1 +2   η   4 -1 -2 = λ   η   λ = 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σημειο 
Συμμετρικο του ως 

προς τον x’x 

Συμμετρικο του ως 

προς τον y’y 

Συμμετρικο του ως 

προς το Ο 

(- 3, 1) (- 3, - 1) (3, 1) (3, - 1) 

(0, 2) (0, - 2) (0, 2) (0, - 2) 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (τιμη καποιου γραμματος) : 

  απαραιτητος ο τυπος της συναρτησης (που περιεχει παραμετρο) και τουλαχιστον ενα ση- 

       μειο που ανηκει στη γραφικη παραστση της συναρτησης . 

  αντικαθιστουμε την τετμημενη και τεταγμενη του σημειου στη θεση των x, y  αντιστοιχα  

       στον τυπο της συναρτησης . 

  λυνουμε την εξισωση που προκυπτει, ως προς την παραμετρο (ζητουμενο γραμμα) .  

 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου . 

Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (λ + 1)x + 2 διερχεται απο το σημειο Α(1, 4) . 

Να υπολογιστει το λ. 
 

 

 

 

Το συμμετρικο του σημειου Α(x , y) ως προς : 

  τον αξονα x’x ειναι το σημειο Α’(x, - y) . 

  τον αξονα y’ y ειναι το σημειο Α’’(- x, y) .  

  την αρχη Ο των αξονων ειναι το σημειο Α’’’(- x, - y) . 

Παρατηρηση 

  Αν το A ειναι σημειο του x’x, το συμμετρικο του ως προς τον αξονα x’x ειναι το ιδιο το Α . 

 Αν το A ειναι σημειο του y’ y, το συμμετρικο του ως προς τον αξονα y’ y ειναι το ιδιο το Α . 

 

Μεθοδος : Ευρεση συμμετρικου σημειου σε ορθοκανονικο συστημα αναφορας . 

Να συμπληρωσετε τον πινακα: 

Σημειο 
Συμμετρικο του ως 

προς τον x’x 

Συμμετρικο του ως 

προς τον y’y 

Συμμετρικο του ως 

προς το Ο 

(- 3, 1)    

(0, 2)    
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● Πρεπει :   λ - 2 > 0  και  2λ - 6 < 0   

                   λ > 2  και  2λ < 6    

                   λ > 2  και   λ < 3  

   Eτσι το ζητουμενο : 2 < λ < 3 . 

 

● Ειναι  α > 0   αρα  – α < 0   και   β < 0  αρα  – β > 0   

   Ετσι 

   ● το Α βρισκεται στο 1ο τεταρτημοριο  (α > 0, – β > 0) 

   ● το Β βρισκεται στο 4ο τεταρτημοριο  (α > 0, β < 0) 

   ● το Γ βρισκεται στο 2ο τεταρτημοριο  (- α < 0, – β > 0) 

 

● Πρεπει 

   

2(3- α) 6(2β - 4)
 < 0    και     < 0    η    

15 77
3- α < 0    και    2β - 4 < 0    η    

α > 3   και   β < 2

 

 

 

 

 

 

Αν ενα σημειο Α(x, y) βρισκεται : 

 στο 1ο  τεταρτημοριο, εχει θετικες συντεταγμενες . 

 στο 2ο τεταρτημοριο εχει θετικη τεταγμενη  και αρνητικη τετμημενη . 

 στο 3ο  τεταρτημοριο εχει αρνητικες συντεταγμενες . 

 στο 4ο  τεταρτημοριο εχει θετικη τετμημενη και αρνητικη τεταγμενη . 

Ετσι για να λυσουμε μια ασκηση που αναφερεται στα τεταρτημορια, βρισκουμε το προσημο των 

συντεταγμενων του σημειου η απαιτουμε να εχουν το συγκεκριμενο προσημο οι συντεταγμενες 

του σημειου . 

Μεθοδος : Ασκησεις που αναφερονται στα τεταρτημορια . 

● Αν  Α(λ - 2,  2λ - 6),  να βρειτε το λ ωστε το Α να ανηκει στο 2ο τεταρτημοριο. 

● Αν ειναι α > 0 και β < 0, να βρειτε σε ποιο τεταρτημοριο βρισκονται τα σημεια :    

   Α(α, - β) ,    Β(α,  β),     Γ(- α, - β). 

● Αν  Μ(
2(3 - α) 6(2β - 4)

,  
15 77

) ,  να βρειτε για ποιες τιμες των α και β το Μ ειναι στο 3ο τε- 

   ταρτημοριο. 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   3 . 2  

 

1. 

Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (λ + 1)x + 2 διερχεται απο το σημειο A(1, 4). 

(α) Να υπολογιστει το λ. 

(β) Να συμπληρωθει ο πινακας: 

χ   0  2 

y -2 0  4  

(γ) Να γινει η γραφικη παρασταση, οταν  – 2 ≤  x  ≤  2 με x πραγματικο. 

 

2. 

Να σχεδιασετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = 3x – 4 αν : 

α)  ο x ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος. 

β)  x < 3 

γ)  - 2 ≤  x < 3  με x πραγματικο αριθμο 

γ)  - 2 ≤  x < 3  με x ακεραιο αριθμο 

 

3. 

α) Δινονται τα σημεια  Α(0, - 2)  και  Β(-3, 4).  Να βρεθει η  αποσταση καθε ενος απο τους α-   

    ξονες και απο την αρχη των αξονων. 

β) Να αποδειξετε οτι τα σημεια Α(1, 2) ,  Β(4, - 2) και Γ(- 3,  5) ειναι κορυφες ισοσκελους τρι- 

     γωνου.  

 

4. 

α) Αν  Α(λ - 1,  3λ - 9),  να βρειτε το λ ωστε το Α να ανηκει στο 3ο τεταρτημοριο. 

β) Αν  Μ(
3(2 - α) 2(β -3)

,  
5 3

) ,  να βρειτε για ποιες τιμες των α και β το Μ ειναι στο 4ο τεταρ- 

    τημοριο. 

 

 5. 

Στη συναρτηση  y = (2λ -1) x -1   να βρειτε την τιμη του λ ωστε η γραφικη της παρασταση να δι-

ερχεται απ’το σημειο Α(1, 5) . 

 

6. 

α)  Αν  Α(-25,  κ - 1) , να βρειτε την τιμη του κ ωστε το σημειο Α να ανηκει στον αξονα x΄x . 

β)  Αν Β(2λ - 6,  3), να βρειτε την τιμη του λ ετσι ωστε το σημειο Β να ανηκει στον αξονα y΄y . 
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  Α ν α λ ο γ α   Π ο σ α   

      Εινα δυο ποσα x και y που το πηλικο των αντιστοιχων τιμων τους ειναι σταθερο. 

      Τα ποσα x και y συνδεονται με την σχεση : 
y

x
 = α  η  y = α ∙ x . 

 Σ υ ν α ρ τ η σ η   y = α x 

      Ειναι μια συναρτηση που η γραφικη παρασταση ειναι ευθεια γραμμη που διερχεται απ’ την   

      αρχη των αξονων.  

 Κ λ ι σ η   τ η ς   ε υ θ ε ι α ς    y = α x  

      Ειναι ο συντελεστης του x, δηλαδη ο α (το σταθερο πηλικο : 
y

x
) .  

 

Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

 Θεση της γραφικης παραστασης σε σχεση με το προσημο του α:  

 Αν  α > 0, η γραφικη παρασταση βρισκεται στο πρωτο και τριτο τεταρτημοριο . 

 Αν  α < 0, η γραφικη παρασταση βρισκεται στο δευτερο και τεταρτο τεταρτημοριο . 

 Αν  α = 0, η γραφικη παρασταση ειναι ο αξονας x΄x . 

 Η ευθεια με εξισωση  y = x ειναι η  διχοτομος της 1ης και 3ης γωνιας των αξονων .  

 Η ευθεια  με εξισωση  y = - x  ειναι η διχοτομος της 2ης και 4ης γωνιας των αξονων.   

 

 Η αποσταση δυο σημειων Α(x1, y1) και Β(x2, y2)  δινεται απ’τον τυπο: 

           (ΑΒ) =  2  2
 2  1  2  1(x - x ) + (y - y )  
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α) 

Πινακας τιμων 

x 1 

y 2 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο το σημειο (1, 2) . 

Ενωνουμε το σημειο (1, 2) με την αρχη των αξονων 

Ο(0, 0) και η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι 

η  ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 
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Προκειμενου να βρουμε τη γραφικη παρασταση συναρτησης y = αx :  

 Επειδη η γραφικη παρασταση ειναι ευθεια γραμμη που διερχεται απο την αρχη των αξονων,  

      αρκει ενα ακομη σημειο για να τη προσδιορισουμε . 

      Δινουμε μια αυθαιρετη τιμη στο x και με τη βοηθεια της εξισωσης y = α x  βρισκουμε την  

      αντιστοιχη τιμη του y. Οι τιμες αυτες ειναι οι συντεταγμενες του ζητουμενου σημειου . 

 Προσοχη ομως : 

 αν το x εχει πεδιο ορισμου το  (ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος) η γραφικη πα- 

      ρασταση ειναι μια γραμμη . 

  αν για το x  ισχυει: x > α   η  x < β   η  x ≥ γ   η  x ≤ δ, (x πραγματικος) η γραφικη πα- 

       ρασταση της συναρτησης ειναι μια ημιγραμμη (το ενα ακρο της σταθερο) 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x πραγματικος)  

      η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι ενα τμημα μιας γραμμης (και τα δυο ακρα  

     της σταθερα) . 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x ακεραιος) η  

      γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι μονο σημεια . 

Μεθοδος : Ευρεση της γραφικης παραστασης συναρτησης y = αx . 

Να σχεδιασετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = 2x αν : 

α)  ο x ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος. 

β)  x < 2 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x πραγματικο αριθμο 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x ακεραιο αριθμο 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                          

 

                                   (1, 2) 

 

                             0                         x 
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β) 

Πινακας τιμων 

x 1 

y 2 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο το σημειο (1, 2) . 

Ενωνουμε το σημειο (1, 2) με την αρχη των αξονων 

Ο(0, 0) και η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι 

η  η μ ι ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 4) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση . 

 

γ) 

Πινακας τιμων 

x 1 

y 2 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο το σημειο (1, 2) . 

Ενωνουμε το σημειο (1, 2) με την αρχη των αξονων 

Ο(0, 0) και η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι 

το  ε υ θ υ γ ρ α μ μ ο   τ μ η μ α  που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 4) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση, 

ενω το (-2, -4) ανηκει . 

 

δ) 

Οι ακεραιοι στο διαστημα [-2, 2) ειναι οι -2, -1, 0, και 1. 

Δηλαδη ο x μπορει να παρει μονο τις παραπανω τιμες . 

Ετσι τα αντιστοιχα y φαινονται στον πινακα τιμων : 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 

y - 4 - 2 0 2 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 4), (- 1, - 2), (0, 0), (1, 2) 

Οποτε η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι τα   

σ η μ ε ι α  Α, Β, Γ και Δ . 
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                        y 

                                         (2, 4) 

 

                                   (1, 2) 

 

    0                         x 

     

 

            

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 4) 

 

                                   (1, 2) 

 

                             0                         x 

    

 

            

    (-2, -4) 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                          

 

                                   Δ(1, 2) 

 

     Γ(0, 0) 

 

         Β(-1,-2) 

 

  Α(-2, -4) 
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Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (τιμη καποιου γραμματος) : 

  απαραιτητος ο τυπος της συναρτησης (που περιεχει παραμετρο) και ενα σημειο που ανηκει   

       στη γραφικη παραστση της συναρτησης . 

  αντικαθιστουμε την τετμημενη και τεταγμενη του σημειου στη θεση των x, y  αντιστοιχα  

       στον τυπο της συναρτησης . 

  λυνουμε την εξισωση που προκυπτει, ως προς την παραμετρο (ζητουμενο γραμμα) .  

 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου . 
 

Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (λ + 1)x  διερχεται απο το σημειο Α(1, 4) . 

Να υπολογιστει το λ. 

 

Στο διπλανο σχημα  να βρειτε τις κλισεις και τις 

εξισωσεις των ευθειων  ε1  και  ε2 . 

 

          

          

          

          

          

          

 

                ε2      y                ε1 

                                          

           (-1, 3) 

                                   (1, 2) 

 

                             0                         x 

     

 

            

 

 

 

Οι συντεταγμενες του σημειου Α επαληθευουν την εξισωση  y = (λ + 1)x .  

Ετσι  
4 = (λ +1) 1    η   4 = λ +1   η   4 -1 = λ   η   λ = 3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Για την ευθεια ε1 : 

   ● Η κλιση της ειναι : α1 = 
2

1
= 2 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε την κλιση μιας συναρτησης y = αx απ’τη γραφικη της παρασταση :  

  βρισκουμε ενα σημειο της γραφικης παραστασης που ειναι γνωστες οι συντεταγμενες του,  

      εστω το σημειο Α(κ, λ) . 

  η κλιση τοτε της ευθειας ειναι :

λ
α =

κ  . 

  η εξισωση της συναρτησης ειναι : 
λ

y = x
κ

 .  

 

Μεθοδος : Ευρεση της κλισης συναρτησης απ’τη γραφικη παρασταση . 
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   ● Η εξισωση της ειναι : y = 2 ∙ x 

 

● Για την ευθεια ε2 : 

   ● Η κλιση της ειναι : α2 = 
3

- 1
= - 3 

   ● Η εξισωση της ειναι : y = - 3 ∙ x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α)  

● Αν  x  ειναι ο μισθος του υπαλληλου τοτε η αυξηση που του εγινε ειναι :  

   
4

100
 ∙ x = 0,04x .   

● Ο μισθος μετα την αυξηση ειναι :    

   x + 0,04x = 1,04x   

● Ο νεος μισθος y (μετα την αυξηση) γινεται :   

   y = 1,04x  

 

β)  

Για  x = 850  τοτε :  y = 1,04 ∙ 850 = 884 €  

 

γ)  

Για  y = 910  τοτε :  910 = 1,04x   η   
910

x  =    =  875
1,04

 € .  

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τον τυπο μιας  συναρτησης απ’τα δοσμενα προβληματος : 

  θετουμε x το μεταβλητο μεγεθος (συνηθως ποσοτητα) . 

  βρισκουμε την αξια κ της μοναδας της μεταβλητης ποσοτητας x συμφωνα με τα δοσμενα  

      του προβληματος . Οποτε κ ∙ x δινει την αξια της ποσοτητας x . 

  ετσι ο τυπος της συναρτησης ειναι : y = κ ∙ x . 

  εχοντας τον τυπο της συναρτησης μπορουμε για οποιαδηποτε τιμη της μεταβλητης x, να  

        βρουμε την αντιστοιχη τιμη της μεταβλητης y . 
 

Μεθοδος : Ευρεση τυπου (εξισωσης) της συναρτησης . 

Σε εναν υπαλληλο εγινε αυξηση των αποδοχων του κατα  4%.   

α)  Να εκφρασετε το νεο μηνιαιο μισθο y ως συναρτηση του παλαιου μισθου x . 

β)  Αν ενας υπαλληλος ειχε μηνιαιες αποδοχες 850 € ποσες θα ειναι οι νεες αποδοχες του ;  

γ)  Αν οι νεες αποδοχες ενος υπαλληλου ειναι 910 €, ποσες ηταν οι παλιες ;  
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   3 . 3 

  

1. 

Δινεται ο παρακατω πινακας τιμων δυο ποσων: 

x 18 25 4 13 5 

y 36 50 8 26 10 

Να εξεταστει αν τα ποσα ειναι αναλογα. Αν ναι, να εκφρασετε το y ως συναρτηση του x. 

 

2. 

Αν σε διαστημα 4 ωρων, μια δεξαμενη δεχεται 300 λιτρα νερο, να συμπληρωσετε τον πινακα:  

x 4  6  8 

y  375  525  

 

3. 

Στο ιδιο συστημα αξονων να κανετε τις γραφικες παραστασεις των συναρτησεων :  

   y =3x           
1

   y = x
3

             y = - 3x  

 

4. 

Να κανετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = - 3x  αν 0 x 4  . 

 

5. 

Να βρειτε την τιμη του κ ωστε η ευθεια με εξισωση y = (2κ + 4) x να διερχεται απο το σημειο  

Α(- 1 , 2)  και στη συνεχεια να σχεδιασετε τη γραφικη της παρασταση .  

 

6. 

Μια επιχειρηση εκανε αυξηση στις αποδοχες των υπαλληλων της κατα 5% . 

α)  Να βρειτε τη σχεση που μας δινει τις νεες αποδοχες  y  συναρτησει των παλαιων aποδοχων   

     x. 

β)   Ενας υπαλληλος ειχε παλιες αποδοχες  850 €.  Ποιες θα ειναι οι νεες αποδοχες ;  

γ)   Ενας υπαλληλος εχει νεες αποδοχες  945 €.  Ποιες ηταν ειναι οι παλιες αποδοχες ;  

 

7. 

Δυο ευθειες ε1 και ε2 διερχονται απ’την αρχη των αξονων . Αν η ευθεια ε1 διερχεται και απ’το 

σημειο Α(2, 1) ενω η ευθεια ε2 διερχεται και απ’το σημειο Β(- 1, 3), τοτε να βρειτε τις εξισω-

σεις των δυο ευθειων . 
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  Η γραφικη παρασταση της συναρτησης f(x) = αx + β ειναι ευθεια που: 

 τεμνει τον αξονα y’y στο σημειο (0, β) . 

 τεμνει τον αξονα x’x στο σημειο (- β/α, 0) . 

  σχηματιζει με τον αξονα x’x γωνια ω, για την οποια : εφω = α . 

  για να την σχεδιασουμε απαιτουνται δυο σημεια (θετουμε στην θεση του x δυο τιμες και   

  βρισκουμε τα αντιστοιχα  y) . 

 Σ υ ν τ ε λ ε σ τ η ς   δ ι ε υ θ υ ν σ η ς   ( κ λ ι σ η )   

      της ευθειας y = αx + β λεγεται ο αριθμος  λ = α = εφω, οπου ω ειναι η γωνια που σχηματι- 

      ζει η ευθεια με τον αξονα y’y. 

 Αν α > 0 τοτε : 0 0
 10 < ω < 90  

 Αν α < 0 τοτε: 0 0
 290 < ω < 180  

 Αν α = 0 τοτε: 0ω = 0  

 Aκομα η κλιση δινεται απο :  2  1

 2  1

y - y
λ =

x - x
 

 Η γραφικη παρασταση της συναρτηση f(x) = ax ειναι η γραφικη παρασταση της συναρτησης  

      f(x) = αx + β μετατοπισμενη παραλληλα ωστε να διερχεται απ’την αρχη των αξονων. 

 Για τις ευθειες ε1 : y = α1x + β1  και  ε2 : y = α2x + β2 ισχυει: 

 
 1  2  1  2

ε || ε   τοτε  α = α   και αντιστροφα  

 

Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

 Η εξισωση  y = 0  ειναι η εξισωση του αξονα x΄x . 

 Η εξισωση  x = 0  ειναι η εξισωση του αξονα y΄y . 

 Η ευθεια με εξισωση  y = κ ειναι παραλληλη στον αξονα x΄x που διερχεται απ’το σημειο  

      (0, κ) του αξονα y’y .  

 Η ευθεια  με εξισωση  y = λ  ειναι παραλληλη στον αξονα y’y που διερχεται απ’το σημειο  

      (λ, 0) του αξονα x΄x  .  

 Αν  α > 0  τοτε η ευθεια  y = αx + β  σχηματιζει με τον αξονα  x΄x    ο ξ ε ι α   γωνια  . 

 Αν  α < 0  τοτε η ευθεια  y = αx + β σχηματιζει με τον αξονα x΄x     α μ β λ ε ι α   γωνια .  

 Αν  α = 0  τοτε η ευθεια γινεται  y = β  και ειναι παραλληλη στον αξονα x΄x  . 
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Προκειμενου να βρουμε τη γραφικη παρασταση συναρτησης y = αx + β :  

 Επειδη η γραφικη παρασταση ειναι ευθεια γραμμη, αρκει να γνωριζουμε δυο σημεια για να   

      τη προσδιορισουμε . 

      Δινουμε δυο αυθαιρετες τιμες στο x και με τη βοηθεια της εξισωσης y = α x + β  βρισκουμε  

      τις αντιστοιχες τιμες του y. Οι τιμες αυτες ειναι οι συντεταγμενες των ζητουμενων σημει- 

      ων . 

 Προσοχη ομως : 

 αν το x εχει πεδιο ορισμου το  (ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος) η γραφικη πα- 

      ρασταση ειναι μια γραμμη . 

  αν για το x  ισχυει: x > α   η  x < β   η  x ≥ γ   η  x ≤ δ, (x πραγματικος) η γραφικη πα- 

       ρασταση της συναρτησης ειναι μια ημιγραμμη (το ενα ακρο της σταθερο) 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x πραγματικος)  

      η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι ενα τμημα μιας γραμμης (και τα δυο ακρα  

     της σταθερα) . 

 αν για το x  ισχυει: α < x < β  η   α < x ≤ β   η   α ≤ x < β  η   α ≤ x ≤ β  (x ακεραιος) η  

      γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι μονο σημεια . 

 

Μεθοδος : Ευρεση της γραφικης παραστασης συναρτησης y = αx + β . 
 

Να σχεδιασετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = 2x - 1 αν : 

α)  ο x ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος. 

β)  x < 2 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x πραγματικο αριθμο 

γ)  - 2 ≤ x < 2  με x ακεραιο αριθμο 

 
α) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι η  ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 

 

 

 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0                          x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 
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β) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι η  η μ ι ε υ θ ε ι α  που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 3) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση . 

 

γ) 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

συναρτησης ειναι το  ε υ θ υ γ ρ α μ μ ο   τ μ η μ α 

που προκυπτει . 

Παρατηρηση 

Το σημειο (2, 3) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση, 

ενω το (-2, -5) ανηκει . 

 

δ) 

Οι ακεραιοι στο διαστημα [-2, 2) ειναι οι -2, -1, 0, και 1. 

Δηλαδη ο x μπορει να παρει μονο τις παραπανω τιμες . 

Ετσι τα αντιστοιχα y φαινονται στον πινακα τιμων : 

Πινακας τιμων 

x - 2 - 1 0 1 

y - 5 - 3 - 1 1 

Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

(- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1) 

Οποτε η γραφικη παρασταση της συναρτησης ειναι τα   

σ η μ ε ι α  Α, Β, Γ και Δ . 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

                         0                            x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 
          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0                            x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 

 

 

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                          

 

                                   Δ(1, 1) 

0                       x 

     Γ(0, -1) 

 

         Β(-1,-3) 

 

  Α(-2, -5) 
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Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (τιμη καποιου γραμματος) : 

  απαραιτητος ο τυπος της συναρτησης (που περιεχει παραμετρο) και ενα σημειο που ανηκει   

       στη γραφικη παραστση της συναρτησης . 

  αντικαθιστουμε την τετμημενη και τεταγμενη του σημειου στη θεση των x, y  αντιστοιχα  

       στον τυπο της συναρτησης . 

  λυνουμε την εξισωση που προκυπτει, ως προς την παραμετρο (ζητουμενο γραμμα) .  

  Στη περιπτωση παραλληλιας δυο ευθειων, εξισωνουμε τους συντελεστες διευθυνσης των  

       δυο ευθειων . 

 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου . 
 

● Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (λ + 1)x + 2  διερχεται απο το σημειο Α(1, 4) . 

   Να υπολογιστει το λ. 

● Να βρεθουν  οι τιμες του πραγματικου αριθμου α, ωστε οι ευθειες :  

    1  2ε : y = (2α - 3)x + 4  και  ε : y = - (1 - α)x - 2, να ειναι παραλληλες .  

● Οι συντεταγμενες του σημειου Α επαληθευουν την εξισωση  y = (λ + 1)x + 2 .  

   Ετσι  
   4 = (λ +1) 1 + 2    η   4 = λ +1 +2   η   4 -3 = λ   η   λ = 1  

 

● Αφου οι ευθειες ε1 και ε2 ειναι παραλληλες, τοτε : 

   2α - 3 = - (1 – α)   η   2α - 3 = α - 1   η   2α - α = 3 - 1   η   α = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τον τυπο μιας  συναρτησης απ’τα δοσμενα προβληματος : 

  θετουμε x το μεταβλητο μεγεθος (συνηθως ποσοτητα) . 

  βρισκουμε την αξια κ της μοναδας της μεταβλητης ποσοτητας x συμφωνα με τα δοσμενα  

      του προβληματος . Οποτε κ ∙ x δινει την αξια της ποσοτητας x . 

  καταστρωνουμε τον τυπο της συναρτησης, προσθετοντας – αφαιρωντας  σταθερες ποσο- 

       τητες στο κ ∙ x, αν αυτο προκυπτει απ’το προβλημα . 

  εχοντας τον τυπο της συναρτησης μπορουμε για οποιαδηποτε τιμη της μεταβλητης x, να  

        βρουμε την αντιστοιχη τιμη της μεταβλητης y . 

Μεθοδος : Eυρεση τυπου της συναρτησης . 
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α)  

● Αν  x  ειναι ο μισθος του υπαλληλου τοτε η αυξηση που του εγινε ειναι : 
4

100
 ∙ x = 0,04x .   

● Ο μισθος μετα την αυξηση ειναι :   x + 0,04x = 1,04x   

● Ο νεος μισθος y (μετα και τη κρατηση των 15 €) γινεται :  y = 1,04x – 15  

 

β)  

Για  x = 850  τοτε :  y = 1,04 ∙ 850 – 15 = 869 €  

 

γ)  

Για  y = 895  τοτε :  895 = 1,04x – 15  η   1,04x = 910   η   
910

x  =    =  875
1,04

 € .  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Σε εναν υπαλληλο εγινε αυξηση των αποδοχων του κατα  4%.  Ταυτοχρονα ομως του εγινε 

κρατηση 15 € το μηνα για εκτακτους φορους . 

α)  Να εκφρασετε το νεο μηνιαιο μισθο y ως συναρτηση του παλαιου μισθου x . 

β)  Αν ενας υπαλληλος ειχε μηνιαιες αποδοχες 850 € ποσες θα ειναι οι νεες αποδοχες του ;  

γ)  Αν οι νεες αποδοχες ενος υπαλληλου ειναι 895 €, ποσες ηταν οι παλιες ;  
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   3 . 4  

 

1. 

Eνας πινακας τιμων της συναρτησης y = κx + λ - 1  ειναι ο παρακατω: 

x -2 -1 0 1 

y 1 -1 -3 -5 

Να βρειτε τα κ και λ καθως και την εξισωση της συναρτησης . 

 

 

2. 

Να σχεδιασετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης y = 3x – 4 αν : 

α)  ο x ειναι τυχαιος πραγματικος αριθμος. 

β)  x < 3 

γ)  - 2 ≤  x < 3  με x πραγματικο αριθμο 

γ)  - 2 ≤  x < 3  με x ακεραιο αριθμο 

 

3. 

Στη συναρτηση  y = (2λ -1) x -1   να βρειτε την τιμη του λ ωστε η γραφικη της παρασταση να δι-

ερχεται απ’το σημειο Α(1, 5) . 

 

5. 

Να βρειτε την τιμη του κ ωστε οι ευθειες  y = (1 - κ)x + 3   και  y = (2κ + 7)x - 2  

να ειναι παραλληλες.  Στη συνεχεια να κανετε την γραφικη τους παρασταση . 

 

6. 

Η μισθωση ενος ταξι κοστιζει  0,94 € ανα χιλιομετρο διαδρομης και  2,60 € η πτωση της ση-

μαιας .   

α)  Να βρειτε ποσα χρηματα θα πληρωσουμε για μια διαδρομη 10 χιλιομετρων . 

β)  Να βρειτε εναν τυπο ο οποιος να μας δινει τα χρηματα y που θα πληρωσουμε αν η διαδρομη  

     ειναι  x  χιλιομετρα.  

γ)  Αν για την αξια μιας διαδρομης ο επιβατης εδωσε 25 € και πηρε ρεστα 3,6 €, ποσα χιλιομε- 

     τρα ηταν η διαδρομη ;  

    

 

4. 

Δυο ευθειες ε1 και ε2 διερχονται απ’το σημειο Μ(2, 1) . Αν η ευθεια ε1 διερχεται και απ’το ση-

μειο Α(0, 3) ενω η ευθεια ε2 διερχεται και απ’το σημειο Β(0, - 3), τοτε να βρειτε τις εξισωσεις 

των δυο ευθειων . 
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 Π ο σ α    α ν τ ι σ τ ρ ο φ ω ς    α ν α λ ο γ α  :  

      Δυο ποσα x και y, που συνδεονται με μια σχεση τετοια ωστε το γινομενο των αντιστοιχων   

      τιμων τους να ειναι σταθερο, λεγονται   α ν τ ι σ τ ρ ο φ ω ς   α ν α λ ο γ α .  

      Ετσι, αν το γινομενο των αντιστοιχων τιμων xy ειναι ισο με α ≠ 0, τοτε  xy = α  η  y = 
α

x
 . 

 

 Η   σ υ ν α ρ τ η σ η   y = 
α

x
 ,  α ≠ 0 :   

      Ο τυπος  y = 
α

x
 , α ≠ 0  οριζει συναρτηση της οποιας η γραφικη παρασταση ονομαζεται   

      υ π ε ρ β ο λ η  και αποτελειται απο δυο  κ λ α δ ο υ ς , που βρισκονται 

  στο 1ο  και στο 3ο  τεταρτημοριο,  αν α > 0 

  στο 2ο  και στο 4ο  τεταρτημοριο,  αν α < 0 

 

 Υ π ε ρ β ο λ η   κ α ι   σ υ μ μ ε τ ρ ι ε ς :  

      Καθε υπερβολη εχει : 

 κεντρο συμμετριας : την αρχη των αξονων Ο  

 αξονες συμμετριας : τις διχοτομους των γωνιων των αξονων δηλαδη τις ευθειες με  

                                     εξισωσεις  y = x  και  y = - x . 

 

Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς 

 Οι κλαδοι της υπερβολης δεν τεμνουν τους αξονες . 

 Οι μεταβλητες x και y δεν μπορουν να παρουν την τιμη 0 . 

 Οσο πιο μικρο ειναι το α τοσο πιο κοντα ειναι η υπερβολη στην αρχη των αξονων . 
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Σχηματιζουμε τους πινακες τιμων : 

3
y =

x
 

x -3 -2 -1 1 2 3 

y -1 -1,5 -3 3 1,5 1 

3
y = - 

x
 

x -3 -2 -1 1 2 3 

y 3 1,5 3 -3 -1,5 -1 

H γραφικη παρασταση ειναι : 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τη γραφικη παρασταση συναρτησης y = 
α

x
:  

  γραφουμε πινακα τιμων με αρκετες τιμες για το x που συνηθως ειναι συμμετρικες ως προς  

       το 0.  

  εμφανιζουμε τα σημεια που προκυπτουν απ’τον παραπανω πινακα τιμων στο καρτεσιανο 

       επιπεδο αναφορας .       

 ενωνουμε τα παραπανω σημεια . 

Μεθοδος : Ευρεση της γραφικης παραστασης συναρτησης y = 
α

x
 . 

 

Να σχεδιασετε στο ιδιο συστημα αξονων τις υπερβολες:  

3
y =

x
, x 0   και   

3
y = - 

x
, x 0 . 

        

 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

           

             (-1, 3)            (1,3) 

 

     (-2, 1.5)                       (2, 1.5) 

  (-3,1)                                    (3,1) 

   (-3,-1)             0          (3,-1)          x 

   (-2, -1.5)                        (2, -1.5) 

 

           (-1,-3)             (1, -3) 
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Αν η γραφικη της παρασταση διερχεται απο το σημειο (2, 1), τοτε οι συντεταγμενες του σημειου ε- 

παληθευουν την εξισωση της συναρτησης . 

Ετσι 

3λ -1 3
1 =     η    3λ -1 = 2    η    3λ = 2 +1    η    3λ = 3    η    λ =     η    

2 3
λ = 1  

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε παραμετρο (τιμη καποιου γραμματος) : 

  απαραιτητος ο τυπος της συναρτησης (που περιεχει παραμετρο) και ενα σημειο που ανηκει   

       στη γραφικη παραστση της συναρτησης . 

  αντικαθιστουμε την τετμημενη και τεταγμενη του σημειου στη θεση των x, y  αντιστοιχα  

       στον τυπο της συναρτησης . 

  λυνουμε την εξισωση που προκυπτει, ως προς την παραμετρο (ζητουμενο γραμμα) .  

  Στη περιπτωση παραλληλιας δυο ευθειων, εξισωνουμε τους συντελεστες διευθυνσης των  

       δυο ευθειων . 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου . 

 

Δινεται η συναρτηση 
3λ - 1

y =
x

.  

Να βρειτε το λ, αν η γραφικη της παρασταση διερχεται απο το σημειο (2, 1) . 

 

        

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τον τυπο μιας  συναρτησης απ’τα δοσμενα προβληματος : 

  θετουμε x,y τα μεταβλητα μεγεθη για τα οποια το γινομενο x ∙ y ειναι σταθερο, εστω α . 

  ετσι ο τυπος της συναρτησης ειναι : y = 
α

x
 . 

  εχοντας τον τυπο της συναρτησης μπορουμε για οποιαδηποτε τιμη της μεταβλητης x, να  

        βρουμε την αντιστοιχη τιμη της μεταβλητης y . 

Παραδειγματα ποσων αντιστροφως αναλογων : 

  ταχυτητα – χρονος με σταθερη την αποσταση ( S = u ∙ t) . 

  oι πλευρες ορθογωνιου α, β με σταθερο το εμβαδον Ε (Ε = α ∙ β) . 

  εργατες – εργατοωρες (χρονος) για την εκτελεση συγκεκριμενου εργου . 

  μηχανες – ωρες λειτουργιας για την εκτελεση συγκεκριμενης εργασιας . 

Παρατηρηση 

Επειδη τα πιο πανω ποσα ειναι θετικα, η γραφικη παρασταση ειναι ο θετικος κλαδος . 

Μεθοδος : Ευρεση τυπου (εξισωσης) της συναρτησης (προβλημα αντιστροφων ποσων) . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    3 . 5 

 

Ειναι 

Εργατες 5 10 

Ωρες δουλειας 10 x 

Τα ποσα εργατες – χρονος ειναι αντιστροφως αναλογα, οποτε απ’τον πινακα προκυπτει : 

10 ∙ x = 5 ∙ 10   η   10x = 50   η   x = 5 

Δηλαδη οι δεκα εργατες θα τελειωσουν το εργο σε 5 ωρες . 

 

Α λ λ ι ω ς   (μ ε θ ο δ ο ς   τ ω ν   τ ρ ι ω ν) 

Τα ποσα εργατες – χρονος ειναι αντιστροφως  

αναλογα, οποτε 

Οι 5 εργατες τελειωνουν το εργο σε 10 ωρες 

    10                                                x     

Eτσι 

x = 10
5

10
 = 5  ωρες                                                  

 

Α λ λ ι ω ς   (α ν α γ ω γ η   σ τ η   μ ο ν α δ α) 

Τα ποσα εργατες – χρονος ειναι αντιστροφως αναλογα, οποτε 

● Οι 5 εργατες τελειωνουν το εργο σε 10 ωρες 

● Ο 1 εργατης τελειωνει το εργο σε 5 ∙ 10 = 50 ωρες 

● Οι 10 εργατες τελειωνουν το εργο σε 50 : 10 = 5 ωρες 

 
 

 
 
 

 
 

 

● Ειναι 

Μηχανες 15 12 

Ωρες λειτουργιας 12 x 

   Τα ποσα μηχανες – ωρες λειτουργιας ειναι αντιστροφως αναλογα, οποτε απ’τον πινακα προκυ-   

   πτει : 

   12 ∙ x = 15 ∙ 12   η   12x = 180   η   x = 15 ωρες . 

 

 
 

Πεντε εργατες τελειωνουν ενα εργο σε 10 ωρες.  Να βρειτε ποτε θα τελειωσει το εργο αν 

δουλεψουν δεκα εργατες ιδιας αποδοσης .  

Ο x ειναι ισος με τον αριθμο απο 

πανω του (10) επι το κλασμα οπως  

ειναι (
5

10
) 

 

15 μηχανες ολοκληρωνουν την ημερησια παραγωγη ενος εργοστασιου δουλευοντας 12 ωρες.  

Μια μερα χαλασαν 3 μηχανες.   

● Ποσο πρεπει να δουλεψουν οι υπολοιπες για να ολοκληρωσουν την ημερησια παραγωγη ;   

● Αν y ειναι οι μηχανες που δουλευουν και  x  ειναι οι ωρες που λειτουργουν να βρειτε τη σχε- 

   ση μεταξυ των ποσων  y  και  x  . 
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   Δηλαδη οι 12 μηχανες θα ολοκληρωσουν την ημερησια παραγωγη του εργοστασιου σε 15 ωρες .  

● Αν λειτουργουν y μηχανες για x ωρες (που θα ολοκληρωνουν την ημερησια παραγωγη) τοτε  

   πρεπει : 

   15 ∙ 12 = xy  οποτε  y = 
180

x
 . 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   3 . 5    

 

1. 

Δινεται ο παρακατω πινακας τιμων δυο ποσων: 

x 2 4 5 8 10 

y 50 25 20 12,5 10 

Εξεταστε αν τα ποσα ειναι αντιστροφως αναλογα. Αν ναι, εκφραστε το y ως συναρτηση του x. 

 

2. 

Στο ιδιο συστημα αξονων να κανετε τις γραφικες παραστασεις των συναρτησεων :  

2
   y =

x
              

2
   y = - 

x
 

 

3. 

Να κανετε τη γραφικη παρασταση της συναρτησης 
2

y = - 
x

 αν 0 x 4  . 

 

4. 

Να βρειτε την τιμη του κ ωστε η γραφικη παρασταση της συναρτησης με εξισωση : 

● 
κ -1

y =
x

να διερχεται απο το σημειο  Α(3, 1)   

● 
3κ -1

y =
x

να διερχεται απο το σημειο  Α(2, 1)   

και στη συνεχεια να σχεδιασετε τις γραφικες παραστασεις .  

 

5. 

Ενα ορθογωνιο με διαστασεις  x, y εχει εμβαδον 240 cm2 . 

α)  Να βρειτε τη σχεση που δινει τη πλευρα  y  σε συναρτηση με τη πλευρα x . 

β)  Να γινει η γραφικη παρασταση της συναρτησης αυτης . 

6. 

Ενας εργατης τελειωνει ενα εργο σε 80 ωρες.   

Να βρειτε : 

α)  Ποτε θα τελειωσει το εργο αν δουλεψουν 10 εργατες ιδιας αποδοσης .  

β)  Να βρειτε τη σχεση που συνδεει τον αριθμο y των εργατων ιδιας αποδοσης με το χρονο x  

     ολοκληρωσης του εργου .  

γ)  Για να ολοκληρωθει το εργο σε  8  ωρες, ποσοι εργατες πρεπει να δουλεψουν ;  

δ)  Να κανετε την γραφικη παρασταση  της σχεσης  εργατες – χρονος .  
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 1  1

 1  1  1  1

• Η γραφικη παρασταση τεμνει τον x'x στο σημειο (x ,f(x )), αν  

  f(x ) = 0   η   0 = 3 x - 6   η   3 x = 6   η    x = 2           

  Αρα στο σημειο (2,0).

• Η  γραφικη παρασταση τεμνει τον αξονα y'y στο

 

 2  2

 2  2  2

 σημειο (x ,f(x )), αν  

  x = 0   η   f(x ) = 3 0 - 6   η   f(x ) = - 6 

  Αρα στο σημειο (0,- 6).



 

 

 

 

 

 

 

 

 2

•  Για να ανηκει το σημειο Μ, μονο στον αξονα y'y, πρεπει :

x 2  x 2  

και καιx -2 0 x 2

        και    η       και    η    x -1 = 0    η   x = 1

(x -1)(x -2) = 0     η   ηx -3x + 2 = 0

x -2 = 0 x = 2

  
 

   
  

    
   
   
  

 2

   η   

•  Για να ανηκει το σημειο Μ και στους δυο αξονες (ειναι το σημειο Ο(0,0)), πρεπει :

x = 2  

καιx -2 = 0 x = 2

        και    η     και    η    x -1 = 0

(x -1)(x -2) = 0     ηx -3x + 2 = 0

x -2 = 0

x = 1









 
 

  
 
 



x = 2  

και

   η   x = 1    η   

  η

x = 2

x = 2


 
 
 


 
 
  

 

 
 

 
 

 
 

1. 

Eστω η συναρτηση f, με τυπο : f(x) = 3x - 6.  

Nα βρεθουν  τα σημεια που η γραφικη της παρασταση :

•  τεμνει τον  αξονα x'x.                          

•  τεμνει τον  αξονα y'y.

        

 

 

2. 
 2Eστω το σημειο Μ(x - 3x + 2, x - 2).   Nα βρεθει η τιμη του x, ωστε το σημειο Μ :

•  να ανηκει μονο στον  αξονα y'y.            

•  να ανηκει και στους δυο αξονες x'x  και y'y.
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•  Για να ανηκει το σημειο Μ(3,α) στη γρ.παρασταση της f, πρεπει :

   f(3) = α   η   2 3 + α - 6 = α   η   6 = 6, που αληθευει.

   Αρα το σημειο Μ ανηκει στη γρ.παρασταση της f.

•  Για να διερχεται η γρ.παρασταση τ



 2  2  2

ης g απ'το σημειο Ν(α,5 + 3α) , πρεπει :

  f(α) = 5 + 3α   η   α + 7 = 5 + 3α   η   α -3α + 2 = 0   η   α - α -2α + 2 = 0   η   

α -1 = 0
  α(α -1) -2(α -1) = 0   η    (α -1)(α -2) = 0   η      η   

α -2 = 0

α = 1

α = 2

 
 
 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 2  2  2  2  2  2

 2  2

 2  2

Ειναι

•  (ΑΒ) = 1   η    (0 - 0) + [α - (3α -1)] = 1   η   (α -3α +1) = 1   η    | α -3α +1|= 1   η   

α -3α + 1 = 1 α -3α = 0 α(α -3) = 0
      η       η       η   

(α -1)(α -2) = 0α -3α +1 = -1 α -3α + 2 = 0

   α = 0

    
  

   

 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2  2

  η    η    η  .

•  • (ΑΒ) = (1 -3) + (6 - 0) = 2 + 6 = 4 + 36 = 2 10

   • (ΑΓ) = (2 -3) + (3 - 0) = (- 1) + 3 = 1 + 9 = 10

   • (ΒΓ) = (2 -1) + (3 - 6) =  1 + (- 3) = 1 + 9 = 10

   Αφου 

(ΑΓ) + (ΒΓ) = (ΑΒ) = 2 10
   

(ΑΓ) = (ΒΓ) = 10

α = 1 α = 2 α = 3


    τοτε   

Α, Β και Γ  συνευθειακα

Γ  μεσο του ΑΒ





 

4. 

 2

• Να βρεθουν  οι τιμες του πραγματικου αριθμου α, για  τις οποιες το ευθυγραμμο τμημα 

  με ακρα τα σημεια Α(0, 3α - 1) και Β(0, α ) να εχει μηκος ισο με 1.

• Δινονται τα σημεια Α(3, 0), Β(1, 6) και Γ(2, 3).

  Να αποδειχτει οτι : Α, Β και Γ  συνευθειακα και Γ  μεσο του ΑΒ.

        

 

3. 

 2

• Δινεται η συναρτηση f, με τυπο : f(x) = 2x + α - 6.

  Να δειξετε οτι το σημειο Μ(3,α) ανηκει  στη γρ. παρασταση της f.

• Δινεται η συναρτηση g, με τυπο : g(x) = x + 7.

  Να βρεθουν  οι τιμες του α, για  τις οποιες η γρ. παρασταση της g διερχεται απο το 

  σημειο Ν(α,5 + 3α).
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 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2  2

• Ειναι

  • (ΑΒ) = (4 -3) + (- 2 -2) = 1 + (- 4) = 1 + 16 = 17

  • (ΑΓ) = (- 1 -3) + (1 -2) = (- 4) + (- 1) = 16 +1 = 17

  • (ΒΓ) = (- 1 - 4) + (- 1 -2) =  (- 5) + (- 3) = 25 + 9 = 34

 

   Aρα ΑΒ = ΑΓ που σημαινει οτι το τριγωνο ΑΒΓ ειναι ισοσκελες . 

 

 

 1  2
• Αν η ευθεια ε  ειναι παραλληλη στην ευθεια ε   τοτε :

  3α +1 = α -3

  3α - α = - 1 -3

  2α = - 4

  α = - 2

 

 

 3

• Ειναι

  • αν η ευθεια ε  διερχεται απ'το σημειο Μ(1, 0) τοτε για x = 1 και y = 0 επαληθευεται η

   εξισωση της συναρτησης 

   Ετσι

2α + 3 2α + 3
   0 = 1 + 1   η   = - 1   η   2α + 3 = - α + 6   η   2α + α = - 3 + 6   

α - 6 α - 6


 3  4

η   3α = 3

   οποτε  

  • αν η ευθεια ε  να ειναι παραλληλη στην ευθεια ε  τοτε

2α + 3
   = 5   η   2α + 3 = 5(α - 6)   η   2α + 3 = 5α -30   η   2α - 5α = - 3 -30   η

α - 6
- 33

   -3α = - 33   η   α =
- 3

   οποτε  

α = 1

α  = 11

 

 

 

 

 

5. 

 1

• Δινονται τα  σημεια  Α(3,2), Β(4,- 2) και Γ(- 1,1).

  Να αποδειχτει οτι : Α, Β και Γ  ειναι κορυφες ισοσκελους τριγωνου.

• Να βρεθουν  οι τιμες του πραγματικου αριθμου α, ωστε οι ευθειες :

  ε : y = (3α + 1)x   κα
 2

 3

 3

ι  ε : y = (α - 3)x + 5  ειναι  παραλληλες .

2α + 3
• Δινεται η ευθεια  ε : y = x + 1, με α 2.

α - 6
  Να βρεθουν  οι τιμες του πραγματικου αριθμου α, ωστε :

  • η ευθεια  ε  να  διερχεται απ'το σημειο  Μ(1, 0) .

  • η ευθεια  



 3  4
ε  να  ειναι παραλληλη στην  ευθεια  ε : y = 5x + 2.
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Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   3 ο   Κ ε φ α λ α ι ο  

 

α)  

Σε 10 ημερες : 30 ∙ 10 = 300 m3  νερο θα εχει αδειασει στη δεξαμενη . 

Ετσι θα μεινει στη δεξαμενη : 1200 - 300 = 900 m3  νερο . 

β)  

Σε x ημερες το νερο που θα αδειασει ειναι : 30 ∙ x = 30x  m3  

Ετσι θα  μεινει στη δεξαμενη : 1200 – 30x m3 νερο.  

Αν λοιπον y ειναι o oγκος του νερου στη δεξαμενη μετα απο x ημερες, τοτε  

y = 1200 – 30x  

γ)  

Aν αδιασει η δεξαμενη τοτε 

y = 0   η   1200 – 30x  = 0   η   30x  = 1200    η   x  = 40  

Δηλαδη η δεξαμενη θα αδειασει σε 40 ημερες . 

 

 

 

 

 

 

● Πρεπει :    

    6 – 3κ < 0   και  2κ - 10 > 0   

- 3κ < -  6   και  2κ > 10 

κ > 
6

3
          και   κ > 

10

2
 

κ > 2           και   κ > 5 

Αρα  κ > 5 

 

  Α                                   Β 

 

 

 

 

  Δ                                   Γ 

5. 

Μια δεξαμενη νερου ογκου 1200 m3 αδειαζει  με ρυθμο 30m3 την ημερα .  

α)  Να βρειτε ποσο θα ειναι το νερο στη δεξαμενη μετα απο 10 ημερες .  

β)  Να βρειτε εναν τυπο που να μας δινει τον ογκο του νερου στη δεξαμενη μετα απο x ημερες .  

γ)  Μετα απο ποσες ημερες θα αδειασει η δεξαμενη ;  

        

 

6. 

● Αν  Μ(6 – 3κ, 2κ - 10),  να βρειτε για ποιες τιμες του κ το Μ ειναι στο 4ο τεταρτημοριο. 

● Σ’ ενα συστημα αξονων παιρνουμε τα σημεια A(- 3, - 2), B(3, - 2), Γ(3, 2) και Δ(- 3, 2) . 

   Να βρειτε τι τετραπλευρο ειναι το ΑΒΓΔ και να υπολογισετε το εμβαδον του. 

        

  2  2  2  2  2

 2  2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2  2

 (ΑΒ) = (3 + 3) + (- 2 + 2) = 6 + 0 = 6            (ΑΒ = 36)

  (BΓ) = (3 -3) + (2 + 2) = 0 + 4 = 4              (ΒΓ = 16)

  (ΓΔ) = (- 3 -3) + (2 -2) =  (- 6) + 0 = 6

  (ΔΑ) = (- 3 + 3) + (- 2 -2) =  0 + (- 4) = 4

  (ΑΓ) = (3 +

•

 2  2  2  2  23) + (2 + 2) =  6 + 4 = 52        (ΑΓ = 52)

 

  Το ΑΒΓΔ ειναι ορθογωνιο αφου 

   ● ΑΒ = ΓΔ  και  ΒΓ = ΔΑ 

   ● ΑΒ2 + ΒΓ2 = 36 + 16 = 52 = ΑΓ2  (  0Β = 90 ) 

  Ετσι 

  (ΑΒΓΔ) = 6 ∙ 4 = 24 τ.μ. 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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                        y 

                  x = -1              x = 3                           

                Α(-1, 2)            Β(3, 2) 

         y = 3 

                                    

0                          x 

       y = -2 

              Δ(-1, -2)          Γ(3, -2) 

 

 

 

● Οι συντεταγμενες των σημειων ειναι : 

   Α(- 1, 2), Β(3, 2), Γ(3, - 2) και Δ(- 1, -2) 

 
 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2  2

 2  2  2

 (ΑΒ) = (3 + 1) + (2 -2) = 4 + 0 = 4           

  (BΓ) = (3 -3) + (- 2 -2) = 0 + (- 4) = 4             

  (ΓΔ) = (- 1 -3) + (- 2 + 2) =  (- 4) + 0 = 4

  (ΔΑ) = (- 1 + 1) + (2 + 2) =  0 + 4 = 4

  (ΑΓ) = (3 + 1) + (- 2 -2) =  4 +

•

 2(- 4) = 32        

 

  Το ΑΒΓΔ ειναι τετραγωνο αφου 

   ● ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΑ = 4 

   ● ΑΒ2 + ΒΓ2 = 16 + 16 = 32 =  2( 32 ) = ΑΓ2  (  0Β = 90 ) 

 

 

 

 

 

 

 

● Η ευθεια διερχεται απ’τα σημεια Α και Β, οποτε οι συντεταγμενες τους επαληθευουν την εξισω- 

   ση της ευθειας . Ετσι 

    
- 4

0 = α 2 +β 0 = 2α +β 0 = 2α + 4 2α = - 4 α =
   η     η      η      η      η   2

4 = α 0 +β 4 = β β = 4 β = 4
β = 4

α = - 2
   

β = 4

         
     

        

 

 

● Οι ευθειες ειναι παραλληλες,  οποτε   

   2α - 3 = 7  η    2α = 7 + 3   η    2α = 10   η    α = 5 

   και ο τυπος της πρωτης ευθειας γινεται :  y = 7x + 3β - 1 

   Η ευθεια  y = 7x + 3β - 1  διερχεται απο το σημειο Μ, οποτε οι συντεταγμενες του επαληθευουν  

   την εξισωση της ευθειας . Ετσι 

   12 = 7 ∙ 1 + 3β - 1   η    12 – 7 + 1 = 3β   η    3β = 6   η   β = 2 

 

 

7. 

Στο ιδιο συστημα αξονων να σχεδιαστει τετραπλευρο ΑΒΓΔ του οποιου οι πλευρες ανηκουν 

στις ευθειες x = - 1, x = 3, y = - 2 και y = 2 . 

● Να βρειτε τις συντεταγμενες των κορυφων του. 

● Να αποδειξετε οτι το ΑΒΓΔ ειναι τετραγωνο. 

 

8. 

● Να βρειτε τα  α  και  β  ωστε η ευθεια  y = αx + β  να τεμνει τους αξονες στα σημεια  

   Α(2, 0)  και  Β(0, 4).  

● Η ευθεια  y = (2α - 3)x + 3β - 1 ειναι παραλληλη στην  y = 7x - 2014  ενω διερχεται απο το  

   σημειο  Μ(1, 12) . Να βρειτε της τιμες των πραγματικων αριθμων α και β .  
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● Αν  x  ειναι των γεματων δωματιων, τοτε τα εσοδα του ξενοδοχειου ειναι 75x.  

   Για να μην εχει το ξενοδοχειο ζημια, πρεπει  

   75x ≥  1500  αρα x ≥  20  

   Δηλαδη για να μην εχει ζημια το ξενοδοχειο πρεπει να εχει γεματα τουλαχιστον 20 δωματια . 

● Το κερδος δινεται απο τον τυπο :  y = 75x - 1500  με  x ≥  20 . 

● Για να εχει το ξενοδοχειο μεγιστο κερδος, πρεπει να ειναι πληρες (γεματα 120 δωματια) 

   Ετσι το μεγιστο κερδος ειναι : ymax  = 75 ∙ 120 - 1500 = 7500 €   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

● Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (3λ - 4)x - 1  

   διερχεται απ’το σημειο A(- 1, - 3), oποτε 

   - 3 = (3λ - 4)(- 1) – 1   η   - 3 = - 3λ + 4 – 1   η    

   3λ = 3 + 4 – 1   η   3λ = 6   η   λ = 2 

● Πινακας τιμων (αφου για λ = 2 : y = 2x – 1) 

x - 2 - 1 0 1 2 

y - 5 - 3 - 1 1 3 

● Βρισκουμε στο καρτεσιανο επιπεδο τα σημεια 

   (- 2, - 5), (- 1, - 3), (0, - 1), (1, 1), (2, 3) 

   Τα ενωνουμε και η γραφικη παρασταση της  

   συναρτησης ειναι το  ε υ θ υ γ ρ α μ μ ο   τ μ η μ α 

   που προκυπτει . 

   Παρατηρηση 

   Το σημειο (2, 3) δεν ανηκει στη γραφικη παρασταση,   ενω το (- 2, - 5) ανηκει . 

 

 

9. 

Ενα ξενοδοχειο εχει κατα μεσο ορο καθημερινα εξοδα  1500 €.  Το κοστος διανυκτερευσης ει-

ναι 75 € ανα δωματιο, ενω η δυναμικοτητα του ξενοδοχειου ειναι 120 δωματια .  

● Να βρειτε ποσα τουλαχιστον δωματια πρεπει να ειναι γεματα ωστε να μην εχει ζημια το ξενο- 

   δοχειο . 

● Να εκφρασετε το κερδος  y  του ξενοδοχειου συναρτησει των γεματων δωματιων του  x. 

● Ποιο ειναι το μεγιστο ημερησιο κερδος του ξενοδοχειου;  

 

10. 

Η γραφικη παρασταση της συναρτησης y = (3λ - 4)x - 1  διερχεται απο το σημειο A(- 1, - 3) . 

● Να υπολογισετε το λ. 

● Να συμπληρωσετε τον πινακα: 

x - 2 - 1 0 1 2 

y      

● Να σχεδιασετε τη γραφικη της παρασταση, οταν - 2 ≤ x < 2  με x πραγματικο αριθμο . 

. 
 

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

 

                        y 

                                         (2, 3) 

 

                                   (1, 1) 

0                            x 

    (0, -1) 

 

           (-1,-3) 

 

    (-2, -5) 
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4 .     Π ε ρ ι γ ρ α φ ι κ η   Σ τ α τ ι σ τ ι κ η 

 

4. 1   Βασικες Εννοιες της Στατιστικης : 

        Πληθυσμος - Δειγμα 

4. 2   Γραφικες Παραστασεις 

4. 3   Κατανομη Συχνοτητων – Σχετικων Συχνοτητων  

4. 4   Ομαδοποιηση Παρατηρησεων 

4. 5   Μεση Τιμη - Διαμεσος 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   4 . 1  

 

 Σ τ α τ ι σ τ ι κ η  

      ειναι ο κλαδος των μαθηματικων που συγκεντρωνει στοιχεια, τα ταξινομει και τα παρουσια- 

      ζει σε καταλληλη μορφη, ωστε να μπορουν να αναλυθουν και να ερμηνευτουν για την εξυ- 

      πηρετηση διαφορων σκοπων .   

 

 Π λ η θ υ σ μ ο ς  

      ειναι το συνολο των στοιχειων που εξεταζουμε ως προς ενα η περισσοτερα χαρακτηριστικα 

 Μ ε τ α β λ η τ η  

      ειναι το χαρακτηριστικο ως προς το οποιο εξεταζεται ενας πληθυσμος . 

 Τ ι μ ε ς   Μ ε τ α β λ η τ η ς  

      ειναι το οι διαφορες τιμες που μπορει να παρει η μεταβλητη . 

 Α τ ο μ α  

      ειναι τα στοιχεια του πληθυσμου . 

 Δ ε ι γ μ α  

      ειναι ενα υποσυνολο (μερος) του πληθυσμου . 

 Π λ η θ ο ς   η   Μ ε γ ε θ ο ς  

      ενος δειγματος ειναι ο αριθμος των ατομων του δειγματος . 

 Α ν τ ι π ρ ο σ ω π ε υ τ ι κ ο   δ ε ι γ μ α  

      ειναι αυτο που γινεται με τετοιο τροπο ωστε τα συμπερασματα να μπορουν να γενι- 

      κευτουν για το συνολο του πληθυσμου . 

 Δ ε ι γ μ α τ ο λ η ψ ι α   η   δ η μ ο σ κ ο π η σ η  

      ειναι η τεχνικη της επιλογης ενος δειγματος, ωστε το δειγμα να ειναι αντιπροσωπευτικο . 

 Τα συμπερασματα μιας δειγματοληψιας ισχυουν για ολο τον πληθυσμο μονο αν το 

δειγμα      

             ειναι  α ν τ ι π ρ ο σ ω π ε υ τ ι κ ο , αλλιως βγαινουν λανθασμενα συμπερασματα.  

  Η δειγματοληψια εχει μικροτερο κοστος και γινεται πολυ πιο γρηγορα απο την απογρα-  

  φη, αλλα χρειαζεται πολυ μεγαλη προσοχη οσον αφορα τον σχεδιασμο και την εκτελεση   

  της δειγματοληψιας, γιατι αλλιως βγαινουν λανθασμενα συμπερασματα  .  

 Α π ο γ ρ α φ η  

      ειναι η εξεταση ολου του πληθυσμου ως προς ενα η περισσοτερα χαρακτηριστικα  . 

 Σ υ ν ε χ η ς   ε γ γ ρ α φ η  

      ειναι η συλλογη στοιχειων για τα ατομα ενος πληθυσμου σε  κ α θ η μ ε ρ ι ν η   βαση .  
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● Το 70% του 320 ειναι ισο με :      

   
7 0

100
320  = 7 32 = 224  

 

● Ολα τα παιδια του αθλητικου σωματειου ειναι :  

   144 + 96 = 240 

   ● Παιζουν ποδοσφαιρο : 72 παιδια 

   ● Παιζουν μπασκετ : 240 -72 = 168 παιδια 

   ● Το ποσοστο των αγοριων στο αθλητικο  σωματειο ειναι :  

      
144 60

 = 0,6 = 
240 100

  δηλαδη το 60% . 

   ● Το ποσοστο των παιδιων που παιζουν μπασκετ ειναι :  

      
168 70

 = 0,7 = 
240 100

  δηλαδη το 70% . 

 

 

 
 

 

 

 

 

Προκειμενου να προσδιορισουμε ποσοστο επι τοις εκατο :  

 Το ποσοστο  α   τ ο ι ς   ε κ α τ ο  συμβολιζεται με α%  και ειναι ισο με : α% = 
α

100
. 

 Το ποσοστο  α %  ε ν ο ς   π ο σ ο υ    β   ειναι ισο με:   
α

100
 ∙ β 

 Το κλασμα 
α

β
 μετατρεπετε σε ποσοστο % : 

  ειτε βρισκοντας ενα ισοδυναμο κλασμα του με παρονομαστη το 100,  

  ειτε βρισκοντας το πηλικο της διαιρεσης  α : β   και γραφοντας αυτο σε μορφη κλασμα- 

       τος με παρονομαστη το 100 . 

 
     

Μεθοδος : Ευρεση ποσοστου επι τοις εκατο . 

● Να υπολογισετε: το 70% του 320 . 

● Ενα αθλητικο σωματειο εχει τμηματα ποδοσφαιρου και  καλαθοσφαιρισης . Ειναι εγγεγραμμενα   

   144 αγορια και 96 κοριτσια. Στο τμημα ποδοσφαιρου ειναι εγγεγραμμενα 72 παιδια. 

  ● Ποιο ειναι το ποσοστο των αγοριων σ’ αυτο το αθλητικο σωματειο; 

  ● Ποιο ειναι το ποσοστο των παιδιων που παιζουν μπασκετ; 

 

 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/


 
                                                                        

 

 
 

                                                                         
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

Β α  σ ι κ ε ς   Ε ν ν ο ι ε ς   τ  η ς   Σ τ  α  τ  ι σ τ  ι κ η ς 

 

    87 

Τ
 
α
 
κ
 
η
 
ς
 
 Τ

 
σ
 
α
 
κ
 α

 
λ
 
α
 
κ
 ο

 
ς
 
 
 h

 
t
 t

 
p
 
:/

/
 
m
 
a
 
t
 h

 
s
 
l 

i 
b
 
r
 
a
 r

 
y
 
4
 
 
.b

 
l 

o
 
g
 
s
 
p
 
o
 
t
 
. 

g
 
r
 

  

 
Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 1 

 

Σε μια δειγματοληπτικη ερευνα για την  τιμη των  τηλεορασεων 21"  σε συγκεκριμενο πολυκατα -

στημα ηλεκτρικων  ειδων, βρηκαμε οτι οι τιμες 7  μοντελων 21"  σε ευρω ειναι :

490    550    500   510    500   400   520

 Ποιος ειναι ο πληθυσμος ;       Ποιο ειναι το δειγμα ;       Ποιες ειναι οι μοναδες ;

 Ποια ειναι η μεταβλητη ;         Ποιες ειναι οι τιμες της μεταβλητης ;

 

Τηλεορασεις του συγκεκριμενου πολυκαταστηματος.

Οι 7 τηλεορασεις που ερευνουμε.

Τηλεορασεις.

Η τιμη των τηλεορασεων.

490

 Πληθυσμος :   

 Δειγμα :         

 Μοναδες :      

 Μεταβλητη :   

 Τιμες :            , 550, 500, 510, 500, 400, 520

  

 

 

 

Δεν ειναι σωστη η επιλογη .

Το δειγμα ειναι  και απο .μικρο συγκεκριμενο γεωγραφικο σημειο
 

 

 

 

 Π λ η θ υ σ μ ο ς   ειναι το συνολο των στοιχειων που εξεταζουμε ως προς ενα η περισσο-   

      τερα χαρακτηριστικα . 

 Μ ε τ α β λ η τ η   ειναι το χαρακτηριστικο ως προς το οποιο εξεταζεται ενας πληθυσμος . 

 Τ ι μ ε ς   Μ ε τ α β λ η τ η ς  ειναι το οι διαφορες τιμες που μπορει να παρει η μεταβλητη . 

 Α τ ο μ α   ειναι τα στοιχεια του πληθυσμου . 

 Δ ε ι γ μ α    ειναι ενα υποσυνολο (μερος) του πληθυσμου . 

 Π λ η θ ο ς   η   Μ ε γ ε θ ο ς   ενος δειγματος ειναι ο αριθμος των ατομων του δειγματος . 

 Α ν τ ι π ρ ο σ ω π ε υ τ ι κ ο   δ ε ι γ μ α  ειναι αυτο που γινεται με τετοιο τροπο ωστε τα   

      συμπερασματα να μπορουν να γενικευτουν για το συνολο του πληθυσμου . 

 

     

Μεθοδος : Πανω στις βασικες εννοιες της Στατιστικης . 

Προκειμενου να εξετασουμε την  προτιμηση τους στην  ποδοσφαιρικη ομαδα του Ολυμπιακου Πει -

ραιως, επιλεξαμε ενα δειγμα 100 ατομων απο τον  Πειραια. 

Η  επιλογη του δειγματος ειναι σωστη και γιατι;
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2. 
Στο συνολο των μαθητων της Γ' ταξης ενος Λυκειου θελουμε να εξετασουμε την επιδοση 10 μαθη -

των στη Στατιστικη στο τελος του α' τετραμηνου. Πηραμε τις επομενες βαθμολογιες :

15  11  10  10  14  16  19  18  13  17

Να βρειτε :

α. Ποιος ειναι ο πληθυσμος.

β. Ποιο ειναι το δειγμα.

γ. Ποιες ειναι οι μοναδες (ατομα).

δ. Ποια ειναι η μεταβλητη και το ειδος της.

ε. Ποιες ειναι οι τιμες της μεταβλητης.

 

1. 
Σε δειγματοληπτικη ερευνα για το βαρος των εμπορευματων μιας αποθηκης λαχανικων, βρηκαμε

οτι τα βαρη 10 κιβωτιων σε κιλα ειναι :  17    12    12   15    18   22   24   25   19   20

Να βρειτε :

α. Ποιος ειναι ο πληθυσμος.

β. Ποιο ειναι το δειγμα.

γ. Ποιες ειναι οι μοναδες (ατομα).

δ. Ποια ειναι η μεταβλητη.

ε. Ποιες ειναι οι τιμες της μεταβλητης.

          

 

3. 
Προκειμενου να εξετασουμε την προτιμηση των ψηφοφορων για τις επομενες εκλογες :

 επιλεξαμε ενα δειγμα 30 οικογενειων απο τον Πειραια. 

 επιλεξαμε ενα δειγμα 3000 ατομων, διαφορων κοινωνικων στρωματων και μορφωσης, απο ολο -

  κληρη την Ελλαδα .

Σε ποια περιπτωση επιλογη του δειγματος ειναι σωστη και σε ποια λαθος και γιατι;

 

4. 

Μια οικογενεια εχει μηνιαια εσοδα 2000 € που ξοδευονται ως εξης :    

25% για φορους, 28%  για νοικι,  24% για διατροφη,  10% για σπουδες,  8%  για διασκεδαση και 

5% για μικροεξοδα .  

Να υπολογισετε  

α. ποσα χρηματα ξοδευει η οικογενεια σε καθε κατηγορια δαπανων . 

β. τι ποσοστο των μηνιαιων εσοδων της αποτελει καθε κατηγορια δαπανων . 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   4 . 2  

  

 Γ ρ α φ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η  

      στατιστικων δεδομενων ειναι η παρουσιαση με την βοηθεια πινακων η αλλων διαγραμματων  

      των στοιχειων μιας ερευνας.  

 

 Ε ι κ ο ν ο γ ρ α μ μ α    

      ειναι το διαγραμμα εκεινο στο οποιο χρησιμοποιουμε εικονες για να δειξουμε ποσες φορες  

      ενα αντικειμενο παρουσιαζεται σε μια ερευνα.   

     Το παρακατω εικονογραμμα μας πληροφορει για τον αριθμο των βιβλιων που πουλησε ενας   

     εκδοτικος οικος τα ετη  2000,  2001,  2002  και  2003 .   (         = 20000 βιβλια )  

     Ετος  2000  

     Ετος  2001 

     Ετος  2002 

     Ετος  2003  

 

 Ρ α β δ ο γ ρ α μ μ α   

      Χρησιμοποιειται σε ποιοτικες μεταβλητες. 

      Κατασκευη: 

      Οριζοντιος αξονας: Οι τιμες xi  της μεταβλητης, σε ισομηκη διαστηματα. 

      Κατακορυφος αξονας: Αντιστοιχουμε την συχνοτητα . 

      Κατασκευαζουμε ορθογωνια  (ενα για καθε τιμη της μεταβλητης) ετσι ωστε το υψος του    

      καθε ορθογωνιου να ισουται με την αντιστοιχη συχνοτητα. Τα ορθογωνια πρεπει να εχουν   

      το  ι δ ι ο   π λ α τ ο ς  (αυθαιρετο) και να απεχουν εξισου μεταξυ τους. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Κ υ κ λ ι κ ο   δ ι α γ ρ α μ μ α  

      ειναι η γραφικη παρασταση στην οποια με τη βοηθεια ενος κυκλικου δισκου που ειναι χωρι-  

     σμενος σε κυκλικους τομεις παρουσιαζουμε στοιχεια μιας ερευνας. 

 

 

 

  vi  

         Ραβδογραμμα Συχνοτητων  
  v5  

  v4  

  v3  

  v2  

  v1  

       1η   2η  3η  4η   5η         x i  
            I   δ   ι   ο   τ   η   τ   α      
 

  x i  

           Ραβδογρα μμα Συχνοτητων  

 5η  

 4η  

 3η  

 2η  

 1η  

         v1   v2   v3   v4   v5             vi  
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Κατασκευη: 

Χωριζουμε τον κυκλο σε κυκλικους τομεις που αντιστοιχουν στις τιμες x i . 

 

Σε μια αποθηκη υπαρχουν τεσσερις τυποι κινητων τηλεφωνων Α, Β, Γ  και Δ  σε ποσοστα αντι-

στοιχα 10% , 30% ,  40%  και  20% . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Χ ρ ο ν ο γ ρ α μ μ α  

      Χρησιμοποιειται για την παρασταση της εξελιξης ενος μεγεθους σε σχεση με το χρονο. 

      Κατασκευη: 

      Οριζοντιος αξονας: Οι τιμες του χρονου σε ισομηκη διαστηματα, με πρωτη στην αρχη των   

                                     αξονων. 

      Κατακορυφος αξονας: Οι τιμες του μεγεθους που μελετουμε, ανεξαρτητα απ’την αρχη των  

                                        αξονων. 

      Σημειωνουμε τα σημεια (τιμη χρονου, αντιστοιχη τιμη μεγεθους) και στη συνεχεια τα ενω- 

      νουμε. Το πολυγωνο που σχηματιζεται ειναι το χρονογραμμα.  

      Συνηθως χαραζουμε στο ιδιο συστημα τα χρονογραμματα δυο η περισσοτερων μεγεθων για    

      να γινεται συγκριση. 

 

 

36

108

144

72
Τυπος Α

Τυπος Β

Τυπος Γ

Τυπος Δ

              

              

              

              

              

              

              

              

 

β)        Συχνοτητα  

 

          τιμη6 

          τιμη5 

          τιμη4                                                                    Mεγεθος 1 

          τιμη3                                                                    Μεγεθος 2  

          τιμη2              

          τιμη1                                  

                 t0      t1      t2      t3     t4      t5        t     
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 2  

 

Στην ηλεκτρονικη βιβλιοθηκη μου υπαρχουν 20 μεθοδολογιες, 15 σχολικα βιβλια,  15 λυσαρια 

και 30 παλια βιβλια .  Να παρουσιασετε τα δεδομενα αυτα με ενα εικονογραμμα . 

Δινεται :            = 5 βιβλια 

 

 

 

Προκειμενου να παρουσιασουμε δεδομενα με εικονογραμμα :  

  σε οριζοντιο (κατακορυφο) αξονα βαζουμε τις τιμες της μεταβλητης . 

       Σε καθε τιμη της μεταβλητης βαζουμε ιδια εικονιδια, που καθενα απ’αυτα αντιστοιχει σε  

       ορισμενο πληθος της μεταβλητης, ωστε να παρουμε το πληθος καθε τιμης της μεταβλη- 

      της .  

  στον αλλο αξονα τις τιμες του πληθους της μεταβλητης (συχνοτητα) . 

Π α ρ α τ η ρ η σ η 

Καθε εικονιδιο αντιστοιχει σε ορισμενο πληθος μοναδων της μεταβλητης (συνηθως 10αδες,  

100αδες η 1000αδες), το οποιο και δινεται . 

     

     

Μεθοδος : Παρουσιαση δεδομενων με εικονογραμμα . 

 

 
               

              

              

              

              

              

 

β)                  

     παλια βιβλια                                                                     

     λυσαρια                                                                      

     σχολικα βιβλια              

     μεθοδολογιες                                  

                                 5  10 15 20 25 30      

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να παρουσιασουμε δεδομενα με ραβδογραμμα :  

 Οριζοντιος αξονας: Οι τιμες xi  της μεταβλητης, σε ισομηκη διαστηματα. 

 Κατακορυφος αξονας: Αντιστοιχουμε την συχνοτητα (το πληθος της τιμης της μεταβλητης)  

 Κατασκευαζουμε ορθογωνια  (ενα για καθε τιμη της μεταβλητης) ετσι ωστε το υψος του 

      καθε ορθογωνιου να ισουται με την αντιστοιχη συχνοτητα. Τα ορθογωνια πρεπει να εχουν 

      το  ι δ ι ο   π λ α τ ο ς  (αυθαιρετο) και να απεχουν εξισου μεταξυ τους. 

Π α ρ α τ η ρ η σ η 

Μπορουμε να κανουμε εναλλαγη στους δυο αξονες . 
     

Μεθοδος : Παρουσιαση δεδομενων με ραβδογραμμα . 

http://drmaths58demo.blogspot.gr/
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Πενηντα νεοι ρωτηθηκαν σχετικα με το αθλημα που ασχο-

λουνται και απαντησαν οπως φαινεται στο διπλανο πινακα. 

Να κατασκευασετε  ραβδογραμμα συχνοτητων . 

 

Αθλημα  Συχνοτητα  

Βολλευ 5 

Μπασκετ  15 

Ποδοσφαιρο 20 

Κολυμβηση 5 

Τιποτα  5 

Συνολο ν = 50 

 

             

             

             

             

             

 

Β
ο
λ
λ
ε
υ
 

  
 

  
 Μ

π
α

σ
κ

ε
τ
    

Π
ο
δ
ο
σ
φ

α
ιρ

ο
  

Κ
ο
λ
υ
μ
β

η
σ
η
  

Τ
ιπ

ο
τ
α

   

 

 Σσυχνοτητα  

 

 20 

 15 

 10  

  5 

                                                 αθλημα     

     

 

 

 

Προκειμενου να παρουσιασουμε δεδομενα με κυκλικο διαγραμμα :  

 Κατασκευαζουμε εναν κυκλικο δισκο και τον χωριζουμε σε κυκλικους τομεις, των οποιων  

      τα τοξα η οι γωνιες ειναι αναλογες των ποσοστων των τιμων της μεταβλητης . 

 αν η τιμη της μεταβλητης ειναι φυσικος αριθμος, εστω κ, τοτε το αντιστοιχο τοξο η γω- 

      νια, εστω ω, βρισκεται απ’τον τυπο :  

      ω =  0κ
360

συνολο παρατηρησεων
   

 αν η τιμη της μεταβλητης ειναι ποσοστο, εστω α%, καθε 1% της τιμης της μεταβλητης  

      αντιστοιχει σε 3,6 0 (360:100), οποτε το αντιστοιχο τοξο η γωνια, εστω ω, βρισκεται   

      απ’τον τυπο :  

      ω = 3,6 0 ∙ α 

 Χρωματιζουμε καθενα απ’τους κυκλικους τομεις που προκυπτουν με διαφορετικα χρωματα  

      και βαζουμε ετικετα για το καθε χρωμα . 

Μεθοδος : Παρουσιαση δεδομενων με κυκλικο διαγραμμα . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 2  

 

Ο πυρετος δυο ασθενων ενoς νοσοκομειου απο τις 12:00 εως τις 24:00 της 17/06/2006 ανα 

διωρο, φαινεται στον πιο κατω πινακα: 

Ωρα 12:00 14:00 16:00 18:00 20:00 22:00 24:00 

Ασθενης Α 38 39 37 36 38 40 38 

Ασθενης Β 40 38 36 37 37 38 39 

Να κατασκευαστει το αντιστοιχο χρονογραμμα. 

 

 

 0  0

 0  0

 0  0

Ειναι

5
  Συχνοτητα 5  :  360  = 36

50
15

  Συχνοτητα 15 :  360  = 108
50
20

  Συχνοτητα 20 :  360  = 144
50







 

Πενηντα νεοι ρωτηθηκαν σχετικα με το αθλημα που ασχο-

λουνται και απαντησαν οπως φαινεται στο διπλανο πινακα. 

Να κατασκευασετε  κυκλικο διαγραμμα συχνοτητων . 

 

Αθλημα  Συχνοτητα  

Βολλευ 5 

Μπασκετ  15 

Ποδοσφαιρο 20 

Κολυμβηση 5 

Τιποτα  5 

Συνολο ν = 50 

 

 

 

Προκειμενου να παρουσιασουμε δεδομενα με χρονογραμμα :  

 Σχεδιαζουμε δυο καθετους αξονες :  

 Οριζοντιος αξονας: Οι τιμες του χρονου σε ισομηκη διαστηματα, με πρωτη στην αρχη   

      των αξονων. 

 Κατακορυφος αξονας: Οι τιμες του μεγεθους που μελετουμε, ανεξαρτητα απ’την αρχη  

      των αξονων. 

 Σημειωνουμε τα σημεια (τιμη χρονου, αντιστοιχη τιμη μεγεθους) και στη συνεχεια τα ενω- 

      νουμε. Το πολυγωνο που σχηματιζεται ειναι το χρονογραμμα.  

      Συνηθως χαραζουμε στο ιδιο συστημα τα χρονογραμματα δυο η περισσοτερων μεγεθων για  

      να γινεται συγκριση. 
     

Μεθοδος : Παρουσιαση δεδομενων με χρονοδιαγραμμα . 

 

 

36

108

144

36

36 Βολλευ

Μπασκετ

Ποδοσφαιρο

Κολυμβηση

Τιποτα
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      C0 

 

 

    40                                                                                Ασθενης Α  

    39                                                                                Ασθενης Β 

    38 

    37 

    36 

   

     12:00 14:00 16:00  18:00  20:00  22:00   24:00            ωρες 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   4 . 2  

 

1.  

Σ’ ενα δειγμα 100 μαθητων διαπιστωθηκε οτι 10 μιλουν τρεις ξενες γλωσσες,  30 μιλουν  δυο ,  

50 μια  και  10 καμια. Να κατασκευασετε το αντιστοιχο εικονογραμμα  . 

Δινεται :          = 10 μαθητες .   

2.  

Σε δειγμα 20 νοικοκοιριων απ’ολη την Ελλαδα ο αριθμος τηλεορασεων που εχουν στο σπιτι 

τους φαινεται στον πινακα: 

0  2  1  2  1  0  2  0  2  3  1  2  1  2  4  1  2  4  2  3 

Να κατασκευαστει το ραβδογραμμα και το κυκλικο διαγραμμα συχνοτητων. 

 

3.  

Ενας Δημος της Αττικης δαπανησε για εργα τα παρακατω ποσα (σε χιλιαδες ευρω) 

Ετη 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 

Ποσα 120 100 90 110 110 130 100 

Να κατασκευαστει το χρονογραμμα δαπανων του Δημου. 

 

4.  

 Πεντε καθηγητες ενος Λυκειου απαντησαν σχετικα με το μα-

θημα τους, οπως φαινεται στο διπλανο πινακα. 

Να κατασκευασετε το ραβδογραμμα συχνοτητων και το κυκλι-

κο διαγραμμα συχνοτητων. 

 

Μαθημα  Απαντησεις 

Χημεια  2 

Φυσικη 4 

Μαθηματικα  10 

Ιστορια  2 

Εκθεση 2 

Συνολο ν=20 

 

5 

Στον διπλανο πινακα φαινεται η συλλογη σε κυπελα  

που εχουν κατακτησει τεσσερεις δημοφιλεις ομαδες  

στην Ελλαδα. 

Να κατασκευασετε το ραβδογραμμα συχνοτητων και  

το κυκλικο διαγραμμα συχνοτητων. 

 

 

ομαδα  κυπελα  

ΑΡΗΣ 4 

ΠΑΟ 10 

ΠΑΟΚ 4 

ΑΕΚ 2 
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 Π ι ν α κ α ς   Κ α τ α ν ο μ η ς  Σ υ χ ν ο τ η τ ω ν 

      Ο πινακας κατανομης συχνοτητων εχει τεσσερις στηλες και χρησιμοποιειται σε καθε περι- 

      πτωση . 

 1η στηλη :  Ειναι η στηλη των τιμων  x i της μεταβλητης που εμφανιζονται στο συνολο   

                       των παρατηρησεων . 

                             Αν οι τιμες της μεταβλητης ειναι αριθμοι, στον πινακα κατανομης συχνοτη- 

                             των τις γραφουμε με αυξουσα σειρα .   

 2η στηλη: Ειναι η στηλη των συχνοτητων v i .  

                           Η σ υ χ ν ο τ η τ α  v i  ειναι ο φυσικος αριθμος που δειχνει ποσες φορες η   

                           αντιστοιχη τιμη x i εμφανιζεται στο συνολο των παρατηρησεων.  

                           Το αθροισμα ολων των συχνοτητων ισουται με το μεγεθος του δειγματος ν. 

 3η στηλη: Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων f i .  

                           Η σ χ ε τ ι κ η    σ υ χ ν ο τ η τ α   f i  ειναι η πιθανοτητα να “συμβαινει” η   

                           αντιστοιχη τιμη x i  . Η σχετικη συχνοτητα δινεται απο τον τυπο: i
i

v
f =

v
. 

                           Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων ειναι ισο με 1.  

 4η στηλη: Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο f i %.  

                           Συμπληρωνεται με πολλαπλασιασμο καθε σχετικης συχνοτητας f i  επι 100  

                           (μεταφεροντας την υποδιαστολη δυο θεσεις δεξια). 

                           Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο ειναι ισο με 100. 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 3  

 

Σε δειγμα 20 νοικοκοιριων απ’ολη την Ελλαδα ο αριθμος τηλεορασεων που εχουν στο σπιτι 

τους φαινεται στον πινακα: 

0  2  1  2  1  0  2  2  2  3  1  2  2  2  4  1  2  4  2  3   

Να κατασκευαστει ο πινακας κατανομης συχνοτητων . 

 

 

 

 

 

 

Ο πινακας κατανομης συχνοτητων εχει 4 στηλες και χρησιμοποιειται σε καθε περιπτωση . 

  1 η   σ τ η λ η :   

       Ειναι η στηλη των τιμων της μεταβλητης που εμφανιζονται στο συνολο των παρατηρησεων. 

       Αν οι τιμες της μεταβλητης ειναι αριθμοι, τις γραφουμε με αυξουσα σειρα .   

 2 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των συχνοτητων . Οι φυσικοι αριθμοι που δειχνουν ποσες φορες η αντιστοιχη   

      τιμη εμφανιζεται στο συνολο των παρατηρησεων .  

      Το αθροισμα ολων των συχνοτητων ισουται με το μεγεθος του δειγματος ν. 

 3 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων . Η σχετικη συχνοτητα προκυπτει αν διαιρεσουμε 

      την αντιστοιχη συχνοτητα με το μεγεθος του δειγματος ν . 

      Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων ειναι ισο με 1.  

 4 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο . Συμπληρωνεται με πολλαπλασια- 

      σμο καθε σχετικης συχνοτητας επι 100 (μεταφεροντας την υποδιαστολη δυο θεσεις δεξια). 

      Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο ειναι ισο με 100. 

Μεθοδος : Kατασκευη πινακα κατανομης συχνοτητων . 

1
 1  1  1

2
 2  2  2

3
 3  3  3

4
 4  4  4

ν 2
•  f = = =          f % = 100.f =      

ν 20
ν 4

•  f = = =          f % = 100.f =   
ν 20
ν 10

•  f = = =           f % = 100.f =    
ν 20
ν 2

•  f = = =       f % = 100.f =
ν 20

 

    

 

 

  

0,50 5

0,10  10  

0,1

0,20 20

 0 10  

0

5
 5  5  5

 

ν 2
•  f = = =          f % = 100.f =   

ν
 

20
0,10 10   

 

 

 

 

 

Αριθμος 

ΤV 

Συχνο 

τητα  

Σχετικη 

Συχνοτητα  

Σχετικη 

Συχνοτητα  

% 

0 2 0,10 

 

10 

1 4 0,20 20 

2 10 0,50 50 

3 2 0,10 10 

4 2 0,10 10 

Συνολο ν = 20 1 100 
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1.  Ειναι ν3 = 10 οικογενειες. 

2. Ειναι ν1 + ν2 + ν3 = 2 + 4 + 10 = 16 οικογενειες. 

3. Ειναι ν4 + ν5  = 2 + 2 = 4 οικογενειες. 

4. Ειναι ν4 + ν5 = 2 + 2 = 4 οικογενειες. 

5. Ειναι ν1 + ν2 + ν3 + ν4 = 2 + 4 + 10 + 2 = 18 οικογενειες. 

6. Ειναι ν2 + ν3 + ν4 = 4 + 10 + 2 = 16 οικογενειες. 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 3  

 

 

 

 

 

 

 

Aφου κατασκευασουμε πινακα συχνοτητων ερμηνευουμε τις εκφρασεις: 

 ‘’ α κ ρ ι β ω ς  α  . . . ‘’ 

      Ειναι η τιμη της συχνοτητας vi που αντιστοιχει στην τιμη της μεταβλητης xi = a . 

 ‘’ λ ι γ ο τ ε ρ α  α π ο  β  . . . ‘’ 

       Ειναι το αθροισμα των τιμων των συχνοτητων ν1 ως vi-1,  οπου vi η τιμη της συχνοτητας    

      που αντιστοιχει στην τιμη της μεταβλητης xi = β (στη περιπτωση ‘’λιγοτερα η ισα του β ...’’,    

      στο αθροισμα περιλαμβανουμε και τη συχνοτητα vi). 

 ‘’ π ε ρ ι σ σ ο τ ε ρ α  α π ο  γ  . . . ‘’ 

       Ειναι το αθροισμα των τιμων των συχνοτητων ν i+1 ως vτελευταια,  οπου vi η τιμη της συχνοτη- 

       τας που αντιστοιχει στην τιμη της μεταβλητης xi = γ (στη περιπτωση ‘’περισσοτερα η ισα    

       του γ ...’’, στο αθροισμα περιλαμβανουμε και τη συχνοτητα vi). 

 ‘’ τ ο υ λ α χ ι σ τ ο ν   γ  . . . ‘’ 

       Ειναι η περιπτωση ‘’ π ε ρ ι σ σ ο τ ε ρ α  η  ι σ α  τ ο υ   γ ‘’. 

 ‘’ τ ο   π ο λ υ   β  . . . ‘’ 

       Ειναι η περιπτωση ‘’ λ ι γ ο τ ε ρ α  η  ι σ α  τ ο υ   β ‘’. 

 ‘’ α π ο   β  ε ω ς  κ α ι  γ  . . . ‘’ 

       Ειναι το αθροισμα των τιμων των συχνοτητων νκ ως vλ (κ < λ < i),  οπου vκ η τιμη της συ- 

       χνοτητας που αντιστοιχει στην τιμη της μεταβλητης xi = β και vλ η τιμη της συχνοτητας    

      που αντιστοιχει στην τιμη της μεταβλητης xi = γ. 

 

Μεθοδος : Kατασκευη πινακα κατανομης συχνοτητων . 

xi v i 

0 2 

1 4 

2 10 

3 2 

4 2 

Συν ν=20 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται η κατανομη συχνοτητων 20 οικογενειων (ν i) ως 

προς των αριθμο των παιδιων (xi). 

1. Ποσες οικογενειες εχουν 2 παιδια; 

2. Ποσες οικογενειες εχουν λιγοτερα απo 3 παιδια; 

3. Ποσες οικογενειες εχουν περισσοτερα απo 2 παιδια; 

4. Ποσες οικογενειες εχουν τουλαχιστον 3 παιδια; 

5. Ποσες οικογενειες εχουν το πολυ 3 παιδια; 

6. Ποσες οικογενειες εχουν απo 1 εως και  3 παιδια; 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 3  

 

● Ειναι 

   10 – α + 15 + 15 + α + 5 + α = 50 

   α = 50 – 10 – 15 – 15 – 5     

   α = 5 

● Ειναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε παραμετρο που βρισκεται στη στηλη των συχνοτητων : 

 γνωστου του πληθους των παρατηρησεων ν, λυνουμε ως προς την παραμετρο την εξισωση 

      ‘’ αθροισμα ολων των συχνοτητων = ν ‘’ 

      Αθροιζουμε, δηλαδη, την στηλη των συχνοτητων στον πινακα συχνοτητων και το αθροισμα  

      το εξισωνουμε με το πληθος των παρατηρησεων ν . 

 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου που βρισκεται στη στηλη των συχνοτητων . 

Πενηντα νεοι ρωτηθηκαν σχετικα με το αθλημα που ασχολουν-

ται και απαντησαν οπως φαινεται στο διπλανο πινακα. 

● να βρεθει ο πραγματικος αριθμος α . 

● Να κατασκευασετε  πινακα κατανομης  συχνοτητων . 
 

Αθλημα  Συχνοτητα  

Βολλευ 10 - α  

Μπασκετ  15 

Ποδοσφαιρο 15 + α  

Κολυμβηση 5 

Τιποτα  α  

Συνολο ν = 50 

 

Αθλημα  Συχνοτητα  
Σχετικη 

Συχνοτητα  

Σχετικη 

Συχνοτητα  

% 

Βολλευ 5 0,10 

 

10 

Μπασκετ  15 0,30 30 

Ποδοσφα

ιρο 

20 0,40 40 

Κολυμβησ

η 

5 0,10 10 

Τιποτα  5 0,10 10 

Συνολο ν = 50 1 100 
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Κ α τ α ν ο μ η   Σ υ χ ν ο τ η τ ω ν  -  Σ χ ε τ .   Σ υ χ ν ο τ η τ ω ν  

 

 
Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   4 . 3  

 

   100 

 

1. 

Σε δειγμα 80 ατομων απ’ολη την Ελλαδα οι μουσικες προτιμησεις τους φαινονται στον πινακα: 

 

 

 

Να κατασκευαστει ο πινακας κατανομης συχνοτητων. 

 

 

 

 

2. 

Σε δειγμα 50 παικτων του μπασκετ ο αριθμος των ποντων, που πετυχαν την τελευταια αγωνι-

στικη, φαινεται στον παρακατω πινακα: 

 

 

 

Να κατασκευαστει ο πινακας κατανομης συχνοτητων. 

 

 

 

 

HipHop Rock Heavy Μetal Pop Dance Κλασικη 

8 12 20 16 14 10 

 

5  2  1  2  1  5  2  2  2  3  1  2  2  2  4  1  2  4  2  3  5  5  2  2  3 

3  6  6  1  2  1  2  7  6  7  5  6  2  3  3  8  8  8  8  7  7  2  1  1  2 

 

3.  

 

 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται το ετησιο εισοδημα σε χιλιαδες € (xi) των υπαλ-

ληλων (vi) μιας επιχειρησης. 

1. Ποσοι εχουν εισοδημα μικροτερο των 200 χιλιαδων €; 

2. Ποσοι εχουν εισοδημα το πολυ 200 χιλιαδες €; 

3. Ποσοι εχουν εισοδημα μεγαλυτερο των 210 χιλιαδων €; 

4. Ποσοι εχουν εισοδημα τουλαχιστον  180 χιλιαδες €; 

 

xi  v i  

150 14 

160 10 

180 6 

200 8 

210 10 

220 10 

250 2 

 

4.  

 

 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται η κατανομη συχνοτητων 40 εργατοτεχνιτων (ν i) 

ως προς τα χρονια προυπηρεσιας τους (xi). 

1. Ποια ειναι η πιθανοτητα ενας εργατοτεχνιτης να εχει 10 χρονια προυπη- 

    ρεσια; 

2. Ποια ειναι η πιθανοτητα ενας εργατοτεχνιτης να εχει προυπηρεσια λιγο-  

    τερο απο 15 χρονια; 

3. Ποιο ειναι το ποσοστο των εργατοτεχνιτων που εχουν προυπηρεσια του- 

    λαχιστον 20 χρονια; 

 

xi  v i  

5 20 

10 8 

15 6 

20 4 

25 2 

Συν ν=40 

 

4. Ποιο ποσοστο εργατοτεχνιτων εχει προυπηρεσια το πολυ 10 χρονια; 
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Β α σ ι κ ε ς   Γ ν ω σ ε ι ς   4 . 4  

  

 O μ α δ ο π ο ι η σ η    Π α ρ α τ η ρ η σ ε ω ν  

       Γινεται, οταν το πληθος των τιμων x i ειναι μεγαλο ενω οι αντιστοιχες συχνοτητες πολυ 

       μικρες . 

       Στην ομαδοποιηση χωριζουμε τις τιμες των παρατηρησεων σε ομαδες, που ονομαζονται  

       κ λ α σ ε ι ς   και ταξινομουμε σ’αυτες ολες τις τιμες .   

 Χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ α 

 Βρισκουμε την ελαχιστη και τη μεγιστη τιμη των παρατηρησεων και στη συνεχεια υπο- 

      λογιζουμε το  ε υ ρ ο ς  του δειγματος απ’τη σχεση : max minR = x - x  

 Υπολογιζουμε το πληθος των κλασεων που θα σχηματιστουν, οπως προκυπτει απ’τον  

      παρακατω πινακα . 

 Υπολογιζουμε το πλατος των κλασεων : 
ευρος δειγματος

πλατος κλασης =
πληθος κλασεων

 

 Κατασκευαζουμε τις κλασεις, ξεκινωντας απο την 

      minx , προσθετοντας καθε φορα το πλατος και κα- 

       ταληγοντας στην maxx  . 

 Π α ρ α τ η ρ η σ ε ι ς : 

 Καθε κλαση ειναι ενα διαστημα με κλειστο το αριστερο  

            ακρο και ανοικτο το δεξιο. 

 Οπως τελειωνει μια κλαση, ετσι αρχιζει η επομενη της. 

 Οι αριθμοι α, β της κλασης [α, β) λεγονται  α κ ρ α   

      της κλασης, ενω ο αριθμος 
α + β

2
 λεγεται   κ ε ν τ ρ ο   της κλασης. 

 Γ ρ α φ ι κ η   π α ρ α σ τ α σ η   ο μ α δ ο π ο ι η μ ε ν ω ν   δ ε δ ο μ ε ν ω ν   

      Η γραφικη παρασταση ομαδοποιημενων δεδομενων γινεται με το ιστογραμμα .    

 Ι σ τ ο γ ρ α μ μ α  ειναι μια διαδοχη συνεχομενων ορθογωνιων που το υψος καθενος    

 ειναι ισο με την συχνοτητα η την σχετικη συχνοτητα της αντιστοιχης κλασης.  

       Κ α τ α σ κ ε υ η : 

 Σχεδιαζουμε δυο καθετους αξονες.  

 Στον οριζοντιο τοποθετουμε τα ακρα των κλασεων . 

 Στον κατακορυφο τις συχνοτητες η τις σχετικες συχνοτητες των κλασεων.  

 Πανω απο καθε κλαση σχεδιαζουμε ορθογωνιο του οποιου το υψος ειναι ισο με την    

      συχνοτητα η την σχετικη συχνοτητα της αντιστοιχης κλασης.  

 Η εικονα που προκυπτει ειναι το ιστογραμμα συχνοτητων η σχετικων συχνοτητων.  

 

 

 

Μεγεθος 

Δειγματος 

Αριθμος 

κλασεων 

<20 

20-50 

50-100 

100-200 

200-400 

400-700 

700-1000 

≥ 1000 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 
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Ο πινακας κατανομης συχνοτητων εχει 5 στηλες και χρησιμοποιειται σε καθε περιπτωση . 

  1 η   σ τ η λ η :   

       Ειναι η στηλη των κλασεων της μεταβλητης που εμφανιζονται στο συνολο των παρατηρη- 

       σεων . 

 2 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των κεντρικων τιμων xi  που δινονται απ’τον τυπο: 

      xi  =  
ανω οριο κλασης + κατω οριο κλασης

2
 

 3 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των συχνοτητων . Οι φυσικοι αριθμοι που δειχνουν ποσες φορες η αντιστοιχη   

     τιμη εμφανιζεται στο συνολο των παρατηρησεων .  

     Το αθροισμα ολων των συχνοτητων ισουται με το μεγεθος του δειγματος ν. 

 4 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων . Η σχετικη συχνοτητα προκυπτει αν διαιρεσουμε 

     την αντιστοιχη συχνοτητα με το μεγεθος του δειγματος ν . 

     Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων ειναι ισο με 1.  

 5 η   σ τ η λ η :  

    Ειναι η στηλη των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο . Συμπληρωνεται με πολλαπλασια- 

     σμο καθε σχετικης συχνοτητας επι 100 (μεταφεροντας την υποδιαστολη δυο θεσεις δεξια). 

     Το αθροισμα των σχετικων συχνοτητων επι τοις εκατο ειναι ισο με 100. 

Μεθοδος : Kατασκευη πινακα κατανομης συχνοτητων (ομαδοποιημενες παρατηρησεις) . 

Οι κεντρικες τιμες των κλασεων ειναι :

0 + 4 4 4 + 8 12 8 +12 20
 =  =  =

2 2 2 2 2 2

12 +16 28 16 + 20 36
 =  =

2 2 2 2

Οι σχετικες συχνοτητες ειναι :

1 2 3

4 5

x = = 2                    x = = 6                  x = = 10

x = = 14              x = = 18

 

 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται η κατανομη συχνοτητων 20 μαθητων (ν i)  ως 

προς των αριθμο των απουσιων τους στο Α’ τριμηνο (κλασεις). 

Να κατασκευαστει ο πινακας κατανομης συχνοτητων. 

 

κλασεις ν i 

[0,4) 2 

[4,8) 4 

[8,12) 10 

[12,16) 2 

[16,20) 2 

Συνολο ν=20 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 4  

 

απουσιες  
Κεντρικη 

τιμη 

Συχνο 

τητα  

Σχετικη 

Συχνοτητα  

Σχετικη 

Συχνο- 

τητα % 

[0,4) 2 2 0,10 

 

10 

[4,8) 6 4 0,20 20 

[8,12) 10 10 0,50 50 

[12,16) 14 2 0,10 10 

[16,20) 18 2 0,10 10 

Συνολο  ν = 20 1 100 

 

1
 1  1

2
 2  2

3
 3  3

4
 4  4

5
 5  5

ν 2
•  f = = =  f % =      

ν 20
ν 4

•  f = = =   f % =   
ν 20
ν 10

•  f = = =    f % =     
ν 20
ν 2

•  f = = =  f % =  
ν 20
ν 2

•  f = = =   f

  

% =   
ν 0

 

 

 

2

 

0,

0

0

0,10 1

,10

,20 20

 

0,10    10

0

50 5

 

1

 

0

0  

 











 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κατασκευη ιστογραμματος συχνοτητων : 

  Οριζοντιος αξονας: Τα ορια των κλασεων, σε ισομηκη διαστηματα. 

  Κατακορυφος αξονας: Αντιστοιχουμε την (απολυτη) συχνοτητα για ιστογραμμα (απολυτων)  

       συχνοτητων. 

  Για καθε κλαση κατασκευαζουμε ενα ορθογωνιο, που το υψος του ειναι ισο με τη συχνοτη- 

       τα της κλασης. 

       Δεν υπαρχει κενο μεταξυ των ορθογωνιων. 

 

Μεθοδος : Kατασκευη ιστογραμματος συχνοτητων . 

Στο διπλανο πινακα δινεται η κατανομη συχνοτητων 16 μαθητων (νi)  ως 

προς των αριθμο των απουσιων τους στο Α’ τριμηνο (κλασεις). 

Να κατασκευαστει το ιστογραμμα συχνοτητων. 

 

κλασεις ν i 

[0,4) 2 

[4,8) 4 

[8,12) 6 

[12,16) 2 

[16,20) 2 

Συνολο ν=16 

 

  συχνοτητα  

              Ιστογραμμα Συχνοτητων  

 

      6 

      4 

      2 

          0   4     8   12   16  20   απουσιες 
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● το 10% των μαθητων με βαθμολογια πανω απο 16 ειναι : 
10

50 = 5
100

  μαθητες . Δηλαδη α = 5 

● Ειναι  

   ν1 + ν2 + ν3 + ν4 + ν5  = 50  η  (10 – 5) + 15 + (10 + 5) + β + 5 = 50  η  β + 40 = 50   η    β = 10 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 4  

 

 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε παραμετρο που βρισκεται στη στηλη των συχνοτητων : 

 γνωστου του πληθους των παρατηρησεων ν, λυνουμε ως προς την παραμετρο την εξισωση 

      ‘’ αθροισμα ολων των συχνοτητων = ν ‘’ 

      Αθροιζουμε, δηλαδη, την στηλη των συχνοτητων στον πινακα συχνοτητων και το αθροισμα  

      το εξισωνουμε με το πληθος των παρατηρησεων ν . 

 

Μεθοδος : Ευρεση παραμετρου που βρισκεται στη στηλη των συχνοτητων . 

 

Η βαθμολογια 50 μαθητων της Β Γυμνασιου σε ενα δυσκολο 

διαγωνισμα Μαθηματικων  φαινεται στο διπλανο πινακα. 

Αν το 10% των μαθητων ειχε βαθμολογια πανω απο 16, να βρε-

θουν οι πραγματικοι αριθμοι α και β . 
 

κλασεις Συχνοτητα  

[0,4) 10 - α  

[4,8) 15 

[8,12) 10 + α  

[12,16) β 

[16,20) α  

Συνολο ν = 50 
 

 

 

 

  Το δεξι ακρο καθε κλασης ειναι ιδιο με το αριστερο της επομενης της. 

Προκειμενου να βρουμε το πλατος των κλασεων: 

  Αν τα δοσμενα ειναι ακρα κλασεων:  

 καθιστουμε τα δοσμενα να ειναι ειτε αριστερα ειτε δεξια ακρα (και τα δυο).     

 το πλατος της κλασης ειναι ισο με το πηλικο της διαφορας των δυο ακρων προς τον 

αριθμο θεσεων που απεχουν τα δυο συγκεκριμενα ακρα. 

  Αν τα δοσμενα ειναι κεντρικες τιμες:  

 το πλατος της κλασης ειναι ισο με το πηλικο της διαφορας των δυο κεντρικων  τιμων  

προς τον αριθμο θεσεων που απεχουν οι δυο συγκεκριμενες κεντρικες τιμες. 

 Αν το ενα δοσμενο ειναι κεντρικη τιμη και το αλλο ακρο κλασης (με κεντρικη τιμη πιο  

     ‘’πανω’’ απ’το ακρο της κλασης(αναλογα το αναποδο)):  

  καθιστουμε το δοσμενο να ειναι δεξι ακρο.     

 το πλατος της κλασης ειναι ισο με το πηλικο της διαφορας των δυο δοσμενων προς    

      τον αριθμο θεσεων συν μισο, που απεχουν τα δυο συγκεκριμενα δοσμενα. 

Μεθοδος : Συμπληρωση κλασεων (που λειπουν) . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 4  

 

● To 4 (αριστερο ακρο της 2ης κλασης) βρισκεται και  

   στη 1η κλαση (δεξιο ακρο).   

   Οποτε το πλατος της καθε κλασης ειναι:   

   (16 - 4)/3 = 12/3 = 4 

 

 

 

 

● Το πλατος της καθε κλασης ειναι:   

   (x4 - x2)/2 = (24 - 12)/2 = 12/2 = 6 

 

 

 

 

 

● To 20 ειναι και το δεξι ακρο της 3ης κλασης.  

  Η κεντρικη τιμη x1 = 10 απεχει απο το δεξι ακρο της  

   3ης κλασης (20) 2,5 πλατη (το μισο πλατος της πρω- 

   της και τα πλατη της δευτερης και τριτης κλασης).  

   Αρα το πλατος της καθε κλασης ειναι:   

   (20 - 10)/2,5 = 10/2,5 = 4 

 

 

 

 

 

 

Nα συμπληρωσετε τους πιο κατω πινακες, εχοντας υποψιν  σας οτι οι κλασεις ειναι ισου πλατους.

 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

... , ... ... 

4 , ... ... 

... , ... ... 

... , 16 ... 

 

 

 καθιστουμε το δοσμενο να ειναι αριστερο ακρο.     

 το πλατος της κλασης ειναι ισο με το πηλικο της διαφορας των δυο δοσμενων προς   

      τον αριθμο θεσεων μειον μισο, που απεχουν τα δυο συγκεκριμενα δοσμενα. 

 

 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

... , ... ... 

... , ... 12 

... , ... ... 

... , ... 24 
 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

... , ... 10 

... , ... ... 

... , ... ... 

20 , ... ... 
 

κλασεις 

[...,...)  

[...΄...) 

xi  

[0,4) 2 

[4,8) 6 

[8,12) 10 

[12,16) 14 

 

κλασεις 

[...,...)  

[...΄...) 

xi  

[3,9) 6 

[9,15) 12 

[15,21) 48 

[21,27) 24 

 

κλασεις 

[...,...)  

[...΄...) 

xi  

[8,12) 10 

[12,16) 14 

[16,20) 18 

[20,24) 22 
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1.  

 

 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται η μεση διαρκεια τηλεφωνικων συνδια-

λεξεων (σε min) 100 συνδρομητων. 

● Να κατασκευαστει ο πινακας κατανομης συχνοτητων. 

● Να κατασκευαστει το ιστογραμμα συχνοτητων. 
 

κλασεις v i  

[1,6) 8 

[6,11) 12 

[11,16) 20 

[16,21) 26 

[21,26) 18 

[26,31) 16 

Συνολο ν=100 

 

2.  

 

 

 

Στο διπλανο πινακα δινεται η διαρκεια ζωης (σε ωρες) 200 ιδι-

ων λαμπτηρων (vi). 

Να κατασκευαστει: 

● ο πινακας συχνοτητων. 

● το ιστογραμμα συχνοτητων  

Να βρεθει: 

● ποσοι λαμπτηρες εχουν διαρκεια ζωης τουλαχιστον 700 ωρες; 

● ποσοι λαμπτηρες εχουν διαρκεια ζωης το πολυ 600 ωρες; 

 

Διαρκεια 

ζωης 
ν i  

[300,400) 15 

[400,500) 25 

[500,600) 50 

[600,700) 35 

[700,800) 10 

[800,900) 40 

[900,1000) 25 

Συνολο ν=200 

 

3.  
Nα συμπληρωσετε τους πιο κατω πινακες, εχοντας υποψιν  σας οτι οι κλασεις ειναι ισου πλατους.

 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

6 , ... ... 

... , ... ... 

... , 21 ... 

... , ... ... 

 

 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

... , ... 10 

... , ... ... 

... , ... ... 

... , ... 34 

 

κλασεις [...,...)  

[...΄...) 

xi 

10, ... ... 

... , ... ... 

... , ... ... 

... , ... 31 
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Γ ι α   Π ρ ο π ο ν η σ η   4 . 4  

4. 

 

 Στο διπλανο πινακα δινεται το ετησιο εισοδημα, σε χιλιαδες ευρω, 

60 υπαλληλων μιας επιχειρησης. 

Να κατασκευαστει το πολυγωνο συχνοτητων και το πολυγωνο 

αθροιστικων συχνοτητων. 

 

εισοδημα νi 

[0, 5) 5 

[5, 10) 10 

[10, 15) 25 

[15, 20) 15 

[20, 25) 5 

Συνολο ν=60 
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  Μ ε σ η   τ ι μ η  

     ενος συνολου παρατηρησεων ειναι το πηλικο του αθροισματος των παρατηρησεων δια του 

       πληθους τους . Δηλαδη  

       Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
  

 Στη περιπτωση που εχουμε πινακα κατανομης συχνοτητων δημιουργουμε και στηλη 

 x i ∙ v i  (x i oι τιμες της μεταβλητης, v i  η αντιστοιχη συχνοτητα) και η μεση τιμη : 

      Μεση τιμη =  i  i
αθροισμα  x v

v


 οπου ν το πληθος των παρατηρησεων . 

 x i ∙ f i  (x i oι τιμες της μεταβλητης, f i  η αντιστοιχη σχετικη συχνοτητα) και η μεση   

      τιμη :   Μεση τιμη = αθροισμα των  x i ∙ f i  . 

 Μ ε σ η   τ ι μ η   σ ε   ο μ α δ ο π ο ι η μ ε ν α   δ ε δ ο μ ε ν α   

      Η μεση τιμη ομαδοποιημενων δεδομενων υπολογιζεται ως εξης : 

 Βρισκουμε τα κεντρα των κλασεων . 

 Υπολογιζουμε το γινομενο του κεντρου καθε κλασης επι την συχνοτητα της κλασης . 

 Προσθετουμε τα παραπανω γινομενα . 

 Διαιρουμε με το πληθος των παρατηρησεων (αθροισμα των συχνοτητων) .   

 

 Δ ι α μ ε σ ο ς    

      Ειναι η τιμη που, το 50%, το πολυ, των παρατηρησεων ειναι μικροτερες η ισες και το 50%,  

      το πολυ, ειναι μεγαλυτερες η ισες απ’αυτην . 

      Σε ενα συνολο παρατηρησεων, τοποθετημενες σε αυξουσα σειρα, λεμε  δ ι α μ ε σ ο  των   

      παρατηρησεων αυτων . 

 την μεσαια παρατηρηση, αν το πληθος των παρατηρησεων ειναι περιττος αριθμος . 

 το ημιαθροισμα  (μεσο ορο) των δυο μεσαιων παρατηρησεων, αν το πληθος των παρα- 

            τηρησεων ειναι αρτιος αριθμος . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 5  

 

 

 

● v = 60 (αρτιος) oποτε η διαμεσος ειναι : δ = 30 31x + x 2+3 5
  =    =    =  2,5

2 2 2
 

 

● Η τιμη xκ που αντιστοιχει στο 50% των παρατηρησεων ειναι ιση με 2, ενω η επομενη της  

   xκ+1 ειναι ιση με 3.  

   Αρα δ = κ κ+1x + x 2+3 5
  =    =    =

2 2 2  
2,5 

 

● Η τιμη xκ που αντιστοιχει στο 50% των παρατηρησεων ειναι ιση με 3, οπως και η επομενη της   

   xκ+1 ειναι ιση με 3 (ολες οι παρατηρησεις ειναι 100. Η 50η και η 51η βρισκονται στις 32 που αντι-  

   στοιχουν στη τιμη 3).  

   Αρα δ = 3 

 

 

 

 

 

Προκειμενου να βρουμε τη μεση τιμη και τη διαμεσο ενος συνολου παρατηρησεων : 

  Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
=  i  i

αθροισμα   x v

v


 = αθροισμα των  x i ∙ f i   , οπου 

 x i oι τιμες της μεταβλητης  

 v i  η αντιστοιχη συχνοτητα  

 f i  η αντιστοιχη σχετικη συχνοτητα        

 ν το πληθος των παρατηρησεων 

  Σε ενα συνολο παρατηρησεων, τοποθετημενες σε αυξουσα σειρα, λεμε  δ ι α μ ε σ ο  των   

       παρατηρησεων αυτων  

 την τιμη που, το 50%, το πολυ, των παρατηρησεων ειναι μικροτερες η ισες και το   

      50% , το πολυ, ειναι μεγαλυτερες η ισες απ’αυτην . 

 την μεσαια παρατηρηση, αν το πληθος των παρατηρησεων ειναι περιττος αριθμος . 

 το ημιαθροισμα  (μεσο ορο) των δυο μεσαιων παρατηρησεων, αν το πληθος των παρα- 

              τηρησεων ειναι αρτιος αριθμος . 

 

Μεθοδος : Mεση Τιμη και Διαμεσος . 

Να βρειτε τη διαμεσο στα δειγματα που εχουν τους πιο κατω πινακες συχνοτητων, σχετικων 

συχνοτητων %. Oλες οι συχνοτητες ειναι φυσικοι αριθμοι. 

 
xi fi% 

1 20 

2 30 

3 5 

4 45 

 

xi fi% 

1 20 

2 29 

3 32 

4 19 

 

xi v i 

1 20 

2 10 

3 5 

4 25 
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Να βρειτε τα α και β στα δειγματα που εχουν τους πιο κατω πινακες συχνοτητων, αν η διαμεσος 

ειναι ιση με 5. 

 

● Aφου δ = 5 δηλαδη δ =
4 + 6

2
 τοτε το 50% των παρατηρησεων ειναι 20 + 10 και το υπολοιπο 50%  

   ειναι α + 25 .  

   Ετσι ισχυει:  

   20 + 10 = α + 25   η  α = 5 

 

● Aφου δ = 5 δηλαδη δ =
4 + 6

2
 τοτε το 50% των παρατηρησεων ειναι 4α + 30 και το υπολοιπο 50%  

   ειναι β + 45  και το αθροισμα 4α + 30 + β + 45 = 100 .  

   Ετσι ισχυει:  

   4α + 30 = β + 45    και   4α + 30 + β + 45 = 100 

   Οποτε 

   ● 4α + 30 = 50   η   4α = 50 - 30   η   4α = 20   η   α = 5 

   ● β + 45 = 50   η   β = 50 - 45   η   β = 5 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρουμε στο δειγμα οτι 

● 2 νοικοκυρια δεν εχουν (0) τηλεοραση 

● 3 νοικοκυρια εχουν 1 τηλεοραση 

● 10 νοικοκυρια εχουν 2 τηλεορασεις 

● 3 νοικοκυρια εχουν 3 τηλεορασεις 

● 2 νοικοκυρια εχουν 4 τηλεορασεις 

Ετσι 

Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
 = 

2 0 +3 1 +10 2 +3 3 +2 4 3 +20 + 9 + 8 40
 =  =  = 2

20 20 20

    
 

Δηλαδη κατα μεσο ορο, καθε νοικοκυριο εχει 2 τηλεορασεις . 

 

 

 

 

xi ν i 

2 20 

4 10 

6 α  

8 25 

 

xi fi  

2 4α  

4 30 

6 β 

8 45 

 

Σε δειγμα 20 νοικοκοιριων απ’ολη την Ελλαδα ο αριθμος τηλεορασεων που εχουν στο σπιτι τους 

φαινεται στον πινακα: 

0  2  1  2  3  0  2  2  2  3  1  2  2  2  4  1  2  4  2  3   

Να βρεθει ο μεσος αριθμος τηλεορασεων σε καθε νοικοκυριο . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 5  

 

Μ ι α   α λ λ η   α ν τ ι μ ε τ ω π ι σ η 

Κατασκευαζουμε πινακα συχνοτητων και προσθετουμε και στηλη  (x ∙ v) 

                                                                                         Η μεση τιμη ειναι : 

                                                                                          Μεση τιμη =  i  i
αθροισμα  x v 40

 =  = 2
v 20


  

                                                                          Δηλαδη κατα μεσο ορο, καθε νοικο- 

                                                                                           κυριο εχει 2 τηλεορασεις . 

 

                                 

 

 

Μ ι α   α λ λ η   α ν τ ι μ ε τ ω π ι σ η 

Κατασκευαζουμε πινακα συχνοτητων – σχετικων συχνοτητων και προσθετουμε και στηλη  (x ∙ f) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η μεση τιμη ειναι : 

Μεση τιμη = αθροισμα των  x i ∙ f i  = 2   

Δηλαδη κατα μεσο ορο, καθε νοικοκυριο εχει 2 τηλεορασεις . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ειναι 

v = 2 + 2 + v3 + 3 + 1 = 7 + v3 

 

 

 Στον διπλανο πινακα δινονται οι τιμες μιας μεταβλητης Χ με τις αντι-

στοιχες συχνοτητες.  

Να βρεθει η συχνοτητα ν3 , αν η μεση τιμη ειναι 16. 

 

xi ν i 

5 2 

10 2 

15 ; 

20 3 

25 1 

 

Τηλεορασεις 

xi  

νοικοκυρια  

v i  
xi  v i  

0 2 0 

1 3 3 

2 10 20 

3 3 9 

4 2 8 

Συνολο ν = 20 40 

 

Τηλεορασεις 

xi  

νοικοκυρια  

v i  

Σχετικη 

Συχνοτητα  

fi  

xi  fi  

0 2 0,10 0 

1 3 0,15 0,15 

2 10 0,50 1 

3 3 0,15 0,45 

4 2 0,10 0,40 

Συνολο ν = 20 1 2 

 

μεση τιμη 
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Οποτε ισχυει: 

3

3

3

3

3 3

3 3

μεση  τιμη  =16   

5 2+10 2+15 ν +20 3+25 1
=16  

7 +ν

10 +20 +15 ν +60 +25
=16  

7 +ν

115+15 ν =16(7 +ν ) 

115+15 ν =112+16ν  

3ν = 3

    







 

 

 

 

1. Eστω x, x + 1, x + 2, x + 3 οι 4 διαδοχικοι ακεραιοι αριθμοι και x  η μεση τιμη τους .   

   Τοτε     

   
x+(x+1) +(x+2)+(x+3) 4x+6

x =11,5      =  11,5    η      =  11,5      η      4x+6  =  46      η    
4 4

4x  =  40      η      x  =  10


 

   Οποτε οι ζητουμενοι αριθμοι ειναι: 10, 11, 12, 13. 

2. Οι νεοι αριθμοι ειναι: 13, 14, 15, 16   και   x'  η νεα μεση τιμη . 

    Οποτε η νεα μεση τιμη ειναι:    x' = = 14,5
13+14 +15+16 58

=
4 4

 

3. x' = x +3  

 

 

 

 

 

 

 

 

Eιναι 

x4 - x1 = 6 (3 ισα πλατη). Αρα το πλατος της κλασης ειναι 2 και ο πινακας διαμορφωνεται:  

                                                    ● Μεση τιμη =  i  i
αθροισμα  x v 360

 =  = 18
v 20


 

                                                    ● Παρατηρουμε στη στηλη των συχνοτητων οτι :3 + 4 + 3 = 10 

                                      Δηλαδη, τουλαχιστον το 50% των παρατηρησεων ειναι μι-                                                                                                                                                       

                                                       κροτερο της τιμης 19, που σημαινει οτι η διαμεσος ειναι ιση  

                                                       με 19 . 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 5  

 

 

1. H μεση τιμη 4 διαδοχικων ακεραιων αριθμων ειναι 11,5. Να βρεθουν οι αριθμοι αυτοι. 

2. Αν στο καθενα απ’τους παραπανω αριθμους προσθεσουμε το 3,  ποια θα ειναι η νεα μεση τιμη;  

3. Tι σχεση εχουν οι παραπανω μεσες τιμες; 

 

 

 

 

Στον διπλανο πινακα δινονται οι κεντρικες τιμες xi των ομαδοποιημε- 

νων παρατηρησεων μιας μεταβλητης, σε 4 κλασεις ισου πλατους, κα- 

θως και οι αντιστοιχες συχνοτητες νi των κλασεων. 

Αν οι παρατηρησεις κατανεμονται ομοιομορφα μεσα στις κλασεις, να 

βρειτε: 

● τη μεση τιμη        ● τη διαμεσο. 
 

 

κλασεις xi ν i 

 14 3 

 x2 4 

 x3 3 

 20 10 

Συνολο  ν=20 

 

κλασεις xi  ν i  xi ∙ν i  

[13-15) 14 3 42 

[15-17) 16 4 64 

[17-19) 18 3 54 

[19-21) 20 10 200 

Συνολο  ν=20 360 
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Τ ρ ο π ο ς   Λ υ σ η ς   Α σ κ η σ ε ω ν    4 . 4  

 

‘’Δυο αριθμοι που εχουν λογο 
ν

2ν
’’ σημαινει οτι ο ενας απ’αυτους ειναι διπλασιος του αλλου. 

Ετσι, αν x ειναι ο ενας ζητουμενος αριθμος, τοτε ο αλλος ειναι 2x . 

Mεση τιμη = 12   η 

4 +6+7 +11+17 +x + 2x
=12

7
45+3x =84

3x =39

x = 13

 

Οποτε 

ο ενας ζητουμενος αριθμος ειναι 13 και ο αλλος ειναι 26 . 

 

 

 

 

 

 

 

Η μεση τιμη επτα αριθμων ειναι 12.  

Αν οι πεντε απ’αυτους ειναι: 4, 6, 7, 11, 17  

Να βρειτε τους αλλους δυο αριθμους, που εχουν λογο 
v

2v
. 
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1.  

Να βρειτε τη διαμεσο στα δειγματα που εχουν τους πιο κατω πινακες συχνοτητων, σχετικων 

συχνοτητων %. Oλες οι συχνοτητες ειναι φυσικοι αριθμοι. 

 
 

 

 

 

 

 

 

2.  

Να βρειτε τα α και β στα δειγματα που εχουν τους πιο κατω πινακες συχνοτητων, αν η διαμε-

σος ειναι ιση με 6,5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.  

● H μεση τιμη 5 διαδοχικων ακεραιων αριθμων ειναι 10. Να βρεθουν οι αριθμοι αυτοι. 

● Να δειξετε οτι η διαμεση τιμη ειναι ιση με τη μεση τιμη. 

   Μπορειτε να το γενικευσετε; Δηλαδη για κ διαδοχικους ακεραιους αριθμους ( κ περιττος), η  

   μεση τιμη ειναι ιση με τη διαμεσο. 

● Αν στο καθενα απ’τους παραπανω αριθμους προσθεσουμε το 2, ποια θα ειναι η νεα μεση τιμη;  

● Tι σχεση εχουν οι παραπανω μεσες τιμες; 

 

 

 

 

xi  fi% 

7 17 

9 33 

11  

13  

 

xi  fi% 

1000 52 

2000  

3000  

4000  

 

xi  v i  

1 1326 

2 2674 

3 1998 

4 2002 

 

xi  v i  

5 4β + 3 

6 27 

7 3β - 10 

8 45 

 

xi  v i  

5 4a 

6 2a 

7 a 

8 25 

 

4.  
 

 

 

 

Στον διπλανο πινακα δινονται οι κεντρικες τιμες xi των ομαδοποιη-

μενων παρατηρησεων μιας μεταβλητης, σε 4 κλασεις ισου πλατους, 

καθως και οι αντιστοιχες συχνοτητες νi των κλασεων. Αν οι παρατη-

ρησεις κατανεμονται ομοιομορφα μεσα στις κλασεις, να βρειτε: 

● τη μεση τιμη         

● τη διαμεσο. 

 

 

κλασεις xi  ν i  

[ , ) 5 5 

[ , )   

[ ,30)  3 

[ , )  4 

Συνολο  ν=20 
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Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   4 ο   Κ ε φ α λ α ι ο  

 

Ειναι ν1 = ν3 (απο κυκλικο διαγραμμα) οποτε ν = 2ν1 + 12 (1) 

Ομως,  

f1% = 20 οποτε  

f1 = 0,2 και 
(1)

1  1 1
v = f v = 0,2 (2v +12)    

1 1
v = 0,4v +  2,4   

1
0,6v =  2,4

1 3
v =  4  =  v

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1. 

Στον πιο κατω πινακα και στο κυκλικο διαγραμμα φαινεται η συλλογη σε κυπελα που εχουν 

κατακτησει τεσσερεις δημοφιλεις ομαδες στην Ελλαδα. 

 

 

 

 

 

 

Να συμπληρωθει ο πινακας, το κυκλικο διαγραμμα και να κατασκευαστει το ραβδογραμμα 

συχνοτητων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

Ομαδα  ν i fi% 

ΑΡΗΣ  20 

ΠΑΟ 10  

ΠΑΟΚ   

ΑΕΚ 2  

  

20%

20%60%

ΑΡΗΣ

ΠΑΟΚ

Ομαδα  ν i  fi% 

ΑΡΗΣ 4 20 

ΠΑΟ 10 50 

ΠΑΟΚ 4 20 

ΑΕΚ 2 10 

 

  vi  

           Ραβδογρα μμα Συχνοτητων  

 10 
  8 
  6 

  4 
  2 

         ΑΡΗΣ    ΠΑΟ   ΠΑΟΚ     ΑΕΚ               

x i  

 

 

20%

20%

10%

50%

ΑΡΗΣ

ΠΑΟΚ

ΑΕΚ

ΠΑΟ
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• φ2 = 3600 – (720 + 720 + 360) = 3600 – 1800 = 1800 

 1

 1

2  1

1 3

4 1 2 3

v 4
v = 360 = 360 = 4 5 = 20   

φ 72

v 20 20
v = φ = 180 = = 10 

360 360 2
 v = v = 4       

v = v - (v + v + v ) = 20 -18 = 2  

 

 

                                    

 

  

   

 

 

 

 

      

     

2. 

Στον πιο κατω πινακα φαινεται η συλλογη σε κυπελα που εχουν κατακτησει τεσσερεις 

δημοφιλεις ομαδες στην Ελλαδα. 

 

 

 

 

 

 

Να συμπληρωθει ο πινακας, να κατασκευαστει το κυκλικο διαγραμμα και να κατασκευαστει το 

ραβδογραμμα συχνοτητων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ομαδα  Συχνοτητα ν i Σχ. Συχνοτητα fi% Γωνια φ i 

ΑΡΗΣ 4  720 

ΠΑΟ    

ΠΑΟΚ   720 

ΑΕΚ   360 

 

Ομαδα  ν i  fi% φ i  

ΑΡΗΣ 4 20 720 

ΠΑΟ 10 50 1800 

ΠΑΟΚ 4 20 720 

ΑΕΚ 2 10 360 

 

  vi  

           Ραβδογρα μμα Συχνοτητων  
 10 
  8 

  6 
  4 

  2 

         ΑΡΗΣ    ΠΑΟ   ΠΑΟΚ     ΑΕΚ               

x i  

 

 

720

720

360

1800

ΑΡΗΣ

ΠΑΟΚ

ΑΕΚ

ΠΑΟ
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• Το πλατος καθε κλασης ειναι: 
10 - 0

2,5
 = 4 

  Ετσι  

  • οι κλασεις ειναι : [0, 4), [4, 8), [8, 12) και [12, 16) 

  • οι κεντρικες τιμες :  2, 6, 10 και 14. 

• Για τις συχνοτητες ειναι: 

  

Ραβδογραμμα

 1  3

2   2

4 1 2 3

v = v = 4  

v = v f = 20 0,50 = 10 

v = v - (v + v + v ) = 20 -18 = 2

                                  

              

 

     

• Για τις σχ. συχνοτητες ειναι: 

 

 1
 1  3

 4
 4

v 4
f =   =    = 0,20 = f   

v 20
v 2

f =   =    =  0,10 
v 20

                  

 

 

Αρα 

 

 

3. 

Nα συμπληρωθει ο πινακας και το ιστογραμμα συχνοτητων. 

                                                                

                                                             vi 

 

 

 

 

 

                                                                0      ;       ;       ;       ;     κλασεις 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

κλασεις xi ν i fi 

[0,  )  4  

   0,50 

 10   

    

Συνολο  20  

 

κλασεις xi  ν i  fi  

[0,4) 2 4 0,20 

[4,8) 6 10 0,50 

[8,12) 10 4 0,20 

[12,16) 14 2 0,10 

Συνολο  20 1 

 

  vi  

           Ιστογραμμα Συχνοτητων  

 10 
  8 
  6 

  4 
  2 

      4      8      12    16     20        κλασεις     
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Eστω  

x - 5, x - 3, x - 1, x + 1, x + 3, x + 5  οι εξι διαδοχικοι αρτιοι αριθμοι και x  η μεση τιμη τους . 

1. Ειναι 

    
(x - 1)+(x + 1) 2x

δ =15    η    =15     η     =15      η      
2 2

x = 15  

    Οποτε οι ζητουμενοι αριθμοι ειναι: 10, 12, 14, 16, 18, 20. 

 

    Και η μεση τιμη ειναι:  x = = 15
10+ 12+ 14+ 16+ 18+ 20 90

=
6 6

 

2. Οι νεοι αριθμοι ειναι: 20, 24, 28, 32, 36, 40 

    Αν x' ειναι η νεα μεση τιμη, τοτε:   x' = = 30
20+ 24+ 28+ 32+ 36+ 40 180

=
6 6

 

3. x' = 2 x  

 

4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

κλασεις vi 

[100-150) 10 

[150-200) 8 

[200-250) 19 

[250-300) 12 

[300-350) 11 

 

Στον διπλανο πινακα δινεται η ομαδοποιημενη κατανομη των καταθε-

σεων σε χιλιαδες ευρω ενος συνολου επιχειρησεων της Αττικης. 

1. Να κατασκευαστει ο πινακας συχνοτητων και να συμπληρωθει με τις   

   στηλες των κεντρικων τιμων xi και των γινομενων xivi. 

2. Nα βρειτε 

      α. απο ποσες επιχειρησεις προερχονται οι κατaθεσεις. 

      β. τη μεση τιμη των καταθεσεων. 

 1. Ο πινακας διαμορφωνεται ως εξης:  

κλασεις xi vi xivi  

[100-150) 125 10 1250 

[150-200) 175 8 1400 

[200-250) 225 19 4275 

[250-300) 275 12 3300 

[300-350) 325 11 3575 

Συνολο  60 13800 

 

2. Απo τον πινακα προκυπτει οτι: 

     α. Ο αριθμος των επιχειρησεων ειναι 60. 

     β. Η μεση τιμη ειναι: 

       Μεση τιμη =  i  i
αθροισμα  x v 13800

 =  = 230
v 60


 

 

       

5. 

Εξι διαδοχικοι αρτιοι αριθμοι εχουν διαμεσο 15 . 

1. Να βρεθουν αυτοι οι αριθμοι καθως και η μεση τιμη τους . 

2. Αν πολλαπλασιασουμε καθεμια τιμη με το 2, να βρεθει η μεση τιμη των νεων αριθμων  . 

3. Ποια σχεση συνδεει τις δυο μεσες τιμες ; 
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Μ ι α   Ε π α ν α λ η ψ η   γ ι α   τ ο   4 ο   Κ ε φ α λ α ι ο  

 

 

1 2 3

1 2
 1  2

 +3

Εστω  x , x , x   οι  ηλικιες του πατερα, του γιου και της κορης αντιστοιχα.  

Τοτε 

x + x
= 20   η   x + x = 40    (1)

2

 Η μεση ηλικια πατερα - γιου μετα  3  χρονια ειναι :

  x = x + 3 = 20 + 3 = 23

 Η μεση ηλικι

(1)
1 2 3 3

3

3 2 2

1 2 1

α πατερα - γιου -κορης ειναι :

x + x + x 40 + x
  x' =     η    14 =    η   40 + x = 42   η   

3 3
Ομως 

  x = x -3   η   2 = x -3   η   

  και η (1) δινει : 

  x + x = 40   η   x + 5 = 40   η   .

3

2

1

x = 2

  

x = 5

x = 35
 

 

 

 

 

 

 

Εστω Χ το αθροισμα των παρατηρησεων και ν το πληθος των παρατηρησεων . 

Τοτε 

Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
 = 

Χ

ν
  η  16 = 

Χ

30
   η   Χ = 16 ∙ 30 = 480 

Η νεα μεση τιμη ειναι : 

Νεα μεση τιμη = 
Χ -2 15 +3 10 480 -30 +30 480

 =  =  = 16
v 30 30

 
 

 

6. 

Eνας πατερας εχει μαζι με το γιο του μεσο ορο ηλικιας 20 χρονια. 

● Να βρειτε το μεσο ορο της ηλικιας τους μετα απο 3 χρονια. 

● Η κορη του ειναι 3 χρονια μικροτερη απο τον γιο και η μεση ηλικια  πατερα,  γιου και κορης ει- 

   ναι 14 χρονια.  

   Να βρειτε τις ηλικιες του πατερα και των παιδιων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                                              

                                                                           

                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 

Σε 30 γραπτα μαθητων της Β’ Λυκειου η μεση τιμη ειναι 16. Σε αναβαθμολογηση που εγινε αφαι-

ρεθηκαν 2 μοναδες σε 15 γραπτα και προστεθηκαν 3 μοναδες σε 10 γραπτα. 

Να βρεθει η νεα μεση τιμη. 
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● To αθροισμα των ηλικιων, εστω Χ,  της 20αδας τρια χρονια πριν ηταν : 

   Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
 = 

Χ

ν
  η  25 = 

Χ

20
   η   Χ = 25 ∙ 20 = 500 

● To αθροισμα των ηλικιων, εστω Χ’,  της 18αδας δυο χρονια πριν ηταν : 

   Χ’ = Χ – 20 – 21 = 500 – 41 = 459 

   Οποτε η μεση τιμη, δυο χρονια πριν, ηταν :  
Χ' 459

= = 25,5
ν 18

 χρονια . 

● Εστω y νεοι παικτες με μεση ηλικια 22 χρονια ηλθαν περισυ στην ομαδα. 

   Το αθροισμα των ηλικιων ειναι 459 + 22y ενω το πληθος των παικτων  18 + y και η μεση τιμη  

   26 . 

   Ετσι 

   
459+22y

25 =
18+ y

    

   25(18 + y) = 459 +22y    

   450 + 25y = 459 + 22y   

   25y - 22y = 459 - 450 

   3y = 9 

    y = 3 

   Δηλαδη 3 ειναι οι νεοι παικτες που ηλθαν περισυ . 

● Φετος η ομαδα εχει 18 + 3 = 21 παικτες με αθροισμα ηλικιων 459 + 3 ∙ 22 = 459 + 66 = 525 

   Ετσι η μεση τιμη των ηλικιων φετος ειναι : 

   Μεση τιμη = 
αθροισμα  παρατηρησεων

πληθος  παρατηρησεων
= 

525

21
 = 25 

 

 

8. 

Η 20αδα των παικτων μπασκετ μιας ομαδας πριν τρια χρονια, ειχε μεση ηλικια 25 χρονια . 

Μετα ενα χρονο φευγουν δυο παικτες ηλικιας 20 και 21 χρονων, χωρις να αντικατασταθουν. 

Περισυ ηλθαν στην ομαδα νεοι παικτες με μεση ηλικια τα 22χρονια. 

Να βρειτε: 

● τη μεση ηλικια της ομαδας 2 χρονια πριν 

● ποσοι νεοι παικτες ηλθαν στην ομαδα, αν περισυ η μεση ηλικια της ομαδας ηταν τα 25 χρονια. 

● τη μεση ηλικια της ομαδας φετος. 
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  Π ρ ω τ ο   Μ ε ρ ο ς   ( Α λ γ ε β ρ α )   
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Μετα απο πολλα χρονια, αποφασισα να ασχοληθω με τα μαθηματικα της Β’ 

Γυμνασιου, και να παρουσιασω ενα βοηθημα , που το επιμεληθηκα με πολυ 

μερακι . 

Πιστευω, μια “ αξιοπρεπης“ προσπαθεια με σκοπο να βοηθησε ι τους μι-

κρους μαθητες να αποκτησουν βασικες γνωσεις που θα τους ειναι πολυ 

χρησιμες στη πορεια τους στο Λυκειο .  

Ελπιζω το βηθημα αυτο να ανταποκριθει στις προσδοκ ιες μου και στις  

προσδοκ ιες των μαθητων που θα το χρησιμοποιησουν .  

(με τον ιδιο τροπο, εχω επιμεληθει και το λυσαρι του σχολικου βιβλιου)  

 

 

Τακης Τσακαλακος 

Κερκυρα  2014  
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