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       
 

             

2

F x f x F x f x         F x F x     

      F x F x c   c 0  

 

6.33.   1       f x F 1 x e   x 0               f 0 F 1 e 1 F 1 e F 1 e  

                g x F x F 1 x F x F 1 x             f x F 1 x F x f 1 x e e 0  

 1   x 1 x      f 1 x F x e  

         g x c F x F 1 x c  x 0            F 0 F 1 c 1 e c c e  

  g x e  x  

  1    f x 0  x  f 

   f 0 1 0    f x 0  x .      F x f x 0  F   

        f x F 1 x e 2 .  

      F x F 1 x e 3  x ,   F 1 x 0  x     2 , 3  

   F x f x      f x f x  
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 

 

  
 

 

x
f x c e

c 1
f 0 1

   x
f x e  

6.34.        2 2 2
4 F x 4 F x   x 0       

2

F 0 2 0   

   F 0 2  x 1          
2

F 1 2 0 F 1 2 .  

     F 0 F 1 2  

 Rolle F   0,1    0,1 :         F 0 f 0   

f
C  x x   

0
x  

 

6.35.           2
F x F 1 x F x 1 .  1   

               2
F x F 1 x F x F 1 x F x 2x  

               2
f x F 1 x F x f 1 x 2xf x 2  

 2    

x 0 :                    f 0 F 1 F 0 f 1 0 f 0 F 1 0 3   

x 1:                       f 1 F 0 F 1 f 0 2f 1 F 1 f 0 2f 1 4  

  3   4        2f 1 0 f 1 0  

 

6.36.   
2

x
f x e       F x f x .        

2 2
2 x 0 x

x 0 e e e 1 f x 1 

F   0,x    0,x : 

 
   

 
   

     
 

         
F x F 0 F x F 0

F f F x xf F 0
x x

 

  f 1   xf x          xf F 0 x F 0    


  
x
lim x F 0  

    


   
x
lim xf F 0   


 

x
lim F x  

 

6.37.       2x
F x G x e 1          2x

f x g x e 2  

 1  x 0         F 0 G 0 1 G 0 1. 

 1   
 



 
2x

e
F x

G x
  

 
   

 

  
  

2x 2x

2

2e G x G x e
F x

G x
 

    
 

 
  



2x

2

e 2G x g x
f x 3

G x
 

 2   
 

 


 
2x

e
f x 4

g x
.  3   4    

 

    
 

  
 

2x2x

2

e 2G x g xe

g x G x
      

2

G x g x 0      G x G x 0  

           x x x
e G x e G x 0 e G x 0

 

 

 


 

x
e G x c

G 0 1

 

 







  

x

x

G x e

G x e
 

    x
g x e    2           x 2x x

e f x e f x e  
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6.38.  Rolle      2
g x F x x    0,1  

   

   
   

 


  

g 0 F 0
g 0 g 1

g 1 F 1 1
 

         g x F x 2x f x 2x              
1 1 1 1

0,1 : g 0 f 2  

 Rolle          h x F x x 1 F 0 x     0,1  
   

   

  


  

h 0 F 0

h 1 F 0
    h 0 h 1  

                         h x F x x 1 F x F 0 f x x 1 F x F 1 1   

  
2

0,1  

        
  

           
2 1 0

2 2 2 2
h 0 f 1 F F 1 1  

     
 

 

2

2

2

F 1 1 F
f

1
 

 

6.39.  x y   

 x y    y,x  F   y,x :  

 
   

 
    

     
 

F x F y F x F y
F f

x y x y
      f x 0  f   

   
   

        


          


F x F y
f f f F x F y f x y

x y
 

 x y           F x F y f x y  

 

6.40.       
 

        
 

x

x x

4e 3 13
g x F x 4 f x 4 4 0

e 4 e 4
   



g  

      h x f x 4x  

     h x 0 f x 4x  

   
 

  
     



2x x

2
x

4e 19e 64
h x f x 4 ... 0

e 4

 h  


  

 F   x, x 1    x, x 1 : 

 
   

       
 

       
 

F x 1 F x
F 1 f F x 1 F x

x 1 x
    x x 1 x  

  x    x   


  
x
lim x   1  

         f x F x 1 F x      
  


   



u

ux u u

4e 3
lim f x lim f u lim 4

e 4
 

   


    x
lim F x 1 F x 4  

 

6.41.    
 

 
 

1
f F x 4x 1

x
 

 x 0   
 

  
 

1
f F x 4x 0

x
 x 0    F x 0  F 

   F 1 2 0    F x 0  x 0  
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  1  x  
1

x
    

 
 

 

1 4
f x F 2

x x
 

   
 

  
 

1
g x F F x

x
      

    
         

    
2

1 1 1
g x F F x F x F

x xx
 

   
 

    
        

   

1

2 22

1 1 1 1 4
f F x f x F 4x 0

x x xx x
 

   
 

   
 

1
g x c F F 1 c

x
 x 1     2

c F 1 4     
 

  
 

1
F F x 4 3

x
 

  3  
 

 
 

 
 

1 4
F 4

x F x
 

 2   4   
 

 
 

         
F x4 4

f x f x xF x F x 0
F x x x

 

         
       

 
12

xF x F x F x F x
0 0 c

x xx
 x 1 

1
c 2   

  F x 2x    F x 2    f x 2  

 

6.42.  P t   

                   P t P t ,    
 

   

t
0 e

P t P t 0              t t t
e P t e P t 0 e P t 0 .  

  t
e P t c   P 0 1312       0

e P 0 c c 1312  

  t
e P t 1312   P 2 820      2 2

e P 2 1312 e 820 1312  

  2
e 1,6   2 ln1,6     

1 0,47
ln1,6 0,235

2 2
.  

      0,235t 0,235t
e P t 1312 P t 1312e  

 

6.43.      Q t Q t ,   0  

      Q t Q t 0               t t t
Q t e e Q t 0 e Q t 0  

      t t
e Q t c Q t ce  

                5 5 1
Q 5 2Q 0 ce 2c e 2 5 ln2 ln2 1

5
 

t    
 

         
1

t t
Q t 5Q 0 ce 5e e 5 t n5  

 
       

 

1 ln5
ln2 t ln5 t 5 t 5 2,32 11,6h

5 ln2
 

 

6.44.     2
K x 3x 6x  

 

 

   
 

 

3 2
K x x 3x c

c 30.000
K 0 30.000

 

    3 2
K x x 3x 30.000  

       3 2
K 10 10 3 10 30.000 31.300  



 

 

 

 

 260 

6.45.      
 

        
 

t t t t t t

5 5 5 5 5 5
1

5e t 5 5e t 5 5e e t 5 5e te
5

 

  
t

5P t te     

 


  
 

 

t

5P t 5e t 5 c
c 8025

P 0 8000

 

     
t

5P t 5e t 5 8025  

 

6.46.    
2

f t 350 t
5

     21
f t 350t t c

5
, c  

  f 0 0  c 0      21
f t 350t t

5
 . 

   
      

  


f 300 f 0 350 300 300 60
f 410

300 0 300
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6.55.    
4

3

1

x
I 2x 4x c

4
 

     
2
I 2 x 3 x c  

     

3

2
x x 3

3

x 2
I e c e x c

3 3

2

 

 
 

           
 

 

3

1 2 2

2
4

x x
I x 4 x 4 dx x 4x 4 dx 4 4x c

32

2

  
2

3x 8
x 4x c

2 3
 

  
       

    
 

2 2

5 2 2 2 2

x x 1 1
I dx dx x x c

x x x x
 

  
      

 
 

x

x x

6

xe 2 2
I dx e dx e 2ln x c

x x
 

 
          

   
7

3 2 5
I dx ln 3x 4 ln 2x 1 ln 5x 3 c

3x 4 2x 1 5x 3
 

           
4 5

8
I 4 2x 2 2x 5x dx 2 2x 2x x c  

 

6.56. 
    

     
 

  
x x x x x

1 2 2
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6.171.                             f x f x f x f x f x f x f x f x 0        f x f x 0   

     f x f x c  x 0       f 0 f 0 c c 1       f x f x 1 

       f x f x 1 0    f x 0  f

   f 0 1 0    f x 0     x 2,2 . 

 
 

 

 
   


  

  




  
2 2 2

2 2 2

f x1 1
I dx dx dx

11 f x 1 f x
1

f x

 

 x u   dx du   

 

 
 

 
 
  

   
  

2 2

2 2

f u f x
I du dx J

1 f u 1 f x
 

 
 
 

 
    


     

     
2 2 2 2

2 2 2 2

f x 1 f x1
I J dx dx dx dx 4

1 f x 1 f x 1 f x
 

I J    2I 4 I 2  

 

6.172. F f   1,7   

   
 

   
4 4

3 f x dx 4 f x dx 0          
 

            
4 5

3 F x 4 F x 0 3F 4 4F 5 7F  

 
   

 
3F 4 4F 5

F
7

    1  

  1,7   1 . 

F   1,7       F x f x 0  F  

 1 4 7                   F 1 F 4 F 7 3F 1 3F 4 3F 7 2  

 1 5 7                   F 1 F 5 F 7 4F 1 4F 5 4F 7 3  

   2 3   
   

 


 
3F 4 4F 5

F 1 F 7
7

   1,7  

 
   

 
3F 4 4F 5

F
7

. 

 

6.173. 
 

            
 

1 1 x x
0 x 1 1 x 1 2 1 x

2 x 1 2 x 1
 

   
    

    
        

      
   

1 1
1 1

1 1 1 1

0 0 0 0
0 0

x x 1 x x x
dx dx x dx dx

2 x 1 2 1 x 1 1
 

x  2  2  

u  2  2  
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    



      

  
1

0

1 1 x 1 1
dx 1 1

2 1 x 1 1 2
 

  
 

   

 


      

    
1 1

1 1 1

1
0 0 0

x x 1x x x x
dx dx dx

x 1 x 1 x 1 x 1

 
  

   


1
1

1

0
0

x 1
dx

1 1
 

  
  

       
 

1 1 1
1 1

2 2 1 1
 

   





1
lim 0

1
 

 




1
lim 0

2 1
, 




 lim 0 . 

   
 
   

 
1

1

1
 

     3 :        
4 3 4 3

1 1

4 4
,  

     2 :        
3 2 3 2

1 1

3 3
, 

    1: 
 

             
     

1 1 1 1

2 1 2
0 0 0 0

1 1 x 1 x 1 1 1 1
dx dx dx dx

2 2 x 1 2 x 1 2 x 1
 

             
1

2 0

1 1
1 ln x 1 ln2

2 2
. 

 
 

       
 

3

1 1 5
ln2 ln2

3 2 6
 

 
      

 
4

1 5 7
ln2 ln2

4 6 12
. 

 

6.174.         f x 1 1 f x 1.  

    g x f x x ,   x 0,2        g x f x 1 0  


g  

           0 x 1 g x g 1 f x x 0  

           1 x 2 g x g 1 f x x 0   

               
2 1 2

1
0 0 1

I f x x dx f x x f x x dx  

   
   

       
   

 

1 2
2 2

1 2

0 1
0 1

x x
f x dx f x dx

2 2

                
1 2 1 2

0 1 0 1

1 3
f x dx f x dx f x dx f x dx 1

2 2
 

     h x 2 x f x ,   x 0,2         h x 1 f x 0  


h  

          0 x 1 h x h 1 h x 0  

          1 x 2 h x h 1 h x 0   

                  
2 1 2

2
0 0 1

I 2 x f x dx 2 x f x dx 2 x f x dx  

   
   

         
   

 

1 2
2 2

1 2

0 1
0 1

x x
2 f x dx 2 f x dx

2 2
 

                 
1 2 1 2

0 1 0 1

1 3
f x dx f x dx 1 f x dx f x dx

2 2
,  

1 2
I I 2  
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6.175.     
   

 
  
       

   
         

2 2

2

x x x x

22

x 1 x 1 1
lim f x lim x 1 x lim lim 0

x 11
1 1x 1 1

xx

 

 
 

  

 
    

   
   

22

x x x

1
x 1 1

xf x x 1 x
lim lim lim 2

x x x
 

   
  

      

2

2

x x x

x
lim f x 2x lim x 1 x lim

  2
1 x


 2

x 1 x


 
 
 

  
        

x

2

1
lim 0

1
x 1 1

x

 

 y 2x    

  
 

   
 

2

2 2

2x x x 1
f x 1

2 x 1 x 1
  

   
 

          


2

2 2 2

2

x x 1
f x x 1 f x x 1 x 1 x

x 1
     2 2

x x 1 x 1 x 0  

 
   

 
     

 
           


 

11 1

0 02 0

f x1
dx dx ln f x lnf 1 ln 2 1

f xx 1
 

 
 


   



2 11
ln ln ln 2 1

12 1
 

 

6.176. F f             
00

x x 22

0 0xx
f t dt x x F t x x  

        
        

 

0 0

0 0 0

0 0

F x F x F x F x
x x x x x x

x x x x
  

   





0

0

x x
0

F x F x
lim 0

x x
     

0
F x 0  

0
x  

  0
f x 0  

0
x  f  

 

6.177.                                 
2 22 2

11 1
g x g x dx g 2 g 1 g x g x g x dx g 2 g 1  

                     
22

1
g 2 g 2 g 1 g 1 g x dx g 2 g 1  

                        
2 22 2

1 1
g 2 g 1 g x dx g 2 g 1 g x dx 0  

  0
x 1,2    

0
g x 0     

22

1
g x dx 0   

  g x 0    x 1,2    g x c      g 1 1 c 1  

  g x 1   x 1,2 . 
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6.178.  Rolle      g x f x x    1,2  
   

   

   


  

g 1 f 1 1 0

g 2 f 2 2 0
  

     g x f x 1            1,2 : g 0 f 1 

      h x f x 3 x   1,2  

       h 1 f 1 2 1 0        h 2 f 2 1 1 0  

Bolzano  
0

x 1,2 :       
0 0 0

h x 0 f x 3 x  

       0 0
1,x , x ,2    

1 0
1,x    

2 0
x ,2    

 
      

    
  

0 0 0

1

0 0 0

f x f 1 3 x 1 2 x
f

x 1 x 1 x 1
    

 
      

    
  

0 0 0

2

0 0 0

f 2 f x 2 3 x x 1
f

2 x 2 x 2 x
          

1 2
f f 2  

              
2 2

11
xf x dx 0 xf x f x dx 0  

            
2

1
2f 2 f 1 f x 0                     2f 2 f 1 f 2 f 1 0 f 1 2f 2 1 

     x xf x x  

     

   
   

       
  

   

1 f 1 1 2f 2 2
1 2

2 2f 2 2
 

Rolle   1,2 : 

                     p 0 f p pf p 1 0 f p pf p 1 
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6.179.    
  

    
   

x x x
f x

x x x x
 

           x x x x x

   
 

  
         

     

1

1 2
x x x

0 1

2

 

 
 

  
 

1 x x 1
f x

2 x x 2
 

 i.  





  
     

  
 2

1 x x 1
I dx

2 x x 2
 






 
         

 

2
1 1

ln x x 2
2 2 2

 

 
       

               
     

1
ln ln

2 2 2 4
 

   
 

          
1

ln ln
2 4 4

  

ii.   


  I
4

 
 

 
 
0,

4
      I 1 0   

 


 I  
     

    
    
I ,I 0 0,

4 4
 

 

6.180.   x 0         
2 21 1

tx tx 2

20 0

1
f x e dt e x dt

x
 

         
   

2

2 2 2
x11

tx tx x

2 2 2 20 0

1 1 1 e 1
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1 2 3 3 1 5
2 e dx 2 e 2 1 2

e e e e e e
 

       
      

1 1
x 2 x 2

2
0 0

I e x 1 dx e x 1 dx           
  

1 1
x 2 x

00
e x 1 e 2xdx  

   
1

x

0

2
1 e 2xdx

e
                 

1 11
x x x

00 0

2 2
1 e 2xdx 1 e 2x e 2dx

e e
 

  
          

 


1
x

0

2 2 4 1 6
1 2 e dx 1 2 1 3

e e e e e
 

 1      
1

0

5 6
2 f x dx 3

e e
 

 

6.242.                   g x f x f x f x ,     x ,   

          
   

 
   

           
 

f f
g x f f f x f x .  

f    ,     
     

    


f f
, : f  

             g x f f x .  

     



         
f

x f x f g x 0      



        
f

x f x f g x 0  

 

 

 

 

 

    x ,           g x g g 0

                  g x 0 f x f x f x    1  

  1   

        
  

  
         f x dx f x dx f x dx  

             
  

  
             f xdx f f f xdx f x dx  

 
 

       
 

   




   
           

2 2 2 2

f f f f f x dx
2 2

 

           
 


             

: 0

f 2 f 2 f f 2 f x dx  

       



      2 f x dx f f        




      2 f x dx f f  
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6.243.  f   ,x ,   x ,     
    

   


f x f
,x : f

x
. 

             x   

f   

          
   

 
 

        


f x f
f f f

x
          f x f f x . 

x       x ,            f x f f x    1 . 

  1         
  

  
       f x dx f dx f x dx  

         




 
         

2 2

f x dx f f f
2

 

          



            

2 2
2 f x dx 2f f 2 f  

       



          

2 2 2
2 f x dx 2f f 2 2  

       



     

2
2 f x dx 2f f  

 

6.244. x      f x f       f x f 0 x  

              
   

   
            f x f dx 0 f x dx f dx f x dx f . 

 

6.245. 
 

  
 

x ,
2

 


x
2

 f   
 

  
 

f x f
2

  

   
  

  

      
      

    
  2 2 2f x dx f dx f x dx f

2 2 2
   1  

 
  
 

x ,
2

 


x
2

  
 

  
 

f x f
2

 

   
  

  

      
      

    
  

2 2 2

f x dx f dx f x dx f
2 2 2

   2  

 1 ,  2     







  2

2

f x dx f x dx . 

 

6.246. 
 

  
 

x ,
2

 


x
2

 


f   
 

  
 

f x f
2

  

   
  

  

      
      

    
  2 2 2f x dx f dx f x dx f

2 2 2
   1  

 
  
 

x ,
2

 


x
2

  
 

  
 

f x f
2

 

   
  

  

      
      

    
  

2 2 2

f x dx f dx f x dx f
2 2 2

   2  

 1 ,  2     







 2

2

f x dx f x dx . 
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6.247.   f x xlnx , x 1    f x lnx 1    
1

f x 0
x

 

f .  

  x,x 1  x 1   x,x 1  

 
    

   
 

f x 1 f x
f

x 1 x
     

 



      

x 1

x

x 1
f x 1 ln x 1 xlnx ln

x
 

    1 x x 1            f x f f x 1
 

 



    

x 1

x

x 1
lnx 1 ln ln x 1 1

x
 

 
 

  



       

x 1
e e e

x1 1 1

x 1
lnx 1 dx ln dx ln x 1 1 dx

x
 

 
   




          

x 1
e ee

x1 11

x 1
xlnx ln dx x 1 ln x 1

x

 
 




   

x 1
e e 1 2

x1

x 1
e ln dx ln e 1 ln2

x
 

 

6.248.   0,x  f  

   
      

    
1 1

f x f 0 f x 1
0,x : f

x x
  

 
     

1

f x 1
f 1 1

x
 

  
    

x 0f x 1
1 1

x
                x f x 1 x x 1 f x x 1 f x 1 x   

          
1 1 1

0 0 0

1
f x dx 1 x dx f x dx

2
   1  

f   x,2  

   
      

    
 

2 2

f 2 f x 1 f x
x,2 : f

2 x 2 x
  

 
     


2

1 f x
f 1 1

2 x
 

 
 


          



1 f x
1 1 x 2 1 f x 2 x

2 x
            x 3 f x 1 x 3 x f x x 1 

          
2 2 2

1 1 1

1
f x dx x 1 dx f x dx

2
   2  

 1   2             
1 2 2

0 1 0

1 1
f x dx f x dx f x dx 1

2 2
. 

 

6.249.   0,x ,  x 0,2 ,  

  0,2   
   

   
f x f 0

f
x

        xf f x f 0 . 

  0,2 f  

   0 x 2  

               f f x xf xf x                  f x f 0 xf x f x f 0 xf x 0   

          
2 2 2

0 0 0
f x dx f 0 dx xf x dx 0

                
2 22

00 0
f x dx f 0 2 0 xf x f x dx 0  

        
2

0
2 f x dx 2f 0 2f 2 0       

2

0
f x dx f 2 f 0  
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6.250. f   1,x      
   

  


f x f 1
1,x : f

x 1
 

   1 x 2    2  

f   

   
   

 


      


f x f 1
f f 2 f 2

x 1
         f x f 2 x 1 f 1   

                     
2 2 2 2

1 1 1 1

1
f x dx f 2 x 1 dx f 1 dx f x dx f 2 f 1

2
. 

 

6.251.   1   
 

 

   


          
f x 0

2 2 21
f x 2 0 f x 2 f x 1 0

f x
    

2

f x 1 0   

 . 

  1   
 

  

  
       

2 1
f x dx 2 dx dx 0

f x
 

   
 

 

 
     

2 1
f x dx 2 dx 0

f x
   2  

 2      

   
 

 

 
        

2 1
0 4 4 f x dx dx 0

f x
 

 
 

 

 
  

21
f x dx dx

f x
. 

 

6.252. f f   

    x          f f x f   

         
  

  
          f dx f x dx f dx 0 0 4    0  

  f  

 

6.253. f 


f    2,x    x 2,2   

     
    

   


f x f 2
2,x : f

x 2
    2 x 2    2   

   
   

 
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24 24 24

0 0 0
f t 2 dt 0 f t dt 48 0 f t dt 48 . 

    
24

0
25 f t dt 23 0     g 0 1 0 .      g 3 g 0 0  

x  2  20  

u 10  100  

 x  1 5  

w  10  50  
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f    



2

x 5x

0
f t dt   

     g 3 g 0 0  Bolzano   
0

x 3,0  

   0
g x 0 . g   

            2
g x 2x 5 f x 5x 2x 5       

 
2

2x 5 1 f x 5x  

  f x 2  x            2 2
f x 5x 2 1 f x 5x 1 0  

 

g    3, 0  
0

x  

.  

 

 

 

 

 

6.411.    
 

  
2 2

f t dt 2 f t dt       
  

      
2 2 2

f t dt f t dt f t dt  

         


   

  
 

        2

2 2 2

f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt    1  

   


 
x

g x f t dt  f     


 
x

g x f t dt  

 
 

 
,

2
 

 
 

 




 

 
  

 
 

1

2g f t dt f t dt
2

,    



  g f t dt  

 
   

 
g g 0

2
 

 
 

   
 

g g 0
2

    


 
2

   g x 0 . 

 
 

   
 

g g 0
2

 Balzano 
 

  
 

,
2

   g 0 . 

 
  

 
,

2
   g 0 ,  




 f t dt 0 . 

 

6.412.          
 

   
t t

f t g x h x dx g x h x dx ,     x ,   

 g x ,  h x     

t

g x h x dx ,    

t

g x h x dx  

f     , .  

         
 

 
      f g x h x dx g x h x dx 0      g x h x 0     

   



 g x h x dx 0   0 .  

               
5

2
                

2x 5   + 

  2 2
1 f x 5x    

g  +  

g 
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     



  f g x h x dx 0       f f 0  Bolzano 

   
0

x ,    0
f x 0 .  

                   f x g t h t g t h t g t h t 1 0  


f  
0

x  

  f t 0 . 

 

6.413.      x
g x e x 1, x   

      x
g x e 1 0 x 0   

   g x g 0  x  

     x x
e x 1 0 e x 1 

       
x

x

0
h x   f t dt 3e 2 ,   x 0,1   

    h 0 1 0 ,       
1

0
h 1   f t dt 3e 2 0     f t 3e 2   

           
1 1 1

0 0 0
f t dt 3e 2 f t dt 3e 2 .      h 0 h 1 0  Bolzano 

 
0

x 0,1    0
h x 0 f    0,1  h  

      x
h x f x 3e

           f x 3 3x f x 3 1 x 1     x
1 x e 2 .  1   2   

      x x
f x 3e f x 3e 0    h x 0  



h    0,1  
0

x  

 

 

6.414.              
x x

1 2
g x x 2 f t dt x 1 f t dt    x 1, 2 .  

g    1, 2  

                    
x x

1 2
g x f t dt x 2 f x f t dt x 1 f x .  

    g 1 g 2 0  Rolle   1, 2   

    g 0            
 

        1 2
f t dt 2 f f t dt 1 f 0  

      
 

       1 2
f t dt f t dt f 2 1        

 

     1 2
f t dt f t dt 3 2 f  

 

6.415.    



  f f x dx 0 .  

    f 0 1   



 f x dx 0    2    0

x ,    0
f x 0  

  f x 0    x ,   



 f x dx 0  f  

  0
0, x       

0
f f x 0  Bolzano             

1 0 1
, x , : f 0 .  

E    


 
t

h t f x dx   h 0     



  h f x dx 0   2 . 

                 0                

g   + 

g  
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h     ,      h t f t         h f 0   1  

     
  

 
  

 x x

h x h h x
lim 0 lim 0

x x
 

1
x    

 




1

1

h x
0

x
 

  1
h x 0 .  

h     1
x ,       

1
h x h 0  

Bolzano         
2 1

x , ,     



   

2

2
h 0 f x dx 0 .  

  f 0   



 f x dx 0 .  

 

6.416.    


 
x

g x f t dt ,     x ,  f   

   


 
x

g x f t dt      g x f x .  

  g 0 ,    



   g f t dt 0        g f ,       g f  

               f f 0 g g 0      g , g   

   g 0     g 0   
     

  

 
      

 x x

g x g g x
g 0 lim 0 lim 0

x x
 

1
x     

1
x  

 
   



1

1

1

g x
0 g x 0

x
. 

 
     

  

 
      

 x x

g x g g x
g 0 lim 0 lim 0

x x
 

2
x    


2

x  
 

   


2

2

2

g x
0 g x 0

x
.  

g       1 2
x , x ,      

1 2
g x g x 0  

Bolzano       
1 2

x , x , ,     



   g 0 f t dt 0  

 

6.417.   f t    1, 2   
x

1
f t dt   

  1,2         
x

1
g x 2 x f t dt  

           
x

1
g x f t dt 2 x f x    1 . 

     g 1 0 g 2 , g  Rolle   1,2 , 

  1, 2     g 0    2  

 
 

           
 

         
1

1 1
2 f t dt 2 f 0 2 f f t dt  

 

6.418.  g     ,   

x

g t dt ,  



x

g t dt   

   ,       


 
  

x x

h x g t dt g t dt  

   ,          h x g x g x .  
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   



  h g t dt     




  h g t dt       h h

h  Rolle    , . 

                  , : h 0 g g 0      g g  

 

  



   g x dt u x   dx du   

      
  

  
      g u du g u du g x dx  

 

6.419.          
x

2
g x 1 x f t dt    1,2   

x

2
f t dt   

f             
x

2
g x f t dt 1 x f x .  

    g 1 g 2 0  Rolle   1, 2  

             
 

            2 2
g 0 f t dt 1 f 1 f f t dt . 

 

6.420.     
3

x

0

x
g x f t dt

3
 f    0,2   

 
x

0
f t dt  g    0, 2  

      2
g x f x x   g 0 0 ,        

2

0

8 8 8
g 2 f t dt 0

3 3 3
.    g 0 g 2  

Rolle   0, 2      g 0    2
f  

 

6.421.       
 

  
t t

h t f x dx g x dx ,     t , f, g     ,   

  

t

f x dx ,  

t

g x dx     ,  

       h t f t g t   h 0 ,      
 

 
    h f x dx g x dx 0       h h  

Rolle    ,             h 0 f g  

 

6.422.       
x x

0 0
g x f t dt t tdt  

 
 
 
0,

2
  

 f t , t t  
 

 
 
0,

2
      g x f x x x    g 0 0  

   
  

         
 

  2 2 2

0 0 0
g f t dt t tdt 1 t t dt

2
 



        22
0 0

1 t t t dt  

 
       

2
0

1 t 1 0
2

 

 
 

  
 

g 0 g
2

 Rolle 
 

 
 
0,

2
  

    g 0    f . 

x      

u      
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6.423.      
x

2

g x x f t dt  
 

 
 
0,

2
 f   

         
x

2

g x x f t dt x f x   g 0 0 , 
 

 
 

g 0
2

 

 
 

  
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0 0
g x xf x xf x f t dt f t dt 0    f t 0 ,   

x

0
f t dt 0  x 0 , 



g  0, x 0      g x g 0     
x x

0 0
tf t dt x f t dt . 

 

6.478.     
x

1
g x f t dt ,   x 1,2 . f    1,2   

    
x

1
g x f t dt      g x f x  

 

   
   





  

2

1

g 1 0

g 1 g 2
g 2 f t dt 0

.  

Rolle   1,2          g 0 f 0 .   f x 0  

  x 1,2  f

    1,2     1 2                f 1 f f 2 f 1 0 f 2  

    f 1 f 2 0 .  

 

6.479.        


    
x 6 x 3

0 0 0
g x f t dt f t dt 2 f t dt , x   

         g x f x f 6 x .  

   
2

x
f x e 0  f   

                      g x 0 f x f 6 x 0 f x f 6 x x 6 x x 3  

g   

x          g x g 3 g x 0  

     


   
x 6 x 3

0 0 0
f t dt f t dt 2 f t dt  

 

6.480.            
2

x x
3

0 0
h x   f t dt f t dt, x 0,1  

                           
x x

3 2

0 0
h x  2 f t dt f x f x f x 2 f t dt f x  

                f x 0  f   ,  x 0         f x f 0 f x 0 . 

         
x

2

0
g x 2 f t dt f x , x 0,1

             
          g x 2f x 2f x f x 2f x 1 f x 0 g 0,1  

     



          

g

0 x 1 g x g 0 0 h x 0 h 0,1  

             


          
h

2 2
1 1 1 1

3 3

0 0 0 0
1 0 h 1 h 0   f t dt f t dt 0 f t dt f t dt  

 

6.481.        
2

x
2 3

1

2
g x f t dt f x

3
, x 1   

   3    

g      

g  
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                       
x x

2 2 2 2 2

1 1
g x 2 f t dt f x 2f x f x 2f x f t dt f x  

       
x

2

1
x f t dt f x           2

x f x f x 0   
   

x 1:              
x

2

1
x 1 f t dt f x 0    g x 0  

g  

x 1           
2

x
2 3

1

2
g x g 1 f t dt f x

3
. 

 

6.482.          
2x

2x 4 t 2x 4

2

1 1 1 1
g x f x e e e dt e e

2 2 2 2
, x 0   

0,     
2

x 2x
g x e e  

   


             
2 2

x 0
x 2x x 2x 2

g x 0 e e 0 e e x 2x x x 2 0 x 2  

g  g  

 

x 0      g x g 2  

    2x 41 1
f x e e 0

2 2
   2x 41 1

f x e e
2 2

. 

                   
2 2 22

00 0 0
I f x dx x f x dx xf x xf x dx   

22
x

0
2f 2 xe dx  

 
      

 

2
42

x 4

0

1 1 1 e
0 e e 1

2 2 2
 

 

6.483. )  


  
x2x dt

f x
lnx lnt

, x ,   2
e    ,   

 
 

    
2 2

2lnx 2 1 lnx 2
f x 0

lnxln x ln x
    2

x e     2
lnx lne lnx 2  

f    , .  

   2
e        f f

 

 

   
    

    
2 2 dt dt 2 2

ln ln lnt lnt ln ln
.  

 

6.484.           
x

1
h x f t dt x 1 f x ,   x 1,2   

    h x f x   f x              x 1 f x x 1 f x 0  x 1 h .  

x 1     h x h 1                  
x x

1 1
f t dt x 1 f x 0 f t dt x 1 f x .  

    
 

 
 




x

x
1

1

f t dt1
g x f t dt

x 1 x 1
  1,2  

 
    

 

 
  




x

1

2

f x x 1 f t dt
g x 0

x 1
  , 



g   1,2 . 

  1 x 2  


g     
 

   





x

2
1

1

f t dt
g x g 2 f t dt

x 1
. 

 0  2    

g      

g  
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6.485.      
x 1821

0
g x t dt x , x   

       
1821

g x x 1 0     x 1     
1821

x 1    
1821

x 1 0  

g   2 0        


      
2 1821

0
g 2 g 0 t dt 2 0 .  

 

6.486.   


x

40

4
g x dt

t 1
 

4

4

t 1
  

  g    

  1,2 .   
4

4
g x ,

x 1
  

 


  



3

2
4

16x
g x 0

x 1

   x 1,2 . 

g    1,2  

   
   

     


       


g 2 g 1
1,2 : g g g 2 g 1

2 1
 

  1 2  


g            g 1 g g 2       
4

2 g 2 g 1
17

 

   
  

2 1

4 40 0

4 4 4
dt dt 2

17 t 1 t 1
.  

 

6.487.    


 
x

g x f t dt , x     

    g x f x . g    x 1,x    x,x 1   

   
1

x 1,x     
2

x,x 1   

 
   

         


  

 
         

    
x x 1 x

1 1 1
x 1

g x g x 1
g f f t dt f t dt f f t dt

x x 1
   1   

 
   

         
 

 

 
         

    
x 1 x x 1

2 2 2
x

g x 1 g x
g f f t dt f t dt f f t dt

x 1 x
   2  

       
1 2

x 1 x x 1 f      

     
 

 

    
1

1 2
2

f f x f      



  

x x 1

x 1 x
f t dt f x f t dt .  

 

6.488.     


 
x

g x f t dt  f    g   

    g x f x . g     ,  

   , :  
     

   


g g
g  

 



 



 f t dt
f . 



  

f

      f f
 

 




 



 f t dt
f     




    f t dt f . 

        
 

       
1821 1 2 1821

0 0 1 1820
f t dt f t dt f t dt ... f t dt  
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               f 0 1 0 f 1 2 1 ... f 1820 1821 1820

       f 0 f 1 ...f 1820  

 

6.489.          
x

t t t t

0
g x e ln 2 ln 3 ln dt .  

  g 0 0     g x g 0  g  0  ). 

        x x x x
g x e ln 2 ln 3 ln  Fermat     g 0 0  

          1 ln 2ln 3ln 0 lne 2ln 3ln ln        2 3 2 3
ln e ln e . 

 

6.490.       
x

x x

0
g x f t dt 2e xe 2 , x .   g 0 0     g x g 0  

g               x x x x x
g x f x 2e e xe f x e xe  

g  0  Fermat     g 0 0  

       0
f 0 e 0 f 0 1. 

 

6.491.       
x

x

0
g x f t dt xe 0    g 0 0     g x g 0  g   

         x x
g x f x e xe . g  0  

Fermat     g 0 0       f 0 1 0 f 0 1. 

  A 0,f 0                y f 0 f 0 x 0 y 1 1 x y x 1 

 

6.492.        
 

        
3 3

x x x
3 3

x
g x f t dt x x f t dt f t dt x x .   g x 0   

  g 1 0 ,   g 1 0    g 0 0 .     g x g 1 ,    g x g 1  

   g x g 0 . g            3 2 2
g x f x 3x f x 3x 1.  

g   
1

x 1, 
2

x 1 
3

x 0  

Fermat :  

              g 1 0 3f 1 f 1 3 1 0      f 1 1 

           g 1 0 3f 1 f 1 3 1 0      f 1 1 

        g 0 0 f 0 1 0      f 0 1 

        f 1 f 0 f 1 1 f   

  1,0    0,1 , Rolle 

   
1

1,0    
2

0,1         
1 2

f f 0 . f  

   1 2
,  Rolle        

1 2
, 1,1     f 0 . 

  f x 0   1,1 . 

 

6.493.                
2 2

x x x
2 2

x c c
g x f t dt x x f t dt f t dt x x , x,c .   g x 0   
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    g 1 g 0 0 .    g x g 1     g x g 0 . g  

          2
g x f x 2x f x 2x 1 

1
x 0  

2
x 1 

Fermat    g 1 0    g 0 0   

          g 1 2f 1 f 1 2 1 0      f 1 1 

       g 0 f 0 1 0      f 0 1 

   f 0 f 1  f    0,1 , 

Rolle    0,1     f 0 . 
f

C  

   ,f  x x .  

 

6.494.          
x x

2 2

2 2
f t dt x 4 f t dt x 4 0  
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   f 1 
   

   
  

      


f f
1 f f .  

)     h x f x 4x    1,1 ,  

   
 

          
3

h 1 f 1 4 1 4 0 4 4 0      
 

         
3

h 1 f 1 4 1 4 0   

 0                   1                   

g      

g  

 
  

 



 

 

 

 

 407 

   f t 1. 
 

 
 

 
   

 2 2

4g t 4g t
1 1

g t 4 g t 4
 

 
 

 
 

 
 

1 1

21 1

4g t
dt 1 dt

g t 4
 

          1 2 1 4 6 0 ,  Bolzano     h 1 h 1 0  

  h x 0   1,1        h x f x 4 0 , 

  f x 1  

 
 

  
 


16

4

t
I f dt

4
. 

t
u

4
 

1
du dt

4
  

 
 

     
1

4 4

1 4
I f u 4du 4 u du 0 . 

 

6.507.  f     

 
x

2
f t dt  g       g x f x  

f   g x   

     g x f x 0 f  . 

     
2

2
g 2 f t dt 0       g 2 f 2 2  

g
C  


0

x 2             y g 2 g 2 x 2 y 2 x 2  g  , 

g
C  ,  

    g x 2 x 2 .  

   2   
       

 

 
   

 

   
2 2

0 2 0 2
f t dt f t dt g t dt g t dt

2 2 2 2
 

           


         
   

   

2

0 2
g t g t g 2 g 0 g g 2

2 0 2 2 0 2
. g  

  0,2    2,   
1

x 0,2    
2

x 2,  

 
   

 
1

g 2 g 0
g x

2
,  

    
 


2

g g 2
g x

2
. g   

g  
1 2

x x  

   
         

   


1 2

g 2 g 0 g g 2
g x g x

2 2
. 

i)           
   

x u 2

2 2
x f t dt du x 2 .  

                
x

2
x f t dt 2 x 2 g x 2 x 2 0 ,   x 0  x 2 . 

x 2                
   

x 4 2

2 2
x 2 0 f t dt du x 2 . 

ii)             
x 2

2
h x x t f t dt x 2         

x x 2

2 2
x f t dt tf t dt x 2  

   

               
x

2
h x f t dt xf x xf x 2 x 2      g x 2 x 2 0 x 2  (  

). 

t  4  16  

u  1 4  
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h                    
x 2

2
x 2 h x h 2 0 x t f t dt x 2  

 

6.508.      
1

0
g x f xt dt . 



  
x 0 u

u xt t
x

 
du

dt
x

.  

    
x

0

1
g x f u du

x
. 

 f    
x

0
f u du   g  

         
x

2 0

1 1
g x f u du f x

xx
 

  
 

 
 
 


x

0
f u du1

f x
x x

. 

     
x

0
x f u du     0,x      x f x  

  0,x :  
   

 
  

     


x

0
f u dux 0

f
x x

. 

 

  x  


f      
 

   
 

      
 

x x

0 0
f u du f u du

f f x f x f x 0
x x

,  

  g x 0   0,  g  


   0, . 

   x 1 x 0  


g   

       


    
  

x 1 x

0 0

1 1
g x 1 g x f t dt f t dt

x 1 x
     



  
x 1 x

0 0
x f t dt x 1 f t dt .  

     
1

0
g 1 f t dt   

             
2 1 2

0 0 1

1 1
g 2 f t dt f t dt f t dt

2 2
    

1 1

0 0

1
2 f t dt f t dt

2
. 

   g 1 g 2  g    1,2   

Rolle   1,2 :    
 

 
           
 

0
f u du1

g 0 f 0  

 
 

       





        
 




0

0

f u du 1
f f f u du f g . 

 

6.509.   
  

  
    

2 22 2 2
x x x

3 3 3x 1 1

u 1 u 1 u 1
g x du du du

u u u u u u
. 





2

3

u 1

u u
  

 0,   



2 2

x

31

u 1
du

u u
, 




2

x

31

u 1
du

u u
  

g    0,  

 
 

   
 

4 2

6 2 3

x 1 x 1
g x 2x

x x x x

 
   

 
 

 

4 2

4 2

2 x 1 x 1

x x 1 x x 1

     
  

    


 

4 2 2 4

4 2

2 x 1 x 1 x 1 x 1

x x 1 x 1
 

t  0  1 

u  0  x  
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  
    

  

     
  

   

3 3 2 26 4 2

4 2 4 2

x 1 x 1 3x x 1x 3x 3x 1

x x 1 x 1 x x 1 x 1
 

     

  

       
 


 

2 2 2

4 2

x 1 x 1 x x 1 x x 1 3x

x x 1 x 1

. 

)  x 0           g x 0 x 1 0 x 1. 

g  


   0,1  
  1,  

x 1   g 1 0 . 

 x 0  

   
 

     
  

2 2 2
x x

3 31 1

u 1 u 1
g x g 1 0 du du 0

u u u u

 


  
2 2 2

x x

3 31 1

u 1 u 1
du du

u u u u
 

  g x 0  x 1. 

  





2 2
t

3t

x 1
g t dx

x x
  g   1,  2 3      g 2 g 3  

 
 

  
2 2

4 9

3 32 3

x 1 x 1
dx dx

x x x x
. 

)       2
h x g x 2x x    1,2   

       h 1 g 1 1 1 0 ,     h 2 g 2 0      g 2 g 1 0 .  

    h 1 h 2 0  Bolzano   2,3  

   





        


2 2

2 2

3

x 1
h 0 g 2 dx 2

x x
. 

) g      2,3     g 2 g 3   
   

 


 
g 2 g 3

g 2 g 3
2

, 

  2,3  g    2,3 , 1 1 

 
    



   
    

    
2
1

1

2 2 2
4 9

1 3 3 32 3

g 2 g 3 x 1 x 1 x 1
g 2 dx dx dx

2 x x x x x x
.  

 

6.510.     
1

x
t

1
f x e dt   0,   

1

te   

   
1

xf x e 0  f

 . 

 1
e 1    





      
1

1

1 1
e 1

1 t t

1 e
f e f 1 e dt 0 e dt 0 .  

 f    1,2    1,2  

 
    


    

 
1 1

2
t

1

f 2 f 1
f e e dt

2 1
   1 .  

 
           

 
1 11 1

2
t2

1

1 1
1 2 1 e e e e e dt e

2
 

     
x

1
h x f t dt      h x f x  f  :       x 1 f x f 1 0 ,  

  f x 0   3,    h x 0  h .  

 0                   1                   

g      

g  
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       g x lnx x 2, x 3,   


    
1 1 x

g x 1 0
x x

 


g .  

x 3           g x g 3 lnx x 2 ln3 5 0 .     lnx x 2 x 2 lnx  

h            


    
x 2 lnx

1 1
h x 2 h lnx f t dt f t d t . 

 


 
2x x1 1

e 2 e
t t

1 1
e dt e dt      2x x

f e f 2 e  f   

 0,     2x x
f e , f 2 e    x ,ln2  

f  1 1        2x x 2x x
e 2 e e e 2 0  

      x x
e 2 e 1 0     x x 0

e 1 e e x 0 . 

)   f 1 0     
1

1f 1 e e , 
0

x 1 

         y f 1 f 1 x 1 y ex e .   
1

xf x e   0,  

    
1

x

2

1
f x e 0

x
, f    f x y  

x 1,    f x ex e .  

) f    x 1,x    x,x 1    

   
1

x 1,x     
2

x,x 1           
1

f f x f x 1   

         
2

f f x 1 f x    
1 2

 


f          
1 2

f f  

            f x f x 1 f x 1 f x



 

1 1
x x 1

t t

x 1 x
e dt e dt .  

 

6.511.       
x

3
f x x x tdt 15   0,   

    
x

2

3
f x tdt x .    f x f 3  Fermat  

     f 3 0 9 0          f 3 12 3 15 12  1   9 . 

 i)      
x

3
f x 9x x tdt 15 ,      

3
x

2

3
f x 9x tdt x ,      f x x 2x 3x 0   

x 0 , f  
f

C  . 

ii) f  
f .  

iii)       
x

3
f x 9x x tdt 15

   
          

   

x
2 2

3

t x 9
9x x 15 9x x 15

2 2 2
 

    
3

x 27
f x x 15

2 2
. 

 

6.512.      
1

x

1

1
f x f t dt

x
   1 ,  0 48 , x 0 . 

      


      
1

x
x

1 1
g x f t dt f t dt x 5

x
  0,   
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       
 

    
 

 
1

x
x

2 21 1

1 1
g x f x f t dt f f t dt

xx x
   2 .  1   x  

1

x
 

 
 

  
 


x

1

1
f f t x

x
   3 .  2   1   3   

    
1

g x
x

    
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1
lnu 1 u

e
. 

 
1

0 x
e
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x 0
lim x 1 lnx ,  

 
  



  
    
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 
1

x
e

   f u 0  f    x,2x  
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
  
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t x 1

x
t dt x
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t

xx
lim t dt . 

 

6.552.     
u
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    

 


x

0x x

f t1
lim f lim dt 0

x t
  

   x 2x  x        
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
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f

x 0 f x f 0 0 f ,0  

   


   

f

x 0 f x f 0 0     




   
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6.603.       
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 

3 3 3
1

f e ce e c 2
3 2

   x
f x 2e x , 

 
 
 

x 0,
2

 

      
  
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6.604.            
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6.605.  
 

 
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     

      
               
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6.606.   xt u xdt du   t 0 u 0    t 1 u x . 
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 1  x 0    f 0 1   c
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6.607.       2
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 
 

3 3 3

2

0 0
0

x
f x dx x 1 dx x E

3 3 3
 

 
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6.608.   
1
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          


f

1 2 1 2

f x 1 7 f x
f f

x 3 x
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6.609.     g x f x 2x , x    
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      
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