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10 DEFEGHGIJ- IFKJLIJ  

10.01 MN 
Ox P OQ x 2

f(x) x 2 2 OQ x 2
x 2

R STUV W R X YU XZ
 N[ \]^_-

`^ `[ a,b Rc de`^ f f  N[ ^_N[g h[][iji_egkf e`l 2  

10.02 MN 
x 3

f(x)
lim 7

x 3m n oo  p[g f f  ^_N[g eqN^rst  
e`l 0x 3u  N[ [hlv^_w^`^ x`g f f  ^_N[g h[][iji_egkf 
e`l 3  

10.03 ye`j eqNz]`fef f  l]gek{Nf e`l | }0.~�  

p[g ger�^g x`g ��x f(x) x x ��x� � � , ig[ x 0� . �[ 
[hlv^_w^`^ x`g f f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l ox 0u   

10.04 ye`j f eqNz]`fef f : R R�  h[][iji_eg-
kf e`l 0  p[g e`l 1  p[g ger�^g x`g f(0) f(1)u . �[ [-

hlv^_w^`^ x`g f 
1

f(2x) �� x
2g(x)
1

f(2x-1) �� x
2

� ���� �� ���
 ^_N[g h[-

][iji_egkf e`l 1

2
 [N p[g kxNl [N f (0) f (1)� ��  

10.05 �_N^`[g f eqNz]`fef f : R R�  h[][iji_-
egkf e`l 1 ig[ `fN lhl_[ ger�^g x`g f (1) 2� � . �[ [hl-
v^_w^`^ x`g 

x

x
lim (x 1) f(1) f 2

x 1���
� �� �� � �  ¡¢ £�¤ ¥¦ §  

10.06 f eqNz]`fef f : R R�  ^_N[g h[][iji_egkf 
e`l ox R¨ . �[ v^_w^`^ x`g f eqNz]`fef 
© ª «

« « « «
f(x) ¬ x x

g x
f  (x )(x-x ) f(x ) ¬ x x

®¯° ± ² ³ ´µ  ^_N[g h[-
][iji_egkf e`l ox  

10.07 ye`j f eqNz]`fef f : R R� h[][iji_egkf 
e`l 0  p[g ger�^g ¶ · ¸ ¹ ¶ ·f x y f x f y xyº » º º  ig[ pz¼^ 
x, y R½ , N[ v^_w^`^ x`g f f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l 
R . 

10.08 ¾ eqNz]`fef f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l ox  

k^ of(x ) 3¿ , of (x ) 2À Á . �[ \]^¼^_ `l Âx x Ã
2f(x)-6

lim
x-xÄ  

10.09 �_N^`[g f eqNz]`fef f : R R� , h[][iji_-
egkf e`l 0 . �[ [hlv^_w^`^ x`g  
A)  

x 0

f(Åx) f(Æx)
lim (Å Æ)f (0)

xÇ
È ÉÊ È , a,b R *c  

B)   
2 2

x 0

f (3x) f (2x)
lim 2f(0)f (0)

xË
Ì ÍÎ  

10.10 ¾ eqNz]`fef  f  ^_N[g l]gek{Nf e`l vgze`f-
k[ Ï  k^ Ð Ñf x 0Ò  e`l Ï  p[g h[][iji_egkf e`l 

0x 0Ó  N[ v^_w^`^  x`g: 

0

0 0
2 2x x

0 0 0

f(x) f(x ) f (x )
lim

x x 4x f(x )Ô
Õ Ö×Õ  

10.11 ye`j f eqNz]`fef f  l]gek{Nf e`l R  p[g 
h[][iji_egkf e`l x RØ , N[ v^_w^`^ x`g  
A)  Ù Ú

h 0

f(x h) f(x)
lim f x

hÛ
Ü Ü Ýu Ü  

B)  Ù Ú
h 0

f(x h) f(x h)
lim 2f x

hÛ
Þ Ü Ü Ýu   

10.12 �_N^`[g f eqNz]`fef f : R R�  k^ e�Nlßl 
`gkdN `l  à á0,âã , de`^ N[ ger�^g 
ä å à á ä åf x y ef x f yâ æ  ig[ pz¼^ x, y R½ . MN f f   ̂ _N[g 
h[][iji_egkf e`l efk^_l k^ `^`kfk{Nf kfv{N p[g g-
er�^g x`g à áf 0 eç æ  , N[ [hlv^_w^`^ x`g f f  ^_N[g h[][-
iji_egkf e`l R  p[g N[ \]^_`^ `lN `�hl `ft. 

10.13 ye`j eqNz]`fef f : R R� h[][iji_egkf e`l 
1  p[g ger�^g f(xy) f(x) f(y)è é  ig[ pz¼^ x, y R *½ , 

N[ [hlv^_w^`^ x`g f f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l *R . 

10.14 ye`j f : R R�  h[][iji_egkf e`l ox 0u  

p[g 
x 0

f(2x) f(x)
lim 3

xê
ë ì . �[ [hlv^_w^`^ x`g à áf 0 3ç æ  
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10.15 #]^_`^ `gt h[]zidilqt `jN eqN[]`se^jN 
M) 

xe
f(x)

1 x
�

�
  #)  � 	

2

1
f x

x 4



�
 

$) 
ln x

g(x) x��x
x 1

� �
�

 �) � �
x

ln x
f x

e
�  

%). 
��x ���x

g(x)
1 ��x

Üu Þ  &`) ln x
g(x)

x 2
�

�
 

')  � �
2  !x

f x
1  !x

"
(

)
  ¾) 

2x
f(x)

ln x
*  

+) 
x

2x 1
h(x)

e

,

    -) 

1 ./x
f(x)

1 012x

3
4

5
   

10.16 �[ \]^_`^ xß[ `[ hlßqdNqk[ P  k^ 
6 7 6 7

2
P x P x89 : ;< =  ig[ pz¼^ x RØ . 

10.17 N[ [hlv^_w^`^ x`g:  
M) AN Ù Ú 2f x x ln xu  `x`^ 22xf(x) xf (x) x 0>? @ A   

#)  MN 
x

x
y

e
B  `x`^ dy

x (x 1)y 0
dx

C D E  

10.18 +^j]l�k^ kg[ eqNz]`fef f  ig[ `fN lhl_[ 
ger�^g: F G F G H Iyxf x y e f y e f x xy JK L K K K  ig[ pz¼^ 
x, y RM . �[ [hlv^_w^`^ x`g: 
A)  N Of 0 PQ R  

B) f fC  h^]Nz [hx `fN []rs `jN [wxNjN.  
$)  MN ^_N[g h[][iji_egkf e`l R ̀ x`^ ger�^g x`g 
S T S T Ù Ú ox

o o of x f x f 0 e xÝ Ýu Þ Þ ,  ox RU . 

�)  MN f f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l 0  `x`^ ^_N[g 
h[][iji_egkf e`l R p[g ger�^g  
S T S T Ù Ú ox

o o of x f x f 0 e xÝ Ýu Þ Þ  ig[ pz¼^ ox RU  

10.19 ¾ eqNz]`fef g  ^_N[g h[][iji_egkf e`l R , 

k^ V Wg e 1X  p[g Y Zg e 2[ \ . MN ] ^ ] ^
2

2 x
f x x g x

ln x
_ `  

N[ \]^_`^ `lN a bf ec  

10.20 �[ [hlv^_w^`^ x`g   
A)   

x

x 0

e 1
lim 1

xd
Ü u     B) 

5 5

x 2

x 2
lim 80

x 2d
Ü uÜ  

efgfhihjk klmnopqk klmfgpqkqk 

10.21 �[ \]^¼l�N lg h[]zijilg `jN eqN[]`se^jN: 
2 2f(x) rs x tuv 3xw x ,   

2 3f(x) yz (4x 1){ |       

} ~ � �
3 2f x ln x 3x ln 3� � �   

� � � �3f x ��� ln 2x 2� �     

� � � �
x xf x �� 2 3 ��t� � �   , t Rc  

� � � � � �
4 32 3 2f x x 3 x 5 y� � � �   , y RM  

10.22 �[ \]^¼l�N lg h[]zijilg `jN eqN[]`se^jN 
M) � �

2 1
x �� �� x 0

f x x
0 �� x 0

�  ¡¢ £
¡ ¢¤

  

#) ¥ ¦ 2f x x x 3 2§ ¨ © ¨   

$) ª «
xef x x¬  k^ x 0      

�)  ® ¯ °±xf x 2²  

10.23 �_N^`[g f ³ ´ x 3f x e x xµ ¶ ¶ , x R· . 

M) �[ [hlv^_w^`^ x`g f f ^_N[g [N`ge`]{¸gkf p[g 
N[ \]^_`^ `l h^v_l l]gekl� `ft 1f¹  

#) MN  f 1f¹  ^_N[g h[][iji_egkf e`l 1f
D º , N[ 

v^_w^`^ x`g » ¼ ½ ¾1 1
f 1

2
¿ À Á . 

10.24 M)  MN f(x) c(x Â)(x Ã)(x Ä)Å Æ Æ Æ  k^ 
c,Ç,È,É RÊ  p[g x a,b,ËÓ  `x`^ N[ [hlv^_w^`^ x`g: 
f (x) 1 1 1

f(x) x a x b x Ë
Ý u Þ ÞÜ Ü Ü  

#) �[ \]^¼^_ f fÌ  [N 2 3 4 2

2

(x 5) (1 x )
f(x)

1 x

Í Í
Î

Í
  

10.25 MN f eqNz]`fef f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l 
0x 0u  p[g ger�^g: 3 2 2f (x) x f(x) 2x rsxÏ Ð ,  ig[ pz¼^ 

x R·   N[ \]^¼^_ f h[]zijilt `ft f  e`l 0x 0u . 
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10.26 ¾ eqNz]`fef f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l R  

p[g ig[ pz¼^ x R·  ger�^g à á 2f 2x 3 x 3x 5Þ u Þ Þ  N[ 
\]^¼^_ `l â ãf 3ä  

10.27 åg eqN[]`se^gt f  p[g g  ^_N[g h[][iji_eg-
k^t e`l R  p[g ig[ pz¼^ x,y Ræ  ger�^g x`g 
f(x y)-g(x y) f(x)-g(x)ç ç Å  . �[ v^gr`^_ x`g 
f (x) g (x)è èé , x Rê c   

10.28 ye`j f eqNz]`fef f  h[][iji_egkf e`l R . 
�[ [hlv^gr`^_ x`g  
M)  MN f f  ^_N[g z]`g[ `x`^ f fÌ  ^_N[g h^]g``s 
#) MN f f  ^_N[g h^]g``s `x`^ f fÌ  ^_N[g z]`g[ 

10.29 ye`j f eqNz]`fef f  h[][iji_egkf e`l 0  

`{`lg[ de`^ ig[ pz¼^ x R·  N[ ger�^g 
â ã â ãf f(x) f x 2xÐ Ï . �[ [hlv^_w^`^ x`g â ãf 0 1ä Ð ë  s 
ì íf 0 2î ï  

10.30 åg eqN[]`se^gt f ,g  ^_N[g h[][iji_egk^t 
e`l R  p[g ig[ pz¼^ x R·  ger�^g x`g ð ñ

2f(x )g x eò , k^ 
â ãf 1 0ä ó , N[ [hlv^gr`^_ x`g â ã â ãgô 1 2g(1)fô 1Ð  

10.31 �_N^`[g f eqNz]`fef f  ig[ `fN lhl_[ ^_N[g 
f(x y) f(x)f(y)Þ u  p[g f(x) 0õ ig[ pz¼^ x,y Rö . MN 
ger�^g x`g 

x 0

f(x) 1
lim R

x÷
ø

ù úû  N[ [hlv^gr`^_ x`g f f  

^_N[g h[][iji_egkf e`l R  

10.32 �_N^`[g x`g lg eqN[]`se^gt f ,h  ^_N[g l]g-
ek{N^t p[g h[][iji_egk^t e`l ü ý0,2  p[g ger�^g 

þ ÿ þ ÿ2 32f x h x 9� � �  ig[ pz¼^ � �x 0,2� . MN � �f 1 3�  

p[g â ãf 1 2ä Ð ë , N[ \]^¼^_ `l � 	h 1
  

10.33 ye`j f eqNz]`fef  
� �

2 2
x x � , x 0

f x x
0, x 0

� � ��� �
� ��

 

�[ ^w^`ze`^ [N f â ãf xä   ̂ _N[g  eqN^rst e`l ox 0u  

10.34 ¾ eqNz]`fef f  ^_N[g h[][iji_egkf e`l R  k^ 
� �f x 0�  ig[ pz¼^ x R� .  

M)  �[ [hlv^_w^`^ x`g f eqNz]`fef � �y f x�  ^_N[g 
h[][iji_egkf e`l R .  

#)  MN ger�^g x`g � �f 2 5�  �  p[g ! "f 2 4# $ %  N[ [-
hlv^_w^`^ x`g & 'f 2 4() * )       

 

+,-,./.01 ,2/34-51 3,651 

10.35 ye`j kg[ eqNz]`fef f  v�l 7l]{t h[][iji_-
egkf e`l R. �[ [hlv^_w^`^ x`g:  
M)  

h 0

f (x 2h) f (x)
lim 2f (x)

h8
9 9: ; 99<  , x=R 

#)  
h 0

f (x h) f (x)
lim f (x)

h>
Ý ÝÜ Ü ÝÝu Ü ,  x=R 

$)  
h 0

4f (x 2h) 6f (x h) 10f (x)
lim 2f (x)

h?
@ @ @A A B B @@C   ig[ pz¼^ 

x R�  

10.36 �[ [hlv^gr`^_ x`g:  
A)  MN D E

2xy ln e 1 xF G H  `x`^ I JI Jy 1 y 1 yKK K KL M N  

B)  MN O P O Py QR ln x STU ln xV W `x`^ 
2x y xy y 0XX XY Y Z  

10.37 MN f eqNz]`fef f  ^_N[g v�l 7l]{t h[][ij-

i_egkf  e`l R  p[g ig[ pz¼^ x R[  ger�^g 
\ ] ^ _2f x xf x` , N[ [hlv^_w^`^ x`g a bf 1 0cc d . 

10.38  �[ [hlv^_w^`^ x`g:  
M)  MN e ff x ghixj , ̀ x`^ k l(m) no

f x pqn x
2

r st uv wx y
  

z)  {| } ~ xf x xe�  ����  � � � �(�) xf x e x �� �  

10.39 �� ������ ��� �� �����|��� � �P x  ��� �� �-

���� ������ ��� � � � �
2

P x P x�� �  ¡ ¢  
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10.40 Ë�� ��|Ì��Í�Í f  ��|�� ��|��ÎÏ ��� ox 1Ð  

Ñ�� ������ 
2

x 1

f(x) x
lim 7

x 1Ò
Ó

Ô
Ó

. �� ���Õ��Ö��� ��� Í �7�-

����×|Í �ÍÏ fC  ��� �Í����  Ø ÙÚ ÛA 1, f 1   ��|�� ÑÌÜ��Í 

��Í| ��Ü��� x 9y 5 0Ý Ý Þ  

10.41 ß�|���� Í ��|Ì��Í�Í 3f(x) xj . �� ������ 

��Ï  �7������|�Ï �ÍÏ fC  ��� Õ�×���|��� ��� ��  

M( 2, 8)à à  

10.42 á��â ��|Ì��Í�Í f   ��� �Í| ����� ������ 

���: ã ä 2x ln x f x x xå å æ  ��� ÑÌÜ� x çè . �� ���Õ��-

Ö��� ��� ��|�� �����â�����Í ��� ox 1Ð  Ñ�� |� ������ 

�Í| �Ö��â�Í �ÍÏ �7�����×|ÍÏ �ÍÏ fC  ��� �Í���� 

é êë 1, f(1) . 

10.43 {| ì íf : 0, Rîï ð  �� ñ ò
1

f x
x

ó  Ñ�� ô 0õ , 

|� ���Õ������ ��� �� ����Õ�| ��� �����|�� ��� ��Í��-

��ö��| �� Í��ÌÖ�|�Ï Ox,Oy  Ñ�� Í �7�����×|Í �ÍÏ Ñ�-

����ÍÏ ��� ox ÷ø  ��|�� �|�ÖÌ��Í�� ��� ù . 

10.44 �� ���Ü��| �� �7������|�Ï �â| f gC ,  C   

���| 2f(x) x 2ú û  Ñ�� 21 1
g(x) x

8 2
ü ý þ   ��� �×�|�-

|��� ���| y yÿ  Ñ�� ��|�� ÑÌÜ���Ï ����Ö� ���Ï. 

10.45 {| � �

2�x 2�x � � x 2
f x �

x 2
x 1

� � � � �
�

	 

��

��

 , |�  

���Ü��| �� ,�,� R�  ���� Í �7�����×|Í �ÍÏ Cf ��� 

A(2, f(2))  |� ��|�� ���Ì��Í�Í ���Ï �Í| 2x y 1 0Ý � Þ  

10.46 {| � � 2f x � ln x �x 3� � � , |� ������ �� 

�,� R�  ���� Í ��Ü��� �: 2x y 4 0� Ý Þ  |� ��|�� �7�-

�����|Í �ÍÏ fC  ��� �Í���� �ÍÏ Ø ÙÚ ÛA 1, f 1 . 

10.47 $�� �Í| �����â�����Í ��|Ì��Í�Í f  ������ 
��� � � � �f 2 x f 2 x 2x� � � � � , x Rê � . �� ���Õ��Ö��� 

��� Í �7�����×|Í �ÍÏ ���7�ÑÎÏ ���Ì����ÍÏ ��� �Í���� 

 !2, f(2)  ��|�� ÑÌÜ��Í ��Í| y x" . 

10.48 {| # % 2f x 4 x& '  Ñ�� ã ä 2g x x 8x 20( æ ) æ . 

�� ������ ��Ï Ñ��|×Ï �7�����×|�Ï �â| fC  Ñ�� gC .  

10.49 $�� ���� ���Î ��� ô 0*  Í �7������|Í �ÍÏ 

+ , 2f x x 3x- .  ��� / 01, f(1)  ��|�� �7������|Í �ÍÏ 

ñ ò
1

g x
x

ó  

10.50 �� Õ��Ö��� ��� �� ���7�Ñ×Ï ������Ì���Ï �â| 

��|���Î��â| 
x xe e

f
2

(x)
23

4  Ñ�� 

x xe e
g(

2
x) sinx

56
7  ×���| Ñ��|Î �7�����×|Í �� ÑÌÜ� 

Ñ��|� ���Ï �Í����.   

10.51 8�â����� �Í| ��|Ì��Í�Í f  ��� ×��� ��|�-
�Î ����Í ���Ì�â�� ��� R  �� f (x) 09 :  ��� ÑÌÜ� 

x R; . {| Í gC  �ÍÏ g  �� 
f(x)

g(x)
f (x)

<
=

 �×�|�� ��| 

ÌÖ�|� x x> , |� ���Õ������ ��� Í �7�����×|Í ��� �Í���� 

���ÎÏ , ��Í����ö�� �� ��| ÌÖ�|� x x>  �â|��  o45  

10.52 �� ������ ��| � R�  ���� Í ��|Ì��Í�Í f  

�� xf(x) ?@ , |� ×��� �7�����×|Í �Í| y x" . 

10.53 Ë�� ��|Ì��Í�Í f : R RA ×��� �Í| �Õ���Í��: 

B C B C2f x 2 x 3x 2 f x 3 2x 4D E D F E D F D , x Rê � . 

á��â ������Í�Î ��Ü��� Í ����� Õ�×������ ��� �� 

1
M ,0

2

G H
IJ K

L M
 Ñ�� �×�|�� �Í fC  �� Õ�� Õ��7�����ÑÌ �Í-

���� { Ñ�� z. 

�� ������ ��| ���� �ÍÏ f  Ñ�� |� ���Õ��Ö��� ��� �� �7�-

�����|�Ï �ÍÏ fC  ��� { Ñ�� z �×�|�|��� ÑÌÜ���. 
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10.54 ß�|���� Í ��|Ì��Í�Í ] ^f x 2_ ln x` a , 

x 0õ , ���� � R� .  �� ������ �Í| �Ö��â�Í �ÍÏ �7�-

�����|ÍÏ �ÍÏ fC  ��� �Í���� �ÍÏ b cd eM 1,f 1  Ñ�� ���-

Õ��Ö��� ��� Õ�×������ ��� ���Ü��� �Í���� f ��� ÑÌÜ� 
��R. 

10.55 {| Í ��Ü��� y 2x 0g h  ��|�� Í �7�����×|Í 

��� Õ����Ì�����Ï �ÍÏ  y f(x)Ð , ��� �Í���� �ÍÏ �� 

ox 1i j , |� ���Ü�� Í �7�����×|Í 1(k )  ��� gC  �ÍÏ g  

�� 
2

1
g(x) f

x

l m
n op q

r s
 ��� �Í���� �� 1x 1t  

10.56 * {| 
1

f(x)
x

u Ñ�� xg(x) evw , |� ���Õ��Ö��� 

��� �� fC Ñ�� gC ×���| Ñ��|Î �x�����×|Í.  

10.57 �� Õ��Ö��� ��� �� ���x�Ñ×Ï ������Ì���Ï �â| 
xg(x) ey  Ñ�� 2f(x) 2xw  , ×���| Ñ��|Î �x�����×|Í  

10.58  ß�|���� Í ��|Ì��Í�Í z { 4 2f x x 4x 3xÐ | | . 

�� ���Ü�� ��Ü��� ��� |� ��|�� �x�����×|Í �ÍÏ ���x�-
ÑÎÏ ���Ì����ÍÏ �ÍÏ f  �� Õ�� Õ��x�����ÑÌ �Í���� �ÍÏ. 

10.59 ** á��â ��|Ì��Í�Í f  �����â�����Í ��� R , 

Ñ��  ������ } ~f ln x x ln x x� � , x 0õ   

{)  �� ���Õ��Ö��� ��� Í ���x�ÑÎ ���Ì����Í �ÍÏ 
���������, fC � , Õ�×������ ��� �Í| ���Î �â| �Ö�|â|.  

z)  �� ������ �Í| �Ö��â�Í �ÍÏ �x�����×|ÍÏ �ÍÏ 

fC  ��� �Í���� �ÍÏ �� ����Í�×|Í 0 .  

$)  �� ����������� �� ����Õ�| ��� �����|�� �� 

����� ��Í����ö���� ��� �Í| �x�����×|Í �ÍÏ fC  ��� 

�Í���� �ÍÏ �� ox 1Ð  Ñ�� ���Ï ÌÖ�|�Ï x x>  Ñ�� y yÿ .  

10.60 ** á��â Í � �
ln (�x)

f x
x

�  �� �, x 0�  

{)  �� ���Ü�� Í �Ö��â�Í �ÍÏ �x�����×|ÍÏ �ÍÏ fC  

��� �Í���� � �� �x , f(x ) .  

z)  �� ���Õ��Ö��� ���  �� �����Ì|â �x������|�Ï 

��� �Í���� � �� �x , f(x ) , Ñ�Ü�Ï �����Ì������ �� � , 

Õ�×���|��� ��� �� �Õ�� �Í����.  

10.61 á��â ��� �����â�����Í ��|Ì��Í�Í 

f : (0, ) R�� � , �� 2f(x ) f(x) 3 ln x 4� � � �  

{) �� ������ �Í| �Ö��â�Í �ÍÏ �x������|ÍÏ �ÍÏ 

���x�ÑÎÏ ���Ì����ÍÏ �ÍÏ f  ��� � �1, f(1)  

z) �� ����������� �Í| ���Î ��� ����� 

2x 1

x f(x) - 2
lim

x - 1�

�
. 

 

� ��������� �� ��� ��  ¡¢�£�¤�� 

10.62 ¥� Ñ�|Í�� O  Ñ�|����� �� ���Ü��Î �����Í�� 

2m /sec  Ñ��Ì �ÎÑ�Ï �ÍÏ ��Ü���Ï (�).  

¦�Ñ��Ñ� ����Õ�� ×��� �� Ñ×|��� ��� ��Í| �������Ì�-

�Í�Í �â| ��Ü���| (§),(¨) , ×��� Õ�Ì����� 2m  ��Í �� �� 

���� �ÍÏ �������ÍÏ �â| (§),(¨)  Ñ�� ÕÍ�������� �Í| 

«�Ñ�Ì» AB . �� ���Ü�� � ���������Ï ��Ü��Ï �������ÎÏ 
��� �ÎÑ��Ï AB  �Í| �����Î Ñ��Ì �Í| ����� �� ����â|� 

OAB  ��|���� ��Ü���|�� ��� ����Í x��Ì  

(©�ÑÍ�Í ��� www.mathematica.gr) 

 

10.63 ªÍ���� M  Ö�Ñ�|Ì ��� �� « ¬O 0,0  Ñ�� Ñ�|��-

��� �Ì|â ��Í| Ñ�����Í y xw , ���� Í �â|�� 

xOM


|� ������|���� �� ��Ü�� 

® ¯
/ °

± t rad /sec
14

² ³ . 

{)   �� ���Õ��Ö��� ��� Í ����Í�×|Í ´ µx t  ��� 

�Í����� M  Õ�|���� ��� �Í ��×�Í: x(t)=�x2Ü(t) Ñ��  Í 

�������Í � �s t  ��� �Í����� M  ��� �Í| ���Î �â| 

�Ö�|â| ������� �� ¶ ·
2

¸¹º»(t)
s t

¼½ »(t)
¾  

z)  �� ������ �� ��Ü�� �������ÎÏ �ÍÏ ������-

�ÍÏ OM , �Í �����Î ot  ��� ��|��  xOM


=
¿

6
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11 � ROLLE  

11.01 {|   
2x Ûx Ü x 0

f(x)
3 (Ý Û)x x 0

Þ ß ß àá
â ã

ß ä åáæ
 |� ���Ü��| 

�� ç,è,é Rê  ���� |� �x����ö����  �� Ü���Í�� Rolle 

��� ë ì1,1í  Ñ�� |� ���Ü�� � �î 1,1ï ð  ���� � �f î 0ñ w . 

11.02 Ü�â����� ��� ��|Ì��Í�Í f Í ����� ��|�� 

��|��ÎÏ Ñ�� �Í �ÍÕ�|�ÑÎ ��� 
ò 3ò

,
2 2

ó ô
õ ö÷ ø

 Ñ�� �����â��-

���Í ��� 
ù 3ù

,
2 2

ú û
ü ý
þ ÿ

 �� ���Õ��Ö��� ��� ��Ì���� 

0

ò 3ò
x ,

2 2

� �	
 �� �
 �×���� ���� o o of (x ) f(x )��x� � . 

11.03 ß�|���� ��� Í f ��|��ÎÏ ��� � �,� , � > 0 Ñ�� 

�����â�����Í ��� (�, �) �� 
� � � �f � f �
� �

� . �� ���Õ��-

Ö��� ��� ��Ì���� � �î �,�ï  ���� � � � ��f � f �� �  

11.04 ß�|���� Í ��|Ì��Í�Í f  ��|��ÎÏ ��� � �,�  

Ñ�� �����â�����Í ��� (�, �). �� ���Õ��Ö��� ��� ��Ì�-

��� � �� �, �  ���� 
! " ! "

! "2

3 3

f # f $
3% f %

# $

&
'(

&
 

11.05 á��â f  ��� �����â�����Í ��|Ì��Í�Í ��� 

R  �� f(x) 0)   ��� ÑÌÜ� x R*  Ñ�� 
f(2000)

e
f(1999)

+ . �� 

���Õ��Ö��� ��� Í �Ö��â�Í f (x) f(x), +  ×��� ��� ����Ì��-

���| ��ö� ��� � �1999,2000  . 

11.06 �� ���Õ��Ö��� ��� �� ���x�Ñ×Ï ������Ì���Ï 

�â| ��|���Î��â| xf(x) e 2xw - Ñ�� x 3g(x) e x./ 0   

×���| ×|� ��|� Ñ��|� �Í���� ��� ����Ñ���� ���|  y y, . 

11.07 �� ���Õ��Ö��� ��� Í �Ö��â�Í 
5x 3x 1 02 3 4   ×��� ��|�Õ�ÑÎ ��ö� ���  R  

11.08 �� Õ���Ü�� ��� Í �Ö��â�Í 

5 62012 20112013x 2012 7 1 x 7 08 9 9 :  ×��� ����Ì�����| 

��� ��ö� ��� ; <0,1  ��� ÑÌÜ� = R>  

11.09 á��â ��|Ì��Í�Í f  ��� �Í| ����� ������| 
��� ��|�� ��|��ÎÏ ��� ? @1,e , �����â�����Í ��� ; <1,e  

Ñ�� � � � �f e f 1 1ð w . �� ���Õ������ ��� Í �Ö��â�Í 

� �xf x 1ñ w  ×��� ��� ����Ì�����| ���Í ��� ; <1,e . 

11.10 ß�|�|��� �� ç,è,é Rê . �� ���Õ������ ��� Í 

�Ö��â�Í ABCDx EBCD2x FBCD3x 0G G H  ×��� ��� ���-

�Ì�����| ��ö� ��� Õ�Ì��Í�� � �0,I . 

11.11 �� ���Õ��Ö��� ��� Í �Ö��â�Í  
3 2Jx Kx Lx M 0N N N O  �� 2� �PQ ,R 0S  ×��� ��|�Õ�-

ÑÎ ��ö� ��� R  

11.12 �� ���Õ��Ö��� ��� Í �Ö��â�Í 8x 7x 6T U  

Õ�| ×��� �����������Ï ��� Õ�� Õ��x�����Ñ×Ï ��ö�Ï ��� 

R  

11.13 �� ���Õ��Ö��� ��� Í �Ö��â�Í 
x 2e �x �x Pw - - ×��� �×��� ����Ï ��ö�Ï ��� R   

11.14 �� ������ ��Ï �Ö������Ï: 

{)   V W
xln 1 xe xX Y     z)  x x2 5 2 5xZ + Z  

11.15 �� Õ��Ö��� ��� ����Ö� Õ�� ��ö�| �ÍÏ �Ö��â-

�ÍÏ xe [\x 1w  ��Ì���� ��ö� �ÍÏ �Ö��â�ÍÏ 
xe ]^_x 1` a  

11.01 {)  �� Õ��Ö��� ��� Í  

b c 3 3f x x dx 3x 1e f g f   ��� ÑÌÜ� x R*  �� = R>  Õ�| 

��|�� 1 1h . 
z)  �� Õ��Ö��� ��� �x����ö���� �� Ü. Rolle ��� �Í 

��|Ì��Í�Í i j k lf x 2g x e x mx 3n o o p   
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…

11.02 � �������Í Õ�� ����â| ��� ��|Õ×�|��� �� 
��Ü��� ��ÕÍ��Õ����ÑÎ �����Î ��|�� 51 km . Ë��  ���-

Ö�������� Õ��|��� �Í ����Ö� ���Ï �������Í  �� 0,6 
���Ï. �� ���Õ������ ���  ��� ÑÌ���� ���|�ÑÎ �����Î  Í 

���Ö�������� ×��� �����Í�� 85 km /h . 

11.03 {| f  ��|��ÎÏ ��� ? @1,5  �� � �f 1 2w ð  Ñ�� 

� �f x 2� � , x (1,5)� ê  |� Õ��Ö��� ��� 10 f(5) 6� � �  

11.04 � ��|Ì��Í�Í f  ��|�� �����â�����Í ��� 

? @1, 4   Ñ�� ��� ÑÌÜ�  x R*  ������ � � � �f 4x 4f x�  Ñ�� 

25
f 1

100

� � �� �� �
 |� ���Õ��Ö��� ��� ��Ì����|  

� �1 2 3� ,� ,� 1, 4�  ���� � � � � � �1 2 3f î f î f î 12ñ ñ ñ- - w   

11.05 ß�|���� Í ��|Ì��Í�Í � �f x log x� . �� ���-

Õ��Ö��� ��� ��Ì���� � �î 1, 20ï    ����  
19 loge

�
1  log2

�
`

�
. 

11.06 N� ���Õ��Ö��� ��Ï �|����Í��Ï:  

{)  
1 1

x 1 xxe x 1 xe� �   �  ��� ÑÌÜ� x 0¡ . 

z) 
e ¢

2 ln¢
¢ e

£ ¤ ¤      

11.07 N� ���Õ��Ö��� ��Ï �|����Í��Ï:  

{) 
x

ln(x 1) x
x 1

¥
¥

¦ ¦  �|  x>0  

z) x 1x e 1 (x 1)e§¨ ¨ © ª   �| � �x 1,2ï  

           ….-…. 

11.08 {| Í f  ��|�� Õ�� x��×Ï �����â�����Í ��� 

R  Ñ�� ��Ì����| ���� ��|��Ü���ÑÌ �Í���� �ÍÏ fC , |� 

���Õ��Ö��� ��� ��Ì���� « R¬  ��  ®f ¯ 0°° ± .  

11.09 � ²³´Ìµ¶Í²Í f  Õ³· x·µ×Ï ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿ 

²¶· R . À´ ·½ ¹µ½Á¾·¼ Â Ã Â Ã Â Ãf 2 , f 4 , f 6  Ä¼´¹½ Å½¹Å·Æ½Ç·¼ 

Èµ·½ ¹µ½Á¾¿¶½ÇÉÊ ¸µ·ÈÅ·³ ´¹ ¹¸·ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½ ³¸ÌµÆÄ½ 

Í´¹ ¶·³ÎÌÆ½²¶·´ Ï Ðox 2,6Ñ  Ò²¶Ä Ó Ôof x 0ÕÕ Ö . 

11.10 ×²¶» f : R RØ  ¶µÄ½Ê x·µÍÊ ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿. 

Ù¸·ÁÍ¶·³¾Ä È¶½ Ú Û Ú Û Ú Û Ú Ûf 1 f 0 f 0 f 0 0Ü ÜÜÝ Ý Ý Ý . N¹ 

¹¸·ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½ ³¸ÌµÆÄ½ Þ ßx 0,1à  Ò²¶Ä á âf x 0ããã ä . 

11.11 ×²¶» f ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿ ²¶· R  ¶¿Ê ·¸·¼¹Ê ¿ 
¸¹µÌº»º·Ê  Ä¼´¹½ º´¿²¼»Ê xÁ¼´·³²¹ ²¶· R . å¹ ¹¸·-

ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½: æ ç æ ç æ ç æ çf 1999 f 2002 f 2000 f 2001è é è . 

11.12 êÄ»µ·ë¾Ä ¶¿´ ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿ ²¶· R ²³´Ìµ-
¶¿²¿ f  º½¹ ¶¿´ ·¸·¼¹ ½²ÆëÄ½ f(lnì) f(lní)î . À´ ½²ÆëÄ½ 

lnï lnð lnñò ò , ¾Ä ó,ô,õ 0ö  Ç¹½ 2÷ ø
e

ù ÷
ú ú , ́ ¹ 

ÅÄ½Æ¶Ä¼ È¶½ ³¸ÌµÆ·³´ 1 2û ,û Rü  ¾Ä 1 2f (ý ) f (ý ) 0þ þÿ �  

11.13 ×²¶» ²³´Ìµ¶¿²¿ f , Å³· x·µÍÊ ¸¹µ¹º»º¼²½-
¾¿ ²¶· � ��,�  ¾Ä � � � �f � f � 0	 	 . å¹ ¹¸·ÅÄ½Æ¶Ä¼ È¶½ 

³¸ÌµÆÄ½ � �ox �,�ï  Ò²¶Ä  
 � 
 � 
 �� � �f x f x f xñ ññw . 

11.14 ×²¶» 2 6 4 2f(x)  x �x x � �� � � � � , 

*�,�,�,� R�  ¾Ä 2 23� 5�Q . å¹ ¹¸·ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½ ÅÄ´ 

³¸ÌµÆ·³´ ¶µ¼¹ Å½¹x·µÄ¶½ÇÌ ²³´Ä³ÁÄ½¹ÇÌ ²¿¾Ä¼¹ ¸·³ ´¹ 
¹´ÉÇ·³´ ²¶¿ ºµ¹x½ÇÉ ¸¹µÌ²¶¹²¿ ¶¿Ê . 

11.15 ×²¶» ¿ ²³´Ìµ¶¿²¿ f , ̧ ¹µ¹º»º¼²½¾¿ ²¶· R  

¾Ä f( 1) 1� � �  , f(1) 1� . å¹ ¹¸·ÅÄ½Æ¶Ä¼ È¶½ ³¸ÌµÆ·³´   

À) 1 21 � � 1� � � �  Ò²¶Ä � � � �1 2f ' � f ' � 2 !  

#) 1 21 " " 1$ % % %  Ò²¶Ä
1 2

1 1
2

f '(& ) f'(&  )
' (  

11.16 � ²³´ÄÆÉÊ ²³´Ìµ¶¿²¿ ) *f : �, � R+ , Ä¼´¹½ 

Åë· x·µÍÊ ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿ ²¶· � ��,� , ¾Ä 

� � � �f � f � 0	 	 . å¹ ¹¸·ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½: 

À)  ¹´ ³¸ÌµÆÄ½ � ��x �,�ï  ¾Ä , -of x 0. , ¶È¶Ä ³¸ÌµÆÄ½ 

� �î �,�ï   Ò²¶Ä / 0f 1 022 3 , 

#) ¹´ ³¸ÌµÆÄ½ � ��x �,�ï  ¾Ä 
 �of x 0Q , ¶È¶Ä ³¸ÌµÆÄ½ 

� �î �,�ï  Ò²¶Ä / 0f 1 022 4 . 
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11.17 � ²³´Ìµ¶¿²¿ f  Ä¼´¹½ ¸¹µ¹º»º¼²½¾¿ ²¶· 

P Q0,R   ¾Ä S > 1 Ç¹½ ½²ÆëÄ½ f(0) = 0  Ç¹½  

2f(x ) 2f(x), x [0,�]w T ï . å¹ ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½ ³¸ÌµÆ·³´ 

� �1 2î ,î 0,�ï  Ò²¶Ä 
U V

1 2

f(W)
f (X ) f (X )

2 W - 1
Y YZ [ . 

11.18 À´ º½¹ ¶¿ ²³´Ìµ¶¿²¿ f  ²¶· Å½Ì²¶¿¾¹ � ��,�   

½Ç¹´·¸·½·ë´¶¹½ ·½ ¸µ·\¸·ÁÍ²Ä½Ê ¶·³ ÁÄ»µÉ¾¹¶·Ê ¶·³ 
Rolle, ¶È¶Ä ´¹ ¹¸·ÅÄ¼ËÄ¶Ä È¶½: 

À)  ³¸ÌµÆ·³´ ¹µ½Á¾·¼ � �1 2î ,î �,�ï  ¾Ä  

1 2] ]^ Ç¹½ � � � �1 2f î f î 0ñ ñ- w . 

#)  ³¸ÌµÆ·³´ 1 2_ ,_ (`,a)b  ¾Ä 1 2c cd  Òe¶Ä 

1 23f (f )+ 2f (f ) = 0g g  

h)  È¶½ ¿ ÄË¼e»e¿ f (x) f(x) - f(ó)i �  ÍÆÄ½ ¾¼¹ 

¶·jÎÌÆ½e¶·k l¼m¹ eno Å½Ìen¿¾¹ � ��,� .   

11.19 ×en» ¿ p¹l¹º»º¼e½¾¿ ejkÌln¿e¿ 

f : R Rq ¾Ä r sf 2 0t . å¹ ÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆÄ½ u Rv , 

ÒenÄ ¿ Äxwpno¾Ík¿ n¿Ê ºlwx½ÇÉÊ pwlÌenwe¿Ê n¿Ê f  

eno x yz { , f({) , kw nÍ¾kÄ½ nok ÌËokw x x|  eno } ~P 2� ,0   

11.20 ×en» ¿ ejkÌln¿e¿ � �f : �,� R�  ejkÄÆÉÊ 

eno � ��,� ,pwlwº»º¼e½¾¿ eno � ��,�  

¾Ä � �f � 2�� , � �f � 2��   

À) åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ ÄË¼e»e¿ � �f x = 2x  ÍÆÄ½ ¾½w 

nojÎÌÆ½enok l¼mw eno � ��,� .  

#) åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆojk � �1 2� ,� �,��  nÍno½w 

ÒenÄ � � � �1 2f � f � 4� � � .  

11.21 � ejkÌln¿e¿ f  Ä¼kw½ Åëo �olÍÊ pwlwº»º¼-
e½¾¿ eno � ��,� , ¾Ä r sf � 0�  Çw½ � � � �f � f � 0�� � . åw 

wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆÄ½ � �� �,�� , ÒenÄ / 0f 1 022 3 . 

11.22 � ejkÌln¿e¿ � �f : 1, 4 R�  Ä¼kw½ Åëo �olÍÊ 

pwlwº»º¼e½¾¿ Çw½ ½eÆëojk r sf 1 2t  Çw½ r sf 4 8t . åw 

wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆÄ½ Ä�wpno¾Ík¿ n¿Ê fC  poj Å½ÍlÆÄ-

nw½ wpÈ n¿k wlÆÉ n»k wËÈk»k.  

11.23 ×en» ejkÌln¿e¿ f  º½w n¿k opo¼w ½eÆëojk o½ 
plojpoÁÍeÄ½Ê noj Á Rolle eno Å½Ìen¿¾w �  2,20 . åw 

wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆojk  
À)  1 2 3x ,  x ,  x  ¾Ä  1 2 32 x x x 20¡ ¡ ¡ ¡  ÒenÄ 

� � � � ¢ £1 2 3f x f x f x 0¤ ¤ ¤¥ ¥ ¦  

#)  1 2 3� ,  � ,  �  ¾Ä 1 2 32 § § § 20¨ ¨ ¨ ¨  ÒenÄ 

© ª © ª « ¬1 2 32f  3f  4f  0® ® ®¯ ¯ °  

11.24 Àk ±² ³ ´ 0
4 3 2
µ µ µ ¶ , kw ÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ ejkÌln¿-

e¿ · ¸ 3 2f x ¹x ºx »x ¼½ ¾ ¾ ¾  ¾¿ÅÄk¼mÄnw½ º½w Íkw nojÎÌ-

Æ½enok e¿¾Ä¼o noj Å½wenÉ¾wnoÊ ¿ À0,1  

11.25 åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ ÄË¼e»e¿ 
34x 2Áx Á 1 0Â Ã Ã Ä  ÍÆÄ½ ¾½w nojÎÌÆ½enok l¼mw eno 

Å Æ0,1  º½w ÇÌÁÄ Ç RÈ .  

11.26 Nw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ ÄË¼e»e¿ 
3 2� ln x � ln x É ln x Ê 0Ë ¥ Ë ¥ Ë ¥ ¦ ,  Ì,Í,Î,Ï RÐ ÒenÄ 

Ñ Ò3 2Ó Ô Õ 4Ö 0× × × Ø  ÍÆÄ½ ¾½w nojÎÌÆ½enok l¼mw eno 

Ù Ú
21,e . 

11.27 ×en» f  ¾½w pwlwº»º¼e½¾¿ ejkÌln¿e¿ eno R  

¾Ä f(x) 0Û   x RÜ Ý  Çw½ � � � �f 20 e f 19� Þ . åw ÅÄ¼ËÄnÄ 

Èn½ ¿ ÄË¼e»e¿ f (x) f(x)ß à  ÍÆÄ½ ¾½w nojÎÌÆ½enok l¼mw 

eno � �19,20 . 

11.28 á¼kÄnw½ ¿ ejkÌln¿e¿ â ã â ã â ãf x x 1 ln 2xä å . 

åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½: 

À)  ÙpÌlÆÄ½ 
1

æ ,1
2

ç èéê ëì í
 ÒenÄ ¿ Ä�wpno¾Ík¿ n¿Ê 

fC  eno � �� , f(�)  kw Ä¼kw½ pwlÌÎÎ¿Î¿ enok ÌËokw x xî . 

#)  åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ ÄË¼e»e¿ ï ð
x 2 2x2x e ñò  

ÍÆÄ½ l¼mw eno 
1

,1
2

ç è
ê ëì í

 

11.29 ×en» f   pwlwº»º¼e½¾¿ eno R . Àk 

ó ô
ó ô ó ôf 0 f 10

f x
2

õ
ö . åw ÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ jpÌlÆÄ½ nojÎÌÆ½-

enok Íkw � �ox 0,10�  nÍno½o ÒenÄ ¢ £of x 0¤ ¦  
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11.30 á¼kÄnw½ ejkÌln¿e¿ f : R R� , ÒenÄ: 

� � � � � � � �f x 2f x f x 2f x��� � ��� � � , º½w ÇÌÁÄ x R�  Çw½ 

� � � � � �f 0 f 0 f 0 1� ��� � � . åw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ : 

À) +½ ejkwlnÉeÄ½Ê � � � � xh x f x e��  Çw½  

� � � � � � � � � �
2 2

g x f x f x 2 f x f xßß ß ßà  !  " # " #$ % $ %   Ä¼kw½ enw-

ÁÄlÍÊ ejkwlnÉeÄ½Ê 
#)  åw &lÄÁÄ¼ o nëpoÊ n¿Ê f .  

11.31 êÄ»loë¾Ä ejkÌln¿e¿ f : R R�  º½w n¿k 

opo¼w ½eÆëÄ½ Èn½: ' ( ) * ) *f x f y ,-. x y 1/ 0 / 1  º½w 

ÇÌÁÄ x, y R2 . åw wpoÅÄ½ÆnÄ¼ Èn½ ¿ f  Ä¼kw½ enwÁÄlÉ 

11.32 åw &lÄ¼nÄ n¿k f   wk 3 4f 1 2x 7 12x5 6 7 6 , 

x R�  Çw½ 8 9f 1 2:  

11.33 åw &lÄ¼nÄ n¿k f  wk ; <
2

1
f x

x
= > ? , x R *@  

Çw½ A B A Bf 1 f 1 2C D D  

11.34 åw  wpoÅÄ½ÆnÄ¼ Èn½:  
À)   wk f (x) f(x)ßß à  º½w ÇÌÁÄ x R�  Çw½ 

f(0) f (0) 1ßà à  nÈnÄ xf(x) e¦  ,  x R� , 

#)  wk  E (x) E(x) 5xßß à !   º½w ÇÌÁÄ x R� , 

E(0) 1à   Çw½ F (0) 4G H I  , nÈnÄ xJ(x) e 5xK L , x R� .  

11.35 åw &lÄ¼nÄ nok nëpo  n¿Ê ejkÌln¿e¿Ê  f  ¾Ä 

8 9f 0 2: , wk ½eÆëÄ½ M NM N
x xf(x) e f (x) e 0ß  à , O xÝR 

11.36 ×en» ejkÌln¿e¿ f  ol½e¾Ík¿ eno R  pwlw-

º»º¼e½¾¿ eno *R  ¾Ä 8 9f 0 0: , n¿Ê opo¼wÊ ÈÎÄÊ o½ Ä�w-

pnÈ¾ÄkÄÊ Å½ÍlÆoknw½ wpÈ n¿k wlÆÉ n»k wËÈk»k. åw 

&lÄ¼nÄ ÄÇÄ¼k¿ n¿ ejkÌln¿e¿ f  n¿Ê opo¼wÊ ¿ ºlw�½ÇÉ 

pwlÌenwe¿ Å½ÍlÆÄnw½ wpÈ nw e¿¾Ä¼w P Q2,1  Çw½ R S2,1T  

11.37 ×en» f  pwlwº»º¼e½¾¿ ejkÌln¿e¿ eno R . 

åw ÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ½eÆëÄ½ U V U V U Vf x 2x 1 f xW X Y , x RÜ Ý  wk 

Çw½ ¾Èko wk jpÌlÆÄ½ c RZ  ÒenÄ [ \
2x xf x ce ]^  

11.38 åw &lÄ¼nÄ n¿k f , wk º½w ÇÌÁÄ x R�  ½eÆëÄ½  
f (x) f(x) _`x abcxß  à !  Çw½ f(0) 1d . 

11.39 Àk ¿ e ff : 0,g Rh  Ä¼kw½ Åëo �olÍÊ pwlw-

º»º¼e½¾¿ ¾Ä 
i

f 0
2

j kl mn op q
 Çw½ r s r sf x f xtt K L  º½w ÇÌÁÄ 

u vx 0,w�   kw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ x yf x z{|x} , ó RÝ .  

11.40 åw &lÄÁÄ¼  ¿ ejkÌln¿e¿ f : R R~  wk ½eÆë-

Ä½: � � � � 2x 2 f x 2x 5x 2�� � � � ,  x R�  Çw½  8 9f 3 7:  

11.41 åw &lÄÁÄ¼ ejkÌln¿e¿  � � � �f : 0, 0,�� � ��  

pwlwº»º¼e½¾¿, wk ½eÆëÄ½ Èn½ � �f (x) f(x) ln f(x)W X �  º½w 

ÇÌÁÄ x 0�  Çw½ f (1) 0� �   

11.42 Nw &lÄÁÄ¼, wk jpÌlÆÄ½, ejkÌln¿e¿ f  poj 

Ä¼kw½ pwlwº»º¼e½¾¿ eno R *  Çw½ º½w ÇÌÁÄ x R *�  ½-
eÆëÄ½ f(x) xf (x)ßà , f(1) 1�  Çw½ f( 1) 2� � . 

11.43 åw &lÄ¼nÄ n¿k ÄË¼e»e¿ n¿Ê Çw¾pëÎ¿Ê poj 

Å½ÍlÆÄnw½ wpÈ no M(0, 3)�  Çw½ eÄ ÇÌÁÄ e¿¾Ä¼o n¿Ê ¾Ä 

nÄn¾¿¾Ík¿ ox  ÍÆÄ½ Ä�wpno¾Ík¿ ¾Ä �
�� 2

0

4x
�

4x 1
�

�
 

11.44 åw &lÄÁÄ¼ pwlwº»º¼e½¾¿  ejkÌln¿e¿  

� � � �f : 0, 0,�� � �� , wk ½eÆëÄ½ Èn½ f (1) 0� �  Çw½ 

� �f (x) f(x) ln f(x)W X �   º½w ÇÌÁÄ x 0�    

11.45 Àk ¿ e ff : 0,g Rh  Ä¼kw½ Åëo �olÍÊ pwlwº»-

º¼e½¾¿ ¾Ä 
i

f 0
2

j kl mn op q
 Çw½ r s r sf x f xtt K L  º½w ÇÌÁÄ 

u vx 0,w� , kw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ x yf x z{|x} , ó RÝ .  

11.46 åw &lÄÁÄ¼ ejkÌln¿e¿ f  pwlwº»º¼e½¾¿ eno R  

¾Ä 8 9f x 0� , x R�  n¿Ê opo¼wÊ ¿ ºlw�½ÇÉ pwlÌenwe¿ 

eÄ ÇÌÁÄ  e¿¾Ä¼o u vM x,f(x)  ÍÆÄ½ Ä�wpno¾Ík¿ ¾Ä ÇÎ¼e¿  

4x f(x) ,  x R�  Çw½ ½eÆëÄ½ 8 9f 1 9:  
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11.47 åw &lÄÁÄ¼ o nëpoÊ n¿Ê ejkÌln¿e¿Ê f  wk Ä¼kw½ 
Åëo �olÍÊ pwlwº»º¼e½¾¿ eno R , ¿ fC  Å½ÍlÆÄnw½ wpÈ 

no ¶ ·O 0,0   ¿ Ä�wpnÈ¾Äk¿ n¿Ê fC eno e¿¾Ä¼o ¶ ·O 0,0  

Ä¼kw½ pwlÌÎÎ¿Î¿ en¿k ÄjÁÄ¼w  -2x y 3 0¸ ¸ ¹  Çw½ ½eÆë-

Ä½ º »
2x 1 f (x) 4x f (x) 2f(x) 0, x Rßß ß! ¼ ! ¼ ! à Ý  

11.48 ×en» o½ ejkwlnÉeÄ½Ê f  Çw½ g   Åjo �olÍÊ 

pwlwº»º½e½¾ÄÊ eno R  ¾Ä 8 9f x 0½ º½w ÇÌÁÄ x R�  Àk 

ÅÍÆoknw½ Ço½kÉ Ä�wpnÈ¾Äk¿ eÄ Ço½kÈ e¿¾Ä¼o nojÊ Çw½ 

½eÆëÄ½ u v u v u v u vf x g x f x g x¤¤ ¤¤¦  º½w ÇÌÁÄ x R� , kw 

ÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¾ ¿ ¾ ¿f x g xÀ   

11.49 À)  ×en» ejkÌln¿e¿ f : R RÁ  º½w n¿k o-

po¼w ½eÆÂÄ½ u v u vf x f x 0¤¤ ¥ ¦ ,  x R�  Çw½ 

Ã Ä Ã Äf 0 f 0 0ÅÆ Æ . Çw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ f  Ä¼kw½ ¿ ¾¿ÅÄ-

k½ÇÉ ejkÌln¿e¿. 

#)  Èen» ejkÌln¿e¿ g : R RÉ  ¾Ä 

Ê Ë Ê Ëg x g x 0ÌÌ Í Î  º½w ÇÌÁÄ x R�  Çw½ u vg 0 0¦ , 

Ï Ðg 0 1Ñ Ò . Çw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ ¿ u vg x ÓÔx¦ . 

11.50 Èen» ¿ pÄl½nnÉ Çw½ pwlwº»º¼e½¾¿ ejkÌln¿e¿ 

Õ Öf : ×,× RØ Ù  º½w n¿k opo¼w ½eÆÂÄ½ Èn½ Ú Û Ú Ûf x f xÜ Ý   

º½w ÇÌÁÄ Þ ßx à,àá â . Çw wpoÅÄ¼ËÄnÄ Èn½ u vf 0 0¤¤ ¦    

11.51 Çw &lÄ¼nÄ ãäåÌæç¿ã¿ f , èéæéº»º¼ã½¾¿ ãçê 
R , éå ¿ Ä�éèçê¾Íå¿ ãç¿ ºæé�½ÇÉ ç¿Ê èéæÌãçéã¿ ãÄ 

ÇÌÁÄ ã¿¾Ä¼ê 8 9x, f(x)  åé ÍÆÄ½ ÇÎ¼ã¿ ë ìx2xe f xí î  Çé½ 

çê  
2

A 1,
e

ï ð
ñ òó ô

 åé éåÉÇÄ½ ãç¿ õæé�½ÇÉ èéæÌãçéã¿ ç¿Ê f   

11.52 Èãç» ¿ èéæéõ»õ¼ã½¾¿ ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÁ  

¾Ä ö ÷f x 0ø ù õ½é ÇÌÁÄ x R�  õ½é ç¿å êèê¼é äèêÁÍçêä¾Ä 

Èç½ Ã Äf 2x f(x) xú Æ  õ½é ÇÌÁÄ x R�  Çé½ Äè½èÎÍêå ä-

èÌæÆÄ½ û  ¾Ä u vf � �¦ . Çé ÅÄ¼ËÄçÄ Èç½ ü ýf x xþ  õ½é 

ÇÌÁÄ x R�  

11.53 ÿ�åÄçé� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f , èéæéõõ�ã�¾¿  ãçê 

R   	ãçÄ åé �ãÆÂÄ� 2x[f (x) f(x)]e f(x) f (x)� �� � � õ�é 

ÇÌÁÄ x R�  Çé� 8 9f 0 1: . Çé &æÄ�çÄ çêå çÂèê ç¿Ê f  . 

11.54 * ÿ�åÄçé� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ Ã Äf : 0,  + R� �  ¾Ä 

� � u v � �f xy f x f y¦ ¥  õ�é ÇÌÁÄ 
 �x,  y 0,  +� �  Çé� 

8 9f e e: . � f  Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê ox 1à .  Àèê-

ÅÄ�ËçÄ Èç� 
À) ¿ f  Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê 8 90,  +�  

#. u vf x e ln x¦ , õ�é ÇÌÁÄ ¾ ¿x 0,  +� � . 

11.55 * ÿ�åÄçé� ãäåÌæç¿ã¿ f  èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê R  

¾Ä 8 9f 0 0:  õ�é ç¿å êèê�é �ãÆÂÄ� Èç� 

� �� �
f(x)

2

2x
f x e 1 2x

x 1
� � � �

�
 õ�é ÇÌÁÄ x R� . Çé &æÄ-

ÁÄ� ê çÂèêÊ ç¿Ê  f .   

11.56 Èãç� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÁ , 	ãçÄ åé �ãÆÂ-

Ä� Èç� u vf 1 1¦ � , ü ýf 2 2þ  Çé� 

� � � �2f x y xy y f x�  � �   õ�é ÇÌÁÄ x, y R! , . Çé 

éèêÅÄ�ÆçÄ� Èç� ¿ f  Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾¿  ãçêR  Çé� åé 
&æÄÁÄ� ê çÂèêÊ ç¿Ê  

11.57 Èãç ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÁ  Çé� " N$ . Àå 

% 2&  Çé� �ãÆÂÄ� ' ( ) *
+

f x f y x y  , - , , 

 x, y R. / çÈçÄ åé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� ¿ f  Ä�åé� ãçéÁÄæÉ. 

11.58 � ãäåÌæç¿ã¿ f  Ä�åé� êæ�ã¾Íå¿ ãçê R  ¾Ä 

ö ÷f 0 2ø 0  Çé� �ãÆÂÄ� 1 2 1 2 3 4 2xyf y x f y f x e5 6 , õ�é 

ÇÌÁÄ x, y R! . Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç�: 

À)  8 9f x 0½  õ�é ÇÌÁÄ x R�    Çé� 8 9f 0 1:  

#)  ¿ f Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê R , ¾Ä 

7 8 7 87 8f x 2f x x 19 : ; , õ�é ÇÌÁÄ x R�  

<)  ê çÂèêÊ ç¿Ê f  Ä�åé� = >
2x 2xf x e ?@   

11.59 Èãç ãäåÌæç¿ã¿ A Bf : 0, RCD E , èéæéõõ�-

ã�¾¿ ãçê 1  ¾Ä u vf 1 1¤ ¦  õ�é ç¿å êèê�é �ãÆÂÄ� 

F G F G H I2 2f xy x f y y f xJ K  .  õ�é ÇÌÁÄ x, y 0L . 

À)  Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� ¿ f  Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾¿ õ�é 

ÇÌÁÄ x 0M  �ãÆÂÄ� N O N O2 3x f x 2xf x xP Q R  

#)  Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� õ�é ÇÌÁÄ x 0M  �ãÆÂÄ� 

S T 2f x x ln(x)U  
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12 efgfhfgij 

12.01 Né ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç¿ ¾êåêçêå�é çå ãäåéæçÉ-

ãÄå  À)  k l
x

f x
ln x

m  

  #)  n of x x pqrx, x  [0,2s)t u v  

12.02 Né ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç¿ ¾êåêçêå�é çå ãäåéæçÉ-

ãÄå À)  w x
x

2

e ex 1  x 0
f x

x ln x       x 0

y z z {|} ~
�|�

   

#)  2 xf(x) ln(1 x ) e 1�� � � �  

12.03 Çé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç¿ ¾êåêçêå�é ç¿Ê ãäåÌæç¿-

ã¿Ê  � � 2f x x x 1� �  ãçê  
2

0,
3

� �
� �� �

 

12.04 Çé �æÄ�çÄ çê èÎÉÁêÊ çå æ��	å ç¿Ê ÄË�ãã¿Ê  
2ln(x 1) x x 6 0� � � � �   

12.05 Çé ÎÂãÄçÄ ç¿å ÄË�ãã¿  

 
2x

ln(x 1) x 0
x 2

� � � �
�

.   

12.06 Çé ÎÂãÄçÄ ç¿å ÄË�ãã¿ x 1e 2x e 0� � � �   

12.07 Èãç f : (0, ) R�� � , èéæéõõ�ã�¾¿ ãäåÌæ-

ç¿ã¿ õ�é ç¿å êèê�é �ãÆÂÄ� 
f(x)

f (x) - 2 ln x,  f(1) 2
x

� � � . 

Çé �æÄÁÄ� ê çÂèêÊ ç¿Ê f  Çé� ¿ ¾êåêçêå�é ç¿Ê 

12.08 Èãç ¿ ãäåÌæç¿ã¿   ¡
ln(x 1)

f x
ln x

¢
£ , x 2&   

À)  åé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç¿ ¾êåêçêå�é ç¿Ê f  
#)  åé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç�: 

   é)  ¤ ¥ ¤ ¥¦ ¦ 2ln e 1 ln e 1 §¨ © ª . 

   �)  « ¬ « ¬ 2ln x 1 ln x 1 ln x¨  © ª , x 2M  

12.09 <�é ÇÌÁÄ ® ¯x 2° ±²  åé éèêÅÄ�ËÄçÄ  Èç� 

³ ´
µ µ

x 1 ¶·¸ x¶·¸ 1
x 1 x

¹ º »
¹

  

12.10 Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ  Èç� 
e 2

2 ln 2
2 e

¢ ¼ ¼  

12.11 Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ  Èç� ½ ee ¾¿  

12.12 Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ  Èç�  22 ln(ÀÁx) ÀÁ xÂ   õ�é 

ÇÌÁÄ Ã ¯x 0,Ä°  

12.13 Åãç f  ãäåÌæç¿ã¿ èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê ® Æ0,3  

¾Ä f (x) 0Ç È  Çé� f(1) 1É Ê , f(2) 1Ë . Àå 

2

f(x)
g(x)

1 f (x)
Ì

Í
, 0 x 3Î Î , åé �æÄ�çÄ çé Å�éãçÉ¾éçé 

¾êåêçêå�éÊ Çé� çê ãÂåêÎê ç�¾	å ç¿Ê g  

12.14 Àå ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÏ  Ä�åé� èéæéõõ�-

ã�¾¿ ¾Ä Ð Ñf 0 0Ò  Çé� ¿ fÓ  Ä�åé� õå¿ã�Ê ÔÁ�åêäãé, åé 

éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� ¿ ãäåÌæç¿ã¿  Õ Ö
f(x)

g x
x

× , x 0M , Ä�åé� 

õå¿ã�Ê ÔÁ�åêäãé. 

12.15 Çé éèêÅÄ�ÆÁÄ� Èç� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f  ¾Ä 

Ø Ù Ú Û2 xf x ln 1 x eÜÝ Þ ß  Ä�åé� õå¿ã�Ê éäËêäãé 

12.16 ÿ�åÄçé� ¿ èéæéõõ�ã�¾¿ ãäåÌæç¿ã¿ 

f : R RÏ   õ�é ç¿å êèê�é , �ãÆÂêäå Ð Ñf x 0à  Çé� 

á â á â ã äf x3 3 2f x ln f(x) e x x 2x 1å å æ å å ç  õ�é ÇÌÁÄ 

x Rè . Çé ÎÂãÄçÄ ç¿å ÄË�ãã¿ é ê ë ì2f ln x f 1 xí î  

12.17 Èãç ¿ èéæéõõ�ã�¾¿ ãäåÌæç¿ã¿ 

f : R RÏ  ¾Ä ï ðf x 0ñ ò  õ�é ÇÌÁÄ x Rè . Çé �æÄ�çÄ çê 

èÎÉÁêÊ çå æ��	å ç¿Ê ÄË�ãã¿Ê ¤ ¥ « ¬xf e f x óô õ ©  
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12.18 Èãç ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÏ  õ�é ç¿å êèê�é 

�ãÆÂÄ� Èç� � � � �f 1 x f 1 x� � � �  õ�é ÇÌÁÄ x Rè . Àå 

�ãÆÂÄ� Èç� ï ðf x 0ñ ò , x R� � , åé ÎÂãÄçÄ ç¿å ÄË�ãã¿ 

Ð Ñf x 0Ò  

12.19 O� ãäåéæçÉãÄ�Ê f  Çé� g Ä�åé� èéæéõõ�ã�¾ÄÊ 
ãçê R  ¾Ä f(0) g(0)�  Çé� õ�é ÇÌÁÄ x Rè  åé �ãÆÂêäå 

f (x)g(x) f(x)g (x)� ��  Çé� g(x) 0� . Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç�:  

f(x) g(x)�  õ�é ÇÌÁÄ x [0, )� �� Çé� f(x) g(x)  õ�é 

ÇÌÁÄ x ( ,0]� !� .  

12.20 * Èãç ¾�é èéæéõõ�ã�¾¿ ãäåÌæç¿ã¿ f  ãçê 

"#$%& '  	ãçÄ  ( ) ( )
5 3

f(x) 2 f(x) 3f(x)* * +  

, -
2 34 x x

x 1 ln(x 1) - x - 2004
5 2 6

. / / / / . Çé ¾ÄÎÄç¿ÁÄ� 

¿ f  Ê èæêÊ ç¿å ¾êåêçêå�é ç¿Ê. 

12.21 Àå 0 1 0 1xg x 234x g x5 6 7  õ�é ÇÌÁÄ x Rè , 

åé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� 
89x

g(x)
x

:  õ�é ÇÌÁÄ x 0; . 

12.22 Èãç ¾�é ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÏ  õ�é ç¿å ê-

èê�é �ãÆÂÄ� Èç� < = < =f x 2f x> ?  Çé� Ð Ñf 0 1Ò . Çé éèêÅÄ�-

ËÄçÄ Èç� « ¬ 2xf x e� õ�é ÇÌÁÄ x 0M . 

12.23 Àå ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÏ  Ä�åé� èéæéõõ�-

ã�¾¿ ¾Ä Ð Ñf 0 0Ò  Çé� @ A @ Af x f x 0B C D  õ�é ÇÌÁÄ x Rè , 

åé éèêÅÄ�ËÄçÄ E Fxf x 0G  õ�é ÇÌÁÄ x 0; . 

12.24 Çé �æÄÁÄ� ê çÂèêÊ ç¿Ê ãäåÌæç¿ã¿Ê f , èêä 

Ä�åé� ãäåÄÆÉÊ ãçê H I0,1 , èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê J K0,1  Çé� 

�ãÆÂÄ� Èç� L M L M L Mf x f 1 f 0N O P  õ�é ÇÌÁÄ ï ðx 0,1Q  

 

RSTUVRVR WXYRTVZW[\Y 

12.25 Çé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç�Ê èéæéÇÌç ãäåéæçÉãÄ�Ê 
Ê èæêÊ ç¿å ¾êåêçêå�é Çé� çé éÇæÈçéçé: 

À)    ] ^
2f x x lnx_    #)  ` a

bcdxf x 2e , 0 x 2fg h  

<)  i j
2

nx
f x

x
k
l

  ÿ) « ¬
xe

f x
2x

õ   E) m n
2f x x 4 xo p  

12.26 Çé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç�Ê èéæéÇÌç ãäåéæçÉãÄ�Ê 
Ê èæêÊ ç¿å ¾êåêçêå�é Çé� çé éÇæÈçéçé: 

À)    q r

q r

3

2

x , x 1

f x 7, x 1

x 2 , x 1

s t
uu

v vw
u

x yuz

  

B)  { |
x 11 e ,  x 1

f x
ln(1-x), x 1

}~ � ��
� �
�� �

 

12.27 Çé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ ç�Ê èéæéÇÌç ãäåéæçÉãÄ�Ê 
Ê èæêÊ ç¿å ¾êåêçêå�é Çé� çé éÇæÈçéçé: 

À)    � �

2x   x 0
f x 1

   x 0
x

� �
�

� �
��

�

   

#)   � �

x , x 0
f x 1

, x 0
x

� � �
�

� �
��

�

 

12.28 Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ 

� � � � � �
2 22f x x x � x �� � �  ¾Ä  ,¡ 0¢ ÍÆÄ� çæ�é çêè�ÇÌ 

ÄÎÌÆ�ãçé Çé� ÅÂê çêè�ÇÌ ¾Íõ�ãçé. 

12.29 Çé �æÄÁÄ� õ�é èê�ÄÊ ç�¾ÍÊ çêä ó R� , ¿ ãä-

åÌæç¿ã¿ f  ¾Ä £ ¤ £ ¤
3 2f x x ¥ 1 x 2x 10¦ § ¨ § §  Ä�åé� 

õå¿ã�Ê éÂËêäãé ãçê R . 

12.30 Çé �æÄÁÄ� ê © Rª  	ãçÄ ¿ ¾Íõ�ãç¿ ç�¾É ç¿Ê 

ãäåÌæç¿ã¿Ê « ¬
2 xf x xe ®¯  åé Ä�åé� çê e .  

12.31 Çé �æÄÁêÂå ê� ç�¾ÍÊ çå ó,° R�  	ãçÄ ¿ 

ãäåÌæç¿ã¿  ± ²
³

f x ´ ln 2x ´
x

µ ¶ ¶ åé ÍÆÄ� ãç¿ ÁÍã¿ 

·x 1õ  çêè�ÇÈ éÇæÈçéçê ¾Ä ç�¾É 2 ln 2¸ . 

12.32 A) Çé ¾ÄÎÄçÉãÄçÄ Ê èæêÊ ç¿å ¾êåêçêå�é 

Çé� çé éÇæÈçéçé ç¿ ãäåÌæç¿ã¿  
x

v

e
f(x) ,¹ N *

x
õ �  

B)  Çé ÅÄ�ËÄçÄ Èç� 
v

x ex
e

v

º »
¼ ½ ¾
¿ À

, x (0, )� � ©"   
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12.33 Èãç ¿ ãäåÌæç¿ã¿ « ¬ x 2f x e x x 1õ © ¨ ¨  

À)  Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� ¿ fC  ÅÍÆÄçé� êæ��Èåç�é ÄÔéèçê-

¾Íå¿ ãÄ Íåé ¾Èåê ã¿¾Ä�ê ç¿Ê. 

#)  Çé ÎÂãÄçÄ ç¿å ÄË�ãã¿ x 2e x x 1© õ © . 

<)  Çé éèêÅÄ�ËÄçÄ Èç� Ð Ñ
xe 1 x 1 xÒ Ó Ò , x R� �  

12.34 Èãç ãäåÌæç¿ã¿ f  èéæéõõ�ã�¾¿ ãçê R , 

õ�é ç¿å êèê�é �ãÆÂêäå: Ô Õf 0 1Ö  Çé� × Ø
2xe f x 1 0Ù Ú , 

õ�é ÇÌÁÄ x RÛ . Çé �æÄ�çÄ ç¿å ÄË�ãã¿ ç¿Ê ÄÔéèçê¾Í-
å¿Ê ç¿Ê fC  ãçê ã¿¾Ä�ê A(0,1) .  

12.35 ÿ�åÄçé� ¿ ãäåÌæç¿ã¿ f : R RÜ èéæéõõ�ã�-

¾¿ ãçê R   Çé� �ãÆÂÄ�  2 2(f(x)) x 1 2xf(x)Ý Þ Ý , 

x R� � . ÿÄ�ËçÄ Èç� ¿ f  ÅÄå ÍÆÄ� çêè�ÇÌ éÇæÈçéçé. 

12.36 Èãç ¿ ãäåÌæç¿ã¿ « ¬ 2f x x ln xõ . Çé �æÄ�-

çÄ çê ã¿¾Ä�ê ç¿Ê fC  Èèêä ¿ f  ÍÆÄ� ç¿ ¾�ÇæÈçÄæ¿ ÇÎ�ã¿. 

12.37 Çé �æÄ�çÄ ç�Ê ç�¾ÍÊ çêä ß Rà  éå ¿ ãäåÌæ-

ç¿ã¿  á â á â á â
3 2f x x ã 1 x ã 5 x 2ä å å æ æ å  ÅÄå ÍÆÄ� 

éÇæÈçéçé. 

12.38 Èãç ¿ ãäåÌæç¿ã¿ ç èf : 0,1 Ré , ¿ êèêêé 

Äêåéë èéæéìíìêãë¾¿ çæÄëÊ ÔêæÍÊ ¾Ä Ô Õf x 0î  ìëé ÇÌÁÄ 

ï ðx 0,1ñ . Àå äèÌæÆêäå ç è1 2x ,x 0,1ò  ¾Ä 1 2x xó   

çÍçêëé, ôãçÄ õ ö õ ö1 2f x f x 0÷ ÷  åé éèêÅÄêËÄçÄ Èçë ä-

èÌæÆÄë ï ðø 0,1ñ  ¾Ä ù ú
û ü

3f ý 0þ .  

12.39 ÿêåÄçéë ¿ Åäê ÔêæÍÊ èéæéìíìêãë¾¿ ãäåÌæç¿-

ã¿ f  ãçê [�,�] . Àå äèÌæÆêäå 1 2x ,x (�,�)�  ç�çêëêë 

ôãç	 � �1 2f(�),f(
) f(x ), f(x )� , åé éèê�	ê	ç	 �çë ä-

è�æ�	ë 1 2� (� ,� )�  ôãç	 f (�) 0�� � . 

12.40 �ãçí ãäå�æç¿ã¿ f  �Âê Ôêæ�, èéæéìíìêãë-
¾¿ ãçê � ��,��  èêä èéæêäãë��	ë é�æ�çéçê ãçê 

ç è� �,�ò � ¾	 ç¿å f�  åé 	êåéë è	æëçç�.  	êç	 �çë äè�æ-

�êäå ! "1 2# ,# $,$% &  ôãç	 ' ( ' (
' (

1 2 2 2
o

2)f )
f * f *

) x

+
++ ++- .

/
  

12.41 0ëé ãäå�æç¿ã¿ f  	êåéë êæëã¾�å¿ �éë �1ê 

Ôêæ�, èéæéìíìêãë¾¿ ãçê R  �éë ìëé ��Á	 x R2  ëã�1	ë: 
2 2f (3x 1) 4 4· f(2x x 1)3 3 4 3 3 .  5é éèê�	ê	ç	 �çë: 

A  6è�æ�	ë � (1, 4)� ç�çêëê ôãç	: f (7) 08 9  

B  : ãäå�æç¿ã¿ f  �	å éåçëãçæ�Ô	çéë 
;  f (1) f (4)< <=  

   : 	êãíã¿ f (x) 0>> ? ��	ë ¾ëé çêä@��ëãçêå 

æê�é ãçê R   

12.42 �ãçí êë ãäåéæç�ã	ë, f ,g : R RA  êë êèêê	, 

	êåéë èéæéìíìêãë¾	, �éë ëã�1êäå:  ç èf x x 1B Ý  �éë 

C D g(x) xf x e e xE F  ìëé ��Á	 x R2 . Àå ¿ fC  �ë�æ�	çéë 

éè� çê ã¿¾	êê G HA 0,1 , åé éèê�	ê	ç	 �çë êë 	Ôéèç�¾	-

å	, çíå fC  �éë gC  ãçê ox 0õ  ç�¾åêåçéë ��Á	çé 

12.43 �ãçí g,f èéæéìíìêãë¾	, ãäåéæç�ã	ë, ìëé 

��Á	 x R2 . Àå ëã�1	ë I J2f(x) x g xK L  �éë 

f(3) - g(3) 9M , åé �	ê	ç	 �çë ëã�1	ë f (3) - g (3) 6N N O .   

12.44 Àå ëã�1	ë �çë  
P

ln x P
x

Q R , x 0S T ,åé �æ	ê-

ç	 çê U  

12.45 Àå V,W 0X  �éë ëã�1	ë 
ln x x 1

x xY Z 2
[

\ ]  ìëé 

��Á	 x 0^ , åé éèê�	ê	ç	 �çë V W 1_ ` . 

12.46 ¨Åãçí  ¿ ãäå�æç¿ã¿ a b x cf x d xe f , x>0 , 

g>0  ¾	  h if x 0j ,  x 0S T .  5é �	ê	ç	 �çë k el  �éë 

�çë  ¿ m nf x  	êåéë ìå¿ãêí, é1êäãé ãçê �ë�ãç¿¾é 

o èe,Ýp .  

12.47 �ãçí ¿ ãäå�æç¿ã¿ q r
x

x
f x 1 s

e
t u v , 

g Rw  

À)  5é xæ	êç	 ç¿ ¾ë�æ�ç	æ¿ çë¾� çêä y  ìëé ç¿å êèêêé 

ëã�1	ë h if x 0z  ìëé ��Á	 x R2 . 

{)  Àå 
1

| 1
e

} ~  åé éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ãäå�æç¿ã¿ 

� � � �
x

x 1
g x 1 � x

e

�
� � �  	êåéë ìå¿ãêí, �Áêåêäãé. 
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12.48 �ãçí ¿ ãäå�æç¿ã¿ f : R R¡ ,  �1ê �êæ�, 

èéæéìíìêãë¾¿ ¾	 ¢ £ ¢ £f x f x¤ ¤¤¥ , x R2  èêä  èéæêä-

ãë�¦	ë ìëé ox 0õ  çêèë�� é�æ�çéçê çê h if 0 0§  åé�	ê-

	ç	 �çë: Àå x 0¨  ç�ç	 © ª © ªf x f x«¬ ,  Àå x 0^  ç�ç	 

© ª © ªf x f x«  

12.49 5é xæ	êç	 çêå ì	í¾	çæë�� ç�èê çíå ã¿¾	êíå 

0 0(x , f(x )) , �èêä ox  ¿ Á�ã¿ çêä çêèë�ê1 é�æêç�çêä 

ç¿, f(x) x ln x ®xõ ¯ , g Rw  �çéå çê y  �ëéçæ��	ë çê 

R  

12.50 Àå ° 2°-xf(x) x e± ² ,  ³ 0,  x 0´ ´ ,  åé xæ	ê-

ç	 ç¿å çë¾� çêä y  ìëé ç¿å êèêêé çê ¾�ìëãçê ç¿, f  

èéêæå	ë ç¿å 	@��ëãç¿ çë¾� çêä. 

12.51 �ãçí ¿ ãäå�æç¿ã¿ 

µ ¶·f(x) x ln x¸ ¹ ,  º 0»  

À)  5é xæ	êç	 ç¿å ¾ë�æ�ç	æ¿ çë¾� çêä y  ìëé ç¿å 

êèêêé ëã�1	ë �çë ¼ ½¾x ln x�  ìëé ��Á	 x 0^  

{)   5é xæ	êç	 ç¿å çë¾� çêä y  ìëé ç¿å êèêêé çê 

	@��ëãçê ç¿, f  èéêæå	ë ç¿ ¾�ìëãç¿ çë¾� çêä. 

12.52 5é  xæ	êç	 çê è@�Áê, çíå æë¦ôå ç¿, 	êãí-

ã¿, 22 ln x ¿x 1, ¿ 0À Á Â  

12.53 5é xæ	êç	 çê è@�Áê, çíå èæéì¾éçë�ôå æë¦ôå 

ç¿, 	êãíã¿, 28x x Ã x 1 0Ä Å Æ �çéå çê ó R�  

12.54 5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ 	êãíã¿ 
3 2x Ãx 4x Ã 0Ä Ä Å Æ  ��	ë çæ	ë,  æê¦	, ìëé ��Á	 ó R�  

12.55 0êé ãäå�æç¿ã¿ f  	êåéë çæ	ë, �êæ�, èéæé-

ìíìêãë¾¿ ãçê R . Àå äè�æ�	ë ó R�  ôãç	 
f(Ç) f (Ç) f (Ç) 0È ÈÈÉ É É  �éë f (x) 0��� �  ìëé ��Á	 x , 

ç�ç	 åé éèê�	ê	ç	 �çë êë 	ëãôã	ë, f (x) 0ÊÊ Ë , 

f (x) 0Ì Í  �éë f(x) 0Î ��êäå ¾êåé�ë�� æê¦é. 

12.56 �ãçí z lnx 2i x , x 0Ï Ð Ñ . 5é éèê�	ê	ç	 

�çë ¿ 	@��ëãç¿ çë¾� çêä z 2Ò  	êåéë çê 8  

12.57 �ãçí ¿ ãäå�æç¿ã¿ Ó Ôf x zÕ , Ö ×x 0,1Ø  

�èêä Ù Ú Ù Ú2xz 1 x e 1 i 1 xÛ Ü Ü Ý Ü  , Ö ×x 0,1Ø .  

À)  5é xæ	êç	 çê ¾ëìé�ë�� çêä êèêêêä çê ¾�çæê 
ìêå	çéë ¾�ìëãçê. 

{)  5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ãäå�æç¿ã¿ f  éåçëãçæ�-

�	çéë, �éë åé xæ	êç	 çê è	�êê êæëã¾ê1 ç¿, 1fÞ . 
;)  5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ìæé�ë�� èéæ�ãçéã¿ ç¿, 
f  �éë ¿ 	äÁ	êé y x= , ç�¾åêçéë ã	 �åé é�æëxô, ã¿¾	êê.  

12.58 Àå ß à á â á â2x 4x f x f x 0ãä å æ , ç èx 0, 4é ê  

åé éèê�	ê	ç	 �çë ë ìf x 0í  ìëé ��Á	 î ïx 0, 4ð . 

12.59 5é éèê�	ê	ç	 �çë  ¿ ãäå�æç¿ã¿ 

¼ ½ ñ ò
2 xf x ln 1 x e 1óô ¯ õ ¯  	êåéë ìå¿ãêí, é1êäãé ãçê 

R  

12.60 5é éèê�	ê	ç	 �çë ìëé ��Á	 ö 0^  ¿ 	êãíã¿ 
x 22÷e 2 2x xø ù ù  ��	ë ¾êåé�ë�� æê¦é ãçê R  

12.61 �ãçí ãäå�æç¿ã¿ f   �äê �êæ�, èéæéìíìêãë-
¾¿ ãçê R  ¾	 ë ìf 0 2í ,  ú ûf 0 0ü ý , �éë þ ÿf x x 0�� � �  

ìëé ��Á	 x R� , �	êç	 �çë  � �
3x

f x 2 1
12

� �
� 	
 �
 �� 

 ìëé  ��Á	 

x R�   

12.62 �ãçí f  �äê �êæ�, èéæéìíìêãë¾¿ ãçê R   ¾	 

� � � �f 0 f 0 0�� �   �éë ú ûf x 2xüü �  ìëé ��Á	 x R� . 

 	êç	 �çë  � �
1

f 1
3

�   

12.63 5é éèê�	ê	ç	 �çë éè� çê ã¿¾	êê A(1,1)  

�ìêåçéë é�æëxô, �1ê 	�éèç�¾	å	, èæê, ç¿ ìæé�ë�� 

èéæ�ãçéã¿ ç¿, ãäå�æç¿ã¿, xf(x) eý     

12.64 :  ãäå�æç¿ã¿ f  	êåéë èéæéìíìêãë¾¿ ãçê R  

�éë ëã�1	ë � � � �3f x f x ���x� � , Ö ×x 0,�� Ø . 5é �	ê	-

ç	 �çë ¿ 	êãíã¿ ë ìf x 0í  ��	ë ¾êåé�ë�� æê¦é ãçê 

ú û0,�   
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13.01 5é xæ	êç	 çé �ëéãç�¾éçé ãçé êèêêé êë èéæé-
��çí ãäåéæç�ã	ë, 	êåéë �äæç�, � �êê@	, �éÁô, �éë çé 
ã¿¾	êé �é¾è�, çíå ìæé�ë�ôå çêä, èéæéãç�ã	íå. 

À)  2 8
h(x) x

x
< =    {)  5 3g(x) 3x 5x> ?   

;).  2 2 2g(x) 1 2x 2x (ln x 2)@ A A B    )  xf(x) xeCD  

13.02 5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ìæé�ë�� èéæ�ãçéã¿ ç¿, 

E F G H
xx ln e x , x IRI J KL ��	ë é�æëxô, �1ê ã¿¾	êé 

�é¾è�,  

13.03 Né éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ãäå�æç¿ã¿ 

M N 2 2g x ln x 2x ln x x 3O P P Q  	êåéë �äæç�  

13.04 Àå 	êåéë ìåíãç� �çë ¿ ãäå�æç¿ã¿ 

E F 5 4 3 2f x x 5Rx 10Sx xI T T T , x R� ,R,S RK  ��	ë 

çæêé ã¿¾	êé �é¾è�,, åé éèê�	ê	ç	 �çë 2U VW . 

13.05  êå	çéë ¿ ãäå�æç¿ã¿ X Yf : 0, RZ[ \  ìëé 

ç¿å êèêêé ëã�1êäå ë ìf x x]  �éë E F
x

f x
x f(x)

^ I
J

 ìëé 

��Á	 x 0_ .  Né éèê�	ê	ç	 �çë ¿ f  	êåéë �äæç� ãçê 

ú û0,`a . 

13.06  êå	çéë �çë ¿ ìæé�ë�� èéæ�ãçéã¿ ç¿, ãäå�æ-

ç¿ã¿,  E Ff x R x S ln x SxI T T  ¾	 R,S RK , ��	ë ã¿-

¾	êê �é¾è�, çê b cA 1,3  

À)  5é éèê�	ê	ç	 �çë d 4e  �éë S 1I J : 

{)  5é xæ	êç	 çé �ëéãç�¾éçé èêä ¿ fC  	êåéë �äæç� � 

�êê@¿. 

;)  {æ	êç	 ç¿å 	�éèçê¾�å¿ ç¿, fC  ãçê ã¿¾	êê �é¾è�, 

ç¿,  �éë åé éèê�	ê	ç	 �çë 4 x ln x x 3f g h , x 1i j . 

13.07 �ãçí ¿ ãäå�æç¿ã¿ f : Rk R ¾	 ç¿å ë�ë�ç¿-

çé f(x)2(x x 1)f (x) xe 0llm m m n  ìëé ��Á	 xoR. 5é 

éèê�	ë�Á	ê �çë ¿ fC  ��	ë é�æëxô, �åé ã¿¾	êê �é¾è�,. 

13.08 �ãçí ãäå�æç¿ã¿ f  �1ê �êæ�, èéæéìíìêãë-
¾¿ ãçê R  ¾	 f (x) 0p q ,  x Rr K  �éë g  ãäå�æç¿ã¿ 

ôãç	 åé ëã�1	ë g(x) f (x) 8f(x)st u  ìëé ��Á	 x R� . Àå 

¿ fC  ��	ë ã¿¾	êê �é¾è�, çê A(2, f(2))  åé �	ê	ç	 �çë 

g (2) 8^ I  

13.09 Né �	ê	ç	 �çë ìëé ��Á	 x IRK   ¿ ìæé�ë�� 

èéæ�ãçéã¿ ç¿, ãäå�æç¿ã¿, 

v w x y
4 3 2 2f x 2x 4zx 3 2z 4z 5 x zx 1{ | | } | | | ¾	 

R RK ,  �	å ��	ë ã¿¾	êé �é¾è�,. 

13.10  êå	çéë ¿ ãäå�æç¿ã¿ f  �1ê �êæ�, èéæéìí-

ìêã¾¿ ãçê R  �éë ëã�1	ë f(x) 2 xf(x) e 1 x x e` ý ` Ò Ò  

ìëé ��Á	 x R� . 5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ìæé�ë�� ç¿, èé-

æ�ãçéã¿  
À)  �	å ��	ë  ã¿¾	êé �é¾è�, 
{)  ��	ë �åé é�æëxô, �æêãë¾ê ã¿¾	êê.    

13.11 : ãäå�æç¿ã¿ f ��	ë ãäå	�� �	1ç	æ¿ èéæ�ìí-

ìê �éë xf (x) ~�2x 0�� � � ,  x R� . 5é �	ê	ç	 �çë çê 

A(0, f(0))  �	å ¾èêæ	ê åé 	êåéë ã¿¾	êê �é¾è�, ç¿, fC  

13.12 �ãçí ãäå�æç¿ã¿ f  �1ê �êæ�, èéæéìíìêãë-

¾¿ ãçê R ¾	 f���  ãçê R � �f x 0� � , x Rr K , ú ûf 1 0ü �  

�éë ¿ ãäå�æç¿ã¿ ú û ú û ú ûg x f x f 2 xý Ò Ò , x Rr K . 

À)  5é xæ	êç	 çë, æê¦	, �éë çê èæ�ã¿¾ê ç¿, g . 

{)  5é xæ	êç	 çé �ëéãç�¾éçé èêä ¿ g 	êåéë �äæç� 

� �êê@¿ �éë çé ã¿¾	êé �é¾è�, ç¿, gC  

13.13 �ãçí ãäå�æç¿ã¿ f : [0, )T� �R  ¿ êèêêé 

	êåéë �äæç� ¾	 f(0) 0� . 5é éèê�	ê	ç	 �çë ¿ ãäå�æç¿-

ã¿ 
f(x)

g(x)
x

�  	êåéë ìå�ãëé é1êäãé ãçê (0, )�� . 

13.14 : ãäå�æç¿ã¿ f  	êåéë �1ê �êæ�, èéæéìíìêãë¾¿ 

ãçê R . 5é éèê�	ê	ç	 �çë �	å 	êåéë �äåéç�å ¿ f  åé 

��	ë  ãçê ox  çêèë�� é�æ�çéçê �éë ã¿¾	êê �é¾è�,. 
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13.15 Àå «x 2

2

2
f(x) 2e x ,  ¬ 0.

¬
 ® ® ¯ 5é xæ	êç	 

çêå ì	í¾	çæë�� ç�èê çíå ã¿¾	êíå �é¾è�, ç¿, ìæé�ë-
��, èéæ�ãçéã¿, ç¿, f , ìëé ��Á	 ° (0, )K T�  

13.16 À) : ãäå�æç¿ã¿ f  	êåéë �1ê �êæ�, èéæéìí-

ìêãë¾¿ �éë �äæç� ã	 �ë�ãç¿¾é ± . 5é �	ê	ç	 �çë ìëé 

��Á	 1 2x ,x ²³  ëã�1	ë 
´ µ ´ µ1 21 2 f x f xx x

f
2 2

¶¶· ¸ ¹º »¼ ½
 

(Jensen) 

B)    5é éèê�	ê	ç	 �çë: ¾ ¿À Á
Â Ã

ÃÂ2e 1 e 1 e 1

Ä
J Å J J , 

R S RÄr Æ K  

;)   5é éèê�	ê	ç	 �çë 
Ç È

ln lnÇ lnÈ
2

É
Ê Ë , 

fÌ ,Í ÎÏ Ð  

13.17 Ñ	íæê1¾	 ç¿Ò èéæéìíìêÓë¾¿ ÓÔÒ�æç¿Ó¿ 

f : R RÕ  èêÔ ¿ ìæé�ë�� ç¿, èéæ�ÓçéÓ¿ Óçæ��	ë çé 

�êê@é �Òí �éë è	æÒ� éè� ç¿Ò éæ�� çíÒ é�ÒíÒ. 5é 

éèê�	ë�ç	ê �çë ìëé ��Á	 x R�  ëÓ�1	ë  Ö ×
3x

3f x 4f
4

Ø ÙÚ Û ÜÝ Þ
 

13.18 �Óçí ß ÓÔÒ�æçßÓß f : ( ,0] Ràá â , �1ê �ê-

æ�, èéæéìíìêÓëãß �éë ë�éÒêèêë	ê çß Ó��Óß 
2 2f (x) x 2x, x 0ä å æ ç .  5é �	ê	ç	 �çë ß ìæé�ë�� 

èéæ�ÓçéÓß çß, f  �	Ò èéæêÔÓë�¦	ë Óßã	êê �éãè�, 

13.19 �Óçí ß ÓÔÒ�æçßÓß f : R RÕ  ã	 
x 1

x 1

e
f(x)

e 1

è
èI

T
 ìëé x R� .  

é) 5é ã	@	çßê	ê ß ÓÔÒ�æçßÓß í, èæê, çß ãêÒê-
çêÒêé, çé �êê@é �éë çé Óßã	êé �éãè�,. 
{)  5é �	ë�ê	ê �çë ìëé ��ê	 x 1ë  ëÓ�1	ë 
f(ln x) f (x 1) f(x 1) f (ln x)ì ìí î ï î í     

13.20 éÒ  x 0ð , y 0ñ , ò 1ð  �éë x y 1ó ô , Òé 

éèê�	ê	ç	 �çë  ëÓ�1	ë  
õõ õ

õ 1

1 1 5
x y

x y 2 ö
÷ ø÷ øù ù ù úû üû ü

ý þ ý þ
 

ÿ������ DE L� HOSPITAL 

13.21 5é xæ	êê1Ò çé èéæé��çí �æëé  

é)  
x
lim (x ln x)
���

	   {) 
 �
x 1
lim lnx ln(lnx)
�

  

;)   
1

x

x
lim x e 1
���

� �� �
� �� ��
� �� �� �� �

  ) 
1

x

x
lim x
��

 

13.22 5é Ôèê@êìêÓ	ç	 çé èéæé��çí �æëé: 

é)  
� �

xx 0

� x x!"#x
lim

x e 1 � x$
%

%
    {) 

x

x 1
lim xln

x 1&'(
)* +

, -./ 0
 

;)  
x

x 3
lim

x 2123
4
4

     5) 
x

xx

e 2x 1
lim

4e x 3

è
è6è7
T T
J T

 

13.23 Né éèê8	ê9	ç	 �çë 	êÒéë ÓÔÒ	:;< ß ÓÔÒ�æçß-

Óß = >
x ln x

,  0 x 1
f x 1 x

-1      , x=1

? @AB CD
AE

F
 �éë �çë G Hf 1 0, 5I J K . 

13.24 Né ÔèêLêìëÓç	ê ço  2

x 0

1 1
lim x MN

MNx xO
 

13.25 PÓçí ãëé ÓÔÒ	:;< ÓÔÒ�æçßÓß f : R RQ  ìëé 

çßÒ êèêêé ëÓ:R	ë S T S TUVx xxf x e f x WXx eY Z Y  ìëé ��ê	 

x R[ . \é xæ	êç	 çê ] ^f 0 . 

13.26 PÓçí f : R R_ , ÓÔÒ	:;< ÓÔÒ�æçßÓß,   ìëé 

çßÒ êèêêé ëÓ:R	ë ` a ` a ` a1 bcdx f x ln 1 x xe f g e  ìëé 

��ê	 x 1ë J . \é xæ	êç	 çê h if 0 .j ÓÔÒ�æçßÓß f  k:	ë  

ÓÔÒ	:; 2ß èéæ�ìíìê Óçê R  ã	 l m
3

f 0
2

nn o  �éë 

p q p qf 0 f 0 0rs s . \é 8	ê9	ç	 �çë: 
x 0

f(x) f( x)
lim 3

1 tuvxw
x y z
y

 

13.27 5êÒ	çéë ß ÓÔÒ�æçßÓß f : R R_  8Rê �êæk< 
èéæéìíìêÓëãß Óçê R . éÒ ìëé ��ê	 x R{  ëÓ:R	ë 

2h 0

f(x 4h) 2f(x 2h) f(x)
lim 24x 8

h|
} ~ } }

� ~  �éë ß 	�é-

èçêãkÒß çß< fC  Óçê Óßã	êê � �M 1,f(1)  k:	ë 	9êÓíÓß 

y 5x 8� � , Òé xæ	êç	 çêÒ çRèê çß< f   
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13.28 Né xæ��ç� ç�< éÓRãèç�ç�< ç�Ò �æé��� Ò 

èéæéÓç�Ó��Ò ç�Ò ÓÔÒéæç;Ó��Ò 
x

3

e
h(x)

x
¡     

ln x
f(x)

x 1
¢

£
  ¤ ¥

2

1

xk x xe¦  

13.29 PÓç� ê� ÓÔÒéæç;Ó��< § ¨f ,g : 0, R©ª «  ã� 

¬  ¬  ¬ g x f x x ln x 1 ln x® ¯ ¯ ¯ °  ��é ��ê� x 0± . éÒ ² 

�Ôê��é  y x 3³ ´  ��Òé� éÓRãèç�ç² ç²< fC Óçê µ¶ , Òé 

xæ��ç� ç²Ò éÓRãèç�ç² ç²< gC  Óçê µ¶ . 

13.30 Né éèê8��9�ç� �ç� ² y 2x 2 ln 2· ¸  ��Òé� 

éÓRãèç�ç² ç²< �æé¹��;< èéæ�ÓçéÓ²<  ç²<  

º » ¼ ½
xf x 2 ln e 1 2 ln 2¾ ¿ À  

13.31 PÓç� ² ÓÔÒ�æç²Ó² f : R R_  �é� ² g  ã� 

Á Â Ã Ä
xg x xf eÅÆ . éÒ ² �Ôê��é y 2x 1Ç È  �¹�èç�çé� ç²< 

fC  Óçê 0 , Òé xæ��ç� ç²Ò éÓRãèç�ç² ç²< gC  Óçê µ¶ . 

13.32 PÓç� ÓÔÒ�æç²Ó² f : R R_ , çkçê�é  Óç� 

É Ê
x

1
lim f x ËÌ 1

xÍÎÏ
Ð Ñ ÒÓ ÔÕ Ö

 �é� 
× Ø 2

x

xf x x
lim 2

ln x xÙÚÛ
Ü

Ý
Þ

.  

\é éèê8��9�ç� �ç� ² �Ôê��é y x 2³ ´   ��Òé� èL���é 

éÓRãèç�ç² ç²< �æé¹��;< èéæ�ÓçéÓ²< ç²< f  Óçê µ¶   

13.33 \é xæ��ç� çé ß,à,á Râ   Óç� ² �æé¹��; 

èéæ�ÓçéÓ² ç²<  f  ã� 
2(ã 1)x äx 5

f(x)
3x å

æ ç ç
è

ç
 Òé k:�� 

�< éÓRãèç�ç�< ç�< �Ôê���<  x 2Æ é  �é� y 3ê .  

13.34 PÓç� ÓÔÒ�æç²Ó² ë ìf : 0, Ríî ï  ��é ç²Ò 

êèê�é �Ó:R�� xe xf(x) 1ð ñ ñ  ��é ��ê� x 0± . \é éèê-

8��9�ç� �ç� ê �9êÒé< x xò  ��Òé� éÓRãèç�ç² ç²< fC . 

13.35 \é éèê8��9�ç� �ç� ² �æé¹��; èéæ�ÓçéÓ² ç²< 
ÓÔÒ�æç²Ó²< f(x) óôx ln x, x 0õ ö  8�Ò k:�� éÓRãèç�-

ç�<.  

÷øùøúû üýþÿ�úûüûü 

13.36 \é ã�L�ç;Ó�ç� ç�< ÓÔÒéæç;Ó��<   

é)     3f(x) x 12x� �       #) f(x) ��x x· � , x [ � ,�]� é   $)  
x 1

f(x)
x 1

�
	



  5)   � �

ln x
f x

x
  

����ùû÷ÿúÿ 

13.36.1.1.1 .��� �������   

13.37 éÒ �  çê Ó²ã��ê çêÔ 8�é�æ�ããéçê< ç²< f  

ã�  � �f x x ln x �x 3� � �  èêÔ éÒç�Óçê�:�� Óçê çêè��� 

ç²< �L�:�Óçê, Òé xæ�ê�� ² éè�ÓçéÓ² OM  �çéÒ ê æÔê-

ã�< ã�çéxêL;< çêÔ OM  �< èæê<   ��Ò�� ã²8kÒ. 

13.38 &� êæêê�éÒêÒ��� ÓRÓç²ãé ÓÔÒç�çé�ãkÒ�Ò 

ê��æêRã� êæêê� Ò�ê çæ���Òê !"%  ã� '( 90Æ , ��é çê 

êèê�ê �Ó:RêÔÒ çé �9;<. j �êæÔ¹; )  k:�� ÓÔÒç�çé�ãk-

Ò�< * +4,0, , ² �êæÔ¹; A  ��Òé� Óçê 8��Óç²ãé [0, 4]  

çêÔ �9êÒé x'x �é� ² �êæÔ¹; B  ��Òé� Ó²ã��ê ç²< èéæé-

xêL;< 2y 4x x- . . $�é èê�é ç�ã; ç�Ò ÓÔÒç�çé�ãkÒ�Ò 

çêÔ B  çê �ãxé8� çêÔ çæ�� ÒêÔ AB%  ��Ò�çé� ãk��Óçê; 
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14 JøþKLøü – üýþMýÿüúLøü ÷ø ÷KJÿMKL�ýü 

14.01 5�Ò�çé� ² ÓÔÒ�æç²Ó² N O 3 2f x Px Qx 12xR S S , �èêÔ T,U R� , ² êèê�é  èéæêÔÓ��V�� çêè��� �L�:�Óçê Óçê 

ox 2Æ  �é� ² �¹éèç�ã�Ò² ç²< Óçê Ó²ã��ê W XA 1, f(1)  8�kæ:�çé� éè� çê Y Z3,5 . 

A) \é xæ��ç� ç�< ç�ãk< ç�Ò T,U R�  �é� çê  ÓRÒêLê ç�ã Ò ç²< f . 

#)  \é xæ��ç� çê èL;êê< ç�Ò æ�V Ò ç²< �9�Ó�Ó²< [ \f x 0] . 

$)  \é 8��9�ç� �ç� ² �9�Ó�Ó² ^ _f x 2004`  k:�� ã�Òê ã�é LRÓ². 

5)  \é xæ�êêRÒ çé ax

f(x)
lim

xbcd
,  ex

f(x)
lim ,  f Z

xghi
j

14.02 5�Ò�çé� ² èéæé����Ó�ã² ÓÔÒ�æç²Ó² Óçê R  ��é ç²Ò êèê�é ��é ��ê� x 0k  �Ó:R�� f (ln x) x 3l · � . éÒ ² �æé¹�-

�; èéæ�ÓçéÓ² éÔç;< 8�kæ:�çé� éè� çê Ó²ã��ê W Xm 1,3 , ç�ç�: 

é) \é xæ�ê�� ê çRèê< ç²< f . 
#) \é xæ�ê�� çê ÓRÒêLê ç�ã Ò ç²<. 

$) \é éèê8��9�ç� �ç� ² �9�Ó�Ó²: xe 3x en o  k:�� ã�Òê ã�é æ�Vé Óçê (0, )pq . 

14.03 PÓç� ² ÓÔÒ�æç²Ó² f : R Rr  , 8Rê ¹êæk< èéæé����Ó�ã²  Óç� Òé  �Ó:R�� f (x) f (x) 0,  x Rss st u v . 

é) \é 8��9�ç� �ç� ² �9�Ó�Ó² [ \f x 0]  k:�� çê èêLR ã�é æ�Vé Óçê  R . 

#) \é xæ��ç� ç²Ò ãêÒêçêÒ�é ç²< ÓÔÒ�æç²Ó²< g(x) f (x) ,  x Rwx y . 

$)  éÒ Rz{  �é� �Ó:R�� 4g(x |) g(4x)} ~ , x R�  Òé xæ��ç� ç²Ò ã��æ�ç�æ² ç�ã; èêÔ ãèêæ�� Òé è�æ�� ê � . 

14.04 PÓç�  ² ÓÔÒ�æç²Ó² 
�

f(x) ln x �
x

� � �  ã� x 0k . éÒ ��é ��ê� x 0k  ��Òé� f(x) 0�  ç�ç� 

é)  Òé éèê8��9�ç� �ç� �= 1� , 

#)  Òé LRÓ�ç� ç²Ò �9�Ó�Ó² x x 1x e �� ,  x 0k  

$)  Òé LRÓ�ç� ç²Ò éÒ�Ó�Ó² � � � �
2 2

2 2

1 1
ln 2x 2 ln x 3

x 3 2x 2
� � � � �

� �
 

14.05 Ñ��æêRã� ç² ÓÔÒ�æç²Ó² f  ��é ç²Ò êèê�é �Ó:R�� � � x f(x) 2ln x f(x)f x e e� �� � �   ��é ��ê� � �x 0,� ��  �é� 

[ \f 0 0] . \é éèê8��9�ç� �ç�: 

é)  j f  8�Ò èéæêÔÓ��V�� é�æ�çéçê Ó� �éÒkÒé Ó²ã��ê çêÔ 8�éÓç;ãéçê< W X0,}� .  

#)  �ê ê� æ²ãé çêÔ Rolle 8�Ò �¹éæã�V�çé�  Ó� �éÒkÒé 8��Óç²ãé ç²< ãêæ¹;< � �o0,x .  

$)  � çRèê< ç²< ÓÔÒ�æç²Ó²< f  ��Òé� �  
x 33e x

f x ln
3

¡
¢  ��é ��ê� £ Xx 0,y }�  

5)  j f  8�Ò k:�� êæ�V�Òç��< éÓRãèç�ç�<.  

¤)  j �Ôê��é (�) : 
3e 1

y x 1
3e 3

¥
¦ § ¥

¥
 ��Òé� ��ê�ç² Óç²Ò �¹éèçêãkÒ² ç²< �æé¹��;< èéæ�ÓçéÓ²< ç²< f  Óçê ox 1¨  
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14.06 5�Ò�çé� ² ÓÔÒ�æç²Ó² f(x) x ¸ ln x¨ ¹ ¹ , º R»   

é)  \é xæ��ç� çé êL��� é�æ�çéçé ç²< f  

#)  \é éèê8��9�ç� �ç� 
x

ln x
e

¼  ��é ��ê�  x 0k   

$)  \é éèê8��9�ç� �ç� 
x 0
lim f(x)½¾

¿ ÀÁ  �é� 
x
lim f(x)
ÂÃÄ

Å ÆÇ  

5)  \é xæ��ç� ��é ç�< 8��¹êæ�< ç�ãk< çêÔ º R»  çê èL;êê< ç�Ò æ�V Ò ç²< �9�Ó�Ó²< È xxe e¨  

14.07 5�Ò�çé� ² ÓÔÒ�æç²Ó² 
x x

f(x) ln 1
É É

Ê ËÌ Í ÎÏ ÐÑ Ò
 ã� Ó>0  

é)  \é xæ��ç� çê èæ�Ó²ãê ç²< f . 

#)  \é LRÓ�ç� ç²Ò �9�Ó�Ó² 
x

Ôx
e e
Õ
Ö  ��é ��ê� Ó>0  

$)  éÒ �Ó:R�� �ç� 
×xx

ln ×
Ø Ø

Ù Ú Û ÜÝ Þß à
 ��é ��ê� x 0k , Òé éèê8��9�ç� �ç� á=1 . 

14.08 *PÓç� ÓÔÒ�æç²Ó² f ,  èéæé����Ó�ã² Óçê R , èêÔ ��éÒêèê��� ç�< Ó:kÓ��< â ã ä åf xf x e x 1æç è ç , x Ré  �é� 

[ \f 0 0]  

é.  \é ��¹æ�Ó�ç� ç²Ò fê  ÓÔÒéæç;Ó��< ç²< f  �é� Òé éèê8��9�ç� �ç� ² f  ��Òé� 8Rê ¹êæk< èéæé����Ó�ã²  Óçê R  

#.  \é éèê8��9�ç� �ç�  
x

f(x) xfë(x) x
2
ì ì ì , ��é ��ê�  x 0k . 

$. \é xæ��ç� ç²í èL���é éîRãèç�ç² ç²< �æé¹��;< èéæ�îçéî²< ç²< f  îçê ïð .   

14.09 * Pîç� îñí�æç²î² ò óg : 0, Rôõ ö  èéæé����î�÷² îçê W X0,}�  ÷� , ø ùg 1 2 úû ü ü , ý þg 1 8ÿ � � , 

� � 2
g x �x 4

x
� � �  �é� � � 1

g x 4 6x
4x

	 
 
 �  ��é ��ê� x 0k  

�)  \é xæ��ç� çêí éæ�ê÷�    

#)  \é xæ��ç� ç²í èL���é éîR÷èç�ç² ç²< gC  îçê ïð  �é� íé ñèêLê��î�ç� çê 
� �
� � 2x

g x ��x 4
lim

xg x 6x ln x���
� �
� �

  

14.10 Pîç� îñí�æç²î² f  êæ�î÷kí² �é� 8Rê ¹êæk< èéæé����î�÷² îçê � �, 4��  ��é ç²í êèê�é �î:Rêñí: 

� � � � � �f xe 3f ' x f x���   ��é  �ê� x 4! , " #f ' x 0$ ��é  �ê� x 4!   é� [ \f 1 0] , W Xf 1 1w x  

�)  \é 8��9�ç� �ç� ² f  ��íé� �í²î��< éR9êñîé îçê � �, 4�� , íé xæ��ç� çê èæ�î²÷ê ç²< f   é� íé éèê8��9�ç� �ç� ² 

fC  çk÷í�� çêí x'x  î� kíé ÷�íê î²÷��ê.   

#)  \é 8��9�ç� �ç� % & % &' (2
3f '' x f ' x)   é�  �ç� ² fC  îçæk¹�� çé  ê�Lé �í� îçê � �, 4��   

$)  \é éèê8��9�ç� �ç� ñè�æ:�� ÷êíé8� �< ý þox 0,1*   îç� + , + ,0 0 0f x x f ' xx -   (3) 

5)  \é xæ��ç� çêí çRèê ç²< f  ��é x 4!  

¤)  \é éèê8��9�ç� �ç� ² �9�î�î² . /f x 01  k:�� ÷êíé8� ; LRî² îçê � �, 4��  ��é  �ê� 2 R3  

&ç)  \é xæ��ç� ç²í  éçé �æñ¹² éîR÷èç�ç² ç²< f . 

4)  5é î6�7��î�ç� ç² �æé¹� 8 èéæ�îçéî² ç²9 f . 
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14.11 U îñí�æç²î² f  ��íé� èéæé����î�÷² îçê R  ÷� [ \f x 0V  ��é  �ê� x RW .  

�)  5é xæ��ç� ç²í èéæ����ê ç²9 îñí�æç²î²9 X Y X Yg x f xZ  

#)  �í �è�è[\êí ��íé� ] ^0 f x 1_ `  ��é  �ê� x RW   é�  [ \f 1 e] , W Xf 1 1w x  ç�ç�: 

é)  5é xæ��ç� ç²í èéæ����ê ç²9 îñí�æç²î²9 a b a bg x ln f(x)c  

#)  íé xæ��ç� ç²í �d�î�î² ç²9 �¹éèçê÷\í²9 ç²9 �æé¹� 89 èéæ�îçéî²9 ç²9 îñí�æç²î²9 a b a bg x ln f(x)c  îçê 

î²÷��ê ç²9 ÷� ç�ç÷²÷\í² 0x 1e   

14.12 fîç� ² îñí�æç²î² f : R Rg  ² êèê�é ��íé�  \6�� îñí�68 7�hç�æ² èéæ����ê îçê IR . 

�í  �î6h��  �ç� 
2 3h 0

2f(x 3h) 5f(x) 3f(x 2h) 60
lim

h xi
j j k k l    é� m no p2

x
lim f x 4x 9 2004qrs t u v ,  íé 7��d�ç� �ç� 

�)  
3

4
f (x)

x
ww x   

#)  ² �ñê��é y 2x 2004y z  ��íé� è[���é éîh÷èç�ç² ç²9 fC  îçê {|  

$)  } ~ 2
f x 2x 2004

x
� � �  ��é  �ê�  � �x 0,� ��  

14.13 ** 5�í�çé� îñí�æç²î² f : R Rg  ��é ç²í êèê�é �í�æ�Vêñ÷� �ç�: f(0) 0�   é� 
2

1
f (x)

3f (x) 1
� �

�
 ��é  �ê� 

x RW . 

�.  5é éèê7��d�ç� �ç� ² îñí�æç²î² 3h(x) f (x) f(x) xx } - , x IR�  ��íé� îçéê�æ8. 

#)  5é éèê7��d�ç� �ç� ² f  ��íé�  ê�[² îçê � X0,}�  

$)  5é xæ��ç� ç²í �¹éèçê÷\í² ç²9 �æé¹� 89 èéæ�îçéî²9 ç²9 f  îçê ox 0�  

5)  5é éèê7��d�ç� �ç� 
3x

f(x)
lim 0

x��� �   

14.14 **H îñí�æç²î² f  ��íé� êæ�î÷\í²  é� èéæé����î�÷² îçê  W X0,}�   é� �î6h�� �ç� � � � �f f (x) f x 0� � �  ��é  �ê� 
x 0� . 5é éèê7��d�ç� �ç�: 
�) ² f  ��íé� 1 1�  

#) � �f f (x) x� � �  ��é  �ê� x 0�  

$) éí W Xf 1 1x  ç�ç� W Xf x ln xx .  

14.15 fîç� f  îñí�689 îçê , èéæé��� î�÷² îçê W X¡,¢ ) ÷� W Xf ¡ ¡x , £ ¤f ¥ ¥¦  

�)  5é 7� d�ç� �ç� ñè�æ6��  ç\çê�ê §îç� W Xf ¨ 1w x  

#)  5é 7� d�ç� �ç� ñè�æ6êñí W X1 2¨ ,¨ ¡,¢y  ÷� 1 2© ©ª  ç\çê�é §îç� « ¬ « ¬1 22f  f  3® ®¯ °  

$)  5é 7� d�ç� �ç� ñè�æ6�� W Xox ¡,¢y  ç\çê�ê §îç� ± ²o

2³ ´
f x

3

µ¶ . 

5)  �í · ¸f x 0¹ º  ��é  �ê� W Xx ¡,¢y  ç�ç� ñè�æ6êñí » ¼1 2x ,x ½,¾¿   ÷� 1 2x xÀ ç\çê�é §îç� 
1 2

1 2
3

f '(x ) f '(x )
Á Â  
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14.16 * fîç� îñí�æçÒîÒ f   Ò êèê é � íé� îñí�689 îçê Ó ÔÕ,Ö  èéæé��� î�÷Ò îçê W X¡,¢   é�  ñæç8 îçê Ó ÔÕ,Ö . �í 

W X W Xf ¡ f ¢×  íé éèê7� d�ç� �ç�:  

�)  ñè�æ6�� Ø Ù0x Ú,ÛÜ  ç\çê�ê §îç�: 0

f(Ý) f(Þ)
f(x )

2

ÁÂ .  

#)  ñè�æ6êñí  Ø Ù1x Ú,ÛÜ   é� W X2x ¡,¢y  ÷� 1 2x xÀ  ç\çê�é §îç�: 
ß à ß à1 2

á â1 1
2

f x f x f(á) f(â)

ãä å æç ç ã
  

$)  çê ox   çêñ (�) �æ�ç8÷éçê9 xæ î �çé� è[Òî�\îç�æé îçê è  éè’ �ç� îçê é . 

14.17 5 í�çé� Ò îñí�æçÒîÒ f  7hê êêæ\9 èéæé��� î�÷Ò îçê ë ì1,e  ÷� í îf 1 2ï , ð ñf e e 1ò ó   é� îhíê[ê ç�÷§í çê 

ô õ1,4ö . 5é éèê7� d�ç� �ç� : 
�é) ÷è�æ6êñí ø ù1 2x ,x 1,eú  ÷� 1 2x xû  §îç� ü ý ü ý1 2f x f x 0þ þÿ ÿ  

x)  ÷è�æ6�� í î� 1, e�  §îç� � �f � 0�� �  

�)  ÷è�æ6�� � �	x 1,e
  §îç� � � �4
o o o of x f (x ) 4f (x ) x� � �  

#é)  U �ñê� é y x e 2� � � �  ç\÷í�� çÒ �æéê� 8 èéæ�îçéîÒ çÒ9 f  î� \íé çêñ[�6�îçêí îÒ÷� ê ÷� ç�ç÷Ò÷\íÒ îçê 

� �1,e  

x)  ÷è�æ6êñí � �1 2� ,� 1,e�  ÷� 1 2� ��  §îç� íé �î6h�� �ç� � � � �1 2f � f � 1  ! "  

14.18 -�é îñí�æçÒîÒ f  � íé� êæ�î÷\íÒ  é� 7hê êêæ\9 èéæé��� î�÷Ò îçê R   é� ��é  �ê� x R�  �î6h��: 
2 2f (3x 1) 4 4· f(2x x 1)$ $ % $ $ .  5é éèê7� d�ç� çé �d89: 

A  ÷è�æ6�� \íé çêñ[�6�îçêí & (1, 4)' ç\çê�ê §îç�: f (() 0) *  

B  U îñí�æçÒîÒ f  7�í éíç�îçæ\ê�çé� 
+  f (1) f (4), ,.  

5  U �d î�îÒ f (x) 0// 0 \6�� ÷�é çêñ[�6�îçêí æ 1é îçê R   

************************************************* 

14.19 5 í�çé� ê ÷��é7� �9 éæ�ê÷�9 2 3xz e x 4 i5 6 7 , x R8  é�9 R: . �í ��é  �ê� x R8  �î6h�� 

; < ; <Re z x Im z 1= > , ç�ç� 
�.  5é éèê7� d�ç� �ç� ? 1@ . 

#.  5é éèê7� d�ç� �ç� A B A BRe z Im zC  ��é  �ê� x R8  

+.  5é 7� d�ç� �ç� ñè�æ6�� A B0x 0,1D  §îç� ê 2w z z 2iE F F íé � íé� èæé�÷éç� �9 
5. 5é xæ� ç� çê ÷��é7� � z  çêñ êèê êñ çê ÷\çæê � í�çé� �[�6�îçê.  

14.20 fîç� ê� ÷��é7� ê  w x yiG H   é� z w(3 4i) w(3 4i)I J J K  �èêñ x, y RL . 

A) Né éèê7� d�ç� �ç� ê z  � íé� èæé�÷éç� �9 éæ�ê÷�9 
B) 5é xæ�ê�  ê ÷��é7� �9 w  éí �î6h�� �ç� 2

w z 25.M N   

+) fîç� z 50O  ç�ç�:    
é) 5é xæ� ç� çê îhíê[ê ç�í îÒ÷� �í P QM w  èêñ � íé� �� �í�9 ç�í w  

 x) Né xæ�ê�  ê ÷��é7� �9 w  ÷� çê ÷� æ�ç�æê ÷\çæê.  
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14.21 fîç�  îñí�æçÒîÒ f , îñí�689 îçê [?,m] , (é>0), èéæé��� î�÷Ò îçê (n,o) . �í ��é çêñ9 ÷��é7� êh9 
z 9 if(9)p q   é� w r if(r)s t  �î6h�� Ò î6\îÒ z iw z iwu v w , íé éèê7��6ç�  �ç� ñè�æ6�� (ç.�) 0x (x,y)z , §îç� 

0
0

0

f(x )
f (x )

x
{ p  

14.22 �) �í ��é çêñ9 ÷��é7� êh9 1 2z ,z  �î6h�� Ò î6\îÒ: 1 2 1 2z z z z| } ~ , � �1 íé 7� d�ç� �ç� A B1 2Im z z 0v  

#)  fîç� Ò îñí�æçÒîÒ f , èêñ � íé� èéæé��� î�÷Ò îçê � ��,� . ���æêh÷� çêñ9 ÷��é7� êh9 éæ�ê÷êh9 

� � � �1z f � if �� �   é� � � � �2z f � if �� � , ��é çêñ9 êèê êñ9 �î6h�� Ò �î�çÒçé � �1  çêñ �æ�ç8÷éçê9 (�). 5é 7� d�ç� �ç� 
ñè�æ6êñí � �1 2� � �,�� �  §îç� íé �î6h�� A B A B1 2f � f � 0� �u v  

14.23 ��é çÒí èéæé��� î�÷Ò îñí�æçÒîÒ f : (1,+ ) R� � , �î6h�� �ç� f(x)
2 x f (x) 0

ln x
�� � � � . �í � �f e 1�  ç�ç� �)

 5é xæ�ê�  ê çhèê9 çÒ9 f . 
     ) 5é xæ�ê�  ê ���÷�çæ� �9 ç�èê9 ç�í �� �í�í ç�í ÷��é7� ¡í z  éí �î6h�� �ç� 

¢ £
2 2

x e

2
z z - z z lim f (x) -1

e¤
¥ ¦§¨ © © © ª« ¬ ®

 

14.24 5 íêíçé� ê� îñíéæç8î��9 f   é� g , îñí�6� 9 çê � ��,� , èéæé��� î�÷�9 îçê A B¯,°  ÷� A B A Bg x g x 0� ±  ��é  �ê� 

A Bx ¯,°D   é� ê� ÷��é7� ê  ² ³ ² ³w 2f ´ ig µ¶ · , A B A Bz g ¯ 2if °v w  ¡îç� íé �î6h�� �ç� 2w z 2w zu v w . 5é 7� d�ç� 

�ç�  ñè�æ6�� A B� ¯,°D  ¡îç� ¸ ¹
¸ ¹

¸ ¹
¸ ¹

f º f º
0

g º g º

»
¼ ½

»
 

14.25 5 íêíçé� ê� îñíéæç8î��9 f ,g  èéæé��� î�÷�9 îçê A B0, u¾  ��é ç�9 êèê �9 �î6h��: 
1

xf(x) g(x) ¿ x eÀ Á Â Â  ��é 

 �ê� ê�ç� � èæé�÷éç� � éæ�ê÷� x . Ã éæ�ê÷�9 é � íé� \íé9 éæíÒç� �9 èæé�÷éç� �9  é� ê Ä ê ê�ç� �9 èæé�÷éç� �9 ��é çêí 
êèê ê �î6h��: 

x
lim g(x) Å
ÆÇÈ

É . 

�. 5é éèê7� d�ç� �ç� Ò y Êx Ê ËÌ Í Í  � íé� éîh÷èç�çÒ çÒ9 �æéÎ� 89 èéæ�îçéîÒ9 çÒ9 îñí�æçÒîÒ9 f  îçê ÏÐ . 

 . �Ñ Ò �� �Ñé çêÒ ÷��é7� êh éæ�ê÷êh z Ó Ôi, Ó,Ô RÕ Ö ×  Äæ Ø �çé� ØçÒÑ éØhÙèç�çÒ �Òê� é çÒ9 �æéÎ� 89 

èéæ�ØçéØÒ9 çÒ9  f  �çéÑ x Ú ÛÜ   é� çê Ù\çæê çêÒ � Ñé� 2  Ñé �æ�Ý�ç� çêÒ9 
2

1

z
w

2
Þ   é� 

2003

2 1001

z
w =

2
 ØçÒ ÙêæÎ8 

x+Ýi. 

�. 5é éèê7� d�ç� �ç�: f(x) g(x) ß eà á â ��é  �ê� ê�ç� � èæé�Ùéç� � éæ�êÙ� x . 

14.26 5 Ñ�çé� Ò ØÒÑ�æçÒØÒ f  êæ�ØÙ\ÑÒ  é� èéæé��� Ø�ÙÒ Øçê ã ä0,1  Ù� f(0) 0å   é� � �f x 0æ  ��é  �ê� ç èx 0,1é . 

5é éèê7� d�ç� �ç�:    
A)  ÷è�æ6�� ç êë 0,1é  ¡Øç�  (1 ì) f (ì) f(ì)íî ï ð . 

B)  ÷è�æ6êÒÑ ñ,ò  Ù� 0 ó ô 1õ õ õ , ¡Øç� 1 2Re(z z ) 0ö ÷  Ù� 1z ø iù ú , 2z f (û) i f (ü)ý ýþ ÿ �

 


