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2.15 ¦` 1 2z ,z C {0}� �  _çb b^�i\b 
2 2 2

1 2 1 2z z |z z |� � � , `ç ç�ah\�¥\]\ �]b 
¦) 1 2 1 2z z z z� � �  

©) 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z� � �   �   

2.16 ¦` 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z� � �   �  Xbç 

_Z¤\ 1 2z ,z C {0}� �  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b: 
¦) 1 2 1 2z z z z� � �    

©)   1 2z z I¡   _çb  1

2

z
I

z
¢  
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2.17 »^]�  *
1 2 3z,z ,z ,z C²  £^]\ `ç b^�i\b 

1 2

2

z z z

z

³ ´µ
¶ ·
¸ ¹

º »1 2 1
1 2

2 2

z z z z
z z

z z

¼ ½¾ ¿ ¾À Á
Â Ã

  `ç h\�¥\]\ �]b 
z RÄ  

2.18 ¦` 1 2z ,  z C�   d\ 1 2z z 1Å Å , ]�]\:  
¦) �ç ç�ah\�¥\]\ �]b 

1 2 1 2 1 2 1 2z z z z 1 0 z z z z 1 0� � � � ~ � � � �  

©) `ç �Y\�]\ ]a d�]Ya ]af 1 2 1 2

1 2 1 2

z z z z 1

z z z z 1

Æ Æ Ç
Æ Ç Æ

  

2.19 »^]� z,w CÜ , È RÉ  d\ z w 1Ê Ê , `ç 

h\�¥\]\ �]b:  
A)  z w 1 zwË Ì Ë  ©)   

z w
R

1 zw

Í Î
Í

 

%)  z w Ïzw-1 z w zw ÏÐ Ð Ñ Ð Ò Ð  

2.20 '�`\]çb a z CÓ  d\ z 1� . �ç ç�ah\�¥\]\ 
�]b:  ¦)  

2 2
1 z 1 z 4Ô Ô Õ Ö   ©)  

2z 1
R

z

× Ø  

2.21 �ç ç�ah\�¥\]\ �]b ç`  z+u+w=0  _çb 
zu+uw+wz=0   ]�]\ z u wÙ Ù  

2.22 �ç ç�ah\�¥\]\ �]b 
2z z 1 z z 1 1� � � ~ � � � , z CÓ  

2.23 A` 1 2 3z z z 1Ú Ú Ú , 1 2 3z z z 1Û Û Ü  _çb 
1 2 3z z z 1Ý Ý Þ , `ç ç�ah\�¥\]\ �]b 

1 2 3

1 1 1
1

z z z
� � �  

_çb `ç �Y\�]\ ]afg 1 2 3z , z , z . 

2.24 ¦` 1 2 3z , z , z C� , 1 2 3z z z� �  _çb ab 
\b_�`\g ]�` 1 2 3z , z , z  ^]a \���\ha \�`çb _aYfe�g 
b^a�Û\iYaf ]YbX£`af, `ç ç�ah\�¥\]\ �]b ab \b_�`\g 
]�` 1 2 2 3 1 3z z , z z , z z  \�`çb _aYfe�g b^a�Û\iYaf 
]YbX£`af. 

2.25 **¦` 1 2 3z ,z ,z Cß  hbçeaY\]b_a� ç`Z hia 
_çb b^�i\b �]b  1 2 2 3 3 1z z z z z zà á à á à , `ç h\�-
¥\]\ �]b  2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1z z z z z z z z z� � � � �   

2.26  ** ¦) A` 1 2 3z z z 0Û Û Ü  _çb 
2 2 2
1 2 3z z z 0â â ã  , `ç ç�ah\�¥\]\ �]b  3 3 3

1 2 3z z z� �  

_çb �]b   1 2 3z z zä ä  

©)  �ç ç�ah\�¥\]\ �]b 
å æ å æ å æ2 2 2
z u u w w z 0

z u u w w z

ç è ç è ç é ê
ç é ç é ç

 

2.27 ¦` 1 2 3z z zä ä  _çb 1 2 3z z z 0Û Û Ü , d\ 
1 2 3z ,z ,z Cß ,  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b 2 2 2

1 2 3z z z 0â â ã  

2.28 ¦` ab \b_�`\g ]�` 1 2 3z , z , z C�  ^]a  \��-
�\ha ^��dç]�ëaf` b^��Û\fYa ]Y�X�`a, `ç ç�ah\�-
¥\]\ �]b ì í ì í ì í2 2 2

2 1 3 2 1 3z z z z z z 0î ï î ï î ð  

2.29 »^]� a ¤\]b_�g çYb¤d�g ñ  _çb ab dbXçhb_a� 
1 2 3z ,  z ,  z  ]�]abab £^]\ `ç b^�iaf` ab ^��^\bg: 
1 2 3z z z ò� � � , 2

1 2 3z z z ñ� � �  _çb 
2 2 2
1 2 3z z z 0â â ã . �ç ç�ah\�¥\]\ �]b: 
1 2 2 3 3 1z z z z z z 8� � �     

2.30 »^]� ab 1 2 3z ,z ,z Cß  Xbç ]afg a�a�afg 
b^�i\b 1 2 2 3 3 1z z z z z z 1ó ó ô , 

õ ö ÷ ø ÷ ø1 2 2 3 3 1z z z z z z 10ù ù ù ú  `ç �Y\¤\� ]a 
û üû üû ü2 2 2

1 2 31 z 1 z 1 zý ý ý     

2.31 ¦` z w z w 1þ ÿ ÿ ÿ , `ç h\�¥\]\ �]b  

¦)  
2

z z
1 0

w w

� � � � �� �� �
   ©)  

z
1 3

w
� 	  

2.32 ¦` 1 2z ,z C�  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b: 
¦)  1 2 1 2z z z z�   ©)  1 2 1 2 1 2z z z z 2 z z
 �  

%)  � 
1 2 1 2 1 2z z z z i 2 z z� �  
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2.33 %bç _Z¤\ z,w C&  `ç h\�¥\]\ �]b  
¦) ' (2zw wz 0) *      

©)  ' (2zw wz 0+ ,  

%)  2 zw zw wz 2 zw- . / .  

2.34 %bç ]afg 0,1,2, w Cß  `ç h\�¥\]\ �]b   
¦)    3 4 3 4 3 4� 5 � � e  

©)    
6 7 7 8 8 6
2 w 6 2 w 7 2 w 8
9 : 9 : 9 ;
9 : 9 : 9

 

2.35 �ç ç�ah\�¥\]\ �]b : 
¦` z w 1< <  ]�]\ zw zw 2= >  

2.36 �ç ç�ah\�¥\]\ �]b:  
¦)  ? @? @

2 2 2
z w 1 z 1 wA B C C  

©)  
1 1

z i i z
z z

� D � E D  ,   *z CF  

2.37 ¦` \�`çb z i z i
w

z i z i

G HI G
H G

, `ç ç�ah\�¥\]\ 
�]b w RJ  _çb �]b w 2K .  

2.38 %bç _Z¤\ z,u,w C&  `ç h\�¥\]\ �]b:  
¦)  z 1 z 2 z 1 z 2L L M M M M N   

©)  z+2 z 3 z z+5� � 5 �  

%)  
z z z z

2 z
2 2

O PO Q  

2.39 %bç _Z¤\ z CR  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b  
¦) ¦` 1 - z zS   ]�]\ T U2 Re z 1V  

©)***  ¦` 1
z 1

z
W X  ]�]\ 1

z 5
z

Y Z , *z CF  

2.40 »^]� z C[  �ç ç�ah\�¥\]\ �]b  
¦)    ¦` z 2 i 5e e 5  ]�]\ 8 z 14 6i 185 e e 5  

©)     ¦` z 3 1\ ]  ]�]\ 22z^_` z 2� a , b R[   

%)     ¦` z 1 1c d  _çb z 2 1e �  ]�]\ 1 z 3e e  

2.41 %bç ]afg  z, w Cf  b^�iaf` �]b 
w 3 2i 3e � 5  _çb (1 i)w 2 2 2g g h . �ç ç�ah\�-

¥\]\ �]b z w 10i j  

2.42 ¦` Xbç ]afg 1 2z ,z C�  b^�i\b �]b: 1z 1k  

_çb 2z 1k  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b: 1 2 1 2z z 1 z zl m l  

2.43 %bç ]afg  dbXçhb_aig z  _çb w  b^�i\b �]b 
1 z

w
1 z

no
p

. '\�¥]\ �]b q r q rIm z 0 Im w 0s t u . 

2.44 �ç ç�ah\�¥\]\ �]b  
¦)  

z z
1

z+ z z z
v w

x
 

©)  
3z+w z1

2z 1 2w+1 2 z+w
y z

{ z
 

%)  
z w

z+w
|}x ~��x

� �  , 
�

0 x
2

� �  

2.45 ¦` z w 1< <  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b  
¦)  z 1 w 1 zw 1 2� � � � � �  

©)  2 3z 1 z 1 z 1 2� � � � � �  

2.46 %bç _Z¤\ 1 2z ,z C� , d\ 1 2z z 1�  `ç ç�a-
h\�¥\]\ �]b 1 2 1 2

1 2

z z z z
i i z z

2 2

� �� � � � �  

2.47 *'�`a`]çb ab dbXçhb_a� çYb¤da�  z,w  d\  
|z||w| 1� � .�ç ç�ah\b�¤\� �]b  2(z w)

0
zw

� �   

2.48 **¦` � �z, w,z w C i� d e e , `ç ç�ah\�¥\]\ 
�]b b z i w i

1
z i w i

� �
� �

� �
 

z w i
1

z w i

� �
� �

� �
  

2.49 %bç _Z¤\ z C[ , `ç Ûi^\]\ ]bg ç`b^£^\bg   
¦)   2z 4z 0] �  ©)  2z 4z 3 0� � �   
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2.50 %bç _Z¤\ z C[  `ç ç�ah\�¥\]\ �]b 
z 10 3 z 2 z 1 3¨ © ¨ ª ¨ ©  

2.51 A` « ¬ « ¬15 15
z+2+4i 2z+1+2i­  ]�]\ `ç 

�Ya^hbaY�^\]\ X\�d\]Yb_Z ]bg \b_�`\g ]af z  

2.52 �ç �Y\�]\ ]a ^i`aÛa ]�` ^�d\��` ]af \�b-
��haf �af \�`çb \b_�`\g ]af z C[  ç` 
log z 5 log z 1e 5 e  

2.53 '�`a`]çb ab dbXçhb_a� z  _çb w  �af ^f`-
h�a`]çb d\ ]� ^��^� 

2

®
w

z
¯ , � R *� . ¦` b^�i\b 

�]b z 1 1° ±  , `ç ç�ah\�¥\]\ �]b � \b_�`ç ]af w  

_b`\�]çb ^\ �çYç�aÛc. 

2.54 ¦` ² ³ ² ³ 1´ µ µ µ  d\  ¶,· C¸ , `ç h\�-
¥\]\ �]b: 2010 2010¹ º»  

2.55 ¦` � \b_�`ç ]af dbXçhb_ai z  ç`c_\b ^\ 
_i_Ûa d\ _�`]Ya ¼ ½O 0,0  ¾ç¿ ç¾À�ÁÂ Ã 1Ä , ÁÂ Â-

�ÅÆÇ�¥ÇÀÇ �À¿ ÀÅ �Æ¿Å ¿È�ÉÇ¿ ¾Â¿ Ê¿Â À�Á Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË 

Ìz-i
w ,

iz Ì
Í

Î
 Ï RÐ . 

2.56 Ñ)  ÑÁ z 1 2 z 2� � e , ÁÂ �ÒÇ�ÀÇ À� 

ÊÒÂÓÓÔ �ÅË Æ¿ÂÊÒÕÖÇ¿ � Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË z  

×)     ÑÁ 1 2

1 2

z 1 z 1
2

z 2 z 2

Ø Ø
Ù Ù

Ú Ú
, ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ 

2
1 2z z 16Ü Ý  

2.57 �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿: Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á Ó¿ÊÂÆ¿-

¾ßÁ 
à 2i

z
1 ài

áâ
á

, Ï RÐ  ÂÁÔ¾ÅËÁ ÈÇ �ÁÂ ÅÒ¿ÈÓ�ÁÅ 

¾É¾ãÅ. 

2.58 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� z,w  ÓÇ z w 1å æ . ÑÁ 

� Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË z  ¾¿ÁÇ�ÀÂ¿ ÈÀÅÁ ¾É¾ãÅ z 3 4i 5ç è é  

ÁÂ Â�ÅÆÇ� ÛÇÀÇ �À¿ � Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË w  ¾¿ÁÇ�ÀÂ¿ ÈÇ �ÁÂ 

¾É¾ãÅ.  

2.59 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ *z, w Cê  ßÈÀÇ 2 2z w 0ë ì . 

�Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á z, w  ¾Â¿ � ÂÒíÔ 

À�Á ÂÛ�Á�Á Èí�ÓÂÀ�ëÅËÁ ÅÒîÅÊßÁ¿Å ¾Â¿ ¿ÈÅÈ¾Çã�Þ 
ÀÒ�Ê�ÁÅ. 

2.60 �Â �ÒÇ�ÀÇ ÀÅÁ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å À�Á Ç¿¾�-

Á�Á À�Á Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ  z  ÂÁ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á 

21,  z, 1+z   ÈÀÅ Ç���ÇÆÅ Ç�ÁÂ¿ ÈËÁÇËîÇ¿Â¾Õ È�ÓÇ�Â. 

2.61 ïÈÀ� 1 2z ,z Cð  ÓÇ 

ñ ò1 2 1 2z z Re z z 1ó ó ó . �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ 

Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á 1 2z ,z  ÈÀÅ Ó¿ÊÂÆ¿¾� Ç���ÇÆÅ ¾Â¿ � ÂÒ-

íÔ À�Á ÂÛ�Á�Á Ç�ÁÂ¿ È�ÓÇ�Â ÈËÁÇËîÇ¿Â¾Õ. 

2.62 ïÈÀ� Å Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ z  Ê¿Â ÀÅÁ Å�Å�Å ¿ÈíÉÇ¿ 

ô õ
22 213 z z 24 z 50 0ö ö ÷ ø . �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å 

ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾�Þ À��ÅÞ À�Þ Ç¿¾�ÁÂÞ M  ÀÅË z  Ç�ÁÂ¿ 
Ë�ÇÒ�ÅãÔ 

2.63 Ñ)  �Â �ÒÇ�ÀÇ ÀÅ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å C  À�Á 

Ç¿¾�Á�Á ÀÅË z C[  ÈÀÅ Ç���ÇÆÅ, ÂÁ 

2

1 1 10

z 3i z 3i z 9
ù ú

û ù ù
 

×)  ÑÁ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ 1 2z ,  z  ÂÁÔ-

¾ÅËÁ ÈÀ� C  ¾Â¿ Ç�ÁÂ¿ ÈËÓÓÇÀÒ¿¾�Þ �Þ �ÒÅÞ À�Á 

ÂÒíÔ À�Á ÂÛ�Á�Á, ÁÂ �ÒÇ�ÀÇ ÀÅ  Ó�Ê¿ÈÀÅ ¾Â¿ ÀÅ Ç-
ãÕí¿ÈÀÅ ÀÅË 1 2z ze  

2.64 ÑÁ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� ÂÒ¿îÓÅ� 1 2z ,z  �íÅËÁ Ç¿-
¾�ÁÇÞ ÈÀÅ Ó¿ÊÂÆ¿¾� Ç���ÇÆÅ ÀÂ È�ÓÇ�Â A,B  ÂÁÀ�-
ÈÀÅ¿íÂ, �ÅË ÆÇÁ ÂÁÔ¾ÅËÁ ÈÀÅÁ ¾É¾ãÅ 

ü ýC : 2 2x y 1þ ÿ  , ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ ¿ÈíÉÇ¿ 

1 2 1 2z z 1 z z� � �  ÂÁ ¾Â¿ Ó�ÁÅ ÂÁ �ÁÂ Ó�ÁÅ Â�� 

ÀÂ È�ÓÇ�Â A, B  Ç�ÁÂ¿ ÇÈ�ÀÇÒ¿¾� È�ÓÇ�Å ÀÅË  ü ýC  

2.65 ÑÁ Ê¿Â ÀÅÁ Ó¿ÊÂÆ¿¾� ÂÒ¿îÓ� z  ¿ÈíÉÇ¿ 
z 3� , ¾Â¿ z 3i	 � , ÁÂ �ÒÇ�ÀÇ À�Á À¿ÓÔ À�Þ �ÂÒÕ-

ÈÀÂÈ�Þ Ñ=
2 2

z 3i z 3i .� � �  �Â ÆÅîÇ� ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾Ô 

ÇÒÓ�ÁÇ�Â À�Þ 
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2.66 �Â �ÒÅÈÆ¿ÅÒ�ÈÇÀÇ ÈÀÅ Ó¿ÊÂÆ¿¾� Ç���ÇÆÅ ÀÅ 

ÀÂ ÈÉÁÅãÂ À�Á Ç¿¾�Á�Á À�Á Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ z  �ÅË Â-

�ÅÀÇãÅÉÁ À¿Þ ÊÒÂÖ¿¾�Þ ãÉÈÇ¿Þ À�Á ÈËÈÀ�ÓÕÀ�Á:  

Ñ)  
z 3 z 1

z 5 z 2

� � � � 
! � " � #

    ×) 
z 1

z 1 2 z 1

$ %&
' ( % )&*

 

+)  3 z 4i 5V e 5   ä) 1 z-1 i 2V � V  

2.67 NÂ �ÒÇ�ÀÇ ÀÅ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å À�Á Ç¿¾�-

Á�Á ÀÅË Ó¿ÊÂÆ¿¾ÅÉ z  ÈÇ ¾ÕîÇ Ó¿Â Â�� À¿Þ Ç��ÓÇÁÇÞ 
�ÇÒ¿�ÀßÈÇ¿Þ  
Ñ)   z 3 z 3 10e � � �        

×)  z 2i z 2i 6, - - .  

+)    z 2i z 2i 6, , - .  

2.68 +¿Â ÀÅ Ó¿ÊÂÆ¿¾� z 0	  ¿ÈíÉÇ¿ �À¿ 
1

z 1
z

/ 0 1 . äÇ�ÛÀÇ �À¿ 200 100z z 1 02 2 3  

2.69 �Â �ÒÇîÇ� Å ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾�Þ À��ÅÞ À�Á Ç¿¾�-

Á�Á ÀÅË Ó¿ÊÂÆ¿¾ÅÉ z  Ê¿Â ÀÅÁ Å�Å�Å ¿ÈíÉÇ¿ ¾ÕîÇ 
Ó¿Â Â�� À¿Þ Èí�ÈÇ¿Þ:   

Ñ)  
2 2

1-z 1 z4 5  ×) log z 2 log z6 7   

2.70 �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á 

8 92:
1 1 2w z z; < , = >2?

2 1 2w z - z@ , *A NB ÓÇ 
*

1 2z ,z Cd , 1 2z zC , 1 2z z	 , ÅÒ�ëÅËÁ ÇËîÇ�Â �ÅË 

Æ¿�ÒíÇÀÂ¿ Â�� ÀÅ D E0,0  

2.71 �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿   � ÇÛ�È�È� 

F G22
1 2 1 2x 2 z x z 2 Re z zH I J   �íÇ¿ �ÒÂÊÓÂÀ¿¾�Þ 

Ò�ëÇÞ Ê¿Â ¾ÕîÇ 1 2z ,z Cð  

2.72 �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ Ò�ëÇÞ À�Þ ÇÛ�È�È�Þ 
2z Kz 4 0/ / 0  ÓÇ 4 L 4M N N  �Ò�È¾ÅÁÀÂ¿ ÈÇ ¾É¾ãÅ. 

2.73 ÑÁ Ê¿Â ÀÅÁ Ó¿ÊÂÆ¿¾� ÂÒ¿îÓ� z  ¿ÈíÉÇ¿ 

O PQ R1 z 1 z
R

z z

2 S
T

S
 ÁÂ ÆÇ¿íîÇ� �À¿ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á 

1,  1,  z,  zU  Ç�ÁÂ¿ ÅÓÅ¾Ë¾ã¿¾Õ È�ÓÇ�Â. 

2.74 ïÈÀ� Å¿ Æ¿ÂÖÅÒÇÀ¿¾Å� Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� 1z  ¾Â¿ 2z  

ßÈÀÇ Å 1 2

1 2

z z
w

z z

VW
X

 ÁÂ Ç�ÁÂ¿ ÖÂÁÀÂÈÀ¿¾�Þ, ÁÂ ÆÇ�-

ÛÇÀÇ �À¿:   Ñ)  2004w 0Y     ×)  1 2z zC  

2.75 ä�ÁÇÀÂ¿ � ÇÛ�È�È� 2z Zz Z 0[ [ \  ��ÅË 

] 0^  � Æ¿Â¾Ò�ÁÅËÈÕ À�Þ. �Â �ÒÇ�ÀÇ À¿Þ Ò�ëÇÞ À�Þ 
¾ÂîßÞ ¾Â¿ ÀÅ Ç�ÆÅÞ ÀÅË ÀÒ¿ÊßÁÅË �ÅË Èí�ÓÂÀ�ëÅËÁ 

Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á Ò¿ëßÁ À�Þ ¾Â¿ � ÂÒíÔ À�Á ÂÛ�Á�Á  

2.76 ïÈÀ� 1 2z ,z Cð  ¾Â¿ ÀÅ �ÅãËßÁËÓÅ 

_ `_ `
2 22

1 2 1 2P(x) x 2 z z x 1 z 1 za b c b b b , x Rd . 

�Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ P(x) 0e  Ê¿Â ¾ÕîÇ x Rd  

2.77 �Â ãÉÈÇÀÇ ÈÀÅ C  ÀÂ ÈËÈÀÔÓÂÀÂ  

Ñ)    z i iz i z izf g f g f  

×)  
z 4

1
z 8

h i
h

 ¾Â¿ 3z 1
1

z 3

j k
j

 

+)  z w 1l l  ¾Â¿ z w 1 zwm m n . 

2.78 �Â ãÉÈÇÀÇ ÈÀÅ C  À¿Þ ÇÛ¿ÈßÈÇ¿Þ:  

Ñ)  
2

z 6 zz 9 0o p q      ×)  2z z 0r s   

+)  z z 1 i 0t t t u           ä) 
2

z z 3 z 0v w x  

2.79 �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ Ò�ëÇÞ À�Á ÇÛ¿ÈßÈÇ�Á 

2z z+1=0y , ¾Â¿ 2z 3z+1=0z ÅÒ�ëÅËÁ ¾ÅÒËÖ�Þ 
¿ÈÅÈ¾ÇãÅÉÞ ÀÒÂ�Çë�ÅË 

2.80 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ z,w Cð  ÓÇ z 9i
w

iz 1

rs
{

 ¾Â¿ 

z 3|  

Ñ)  �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ w 3}  

×)  �Â �ÒÇ�ÀÇ À� Ó�Ê¿ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z w~  

2.81 �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ ÂÁ � ÇÛ�È�È� 

� � � �� �
iz 2 w z 2i� � �  ÓÇ ÕÊÁ�ÈÀÅ ÀÅ z C�  *� �� , 

�íÇ¿ �ÒÂÊÓÂÀ¿¾Ô Ò�ëÂ À�ÀÇ w 1} . 
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�. �������������� 

2.82 �Â ÇÛÇÀÕÈÇÀÇ ÂÁ � ÇÛ�È�È� 

� �� 2 3i
1 iz

2 3 i

�� k
j

, �íÇ¿ �ÒÂÊÓÂÀ¿¾Ô Ò�ëÂ. 

2.83 +¿Â ÀÅÁ z C�  ¿ÈíÉÇ¿ �À¿: z 1 2i 4� � � . NÂ 

�ÒÇ�ÀÇ À¿Þ À¿Ó�Þ ÀÅË z  Ê¿Â À¿Þ Å�Å�ÇÞ � �ÂÒÕÈÀÂÈ� 

z 13 7i~ ~  Ê�ÁÇÀÂ¿ Ó�Ê¿ÈÀ� Ô ÇãÕí¿ÈÀ�.  

2.84 �Â �ÒÇ�ÀÇ ÀÅÁ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å À�Á Ç¿¾�-

Á�Á À�Á Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ z , ÂÁ ¿ÈíÉÇ¿ �À¿ 
z 3 z 5 3i� �   �  . Ñ�� ÀÅËÞ �ÂÒÂ�ÕÁ� Ó¿ÊÂÆ¿-

¾ÅÉÞ z  , �Å¿ÅÞ �íÇ¿ ÀÅ Ó¿¾Ò�ÀÇÒÅ Ó�ÀÒÅ; 

2.85 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� z,w  ÓÇ 

3z 2i
w

iz 6

¡¢
¡

.  H Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË z  ÂÁÔ¾Ç¿ ÈÀÅÁ ¾É¾ãÅ 

£ ¤O 0,0  ¾Â¿  ¥ 2¦  

Ñ)  ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË w  ÂÁÔ¾Ç¿ 
ÈÇ ÅÓ�¾ÇÁÀÒÅ ¾É¾ãÅ Â¾À�ÁÂÞ r 1§  

B)  NÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á z, w  ¾Â¿ 
� ÂÒíÔ À�Á ÂÛ�Á�Á Ç�ÁÂ¿ ÈËÁÇËîÇ¿Â¾Õ È�ÓÇ�Â. 

×)  �Â Ë�ÅãÅÊ�ÈÇÀÇ À�Á ÇãÕí¿ÈÀÅ ¾Â¿ À� Ó�Ê¿-
ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z w~   

2.86 ïÈÀ� Å Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ z  ÓÇ  z 4i 1¨ ©  ¾Â¿ Å 

w  ÓÇ w 2z 4 7iª « ¬ . �Â �ÒÇîÇ� � ÇãÕí¿ÈÀ� ¾Â¿ � 

Ó�Ê¿ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z w~  

2.87  ä�ÁÅÁÀÂ� Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� z  ¾Â¿ w  Ê¿Â ÀÅËÞ 
Å�Å�ÅËÞ ¿ÈíÉÅËÁ (1 i)z 2 4i 18­ ® ® ¯ ¾Â¿ 
w 2z 11 5i0 1 / . �Â �ÒÇ�ÀÇ: 
Ñ) °Å ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å À�Á Ç¿¾�Á�Á ÀÅË z  

×) °�Á Ó�Ê¿ÈÀ� ¾Â¿ ÇãÕí¿ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z  

+) °�Á ÇÛ�È�È� À�Þ ¾ÂÓ�Éã�Þ �ÅË �Ò�È¾ÅÁÀÂ¿ 
Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ ÀÅË Ó¿ÊÂÆ¿¾ÅÉ w  

ä) °� Ó�Ê¿ÈÀ� ¾Â¿ ÇãÕí¿ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z w~    

2.88 �Â �ÒÇ�ÀÇ ÀÅ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å À�Á Ç¿¾�-

Á�Á À�Á  Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ z  ÂÁ ¿ÈíÉÇ¿ �À¿ 

± ²³ ´z i z i 3 z i 4 01 / 1 1 1 0  

2.89 ïÈÀ� z,w   Ó� Ó�ÆÇÁ¿¾Å� Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� À�ÀÅ¿Å¿ 

ßÈÀÇ  µ ¶z w z wz 3 w 3 z w 3 ·¸ ¹ ¸ º ¹ ¸  .  �Â Â�ÅÆÇ¿-

íîÇ� �À¿  z
R

w
�   Ô  z w z w» ¼ ¼   

2.90 +¿Â ÀÅÁ z C R½ ¾ ¿ÈíÉÇ¿ � Èí�È� 

1
z 2011

z
¿ À  Á Â1  

Ñ)  �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � Ç¿¾�ÁÂ ÀÅË z  Ç�ÁÂ¿ È�ÓÇ�Å  

¾É¾ãÅË ÓÇ ¾�ÁÀÒÅ ÀÅ £ ¤O 0,0  

×)  ÑÁ 1 2 3z ,z ,z  ¿¾ÂÁÅ�Å¿ÅÉÁ À�Á Á Â1  ÁÂ ÆÇ�ÛÇÀÇ 

�À¿ Ã Ä1 2 3
1 2 3

1 1 1
z z z 9

z z z

Å Æ/ / / / ÇÈ É
Ê Ë

 

2.91 ïÈÀ� Å Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ z 1Ì  Ê¿Â ÀÅÁ Å�Å�Å ¿-
ÈíÉÇ¿ 2001 20013z 2001z 2004Í Î . NÂ ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ 

Ñ)  ³ ´
2001 2001z z 10 0  ×)  zz 1Ï  

+)  ÂÒ¿îÓ�Þ 1 z
w

1 z

ÐÑ
Ò

 Ç�ÁÂ¿ ÖÂÁÀÂÈÀ¿¾�Þ. 

2.92 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� ÂÒ¿îÓÅ� Ó, Ô, Õ  ÓÇ  
|Ó|=|Ô|=|Õ|=2  ¾Â¿ Ö+×+Ø=1  

Ñ) �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ ³ ´ ³ ´³ ´Ó+Ô Ô+Õ Õ+Ó Rð  

×)  �Â �ÒÇîÇ� � À¿ÓÔ À�Þ �ÂÒÕÈÀÂÈ�Þ 1 1 1

Ö × Ø
Ù Ù  

+)  �Â Â�ÅÆÇ¿íîÇ� �À¿  |Ú Û| |Û Ü| |Ü Ú| 2Ý Ý Ý Ý Ý Þ   

2.93 ïÈÀ� Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� 1 2z , z ,w  ÓÇ 

1 2z z 2© © ,  2 2
1 2z z 0ß à  ¾Â¿ 1 2

2 2
1 2

2z z
w

z z

áâ
ã

 

Ñ)  �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ 1
1

4
z

z
ä  2

2

4
z

z
0  

×)  �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Å w  Ç�ÁÂ¿ �ÒÂÊÓÂÀ¿¾�Þ  

+)  �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ ¿ÈíÉÇ¿  1 2

2 1

z z
2

z z
¿ å  

ä)  ÑÁ w 2æ , ÁÂ ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿  
  Â)  1 2z z 2ç è  

  �)  ÀÅ ÀÒ�Ê�ÁÅ �ÅË �íÇ¿ ¾ÅÒËÖ�Þ À¿Þ Ç¿¾�-

ÁÇÞ À�Á Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ O , 1z , 2z  Ç�ÁÂ¿ ¿È��ãÇËÒÅ 
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3 ÿ�����ÿ����ÿ 
�������� 
� ���	�ÿ� (�
ÿ ÿ�������) 

3.01 ä�ÁÇÀÂ¿ � ÈËÁÕÒÀ�È� � �
x

f x ln
1 x

� �� � ��� �
 

Ñ)  �Â ÅÒ�ÈÇÀÇ À�Á 1f�  

×)  �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � �1

x
lim f x 1�
���

  

+)  ÑÁ z,w  Ç�ÁÂ¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� À�ÀÅ¿Å¿ ßÈÀÇ ÁÂ ¿ÈíÉÇ¿ �À¿ ! " # $1 1 7
f ln 1 f ln z w

6
% %& & '  ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿  

   Â)  z w 2( )  

    �)  * + * +Re z Re w 2, -  

3.02 ïÈÀ�  Å Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ 
2

2

4z z
w

4z z

.
/

0
, z C1  

Ñ)  �Â ãËîÇ� ÈÀÅ C  � ÇÛ�È�È� 24z z 02 3  

×)  ÑÁ Å w  Ç�ÁÂ¿ ÖÂÁÀÂÈÀ¿¾�Þ, ÁÂ �ÒÇ�ÀÇ ÀÅ ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾� À��Å C  À�Á Ç¿¾�Á�Á ÀÅË z  

+)  ÑÁ Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ À�Á Ó� Ó�ÆÇÁ¿¾ßÁ Ó¿ÊÂÆ¿¾ßÁ 1 2 1 2z , z , w , w  Ç�ÁÂ¿ ÇÈ�ÀÇÒ¿¾Õ È�ÓÇ�Â ÀÅË ÊÇ�ÓÀÒ¿¾ÅÉ À��ÅË 

C , ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Ë�ÕÒíÇ¿ 4 5ox 0,16  ßÈÀÇ ÁÂ ¿ÈíÉÇ¿ 0 1 2 0 1 2 ox z z x w w x7 8 7 9       

3.03 ïÈÀ� z : ;i< = , *>,? R@  ¾Â¿ � ÈËÁÕÒÀ�È� A B
2

2

z iz x 5x 2 z iz
f x

x 3x 2

C C C C
D

C C
. ÑÁ E F

x 1
lim f x 3
GH

I , ÁÂ Â�Å-

ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ 
Ñ)  z iz 1J K  ¾Â¿ z iz 2( )     

×)   
5

z
2

L   +)  
3

MN
8

O  

3.04 +¿Â ÀÅËÞ Ó¿ÊÂÆ¿¾ÅÉÞ z,w  ¿ÈíÉÇ¿ 
2

2x 1

z 3 4i x w 3 6i x 2 1
lim

2x 1P
Q Q Q Q R R

S
Q

 

Ñ)  �Â �ÒÇîÇ� Å ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾�Þ À��ÅÞ À�Á Ç¿¾�Á�Á ÀÅË  z . 

×)  �Â �ÒÇîÇ� Å ÊÇ�ÓÇÀÒ¿¾�Þ À��ÅÞ À�Á Ç¿¾�Á�Á ÀÅË  w . 

+)  �Â �ÒÇîÇ� � ÇãÕí¿ÈÀ� À¿ÓÔ ÀÅË z wT . 

3.05 ÑÁ Ê¿Â ÀÅÁ Ó¿ÊÂÆ¿¾� ÂÒ¿îÓ� U Vz x i f xK J W  ¿ÈíÉÇ¿ z 1K  Ê¿Â ¾ÕîÇ fx XY , ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿: 

Ñ) °Å �ÇÆ�Å ÅÒ¿ÈÓÅÉ ¾Â¿ ÀÅ ÈÉÁÅãÅ À¿ÓßÁ À�Þ f  Ç�ÁÂ¿ Ë�ÅÈÉÁÅãÅ ÀÅË Æ¿ÂÈÀÔÓÂÀÅÞ Z [1,1\ , 

×) ÑÁ � f  Ç�ÁÂ¿ ÈËÁÇíÔÞ À�ÀÇ Æ¿ÂÀ�ÒÇ� ÈÀÂîÇÒ� �Ò�È�ÓÅ ÈÀÅ ] ^1,1_ . 

3.06 ïÈÀ� ` af : b,c Rd ÈËÁÇíÔÞ ÈËÁÕÒÀ�È� ¾Â¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� z : ;i< = , e f1z g if gh i , U V1z j if jK J . ÑÁ 

¿ÈíÉÇ¿ k l m n2 2
1 23 z z 4izz 4i Re z zo o p , ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � fC  �íÇ¿ �ÁÂ ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ ¾Å¿Á� È�ÓÇ�Å ÓÇ ÀÅÁ x xq . 



4r stu   2013 – 2014   14 
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3.07 ä�ÁÇÀÂ¿ � ÈËÁÕÒÀ�È� f , ÈËÁÇíÔÞ ÈÀÅ Æ¿ÕÈÀ�ÓÂ � ��,�  ¾Â¿ �ÂÒÂÊ�Ê�È¿Ó� ÈÀÅ U V�,j  ÓÇ � �f � � 0� � . 

ä�ÁÇÀÂ¿ ¾Â¿ Å Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ � if(�)
z

� if(�)

�
�

�
. ÑÁ Å z  Ç�ÁÂ¿ ÖÂÁÀÂÈÀ¿¾�Þ ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � ÇÛ�È�È� � �f x x�  �íÇ¿ Ó¿Â 

ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ ãÉÈ� ÈÀÅ U V�,j . 

3.08 ä�ÁÇÀÂ¿ � ÈËÁÕÒÀ�È� f  ÈËÁÇíÔÞ ÈÀÅ Æ¿ÕÈÀ�ÓÂ � �0,2  ¾Â¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� U V1z f 0 iK J  ¾Â¿ � �2z 1 f 2 i� � � . 

ÑÁ ¿ÈíÉÇ¿ �À¿ 1 2 1 2z z z z� � � , ÁÂ Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � ÇÛ�È�È� � �f x 0�  �íÇ¿ Ó¿Â ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ Ò��Â ÈÀÅ � �0,2 . 

3.09 ä�ÁÅÁÀÂ¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� z,w C   ¾Â¿ � ÈËÁÕÒÀ�È� f : R R¡  ÓÇ ¢ £ 3 2f x z x w x z wI ¤ ¥ ¤ . �Â Â�Å-

ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ � ÇÛ�È�È� � �f x 0�  �íÇ¿ Ó�Â ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ Ò��Â ÈÀÅ Z [1,1\ . 

3.10 ïÈÀ� ÈËÁÕÒÀ�È� ¦ § 3f x 2z 1 x z x 1¨ © ª ª  ��ÅË z  Ó¿ÊÂÆ¿¾�Þ ÓÇ z 0«  ¾Â¿ x R¬ . �Â Â�ÅÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ 

ÂÁ ¢ £
1

Re z
12

­ , À�ÀÇ � ÇÛ�È�È� � �f x 0�  �íÇ¿ Ó¿Â ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ Ò��Â ÈÀÅ  ® ¯0,1 .       

3.11 ïÈÀ� f : R R¡  ÈËÁÕÒÀ�È� ÈËÁÇíÔÞ ÈÀÅ R  Ê¿Â À�Á Å�Å�Â ¿ÈíÉÇ¿ �À¿  

° ± ° ± ° ±
2

1 23 2 5 4
1 2

1 z z
f x z z f x f x 2x x 2

4

²
³ ² ³ ´ ³ ²  , x R¬ , ��ÅË 1 2z , z Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� �ÅË Å¿ Ç¿¾�ÁÇÞ ÀÅËÞ Ç�ÁÂ¿ 

ÇÈ�ÀÇÒ¿¾Õ È�ÓÇ�Â ÀÅË ¾É¾ãÅË 2 2x y 1µ ¶ . äÇ�ÛÀÇ �À¿ � ÇÛ�È�È� � �f x 0� �íÇ¿ Ó¿Â ÀÅËãÕí¿ÈÀÅÁ Ò��Â ÈÀÅ ® ¯0,1  

3.12 Ñ.  �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �À¿ Ê¿Â ÀÅËÞ Ó¿ÊÂÆ¿¾ÅÉÞ z , w ¿ÈíÉÇ¿ · ¸
2 2 2

z w z w 2 Re zw¹ º » ¹  

×.  ¼Ç�ÒÅÉÓÇ ÈËÁÕÒÀ�È� f : R R¡  � Å�Å�Â Ç�ÁÂ¿ ÊÁ�È��Þ ÓÅÁ�ÀÅÁ� ¾Â¿ Å¿ Ó¿ÊÂÆ¿¾Å� ÂÒ¿îÓÅ� 

1z 3 f(2)· i½ ¾ ¿ÂÀ 1
2z f (2) 3· iÁÂ Ã ÊÀÂ ÀÄËÞ Ä�Ä�ÄËÞ ÀÈíÉÇÀ � Èí�È� · ¸

2 2
1 2 1 2z z 2 Re z z» º . �Â ÆÇ�ÛÇÀÇ �ÀÀ  

Ñ)  1 2z zI    

×)  ÄÀ f ,g  ��ÄË Å Æg(x) f 2x f(x) xÇ È È , x R¬ Ç�ÁÂÀ ÊÁ�È��É ÊË�ÁÄËÈÇÉ  

  Ê)  ÂÁ � f  Ç�ÁÂÀ ÈËÁÇÌÍÉ , ÎÇ ÈÉÁÄÏÄ ÀÀÎÐÁ ÀÄ R , À�ÀÇ � ÇÑ�È�È� 12x f(x) f (x)ÒÓ Ô �ÌÇÀ ÎÄÁÂÆÀ¿Í Õ��Â 

� Ä�Ä�Â �Õ�È¿ÇÀÂÀ ÈÀÄ ÆÀÖÈÀ�ÎÂ × Ø2,3  

3.13 ÙÈÀ� Ä ÎÀÊÂÆÀ¿�É ÂÕÀËÎ�É  Ú ÛÜ
Ý

z
1 Ý i

Þ
ß

. Ó RY  

à �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÄÁ ÊÇ�ÎÇÀÕÀ¿� À��Ä À�Á ÇÀ¿�Á�Á á ÀÄË â ãäz  

å åÕÇ�ÀÇ ÀÄËÉ ÎÀÊÂÆÀ¿ÄÉÉ �ÄË Â��ÌÄËÁ À�Á ÇÏÖÌÀÈÀ� ¿ÂÀ À� Î�ÊÀÈÀ� Â��ÈÀÂÈ� Â�� ÀÄ æ çO 0,0   

è àÁ ÄÀ ÇÀ¿�ÁÇÉ á ÀÄË â ãäz ÂÁÍ¿ÄËÁ ÈÇ ¿É¿ÏÄ ¿�ÁÀÕÄË  
1

K O,
2

é êëì íî ï
 ¿ÂÀ Â¿À�ÁÂÉ  1

ð
2

ñ , ÁÂ ÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ ÄÀ 

ÇÀ¿�ÁÇÉ À�Á ÎÀÊÂÆÀ¿ÐÁ â ãäz    1

ò
zó ôõö ÷ø ù

 Ç�ÁÂÀ ÂÁÀÀÆÀÂÎÇÀÕÀ¿Ö È�ÎÇ�Â ÀÄË ¿É¿ÏÄË ÂËÀÄÉ. 

ú �Â ÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ ÀÄ ÀÕ�Ê�ÁÄ �ÄË �ÌÇÀ �É ¿ÄÕËÊ�É ÀÀÉ ÇÀ¿�ÁÇÉ À�Á ÎÀÊÂÆÀ¿ÐÁ û ü1z , ý þ1z ÿ ,  � �2012z   Ç�ÁÂÀ 

ÄÕËÄÊÐÁÀÄ   (www.mathematica.gr)
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 ��������� � 

4 !"#$% %"&'(!)%)%  

4.01 ÙÈÀ� � ÈËÁÖÕÀ�È� 
2

1
f(x) n 1

x

* +, -. /0 1
2  

A)  åÕÇ�ÀÇ ÀÄ �ÇÆ�Ä ÄÕÀÈÎÄÉ À�É 
B)  3ÉÈÀÇ À�Á ÇÑ�È�È� 4 5f x 1 06 7  

è)  3ÉÈÀÇ À�Á ÂÁ�È�È�  8 9f x 0:  

ú)  �Â ÆÇ�ÑÇÀÇ 

�ÀÀ
2

1 1
f f( 2 ) f

;<=x2;<= x 1

> ? > ?@ AB C B CB CD E FE F
 

4.02 àÁ  G H 2f x x x 1I ¤ ¤ . �Â Â�ÄÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ 

I J I Jf x f x 1K L  

4.03 ú�ÁÇÀÂÀ � ÈËÁÖÕÀ�È� G H M N
x x1

f x Ó Ó
2

OI ¤ . 

�Â Â�ÄÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ P Q P Q R S P Qf x y f x y 2f x f yT T U V ,  

x, y RW  

4.04 XÀÄ ÆÀ�ÏÂÁ� 

 ÈÌÍÎÂ ÁÂ �ÕÇ�ÀÇ  
ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀ ÀÄË  x ,  

À� ÈËÁÖÕÀ�È� �ÄË  

�ÇÕÀÊÕÖÊÇÀ ÀÄ  

ÇÎ�ÂÆ�Á À�É  
ÊÕÂÎÎÄÈ¿ÀÂÈÎ�Á�É  
�ÇÕÀÄÌÍÉ �ÄË Æ�ÎÀÄËÕÊÇ�ÀÂÀ Â�� À� YZ   ¿ÂÀ ÀÀÉ 
�ÏÇËÕ�É ÀÄË ÀÕÀÊÐÁÄË [\]  ÊÀÂ ÀÀÉ ÆÀÖÊÄÕÇÉ Ë�ÈÇÀÉ 
ÀÄË E  �ÖÁ� ÈÀ� B^ . °Ä ÀÕ�Ê�ÁÄ [\]  Ç�ÁÂÀ ÀÈ�-

�ÏÇËÕÄ ÎÇ ÎÍ¿ÄÉ �ÏÇËÕÖÉ 1   �  BE x_  ¿ÂÀ 
`a bac   

4.05 ú�ÁÇÀÂÀ � ÈËÁÖÕÀ�È� f  ÎÇ �ÇÆ�Ä ÄÕÀÈÎÄÉ 

ÀÄ R  ÎÇ d e
x

x

4
f x

4 2
f

g
.  �Â Ë�ÄÏÄÊ�ÈÇÀÇ ÀÄ 

4 5 4 5f x f 1 x6 h  ¿ÂÀ ÀÄ : 

1 2 2002 2003
f f ...f f

2004 2004 2004 2004

i j i j i j i jk k kl m l m l m l mn o n o n o n o
  

pqrstuv #rqwxyrxz 

4.06 NÂ ÈÌÇÆÀÖÈÇÀÇ À� ÊÕÂÊÀ¿Í �ÂÕÖÈÀÂÈ�  À�É 
ÈËÁÖÕÀ�È�É f(x) ln x{  ¿ÂÀ ÁÂ �ÕÇ�ÀÇ ÀÄ �ÏÍËÄÉ 

À�Á ÕÀ�ÐÁ À�É ÇÑ�È�È�É | } 6f x 10~�  

4.07 �Â ÈÌÇÆÀÖÈÇÀÇ ÀÀÉ ÊÕÂÊÀ¿�É �ÂÕÂÈÀÖÈÇÀÉ 
À�Á �ÂÕÂ¿ÖÀ�  ÈËÁÂÕÀÍÈÇ�Á 

 � �f x x�   � �g x x 1� � �   � �
1

k x
x

�  

� �h x 1 x� �   � �
1

m x
x 1

�
�

  � �
1

n x
x 1

�
�

 

4.08 �Â ÈÌÇÆÀÖÈÇÀÇ ÀÀÉ ÊÕÂÊÀ¿�É �ÂÕÂÈÀÖÈÇÀÉ 
À�Á ÈËÁÂÕÀÍÈÇ�Á 

f(x) ln( x),  x 0I ¥ �      g(x) ln( x),  x 0I ¥ ¥ �  

k(x) ln x7     m(x) ln x� �     t(x) ln x� �  

4.09 �Â ÈÌÇÆÀÖÈÇÀÇ ÀÀÉ ÊÕÂÊÀ¿�É �ÂÕÂÈÀÖÈÇÀÉ 
À�Á ÈËÁÂÕÀÍÈÇ�Á:     

à)  4 5f x 7 2x x  

å)  

� �

x

2

 e ,         x 0

g(x) lnx ,      0<x e

x 1 ,    x e

� �  ¡ �¢
 

£ ¤ ¥

    

è)  2 x
f(x) ¦§¨

2
I  
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4.10 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á   ¾ ¿ À Á
2f x x ln xÂ Ã    

x 1
g(x)

x x-3x+2 x

Ä
Å    t(x) I

1

x 2 x 1Æ Æ
 

h(x) I
2

x 2

1 x 1 x

Ç

È È È
  

24 - x
k(x)

(x - 1) x 1
É

Ê
 

4.11 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á  Ë Ì
2 x

f x
2ÍÎx 1

Ï
Ð

    Ñ Ò
2ÓÔx

g x
ÕÖx ÕÖ2x

I
¥

   

2

2x 2x

x 1
Ô(x)

e e×
¤

I
¥

    Ø Ù
2

1
t x

2ÚÛÜ x 5ÚÛÜx 3
Ý

Þ Þ
 

4.12 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á ß à
ß à

xe e
f x

2x 1 ln x

á
â

á
     ã ä

1
t x ln x

x 1
å

æ
 

g(x) I xe  - 1 + 1 - lnx         Ñ Ò ç è
2k x ln 1 xI ¥  

4.13 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á   é ê
2

x x 1

x x 1
f x

9 4.3 27ë
ì ì

í
î ì

 3 2g(x) x xï ð   

h(x) I 2ñòóx 1ô  xf(x) (e 1)ln(x 1)õ ö ö   

4.14 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á  ÷ ø
1

f x ln x
x 1

ù
ú

  û ü û ü
1

g x ln x
x 1

ý þ
ÿ

   

� �
x 2

1
h x

4 x
�

�
  � �

 1

lnxk x x�     

4.15 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÂ �ÇÆ�Â ÄÕÀÈÎÄÉ À�Á ÈËÁÂÕÀÍ-

ÈÇ�Á  
2

2x 2x

x 1
k(x)

e e×
¤

�
¥

 ,  � 	
x

t x ln x
x 1


 �
�

 

2

2

x x 2
r(x)

x x

¤ ¥
�

¥
  ,     
 �

3 x 2
k x

2x 4 x 1

� �
�

� � �
 

4.16 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÄ �ÇÆ�Ä ÄÕÀÈÎÄÉ ¿ÖËÇ ÎÀÂÉ Â�� 

ÀÀÉ �ÂÕÂ¿ÖÀ� ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ: 

f(x) � xe  - 1 + 1 - lnx     � �m x ln(x 1)� �  

4.17 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÄ �ÇÆ�Ä ÄÕÀÈÎÄÉ ¿ÖËÇ ÎÀÂÉ Â�� 

ÀÀÉ �ÂÕÂ¿ÖÀ� ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ: 

  � �
x 2

1
f x

4 x
�

�
   � � x

x 3
g x log

3 x

�
�

�
 

� !"# $%&'() 

4.18 èÀÂ À� ÈËÁÖÕÀ�È� f : R R*  ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 

Ñ Ò Ñ Ò Ñ Ò2f x 2f x 2 x x 1¥ ¥ � ¥ ,  x R+ . �Â ÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ � 

fC  ÆÇÁ À�ÎÁÇÀ ÀÄÁ ÖÑÄÁÂ x x,  

4.19 ÙÈÀ� ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f ,g : R R-  ÊÀÂ ÀÀÉ 

Ä�Ä�ÇÉ ÀÈÌÉÇÀ  . / . / 2f x 9 g x x0 1 0  ÊÀÂ ¿ÖËÇ x R+ . 

�Â �ÕÇËÇ� � ÈÌÇÀÀ¿Í Ë�È� À�Á f gC ,  C  

4.20 ÙÈÀ� � ÈËÁÖÕÀ�È� f : R R*  ÊÀÂ À�Á Ä-

�Ä�Â ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 2 3 4 52f x 2 f 3x 06 6 7  ÊÀÂ ¿ÖËÇ 

x R+ . �Â ÆÇ�ÑÇÀÇ �ÀÀ � fC  À�ÎÁÇÀ ÀÄÁ ÖÑÄÁÂ x x, ÈÇ 
ÆÉÄ ÀÄËÏÖÌÀÈÀÄÁ È�ÎÇ�Â 

4.21 ÙÈÀ� ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f ,g : R R- , ÐÈÀÇ ÁÂ 

ÀÈÌÉÇÀ 2f(x) g(x) x 89 : ;  ¿ÖËÇ x R+ , < R= . �Â 

�ÕÇËÇ� Ä >  ÐÈÀÇ ÄÀ ÊÕÂÊÀ¿�É �ÂÕÂÈÀÖÈÇÀÉ ÀÄËÉ, ÁÂ 

À�ÎÁÄÁÀÂÀ ÈÀ�Á ÇËËÇ�Â x 1�   ¿ÂËÐÉ ¿ÂÀ ÀÂ ÆÀÂ-

ÈÀÍÎÂÀÂ ÈÀÂ Ä�Ä�Â � fC  Ç�ÁÂÀ �ÖÁ� Â�� À�Á gC  

4.22 �Â �ÕÇËÄÉÁ  ÀÂ ÆÀÂÈÀÍÎÂÀÂ ��ÄË � fC  

Ç�ÁÂÀ �ÖÁ� Â�� À� gC   �ÀÂÁ: 

à)  Ñ Ò x x 1f x 4 2 ?� ¥  ¿ÂÀ  @ A x 2g x 2 8BC D  

å)  
2x          EF x 0

f(x)
1 2x   EF x<0

G HIJ K
L LIM

 ¿ÂÀ g(x) x 2N O  

¿ÂËÐÉ ¿ÂÀ � Â��ÈÀÂÈÍ ÀÄËÉ. 
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4.23 ú�ÁÇÀÂÀ � ÈËÁÖÕÀ�È� f(x) x 1n o .  

à)  �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ �ÄÀÇÉ Â�� ÀÀÉ �ÂÕÂ¿ÖÀ� ÈË-

ÁÂÕÀÍÈÇÀÉ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÎÇ À� ÈËÁÖÕÀ�È� f .  

2

1

x  - 1
f (x)

x - 1
p     

3

2 2

x   1
f (x)

x  - x  1

q
r

q
 

s t
2

3f (x) x  1� u  4

1
f (x) x 1

x

v wx yz {| }
 

Ñ Ò x 1
5f x ln e ?�   ln(x 1)

6f (x) e ~�  

å)  �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÄ ÇËÕÉÀÇÕÄ ÆËÁÂÀ� Ë�ÄÈÉÁÄÏÄ 

ÀÄË R  ÈÀÄ Ä�Ä�Ä ÄÀ �ÂÕÂ�ÖÁ� ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ Ç�ÁÂÀ 
�ÏÇÉ �ÈÇÉ.  

4.24 �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ ÂÁ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ   
1 ���x

f(x)
��x

�
C  ¿ÂÀ ��x

g(x)
1 ���x

�
�

 

4.25 �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ ÂÁ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ  

Ñ Ò s t s t
x x

f x 1 2 2 1
×

� u � �  ¿ÂÀ  � �g x 0�   

4.26 �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ ÂÁ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ   
2f(x) x x 1� � �  ¿ÂÀ 

2

1
g(x)

x x 1

��
� �

 

4.27 �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ ÂÁ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ 
ÈÀÀÉ  �ÂÕÂ¿ÖÀ� �ÇÕÀ�ÀÐÈÇÀÉ. 

à) 2f(x) x x 1� � �  ¿ÂÀ 
2

1
g(x)

x x 1

�
�

� �
 

å) f(x) �
1

ln 2
x

� � ¡ ¢£ ¤
 ¿ÂÀ ¥ ¦ ¥ ¦g x ln 1 2x ln x§ ¨ ¨  

4.28 �Â �ÕÇËÇ� Ä © Rª  ÐÈÀÇ ÁÂ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ 

ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ  
3

2

«x 3x 4
f(x)

x «x 4

� u �
�

� u
 ¿ÂÀ 

g(x) ¬x 1­ ® ®   

4.29 �Â ÇÑÇÀÖÈÇÀÇ ÂÁ Ç�ÁÂÀ �ÈÇÉ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ   

f(x) �
1

ln 2
x

� � ¡ ¢£ ¤
 ¿ÂÀ ¥ ¦ ¥ ¦g x ln 1 2x ln x§ ¨ ¨  

¯k#°'!± $j")kilg'm" 

4.30 �Â �ÕÇËÄÉÁ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f g² ,¿ÂÀ g

f
 

�ÀÂÁ   

à)  f(x) 4 |x|]� ³  ¿ÂÀ g(x) x 1´ µ  

4.31 �Â �ÕÇËÄÉÁ ÄÀ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f g² ,¿ÂÀ g

f
 

ÂÁ f(x) �
2x  1, x 2

x ,       x 2

¶ ·¹̧
º

»¹¼
 ¿ÂÀ ½ ¾

lnx,  0 x 3
g x

-2x 3,  x 3

¿ ¿À
Á Â Ã ÄÅ

 

4.32 èÀÂ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f ,g : R RÆ  ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 

Ñ Ò Ñ Ò Ñ Ò2 2g x f x 2f x x 3� � u u , x RÇ È . �Â ÆÇ�ÑÇÀÇ 

�ÀÀ � gC À�ÎÁÇÀ ÀÄÁ ËÇÀÀ¿� �ÎÀÖÑÄÁÂ Oy  

4.33 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f ,g : R RÆ  ÂÁ 

ÊÀÂ ¿ÖËÇ x RÉ  ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 

Ê Ë Ê Ë Ê Ë Ê ËÌ Í2 2f x g x 1 2 ÎÏx f x ÐÑÒx g xÓ Ó Ô Õ Ö Õ  

4.34 NÂ �ÕÇ�ÀÇ �ÏÇÉ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f : R R×  

�ÄË À¿ÂÁÄ�ÄÀÄÉÁ À�Á ÈÌ�È�: Ø Ù2 2f x x 1Ú Û  ,  x RÜ  

4.35 NÂ �ÕÇ�ÀÇ �ÏÇÉ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f : R R×  

�ÄË À¿ÂÁÄ�ÄÀÄÉÁ À�Á ÈÌ�È�: Ý Þ Ý Þß à2 x xf x 4e f x eá â , 

x Rã ä  

4.36 �Â �ÕÄÈÆÀÄÕ�ÈÇÀÇ �ÏÇÉ ÀÀÉ ÊÁÍÈÀÂ ÂÉÑÄË-

ÈÇÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ f : R Rå  ÊÀÂ ÀÀÉ Ä�Ä�ÇÉ ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 
2 2f (x) x�     æ ç1    ÊÀÂ ¿ÖËÇ x RÉ  

4.37 �Â �ÕÇ�ÀÇ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ ÀÀÉ ÈËÁÂÕÀÍÈÇÀÉ 
f : R Rå  ÂÁ ÊÀÂ ¿ÖËÇ x RÉ  ÀÈÌÉÇÀ �ÀÀ 

è éê ë è éê ëf x 1 f x 2 0ì ì í   

4.38 NÂ Â�ÄÆÇ�ÑÇÀÇ  �ÀÀ f gî , ÂÁ ÀÈÌÉÇÀ  �ÀÀ 

ï ð ñ ò2 2f g (x) 2 f g (x) 2ó ô ó õ  ÊÀÂ ¿ÖËÇ x RÜ   
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4.39 NÂ 
Ñ
ÀÖ�
À
 ÂÁ 
�ÁÂÀ ÖÕÀÀ
É Í �
ÕÀÀÀ�É �À 
��ÁÂÕÀÍ�
ÀÉ  

� �2g(x) ln x x 1� � �     ,    

2x 3 x 0

        3 x 0f(x)

2x 3 x 0

� ��
� �� �
� � ��

   

4.40 %ÀÂ À� ��Á��À��� f : R R×  À� !
À �ÀÀ 
" #x f(x) f( x) 2 2f( x) 0,    x R$ & $ $ & ' ( ) . �Â Â��*
�+
À
 

�ÀÀ  � f  
�ÁÂÀ �
�ÀÀÀ, ¿ÂÀ ÁÂ ��
�À
 À�Á À!�� À�-. 

4.41 ** .�Á
ÀÂÀ � ��Á��À��� f : R R×  /ÀÂ À�Á 

����Â À� !
À  f(x y) f(x y) 2f(x) f(y)0 0 1 2 0  /ÀÂ ¿�3
 
x,y R4 . �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ: 
5)  6 fC  *À�� 
ÀÂÀ Â�� À� 7 80,0  

9)  � f  
�ÁÂÀ ��ÀÀÂ 

%)  : ;f x f(x)<  /ÀÂ ¿�3
 x RÜ   

4.42 5Á À� !
À f(x y) f(x) f(y)= î = , x,y R> ?  ÁÂ 

*
�+
À 
 �ÀÀ � f   
�ÁÂÀ �
�ÀÀÀ,  

4.43 5Á À� !
À f(x) f(y)
f(x y)

1 f(x)f(y)

@@ A B , /ÀÂ ¿�3
 

x,y R4  ÁÂ *
�+
À
 �ÀÀ � f   
�ÁÂÀ �
�ÀÀÀ, 

4.44 C�À� ��Á��À��� f : R Rå  � ����Â 
�ÁÂÀ 
�
�ÀÀÀ, ¿ÂÀ /ÀÂ À�Á ����Â À� !
À �ÀÀ 
D EF G2f x x 2 2xH I   /ÀÂ ¿�3
 x RÉ . �Â  ��
�À
 À�Á 

À!�� À�-  

4.45 .!� ��ÁÂ�À,�
À- f ,g : R RJ  � ��Á ÀÀ- 
À*À�À�À
-:  K L K L K L2f x f x f xM N  ¿ÂÀ 

O P O P O P2g x g x g xQ R R  /ÀÂ ¿�3
 x RÉ . �Â *
�+
À
 
�ÀÀ � f 
�ÁÂÀ ��ÀÀÂ ¿ÂÀ � g  �
�ÀÀÀ, 

4.46 .�Á�ÁÀÂÀ �À ��ÁÂ�À,�
À- f ,g  S
 

f gA A RT U  �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ: 5Á �À f ,g 
�ÁÂÀ 
�
�ÀÀÀ�- À�À
 � f gV  
�ÁÂÀ �
�ÀÀÀ, 
ÁW �À 
f gX , f /g , ( g(x) 0Y ) 
�ÁÂÀ ��ÀÀ
-  

Z[\]^] _`ab\ 

4.47 �Â ��
�À
 ÀÂ �!Á�cÂ ÀÀSWÁ À�Á ��ÁÂ�À,-

�
�Á:  5)  d e 1 xf x e 3fg h   i jx 1, 2k l  

9)  m n m nf x 3ln 1 2x 1o p p p  , q rx 2, 1/2s t t  

4.48 �Â ��
�À
 ÀÂ �!Á�cÂ ÀÀSWÁ À�Á ��ÁÂ�À,-

�
�Á:  5)  u v x 1
f x

x 1

wx
y

  z {x 2, 5|  

9)  } ~
2

6
f x

x 4 2
�

� �
 � jx , 2k l� l  

4.49 �Â ��
�À
 ÀÂ �!Á�cÂ ÀÀSWÁ À�Á  

2x 2 �� 2 x 3
f(x)

x 1 �� 3 x 5

� � � ��� � � � ���
 ,   g(x) 3 2 x 1� � l   

4.50 �Â ��
�À
 ÀÂ �!Á�cÂ ÀÀSWÁ À�Á    

f(x) � 1
log 1

x

� ��� �� �
, � �

x

x 1

5 e
g x

5 e �
��
�

 
2

2

x 2x
f(x)

x 4

� 
�

 

4.51 ¡À�  � ,SÂ ¢Â�Á
ÀÂÀ � /�Â¢À¿, �Â���ÀÂ-

�� À�- ��Á��À���- £ ¤y f x¥ .  �Â ��
�À
 À� �c,3�- 
À�Á �À¦WÁ À�Á 
+À�W�
�Á: 

5)  § ¨f x 2© ª  

9)  § ¨f x 0©  

%) § ¨f x 1©  

.) £ ¤f x 2¥  

«) § ¨ ¬ ­f x ®, ® 3,3© ¯ ª  
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4.52 �Â 
¿¢���
À
 À� ��Á��À��� f  �- �!Á3
-
�� *!� , �
�À���À���Á (S� ÀÂ�À�ÀÀ¿WÁ) ��ÁÂ�À,-

�
�Á, ÂÁ:  

xf(x) xÐ    Ñ Ò Ñ Ò2 2g(x) ln x 1 ln x 3Ó Ô Õ Ô  

Ö ×2
k(x) ln(x 1) ln xØ Ù Ú   

4.53 �Â ��À�À
� � ��Á��À��� f gÛ  ÂÁ 

5)  f(x) 1 x� l  ¿ÂÀ  g(x) Ó ln x  

9) f(x) � x 1 ÜÝ x (0,2)

x 1 ÜÝ x [2, 4)

Þ ßà
á â ßã

, g(x) x 1� l  

4.54 5Á  ä å 2f x 1 xæ ç , è ég x 3 x 2Ó Õ  ÁÂ ���-

�
À
 ÀÀ- ��ÁÂ�À,�
À- f gÛ  ¿ÂÀ g fÛ  

4.55 5Á f(x) � 2ln(x x 1)ê ê , 

g(x) Ó ë ìx x1
e e

2
íî  ÁÂ Â��*
�+
À
 �ÀÀ 

(f g)(x) ïð (g f)(x) xñò , x Ró ô   

4.56 �Â ��
�À
 À� �
*�� ��À�S�! À�- ��Á��À�-

��-  h , ÂÁ h  f : [0,5) Rõ   ¿ÂÀ 
2h(x) f(x 4) f(x 1)ö ÷ ø ø  

4.57 �Â ��
3
� � À!��- SÀÂ- ��Á��À���- f  �
 
¿�3
 SÀÂ Â�� ÀÀ- �
�À�ÀW�
À-:  
5) 5Á ù úf ln(2x) x 3û ü , x eý þ , 

9)  5Á 2(f g)(x) x x 1ÿ � ��  ¿ÂÀ g(x) x 1Ó Ô   

%)   5Á (g f)(x) ïð 2��� x  ¿ÂÀ 2g(x) x�  

4.58 C�À� �À ��ÁÂ�À,�
À- ff : A R� , 

gg : A R�  S
 � 	f gf A A
 . �Â Â��*
À À�!Á �À 
���À��
À-: 
A) 5Á � f  
�ÁÂÀ ��ÀÀÂ, À�À
 ¿ÂÀ � gof  
�ÁÂÀ ��ÀÀÂ. 

B)  5Á � f  
�ÁÂÀ �
�À�*À¿,, À�À
 ¿ÂÀ � g fÛ  
�ÁÂÀ 
�
�À�*À¿, S
 À�Á �*ÀÂ �
���*�. 

4.59 �Â Â��*
À À
� �ÀÀ *
Á ���� 
À ��Á��À��� 

��� ÁÂ À¿ÂÁ���À
� À� � ��� f(x) f(2 x) xÔ Õ Ó ,  

x Ró ô  

4.60 5Á è é 2f x x x 2Ó Ô Ô  ¿ÂÀ � � 2g x x x 2
 � �  

ÁÂ Â��*
�+
À
 �ÀÀ *
Á ���� 
À ��Á��À��� h  S
 
hA R� , W�À
 ÁÂ À� !
À � � � � � �h f(x) h g(x) g f(x)� �   

4.61 �Â ��
�À
 À� ��Á��À���- � �f : 0, R�� �  

/ÀÂ À�Á ����Â À� !
À �ÀÀ � �
x

f ln x f x 1
e

� �   !" #$ %
 /ÀÂ 

¿�3
 x 0& . 

4.62 5Á ' ( 2xf f(x) e)  /ÀÂ ¿�3
 x R* , ÁÂ *
�+
À
 
�ÀÀ �  f  �Â��Á
À À�Á ÀÀS, 2014  

4.63 5Á À� !
À �ÀÀ + ,f f (x) 2x 1- ./  /ÀÂ ¿�3
 
x R*  À�À
 ÁÂ ���c�/��
À
 À� 0 1f 1  

4.64 �Â ����*À��À�3
� � À!��- À�- f  : 

5) 5Á (1 x)f(x 1) f(1 x) x 12 2 3 2 3 4 , x R*  

9) 5Á À� !
À 21
2f(x) f x

x

5 67 89 :; <
, x R *ó ô  

4.65 %ÀÂ À���Á��À��� *f : R R=  À� !
À �ÀÀ 
f(y) 1f(x y) f(x) e >? @ A  x, y RB .�Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ 

f(x) 1f(x) e CD  ¿ÂÀ 1 f( x)f(x) e E EF  /ÀÂ ¿�3
 x R*  ¿ÂÀ 
ÁÂ ��
�À
 À�Á f  

4.66 5Á f(x) G
Hx 3

2 x

I
J

  ÁÂ ��
3
� � K Rô , ÂÁ 

À� !
À: L Mf f (x) xDN  ,  x 2O  

4.67 �Â ��
3�!Á �À ��ÁÂ�À,�
À- f : R RP  ÂÁ 

/ÀÂ ¿�3
 x, y RB   À� !
À �ÀÀ 
Q R S T S Tf x f y f xy x y xyU U V U U   
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5 fghgighjk 

5.01 «+
ÀÂ�À
 À� S�Á�À�Á�Â À�Á ��ÁÂ�À,�
�Á 

5)  f(x) G 5 5 xl l   9)  m n
x

x

e 1
f x ln

e 1

o
p

q
  

%)  r s r s
3

f x x 1 2t u u   .) v w 4 xf x e 3xy z   

«)  f(x) G
x 3

x 2

{
|

  }) f(x) G
4x 3 ~� x 2

1 2x ~� x 2

� ��
� � ��

 

5.02 .�Á�ÁÀÂÀ �À ��ÁÂ�À,�
À- f  ¿ÂÀ g  S
  

� � x 5 3f x e x x x 1� � � � �  ¿ÂÀ 

� � 3g x 2 x x ln x� � � � .  �Â c�3�!Á �À ÂÁÀ�W�
À-  

� �f x 0�  , � �g x 0�  

5.03 5) 5Á � �
x x

3 4
f x 1

5 5

� � � �� � �� � � ��   �  
, x R¡  À�À
 

ÁÂ Â��*
À 3
� �ÀÀ � f  
�ÁÂÀ /Á. ¢3�Á���Â. 

9)  �Â c�3
� � ÂÁ����� x x x3 4 5¢ £ . 

5.04 NÂ c!�
À
 ÀÀ- ÂÁÀ�W�
À-: 

5) ln x 1 x¤ ¥   9) x 1 x
e

1 x

¦
§

¨
 

5.05 %ÀÂ À� ��Á��À��� f : R R©  À� !
À �ÀÀ: 
ª «52f (x) f x 3x¬ ­  /ÀÂ ¿�3
 x R¡ . 

5)  �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ � f  
�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ Â!-

+���Â 

9)  �Â c�3
� � ÂÁ����� ® ¯
2f x x 1 1° ± ²  

5.06 �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ � ��Á��À���  

ª « xf x 2 x­ ¬ .  
�ÁÂÀ /Á����- Â!+���Â ¿ÂÀ ÁÂ c!�
-

À
 À�Á ÂÁ����� 
23x x 6 2x 22 2 x 5x 6³ ³´ ´ µ¶  

5.07 .�Á
ÀÂÀ �ÀÀ � ��Á��À��� f  ��À�S�Á� ¿ÂÀ  

�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ Â!+���Â �À� � �0,·¸ . �Â c!�
À
 À�Á 


+����� ¹ º ¹ º » ¼ ¹ º
2 3f x f x f x f x½ ¾ ½  

5.08 6 ��Á��À��� f : (0, ) R¿À Á  � 
À À�Á À*À�-

À�ÀÂ ª « Â Ã
x

f x -f y =f
y

Ä Å
Æ Ç
È É

 /ÀÂ ¿�3
 x, y 0Ê . «�À�c��Á  

À� !
À �ÀÀ «ÂÁ Ë 1Ì  À�À
  Í Îf Ï 0Ð ». �Â *
�+
À
 �ÀÀ 
� f 
�ÁÂÀ /Á. Â!+���Â �À� � �0,·¸  

5.09 C�À� ��ÁÂ�À,�
À- f ,g  S
 ¿�ÀÁ� �!Á�c� 

��À�S�! À� Ñ ÒÓ,Ô , �!Á�c� ÀÀSWÁ À� Ñ ÒÓ,Ô  W�À
  

Õ Ö Õ Ög x f x× , Ø Ùx Ú,ÛÜ Ý  ¿ÂÀ � f  
�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ ¢3�-
Á���Â. .
�+À
  �ÀÀ Þ ß � �f g(x) g f(x)à  Ø Ùx Ú,ÛÜ Ý  

5.10 5Á  f : R  Rá  �
�ÀÀÀ, ¿ÂÀ /Á����- ¢3�-
Á���Â �À� R  S
 f(f(x ))  x­  /ÀÂ ¿�3
 x R¡ , ÁÂ 

*
�+
À
 �ÀÀ f(x) xâ ã  ,  x R¡  

5.11 �Â Â��*
À 3
� �ÀÀ *
Á ���� 
À ��Á��À��� 

f : R R© , /Á,�ÀÂ  ¢3�Á���Â S
 À�Á À*À�À�ÀÂ 

2 22f (x ) 2xf(6x 8) 4 3x, x Rä ä å ä æ ç  

5.12 6 ��Á��À��� f  
�ÁÂÀ /Á����- Â!+���Â ¿ÂÀ 

/ÀÂ ¿�3
 x R¡ À� !
À �ÀÀ: 2x 3f(x)
f x

5

èé ê ëì íî ï
, ÁÂ 

Â��*
�+
À
 �ÀÀ f(x) xð , /ÀÂ ¿�3
 x R¡  

5.13 5Á f : R R©  
�ÁÂÀ � ��Á��À��� À�� � ,-

SÂÀ�-, ÁÂ ��
�À
 À�Á S�Á�À�Á�Â À�- ��Á��À���- 

� � � �g x f f(x)ñ �À� 
ò ó1,0ô
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5.14 %ÀÂ À� ��Á��À��� f : R R©  À� !
À �ÀÀ 
	 
 � 
f xf x 2e x 2� � �  /ÀÂ ¿�3
 x R¡  

5)  �Â Â��*
À À
� �ÀÀ � f  
�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ Â!-

+���Â 

9)  �Â S
c
À�3
� �- ���- À� S�Á�À�Á�Â � ��-

Á��À��� ª « xg x x 2e­ ¬  

%) �Â ���c�/��
À
 À� � �f 1  

%) �Â ��
�À
 À� �����S� À�- f   

5.15 C�À� ��Á��À��� f , ��À�S�Á� �À� R , ��� 


�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ S�Á�À�Á� ¿ÂÀ � /�Â¢À¿, À�- �Â��-

�ÀÂ�� *À�� 
ÀÂÀ Â�� ÀÂ ��S
�Â � �1, 1� �  ¿ÂÀ � �1,2  

5)  �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ 
�ÁÂÀ /Á,�ÀÂ Â!+���Â 

9)  �Â c!�
À
 ÀÀ- ÂÁÀ�W�
À- � �f 2x 1 1� � �  ¿ÂÀ 

� �f 1 x 2� à  

.)  �Â c!�
À
 À�Á 
+����� � �
2f x 2�  

«)  0��
- ��¦
- S���
� ÁÂ � 
À � 
+����� 

Õ Öf x 2014�  

5.16 5)  �Â Â��*
�+
À
 �ÀÀ � ��Á��À��� 

� � 5 3h x x x x� � � , x R¡  
� Â! / ,�!Â Â!+���Â. 

9) C�"�  �� ��"��� f  ��!�S� � �"� R  W�"
 
 Â  !� !
! ª « ª « ª «5 3f x f x f x x¬ ¬ ­  /!Â #�3
 x R¡ . 

�Â Â��*
�+
"
 �"! � f  
� Â! / ,�!Â Â!+���Â 

%)  �Â c!�
"
 "�  
+����� $ %h x 3&  #Â!  Â 

'�(c(/�)*"* "( + ,f 3  

5.17 C)"� � )' ��"�)� - .f : 0, R/1 2  "�"(!Â 

W)"* 3 4
1

f f x 0
x

5 6 7 89 :; <
 /!Â #�3* x 0= . >*��(!?* "� 

)' ��"�)� - . - .g x f h(x)@  ��(' A B
1 x

h x
1 x

C
D

E
. F�-

"*: 
G)  �Â Â�(H*�+*"* �"! � g  *� Â! �*�!"",. 

I)  NÂ Â�(H*�+*"* �"! � h  *� Â! / ,)!Â ¢J�-
 (')Â )"( K L1,1M  

N)  �Â O!)*"* "�  *+�)�)� 

P Q P Q P Q P Q
x 2x 11x 111xh e h e h e h eR S R  )"( K L1,1M  

 

TUVWXYXY 

5.18 �Â ��*J(!  "Â Â#��"Â"Â #�J* ?!Â- Â�� 

"!- �Â�Â#�"� )' Â�",)*!- 

Z [\ x 1 2x 3] ^ _         g(x) 4 x 2ñ � �  

� �
43t(x) 4 x 4x� ` `      a b 2r x x 4x 5c d e  

f : [ 1, 4) Rf g  ?* f(x) 2x 1h i  

j k
x 1 lm x 2

n x
3x 1 lm x 2

o pq
r s t uv

 

5.19 �Â ��*J(!  "Â Â#��"Â"Â #�J* ?!Â- Â�� 

"!- �Â�Â#�"� )' Â�",)*!- 

G)  w x w x y zf x 1 2ln x 1 ,  x 2,3{ | | }  

I)  f : [ 1, 4) Rf g  ?* f(x) 2x 1h i  

5.20 �Â ��*J(!  "Â Â#��"Â"Â #�J* ?!Â- Â�� 

"!- �Â�Â#�"� )' Â�",)*!- 

G) a b 2f x x 4x 5c d e  

I) ~ � 2x xf x e 2e 3� � �  

5.21 G)�Â H*�+*"* �"! 1
x 2

x
� �  Â x 0=  

I.  �)"� � � � �
x x

f(x) 9 80 9 80� � � � . NÂ Â�(H*�-

+*"* �"! f(x) 2�  /!Â #�J* x R�  #Â! �"! � f  �Â-

�(')!��*! *O� !)"( 

5.22 �)"� f : R R�  )' ��"�)� ?* f(0) 1�   

G)   �Â Â�(H*�+*"* �"! � )' ��"�)�  

2

2f(x)
g(x)

1 f (x)
�

�
 � *! ?�/!)"� "!?, "( 1 . 

I)  �Â ��*�"* "�  ?�/!)"� "!?, "�- )' ��"�-

)�- 
x

2x

2e
�(x) 2013

1 e
� �

�
 

5.23 �Â ��*J*� ( � R� , �)"* �  )' ��"�)� 

2f(x) x (� 1)x 2ñ � · ·   Â � *! *O� !)"( "( 2�  
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5.24 �Â *+*"Â)"*� �(!*- Â�� "!- �Â�Â#�"� )'-

 Â�",)*!-, *� Â! 1 1¯  #Â! �(!*- � !: 
G)  ° ±f x 2 ln x 3² ³    

I)  ´ µ x 1f x 3e 2¶· ¸  

N)  ¹ º ¹ º ¹ ºf x x x 3 x 4 2004ñ � � ·  

5.25 .� *"Â! � )' ��"�)� f : [1, ) R»¼ ½  /!Â 

"�  (�(�Â !) !*! 2f(f(x)) 2x 3x 2ñ � · , /!Â #�J* 
x [1, )¾ ¿À . �Â H*�+*"* �"! � f  *� Â! 1 1¯   

5.26 .� *"Â! �"! � )' ��"�)� f : R R�  *� Â! 
1 1¯ . �Â Â�(H*�+*"* �"! �  �  

Á Â Á Â Á Â3F x f x 2f x 3Ã Ä Å  *� Â! 1 1¯ . 

5.27 G  � )' ��"�)� f : R R�  � *! "�  !H!�"�-

"Â Æ ÇÆ Ç Æ Ç 2003f f x 3f x x 0È É ÊË , x R�  Â H*�+*"* �"!  
*� Â! 1-1 

5.28 �Â Â�(H*! "*� �"! H*  *� Â! 1 1¯  � )' ��-

"�)� f Â  !) !*! Ì Í
2 26f x f (x) 9Î Ï x RÐ Ñ   

5.29 .� *"Â! � )' ��"�)� Ò Óf x 2 x ln xÔ Õ Õ   

G)  NÂ ?*O*",)*"* "� ?( ("( �Â "�- f   

I)  �Â O!)*"* "�  *+�)�)� Ö × Ö ×f x f 1Ø   

N)  �Â O!)*"* "�  Â �)�)� x ln x 1Ù Ú  

5.30 �Â O!)*"* "!- *+!)�)*!- . 
G)   x 1e ln x 2 xÛ Ü Ý Þ    I) 7 5 3x 2x 3x x 6ß ß ß à  

5.31 NÂ O!)*"* "�  *+�)�)� 

á â ã ä á â
442 2log å 1 log 5å 5 5å 5 å 1æ ç ç è ç ç æ  

5.32 .� ( "Â! (! )' Â�",)*!- f ,g : R Ré  ?* 

ê ë 2f f (x) x 5x 9ì í îï  #Â! ð ñ ð ñ2g x x xf x 3ò ó ô ,  

x RÐ Ñ . NÂ Â�(H*�+*"* �"! õ öf 3 3÷ #Â! �"!  � g  

H*  *� Â! 1 1¯  

5.33 .� *"Â! � ê ë ø ù
2f x 2x ln x 1ì î î , x 0ú  

G �Â ?*O*",)*"* "� ?( ("( �Â "�- f  

I �Â O!)*"* "�  *+�)�)�: 

û ü
ý þ

2
2

4

3x - 2 + 1
2 x - 3x + 2 = ln

x + 1

ÿ �
� �
� �� �

 )"( � �2,��  

5.34 �Â ��*J*� ( 	 R
  �)"*  Â *� Â! 1 1¯  � 

)' ��"�)�  f(x) �
24 x �
 x 0

x � 8 �
 x 0

� � ��� � � ���
 

5.35 >*��(!?* "!- )' Â�",)*!- f :� R�  #Â!  
g :� R� ,  Â Â�(H*�+*"* �"!  Â  B f(A)�  #Â! � 

g f�  *� Â! 1 1¯  "�"*  � g  *� Â! 1 1¯  

5.36 �)"� )' ��"�)� f : R R�  ?* )! (O( "!-

?�  "( R  #Â!   3f (x) 3f(x) x 0� � � , x R   

�Â Â�(H*�+*"* � f  Â "!)"��!*"Â! #Â!  Â ��*�"*  "Â 

#(! � )�?*�Â "�  fC  #Â! 1f
C "  

5.37 G  *� Â! yxx e y eß à ß , x, y R# $ "�"* 
G)   �Â Â�(H*�+*"* �"! x y% . 

I)   �Â O'J*� � *+�)�)� 
22 3x x 2x 3x 2 e e &� � � �  

5.38 �Â Â�(H*�+*"* �"! Â  !) !*! 
'( 3 3e e ) *+ , +  "�"* - ./   ?* 0,1 RÑ  

5.39 G  
x

x2 4
f(x) 2

3 3

2 34 5 67 89 :
 "�"*: 

G) �Â H*�+*"* �"! � f  *� Â! 1 1¯  

I) �Â O!)*"* "�  *+�)�)� x x x3 2 4 3 3 6; < ; = ;  

5.40 G   > ? x 3f x e x x 1à ß ß ß  "�"* 

  G) NÂ H*�+*"* �"! *� Â! 1 1¯  

  I)  �Â O!)*"* "�  *+�)�)�:  
2x -x 2 3 2 x+3 3e +(x - x) + x - 2x = e +(x + 3) + 3   
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5.41 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�-    
 3f(x) x 1� �     

5.42 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�- 
_ ` _ `2f x 2 x 3a b c , x 3d  

5.43 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�- 
 f(x) 5 x 2e f g   

5.44 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�- 

 xf(x) log 3 10h i  

5.45 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�- 

 f(x) j
3x

3x

3 e

3 e

ß
Î

  

5.46 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�-  

f(x) j 2x 3
.

x 4

k
k

 

5.47  �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�-

)�-  x
f(x) log

1 x
l

m
 

5.48  �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�-

)�-  xf(x) ln(2 e ) x� � �       

5.49 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�- 
3 2f(x) x 3x 3x 2� � � �  

5.50 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�-   

2

x 1 , x 0
f(x)

9x , x 0

n opqr s tqu
  

5.51 �Â ��*�"* "�  Â "�)"�(!� "�- )' ��"�)�-  

x
f(x)

1 x
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(S. Banach) 
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