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9 Κύκλος

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΗ  ΓΩΝΙΑ

Ορισµοί

i) Μια γωνία λέγεται εγγεγραµµένη σε κύκλο, όταν η κορυφή

της είναι πάνω στον κύκλο και οι πλευρές της χορδές του.

π.χ. η Α̂ .

i i) Το τόξο που περιέχεται µεταξύ των πλευρών της

εγγεγραµµένης λέγεται αντίστοιχο τόξο αυτής.

π.χ. το �ΒΛΓ .

iii) Η επίκεντρη γωνία που βαίνει στο ίδιο τόξο µε την

εγγεγραµµένη λέγεται αντίστοιχη επίκεντρη της εγγεγραµµένης.

π.χ. η ˆΒΚΓ  είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της Α̂ .

Θεώρηµα

Κάθε εγγεγραµµένη γωνία σε κύκλο είναι ίση µε το µισό της αντίστοιχης επίκεντρης.

Απόδειξη

Από το ισοσκελές τριγ. ΚΑΒ έχουµε:

( )1

ˆ ˆ ˆΚ x x K 2x 1= + ⇒ =

Όµοια από το ισοσκελές ˆKAΓ  έχουµε:

( )2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆΚ ψ ψ Κ 2ψ 2= + ⇒ =

Προσθέτουµε τις (1), (2) και έχουµε:

( )1 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆΚ Κ 2x 2ψ ΒΚΓ 2 x ψ ΒΚΓ 2ΒΑΓ+ = + ⇒ = + ⇒ =

ˆΒΚΓ
ˆΒΑΓ

2
⇒ = .

Πόρισµα Ι.

Στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους ίσες εγγεγραµµένες βαίνουν σε ίσα τόξα και αντίστροφα.
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Πόρισµα ΙΙ.

Κάθε εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο είναι ορθή.

Πόρισµα ΙΙΙ.

Κάθε εγγεγραµµένη που βαίνει σε τόξο µικρότερο από ηµικύκλιο είναι οξεία, ενώ κάθε

εγγεγραµµένη που βαίνει σε τόξο µεγαλύτερο από ηµικύκλιο είναι αµβλεία.

Παρατήρηση

Έστω ένα τόξο �ΑΤΒ  και ΑΒ η χορδή του. Παρατηρούµε ότι όλα

τα σηµεία του τόξου �ΑΤΒ  (και του συµµετρικού του ως προς ΑΒ)

έχουν την ιδιότητα να βλέπουν το ΑΒ υπό την ίδια γωνία ω̂ . Τα

σηµεία Λ που είναι εσωτερικά του κυκλικού τµήµατος βλέπουν το

ΑΒ υπό γωνία ρ̂  µεγαλύτερη της ω̂  ( ˆ ˆρ ω>  ως εξωτερική του τριγ.

ΒΛM). Τα σηµεία Σ που είναι εξωτερικά του κυκλικού τµήµατος,

βλέπουν το ΑΒ υπό γωνία ˆ ˆν ω<  (γιατί ω̂  εξωτερική του τριγ.

ΒΜΣ). Επειδή τα σηµεία του τόξου �
1

ΑΤ Β ) έχουν µια κοινή ιδιότητα

που ανήκει σ’ αυτά και µόνο αυτά αποτελούν ένα γεωµετρικό τόπο.

Θεώρηµα

Η γωνία που σχηµατίζεται από µια χορδή κύκλου και την εφαπτοµένη του κύκλου που

φέρνουµε στο ένα άκρο της χορδής, είναι ίση µε την εγγεγραµµένη γωνία που βαίνει στο

τόξο που περιέχεται µέσα σ’ αυτή.

Απόδειξη

Γνωρίζουµε ότι ( )
ˆΑΚΒ

ˆ ˆ ˆΓ Γ ∆ΚΒ 1
2

= ⇒ = . Επειδή Κ∆ ΑΒ⊥

(διχοτόµος του ισοσκ. ΑΚΒ) και ΚΒ Βx⊥  (εφαπτοµένη και

ακτίνα) έπεται ( )ˆ ˆΑΒx ∆KB 2= . Από τις (1), (2) έπεται

ˆ ˆΑΓΒ ΑΒx= .

Θεώρηµα

 Αν µια γωνία έχει την κορυφή της µέσα στον κύκλο, είναι ίση µε το άθροισµα δύο

εγγεγραµµένων γωνιών που βαίνουν στα τόξα, που ορίζονται από τις πλευρές της και τις

προεκτάσεις τους.

Απόδειξη

Έστω η γωνία ˆBAΓ  που έχει την κορυφή της µέσα στον κύκλο.

Φέρνουµε την Γ∆, τότε ˆ ˆ ˆΒΑΓ φ ρ= +  ως εξωτερική του τριγ. ΑΓ∆.
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Θεώρηµα

Αν µια γωνία έχει την κορυφή της έξω από τον κύκλο και οι πλευρές της τον τέµνουν

είναι ίση µε τη διαφορά δύο εγγεγραµµένων γωνιών που βαίνουν στα τόξα που

περιέχονται µεταξύ των πλευρών της.

Απόδειξη

Έστω γωνία ˆBAΓ  που έχει την κορυφή της έξω από τον κύκλο,

φέρνουµε την ΒΕ, τότε ˆˆ ˆφ Α ν= +  (ως εξωτερική του τριγώνου ΒΑΕ),

άρα ˆ ˆ ˆΑ φ ν= − .

ΒΑΣΙΚΕΣ  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Εφαρµογή  1

Οι ευθείες που ενώνουν το κέντρο ενός κύκλου µε τις τοµές δύο παραλλήλων εφαπτοµένων

από τρίτη εφαπτοµένη είναι κάθετες µεταξύ τους.

Λύση

Φέρνουµε την ΚΖ και τα τρίγωνα ΑΚ∆ και ΚΖ∆ είναι ίσα, από την

ισότητα έχουµε 
1 2

ˆ ˆΚ Κ=  δηλαδή η Κ∆ διχοτόµος της γωνίας

ˆΑΚΖ . Όµοια τα τρίγ. ΚΖΓ και ΚΒΓ είναι ίσα και άρα 
3 4

ˆ ˆΚ Κ=

εποµένως η ΚΓ διχοτόµος της ˆΖΚΒ , οι διχοτόµοι όµως των

εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών τέµνονται κάθετα.

Εφαρµογή  2

∆ύο ίσες χορδές τέµνονται µέσα στο κύκλο (Κ,Α) στο σηµείο Α. Να αποδείξετε ότι

σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε την ΚΑ και ότι τµήµατα αυτών είναι ανά δύο ίσα.

Λύση

Έστω ΘΒ, ∆Γ δύο ίσες χορδές που τέµνονται στο Α, θα δείξουµε ότι 
1 2

ˆ ˆΑ Α=  και ΑΘ ΑΓ= .

Από το Κ φέρνουµε τις ΚΖ, ΚΕ κάθετες προς τις ΘΒ, Γ∆ τότε

( )ΚΖ ΚΕ 1=  γιατί το κέντρο απέχει ίσα από τις ίσες χορδές. Τα

τρίγωνα ΚΑΖ και ΚΑΕ είναι ίσα (ΚΑ ΚΑ= , ˆ ˆΖ Ε 1= = , ορθ. και

ΚΖ ΚΕ= ) από την ισότητα των τριγώνων έπεται 
1 2

ˆ ˆΑ Α=  και

( )ΖΑ ΑΕ 2= . Επειδή ( )ΖΘ ΕΓ 3=  σαν µισά των ΑΒ, Γ∆ έπεται

από τις (2), (3) ΘΑ ΑΓ= .

Εφαρµογή  3

Να αποδείξετε ότι η κοινή εφαπτοµένη δύο άνισων κύκλων είναι µικρότερη από τη

διάκεντρο τους.
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Λύση

Έστω ΒΓ η κοινή εφαπτοµένη δύο άνισων κύκλων και ΚΛ η

διάκεντρος, θα δείξουµε ότι: ΒΓ ΚΛ< . Φέρνουµε τις ακτίνες ΚΒ,

ΛΓ τότε ΚΒ ΛΓ�  γιατί είναι κάθετες στη ΒΓ. Από το Λ φέρνουµε

παράλληλο προς την ΒΓ.Τότε ΒΓ ΛS= , αλλά ΛS KΛ<  από το

ορθογώνιο ΚΛS, άρα ΒΓ ΚΛ< .

Εφαρµογή  4

∆ύο κύκλοι τέµνονται στα Α, Β.Αν Γ, ∆ τα διαµετρικά σηµεία του Α, να αποδείξετε ότι

ΓΒ∆ είναι ευθεία.

Λύση

Φέρνουµε την κοινή χορδή ΑΒ οπότε: 
οˆΑΒΓ 90=  γιατί είναι

εγγεγραµµένη που βαίνει σε ηµικύκλιο. Όµοια οˆΑΒ∆ 90=

άρα ΓΒ∆ ευθεία.

Εφαρµογή  5

∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Από το Α φέρνουµε µια τυχαία τέµνουσα. Να

αποδείξετε ότι οι ακτίνες που καταλήγουν στα άκρα της τέµνουσας είναι παράλληλες.

Λύση

Για να δείξουµε ότι ΚΒ ΛΓ�  αρκεί να δείξουµε ότι ˆ ˆΒ Γ= .

Φέρνουµε την ΚΛ. Αυτή θα περάσει από το Α. Τα τρίγωνα ΚΒΑ

και ΛΑΓ είναι ισοσκελή και εποµένως θα είναι:

( )1

ˆΒ̂ Α 1=  και ( )2

ˆΓ̂ Α 2= .

Επειδή όµως ( )1 2

ˆ ˆΑ Α 3= . Από τις (1), (2) έχουµε ˆ ˆΒ Γ=  και

εποµένως ΚΒ ΛΓ� .

Εφαρµογή  6

∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Αν ΒΓ η κοινή εξωτερική εφαπτοµένη αυτών,

να αποδείξετε ότι οˆΓΑΒ 90= .

Λύση

Φέρνουµε την κοινή εσωτερική εφαπτοµένη των κύκλων στο Α

και έστω Μ το σηµείο της τοµής αυτής µε την ΒΓ. Τότε

ΜΒ ΜΑ=  και ΜΑ ΜΓ=  (εφαπτόµενα τµήµατα από σηµείο

προς κύκλο). Άρα ΜΑ ΜΒ ΜΓ= =  και εποµένως ο κύκλος

διαµέτρου ΒΓ θα περάσει από το Α οπότε η Α̂  ως εγγεγραµµένη

που βαίνει σε ηµικύκλιο θα είναι ορθή.
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Εφαρµογή  7

Να αποδείξετε ότι οι κοινές εφαπτοµένες δύο κύκλων είναι ανά δύο ίσες.

Λύση

Θα αποδείξουµε ότι ΑΒ Γ∆=  και ΕΖ ΗΘ= .

Έχουµε ( )ΣA ΣΓ 1=  και ( )ΣB Σ∆ 2=  (εφαπτοµένα

τµήµατα από σηµείο σε κύκλο).

Από τις (1), (2) µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε ΑΒ Γ∆= .

Όµοια ( )ΜΘ ΜΖ 3=  και ( )ΜΗ ΜΕ 4=

προσθέτουµε τις (3), (4) και έχουµε: ΗΘ ΕΖ= .

Εφαρµογή  8

∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Β. Αν από το Β φέρουµε τυχαία τέµνουσα, να

αποδείξετε ότι οι εφαπτοµένες στα άκρα της τέµνουσας είναι παράλληλες.

Λύση

Έστω Γ∆ µια τέµνουσα και ∆ψ, Γx οι εφαπτοµένες στα άκρα

της, θα δείξουµε ότι Γx ∆ψ� .

Φέρνουµε τις ακτίνες ΚΓ, Γ∆ τότε Γx ΚΓ⊥  και ∆ψ Λ∆⊥ ,

επειδή ΚΓ Λ∆�  , έπεται ότι Γx ∆ψ� .
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Β.     ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Η Αναλυτική Μέθοδος (Πλάτωνας 430 - 347 π. Χ.)

Οι αποδεικτικές µέθοδοι - συνθετική µέθοδος, η µέθοδος της απαγωγής σε άτοπο και η

µέθοδος της αντιθετοαντιστροφής και της τέλειας επαγωγής - είναι γνωστές από την

Άλγεβρα και χρησιµοποιούνται και στη λύση γεωµετρικών προβληµάτων.

Οι παραπάνω µέθοδοι δεν µας δίνουν ικανοποιητικά στοιχεία για το πως βρέθηκε η

απόδειξη µιας πρότασης. Γι’ αυτό ακολουθούµε την επόµενη σειρά συλλογισµών που

λέγεται ανάλυση.

∆εχόµαστε ότι το πρόβληµα ή η ζητούµενη πρόταση αληθεύει και τη µετασχηµατίζουµε

διαδοχικά µε τη βοήθεια γνωστών προτάσεων και θεωρηµάτων µέχρι να καταλήξουµε

σε µία αληθινή πρόταση ή σε µία πρόταση που δίνεται στην υπόθεση του προβλήµατος.

∆ηλαδή:

Έστω ότι η ζητούµενη πρόταση είναι η Π.

∆εχόµαστε ότι η Π είναι αληθινή και τη µετασχηµατίζουµε διαδοχικά στις προτάσεις

Π
1
, Π

2
, . . . , Π

ν 
, όπου η τελευταία πρόταση Π

ν 
 είναι αληθινή ή δοσµένη στην υπόθεση

του προβλήµατος.

Οι παραπάνω προτάσεις είναι οι προτάσεις της ανάλυσης και διατυπωµένες µε αντί-

στροφη σειρά αποτελούν τη σύνθεση.

Η λύση ενός προβλήµατος παρουσιάζεται (διατυπώνεται) σχεδόν πάντοτε µε τη

σύνθεση.

Παράδειγµα 1

Στον κύκλο (Ο, ρ) παίρνουµε τις χορδές ΑΒ = ΑΓ  και φέρνουµε από το Α ευθεία, που

τέµνει τον κύκλο στο Ε και τη ΒΓ στο ∆. Να δειχθεί ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του

κύκλου, που διέρχεται από τα σηµεία Β, ∆, Ε.

Λύση

∆ιατυπώνουµε τις προτάσεις της ανάλυσης:

 Π : ∆εχόµαστε ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του κύκλου.

1
Π : � �Α∆Β ΕΒΑ=   (γωνία υπό χορδής και εφαπτοµένης)

2
Π : � �ΕΒΑ ΕΓΑ=   (βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΕ)

3
Π : �ΕΓΑ ω x= −   (βλ. σχήµα)

4
Π : �Α∆Β ω x= −   (διότι η γωνία  ω  είναι  εξωτερική γωνία στο τρίγωνο Α∆Β)

Οι παραπάνω προτάσεις µας οδηγούν στη διατύπωση της λύσης η οποία είναι:

�Α∆Β ω x= − , διότι η γωνία  ω  είναι  εξωτερική γωνία στο τρίγωνο Α∆Β και  �ΕΓΑ ω x= −

οπότε � �Α∆Β ΕΓΑ=  και � �Α∆Β ΕΒΑ= , που σηµαίνει ότι η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του κύκλου

στο σηµείο Β.

K

E

A

BÄ Ã

ùù

O

x

x



145.Κύκλος

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Στα άκρα Α, Β διαµέτρου ΑΒ κύκλου (Ο,ρ) φέρνουµε τις ηµιεφαπτοµένες Αx και Βψ

προς το ίδιο ηµιεπίπεδο της ΑΒ. Σε σηµείο Μ του κύκλου φέρνουµε τρίτη εφαπτοµένη,

που τέµνει τις Αx, Βψ στα Γ και ∆. Να δειχθεί ότι:

α. Γ∆ = ΑΓ +Β∆,  β. ˆ οΓΟ∆ = 90 , γ. Ο κύκλος διαµέτρου Γ∆ εφάπτεται της ΑΒ στο κέ-

ντρο Ο.

Λύση

α. Είναι ΓΜ = ΓΑ και ∆Μ = ∆Β.

Άρα ΓΜ + ∆Μ = Γ∆= ΑΓ + Β∆.

β. Είναι 
1 2

ˆ ˆΓ Γ=  και 
1 2

ˆ ˆ∆ ∆= . Επειδή Αx//Βψ έχουµε:

ο ο

2 2

ˆΓ̂ ∆
ˆ ˆˆ ˆΓ ∆ 180 Γ ∆ 90

2 2
+ = ⇔ + = + =

Εποµένως οˆΓΟ∆ 90= .

γ. Φέρνουµε την ΟΚ//ΑΓ//Β∆, οπότε ΟΚ ΑΒ⊥ . Επειδή

το Ο είναι µέσο της ΑΒ θα είναι το Κ µέσο της Γ∆. Η διάµεσος του τραπεζίου ΑΒ∆Γ δηλ.

η ΚΟ  είναι ίση µε 
ΑΓ Β∆ Γ∆

2 2

+
= , άρα ο κύκλος 

Γ∆
Κ,

2

 
 
 

 περνά από το Ο. Επειδή

ΑΒ ΚΟ⊥ , η ΑΒ είναι εφαπτοµένη του 
Γ∆

Κ,
2

 
 
 

.

Άσκηση 2

Στο ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( )ˆ ˆ οΑ = ∆ = 90  είναι ΒΓ = ΑΒ+Γ∆ . Να δειχθεί ότι ο

κύκλος µε διάµετρο τη ΒΓ εφάπτεται της Α∆.

Λύση

Η διάµεσος ΟΕ του τραπεζίου είναι κάθετη στην Α∆-

(ΟΕ//ΑΒ//Γ∆).  Επειδή
ΑΒ Γ∆ ΒΓ

ΟΕ
2 2

+
= = , ο κύκλος

ΒΓ
Ο,
2

 
 
 

 εφάπτεται στην Α∆ ,αφού η Α∆ είναι κάθετη στην

ΟΕ.
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Άσκηση 3

Σε κύκλο µε κέντρο Κ φέρνουµε τη διάµετρο ΑΒ. Με κέντρο σηµείο Γ της ΚΒ, τέτοιο

ώστε ΚΓ > ΓΒ και ακτίνα ΓΚ γράφουµε κύκλο, που τέµνει τον (Κ, ΚΑ) στα  ∆ και Ε. Αν

η ευθεία ∆Γτέµνει τον κύκλο (Κ,ΚΒ) στο σηµείο Ζ, να δείξετε ότι η γωνία ˆΑΚΖ είναι

τριπλάσια της γωνίας ˆΒΚ∆ .

Λύση

Επειδή Κ∆ = ΚΖ είναι : ˆ ˆ ˆ∆ Ζ ω= = .

Επειδή ΓΚ = Γ∆ είναι : ˆ ˆ ˆ∆ ∆ΚΓ ω= = . Η γωνία ΑΚΖ ως εξω-

τερική γωνία στο τρίγωνο ΚΓΖ  ισούται µε το άθροισµα των

δύο απέναντι γωνιών , δηλ. είναι:

1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΚΖ Γ Ζ ∆ ∆ΚΓ Ζ ω ω ω 3ω= + = + + = + + = .

Άσκηση 4

∆ύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Ε. Μία ευθεία ε περνάει

από το Ε και τέµνει τους κύκλους στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι οι

εφαπτόµενες ε
1
 και ε

2
 των κύκλων στα σηµεία Α και Β είναι παράλληλες.

Λύση

Από τα ισοσκελή τρίγωνα ΚΑΕ και ΛΕΒ παίρνουµε:

1 1 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆΑ Ε Ε Β= = =

Εποµένως 
2 2

ˆ ˆΑ Β=  , ως συµπληρώµατα ίσων γωνιών.

Άρα  ε
1
//ε

2
.

Άσκηση 5

∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέρνουµε δύο χορδές ΑΒ

και ΑΓ των κύκλων  κάθετες µεταξύ τους στο Α. Να δειχθεί ότι: ΚΒ//ΛΓ.

Λύση

Επειδή οˆΒΑΓ 90= είναι ο

1 2

ˆ ˆΑ Α 90+ = .

Άρα ( )ο

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΒ Γ 90 Α Β, Α Γ+ = = = .

Επειδή 
ο

1 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆΚ Β Α Λ Γ Α 360+ + + + + =  έχουµε:

ο ο ο οˆ ˆˆ ˆΚ Λ 90 90 360 Κ Λ 180 ΚΒ // ΓΛ+ + + = ⇔ + = ⇒

(αφού είναι παραπληρωµατικές οι εντός και επί τα αυτά γω-

νίες των ΚΒ και ΛΓ).

Άσκηση 6

∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ εφάπτονται εξωτερικά σε σηµείο Α  και στις πλευρές της

ορθής γωνίας xOψ, στα σηµεία Β και Γ. Να δειχθεί ότι ˆ ο
BAΓ = 135 .
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Λύση

Φέρνουµε την κοινή εσωτερική εφαπτόµενη ε, που τέµνει

την Οψ στο ∆  και την Οx στο Ε. Είναι 
1 1 1 2

ˆ ˆˆ ˆΒ Α , Γ Α= =

(διότι ΕΒ = ΕΑ και ∆Α = ∆Γ ως ίσα εφαπτόµενα τµήµατα).

Είναι 
ο ο

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆΕ̂ 180 2Α , ∆ ∆ 180 2Α= − = = − .

Άρα ( )ο

2 1 2

ˆ ˆ ˆΕ̂ ∆ 360 2 Α Α+ = − + ⇔

( ) ( )ο ο ο ο

1 2 2

ˆ ˆ ˆˆ2 Α Α 360 Ε ∆ 360 90 270⇔ + = − + = − = .

Εποµένως 
ο

1 2

ˆ ˆΑ Α 135+ =  ή οˆΒΑΓ 135= .

Άσκηση 7

Οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( Β > Γ) είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R). Φέρνουµε το ύψος

Α∆, τη διάµετρο ΑΕ και τη διχοτόµο ΑΗ. Να δειχθεί ότι:

α. ˆ ˆBΑ∆ = ΕΑΓ β. ˆ ˆ∆ΑΗ = ΗΑΕ   γ. ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ∆ΑΕ = Β - Γ Β > Γ .

Λύση

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα Α∆Β και ΑΓΕ έχουν ˆ ˆΒ Ε=  (ως

εγγεγραµµένες στο τόξο ΑΓ). Εποµένως ˆ ˆΒΑ∆ ΕΑΓ= .

β. Είναι ˆ ˆ∆ΑΗ ΗΑΕ=  , διότι

ˆ ˆΑ Α
ˆ ˆ ˆ ˆ∆ΑΗ ΒΑ∆ ΕΑΓ ΗΑΕ

2 2
= − = − =

γ. ( )ο ο
Α̂

ˆ ˆ ˆ ˆ∆ΑΕ 2·∆ΑΗ 2 90 ΑΗ∆ 180 2 Γ
2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Β Γ Α 2Γ Β Γ

 
= = − = − + =  

 

= + + − − = −

Άσκηση 8

Σε κύκλο (Ο,R) παίρνουµε διαδοχικά τα σηµεία Α,Β,Γ,∆. Οι διχοτόµοι των εγγεγραµµένων

γωνιών Α,Γ τέµνουν το κύκλο στα Ε, Ζ. Να δειχθεί ότι η ΕΖ είναι διάµετρος του κύκλου.

Λύση

Οι εγγεγραµµένες γωνίες ΒΑ∆ και ΒΓ∆ αντιστοιχούν στα τόξα

ΒΕ∆ και ∆ΖΒ. Είναι �
�ΒΕ∆

ΒΕ
2

=  και �
�∆ΖΒ

ΒΖ
2

= .

Άρα � �
� � ο

ο
ΒΕ∆ ∆ΖΒ 360

ΒΕ ΒΖ 180
2 2

+
+ = = = .

Εποµένως η ΕΖ είναι διάµετρος του κύκλου.
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Άσκηση 9

Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R). Φέρνουµε την εφαπτοµένη στο Α που

τέµνει την προέκταση της ΓΒ στο σηµείο Ε. Φέρνουµε την διχοτόµο Α∆ του τριγώνου

ΑΒΓ. Να δειχθεί ότι το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές.

Λύση

1

ˆ ˆΑ Γ= ,ως γωνία χορδής και εφαπτοµένης, οπότε

είναι 
1

ˆ ˆ ˆˆ ˆΕΑ∆ Α ω Γ ω= + = + .

Όµως ˆ ˆˆΑ∆Ε ω Γ= + ,ως εξωτερική στο τρίγωνο  Α∆Γ

Άρα ˆ ˆΕΑ∆ Α∆Ε=  και το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές.

Άσκηση 10

Έστω κύκλος (Ο,ρ) και ΑΒ διάµετρος . Στο Α φέρνουµε την εφαπτοµένη ε και ενώνουµε

τυχαίο σηµείο Γ της εφαπτοµένης µε το Β. Η ΒΓ τέµνει τον κύκλο στο σηµείο ∆. Να

αποδειχθεί ότι η εφαπτοµένη στο ∆  περνάει από το µέσο Ε του ΑΓ.

Λύση

Το τρίγωνο Α∆Γ είναι ορθογώνιο γιατί 
οˆΑ∆Β 90=  (εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο).

1 1

ˆ ˆ∆ Α=  , ως ίσες µε την αντίστοιχη εγγεγραµµένη γωνία Β.

Άρα  ΑΕ = ∆Ε.

Επειδή 
2 1

ˆ ˆ∆ Γ= , ως συµπληρωµατικές των  
1 1

ˆ ˆ∆ Α=   θα είναι

∆Ε = ΓΕ. Εποµένως 
ΑΓ

ΑΕ ΕΓ
2

= = .

Άσκηση 11

Σε κύκλο (Ο,ρ) θεωρούµε διάµετρο ΑΒ και Γ∆ µία χορδή του. Να αποδειχθεί ότι οι

χορδές ΑΓ και ∆Β έχουν ίσες προβολές στην ευθεία Γ∆.

Λύση

Φέρνουµε AA΄ Γ∆, ΒΒ΄ Γ∆⊥ ⊥  και ΟΟ΄ Γ∆⊥ . Το Ο είναι

το µέσο του Α΄Β΄ ,άρα η ΟΟ΄ είναι διάµεσος του τραπεζίου

ΑΑ΄ Β΄Β .Είναι

Α΄ Γ = Α΄Ο΄ – Ο΄Γ και Β΄∆ = Β΄Ο΄ – Ο΄∆.

Εποµένως Α΄Γ = Β΄∆.

Άσκηση 12

∆ύο κύκλοι (Κ, ρ) και (Λ, ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο Α.

Φέρνουµε µια χορδή ΑΒ του κύκλου (Κ, ρ) και την χορδή ⊥ΑΓ ΑΒ  του κύκλου (Λ, ρ).

Να δειχθεί ότι ΒΓ//=ΚΛ.

Λύση
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Τα τρίγωνα ΚΒΑ και ΑΛΓ είναι ισοσκελή.

Επειδή ο οˆ ˆ ˆΒΑΓ 90 ω φ 90= ⇔ + = ⇔

ο οˆˆˆ ˆ2ω 2φ 180 Κ Λ 180 ΚΒ// ΓΛ+ = ⇔ + = ⇔ .

Επίσης είναι ΚΒ = ΛΓ = ρ. Εποµένως το ΚΒΓΛ είναι

παραλληλόγραµµο. Ετσι προκύπτει  ΒΓ//=ΚΛ.

Άσκηση 13

Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) είναι εγγεγραµµένο στον κύκλο (Ο,ρ). Στο τόξο ΒΓ,

που δεν ανήκει το Α, θεωρούµε σηµείο Ε και φέρνουµε την ⊥ΒΚ ΑΕ , που τέµνει την

προέκταση της ΕΓ στο ∆. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΕ∆ είναι ισοσκελές.

Λύση

Επειδή � �ΑΒ ΑΓ AB AΓ= ⇔ = ,θα είναι 
1 2

ˆ ˆΕ Ε=  (1) ,ως

εγγεγραµµένες σε ίσα τόξα.

Άρα η ΕΚ είναι ύψος και διχοτόµος στο τρίγωνο ΒΕ∆. Αυτό

σηµαίνει ότι το τρίγωνο ΒΕ∆ είναι ισοσκελές.

Άσκηση 14

Θεωούµε δύο κάθετες χορδές ΑΒ και Γ∆ κύκλου (Ο,ρ), που τέµνονται στο Ι. Έστω Μ και

Ρ τα µέσα των χορδών Α∆ και ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:

α. ⊥ΙΜ ΒΓ  και ⊥ΙΡ Α∆

β. ΟΜ = ΓΒ/2 και ΟΡ = Α∆/2.

Λύση

α. Η ΙΜ είναι διάµεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΙ∆ , οπότε ΙΜ = ΜΑ και ˆ ˆ ˆΑ ΑΙΜ ΕΙΒ= = .

Επειδή ˆ ˆΑ Γ=  (ως εγγεγραµµένες στο �B∆ ) και

οˆ ˆΓ Β 90+ = , παίρνουµε οˆ ˆΕΙΒ Β 90+ = .

Άρα ΙΜ ΒΓ⊥ . Όµοια προκύπτει ότι ΙΡ Α∆⊥ .

β. Επειδή ΟΜ Α∆⊥ , είναι  ΟΜ//ΙΡ.

Επειδή ΟΡ ΒΓ⊥ , είναι ΟΡ//ΙΕ. Άρα το ΜΟΡΙ είναι πα-

ραλληλόγραµµο και συνεπώς έχουµε:

ΒΓ
ΟΜ ΙΡ

2
= =  και 

Α∆
ΟΡ ΙΜ

2
= = .

Άσκηση 15

Σε κύκλο µε κέντρο Ο, θεωρούµε  διάµετρο ΑΒ και ακτίνα ⊥ΟΓ ΑΒ . Στις προεκτά-

σεις της διαµέτρου ΑΒ παίρνουµε τα τµήµατα Α∆ = ΒΕ. Οι Γ∆ και ΓΕ, τέµνουν το κύκλο

στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι:

α. Ζ∆ = ΗΕ β. ΖΗ//∆Ε.
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Λύση

Επειδή Ο∆ = ΟΕ και ΟΓ ∆Ε⊥ ,το τρίγωνο Γ∆Ε είναι ισο-

σκελές. Οπότε 
1 2

ˆ ˆΓ Γ=  και Γ∆ = ΓΕ. Φέρνουµε τις

ΟΚ Γ∆⊥  και ΟΛ ΓΕ⊥ , τότε  ορθογώνια τρίγωνα ΟΚΓ

και ΟΛΓ είναι ίσα, (διότι έχουν ΟΓ κοινή υποτείνουσα

και
1 2

ˆ ˆΓ Γ= ). Εποµένως ΟΚ = ΟΛ, οπότε είναι ΓΖ = ΓΗ,

ως χορδές των αποστηµάτων ΟΚ,ΟΛ. Άρα

α. Ζ∆ = ΗΕ (ως διαφορές ίσων τµηµάτων).

β. Από τα παραπάνω το τρίγωνο ΓΖΗ είναι ισοσκελές, οπότε η διχοτόµος ΓΟ της γωνίας

Γ, είναι κάθετη στη ΖΗ. Επειδή ΓΟ ΖΗ⊥  και ΓΟ ∆Ε⊥  προκύπτει ότι

     ΖΗ//∆Ε.

Άσκηση 16

Έστω Γ το µέσο ηµικυκλίου διαµέτρου ΑΒ. Αν ∆ σηµείο του τόξου ΑΓ και Ε η προβολή

του Γ στην ευθεία Α∆, να δειχθεί ότι: ΓΕ = Ε∆.

Λύση

Είναι οˆΑΟΓ 90= . Από το τρίγωνο ∆ΑΓ έχουµε: 
1 1

ˆ ˆω̂ Α Γ= +  ,(ως εξωτερική γωνία).

Επειδή 
1 2

1
ˆ ˆΑ Ο

2
=  και 

1 1

1
ˆΓ̂ Ο

2
=  (Η εγγεγραµµένη είναι

ίση µε το µισό της αντίστοιχης επίκεντρης), έχουµε:

( ) ο 0

2 1 1 2

1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆω̂ Ο Ο · Ο Ο ΑΟΓ ·90 45

2 2 2 2 2
= + = + = = =

Άρα το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΕ∆ είναι και ισοσκελές δηλ.

ΓΕ = Ε∆.
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∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Θεωρούµε σηµείο Α στην προέκταση της διαµέτρου ΒΓ

κύκλου (Ο,ρ). Από το Α φέρνουµε την Α∆Ε, που τέµνει τον

κύκλο, έτσι ώστε  το  ∆Α να είναι ίσο µε την ακτίνα.

    Να αποδείξετε ότι ˆ ˆEOB 3ΓO∆= .

2. ∆ ίνεται ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ.Φέρνουµε χορδή ΑΓ έτσι

ώστε 
οˆΓΑΒ 30= . Στο σηµείο Γ φέρνουµε την εφαπτόµε-

νη, που τέµνει την ευθεία ΑΒ στο ∆. Να δειχθεί ότι ΑΓ = Γ∆.

3. Γράφουµε δύο κύκλους  (Κ, R) και (Λ, ρ) που τέµνονται

στα Α και Β. Αν Γ, ∆ τα αντιδιαµετρικά σηµεία του Α

προς τους δύο κύκλους και Ζ, Ε τα αντιδιαµετρικά ση-

µεία του Β, να δείξετε ότι το τετράπλευρο Γ∆ΕΖ είναι

ορθογώνιο παραληλόγραµµο.

4. Θεωρούµε δύο ίσους κύκλους µε κέντρα Κ και Λ που

τέµνονται στα  Α και Β. Γράφουµε τυχαία ευθεία ε

που διέρχεται από το µέσον Ο της ΑΒ και τέµνει τον

κύκλο Κ στα σηµεία ∆, Ε και  τον κύκλο Λ στα Ζ και

Η (το Ζ ανήκει στην  ∆Ε και το Ε στην  ΖΗ).

     ∆είξτε ότι ΟΕ = ΟΖ.

5. Γράφουµε δύο κύκλους µε κέντρα Κ και Λ που τέµνονται

στα  Α και Β. Από το Α φέρνουµε παράλληλη στη διάκεντρο

ΚΛ, που τέµνει τους κύκλους  στα σηµεία Γ, ∆  αντίστοιχα. Να

δείξετε ότι η Γ∆ έχει διπλάσιο µήκος απο την ΚΛ.

6. Από το ένα κοινό σηµείο Α δύο τεµνόµενων κύκλων Κ και Λ

φέρνουµε τυχαία ευθεία, που τους τέµνει στα σηµεία Β και Γ.

Να δειχθεί ότι οι εφαπτόµενες στα Β, Γ ορίζουν γωνία ίση µε

ο ˆ180 -ΚΑΛ .
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7. Γράφουµε δύο κύκλους  (Κ, R) και (Λ, ρ) µε R > ρ ,που εφάπτο-

νται εσωτερικά στο Ε. Η ευθεία ΚΛ τέµνει τον (Κ, R) στο Α και

τον (Λ, ρ) στο Β. Από το µέσον  Ο του τµήµατος ΑΒ φέρνουµε

την ΟΓ κάθετη στην ΑΒ. Αν η ευθεία ΕΓ τέµνει τον κύκλο (Λ, ρ)

στο ∆, να δείξετε ότι η ευθεία Ο∆ είναι εφάπτεται στον κύκλο (Λ,

ρ).

8. Οι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο

σηµείο Α. Από το Α φέρνουµε ευθεία, που τέµνει τον (Λ,

ρ) στο σηµείο Γ και τον (Κ, R) στο σηµείο Β. Να δείξετε

ότι η εφαπτοµένη ε του κύκλου (Κ, R), στο Β είναι κάθε-

τη στην ευθεία ΓΛ.

9. ∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ εφάπτονται σε κύκλο µε

κέντρο Ο στα σηµεία Α και Β. Αν η ευθεία ΑΒ τέµνει τον

κύκλο µε κέντρο Λ στο Γ, να δείξετε ότι οι ΚΑ και ΛΓ

είναι παράλληλες.

10. Γράφουµε δύο κύκλους (Κ, R) και (Λ,ρ) που εφάπτονται

εξωτερικά στο σηµείο Ε. Φέρνουµε και την κοινή εξωτε-

ρική εφαπτόµενη τους που εφάπτεται στα σηµεία Α και Β

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι:

      α.Το τίγωνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο

     β. Ο κύκλος µε διάµετρο την ΑΒ εφάπτεται στην διάκε-

ντρο των κύκλων στο σηµείο Ε.

     γ. Η ευθεία  ΑΒ εφάπτεται στον κύκλο µε διάµετρο την

ευθεία  ΚΛ.

11. Γράφουµε κύκλο (Ο,R) και παίρνουµε δύο ίσα τόξα µε κοινή

αρχή και µέτρο 120ο  το καθένα. Έστω ∆ και Ε τα µέσα των

ίσων τόξων. Να δείξετε ότι η ∆Ε χωρίζεται σε τρία ίσα µέρη

από τις  αντίστοιχες χορδές των ίσων τόξων που θεωρήσα-

µε.
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12. Θεωρούµε σηµεία Α, Β, Γ κύκλου (Ο, R). Από το µέσο Μ του

τόξου ΒΓ φέρνουµε τη χορδή ΜΝ παράλληλη στην ευθεία

ΑΓ. Να δείξετε ότι τα τόξα ΑΒ και ΜΝ είναι ίσα.

13. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο-

.Αν οι διχοτόµοι των ίσων γωνιών Β και Γ του ισοσκελούς

τριγώνου τέµνουν το κύκλο στα σηµεία ∆, Ε και Ο είναι το

σηµείο τοµής των διχοτόµων, να δειχθεί ότι το τετράπλευρο

Α∆ΟΕ είναι ρόµβος.

14. Γράφουµε δύο κύκλους που τέµνονται στα σηµεία Α και

Β. Φέρνουµε την κοινή εφαπτοµένη τους Γ∆.Να δειχθεί

ότι οι γωνίες ˆΓΑ∆  και ˆΓΒ∆ είναι παραπληρωµατικές.

15. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο σε κύκλο και τέτοιο ώστε

να είναι οˆ ˆΒ - Γ 90= . Να δειχθεί ότι η ευθεία ΒΓ είναι κάθετη

στην εφαπτοµένη στο Α.

16. ∆ίνεται κύκλος µε κέντρο Ο.Γράφουµε τη διάµετρο ΑΒ

και σηµειώνουµε τυχαίο σηµείο Γ του κύκλου. Φέρνουµε

την εφαπτοµένη Βx και τη διχοτόµο της γωνίας ΒΑΓ,

που τέµνει τη ΒΓ στο ∆, τον κύκλο στο Μ και τη Bx στο Ζ.

Να δειχθεί ότι ∆Β = ΒΖ.
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154. Κύκλος

17. Χωρίζουµε τη χορδή ΑΒ κύκλου (Ο,ρ) σε τρία ίσα ευθ.τµήµατα

ΑΓ = Γ∆ = ∆Β. Να δειχθεί ότι:

α. ˆ ˆΑΟΓ ∆ΟΒ= β. ˆ ˆΑΟΓ ΓΟ∆<

18. Γράφουµε δύο κύκλους που τέµνονται στα σηµεία

Α και Β. Αν Γ και ∆ είναι τα αντιδιαµετρικά σηµεία

του Α ως πρός τους δύο κύκλους, να δείξετε ότι τα

σηµεία Γ, ∆, Β είναι συνευθειακά.

19. Γράφουµε κύκλο (Ο,ρ) και στην προέκταση της ακτίνας

ΟΑ, παίρνουµε ευθ.τµήµα ΑΒ ίσο µε την ακτίνα.Φέρνουµε

τη ΒΓ κάθετη σε τυχαία εφαπτόµενη ε του κύκλου. Να

δείξετε  ότι η γωνία ˆΟΑΓ είναι τριπλάσια της ˆΑΓΒ .

20. Θεωρούµε  κύκλο (Ο,ρ) και γράφουµε τις ίσες χορδές

ΑΒ , ΑΓ. Φέρνουµε από το Α ευθεία, που τέµνει τον

κύκλο στο Ε και τη ΒΓ στο ∆. Να δείξετε ότι ο κύκλος

που διέρχεται από τα σηµεία Β, ∆, Ε εφάπτεται στην ΑΒ.

21. Γράφουµε δύο κύκλους που τέµνονται στα σηµεία

Α και Β.  Φέρνουµε τις διαµέτρους ΑΚΓ και ΑΛ∆ και

τις παράλληλες χορδές ΓΖ και ∆Ε. Να δειχθεί ότι τα

σηµεία Ζ, Α, Ε βρίσκονται στην ίδια ευθεία.
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155.Κύκλος

22. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραµµένο στον κύ-

κλο (Κ,R) τυχαίο σηµείο Μ του τόξου ΒΓ. Να δείξετε  ότι:

      ΜΑ = ΜΒ + ΜΓ.

23. Τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//∆Γ) είναι εγγεγραµµένο στον κύκλο

(Κ,ρ). Να δείξετε ότι, η γωνία των εφαπτόµενων του κύκλου

αυτού, στα σηµεία Α και Γ, είναι ίση µε τη γωνία που σχηµα-

τίζουν οι προεκτάσεις των πλευρών Α∆ και ΒΓ.

∆. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Α. Σε κύκλο  παίρνουµε σηµείο Γ της διαµέτρου ΑΒ. Γράφουµε τους κύκλους µε

διαµέτρους τα ευθ,τµήµατα ΑΓ και ΓΒ. Φέρνουµε ευθεία που διέρχεται από το Γ

και τέµνει τους τρεις κύκλους κατά σειρά στα σηµεία ∆, Ε, Ζ και Η.

Να δείξετε ότι: ∆Ε = ΖΗ.

Β. Γράφουµε κύκλο (Ο,R) και παίρνουµε δύο τόξα µικρότερα των 1800 µε κοινή αρχή Α.

Έστω ∆ και Ε τα µέσα των τόξων. Αν  η ∆Ε τέµνει τις χορδές που θεωρήσαµε στα Ζ,Η να

δείξετε ότι ΑΖ = ΑΗ.
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