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Α.                           ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Σχετικές θέσεις δύο ευθειών.

Οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών ε
1
 και ε

2
 του ίδιου επιπέ-

δου είναι οι παρακάτω:

• Ταυτίζονται (άπειρα κοινά σηµεία). Συµβολίζουµε 
1 2

ε ≡ ε .

• Τέµνονται (ένα κοινό σηµείο).

• ∆εν τέµνονται (κανένα κοινό σηµείο). Στην περίπτωση

αυτή οι ευθείες ονοµάζονται παράλληλες και συµβο-

λίζουµε ε
1
 //  ε

2
 .

Τέµνουσα δύο ευθειών.

Έστω δύο ευθείες ε
1
 και ε

2
 του επιπέδου οι οποίες

τέµνονται από µια τρίτη ευθεία ε
3
. Τότε σχηµατίζο-

νται τα εξής ζεύγη γωνιών:

• Γωνίες εντός εναλλάξ. Είναι γωνίες που βρίσκονται

εντός της ζώνης που δηµιουργούν οι ευθείες  ε
1
 και ε

2

και σε διαφορετικά ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία ε
3
.

Τέτοιες είναι οι  γ ,ε και  δ,ζ.

• Γωνίες εντός και επί τα αυτά µέρη. Είναι γωνίες  που βρίσκονται εντός των ευθειών ε
1

και ε
2 
και στο ίδιο ηµιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε

3
. Τέτοιες είναι οι δ,ε και γ,ζ.

• Γωνίες εντός, εκτός και επί τα αυτά µέρη. Είναι γωνίες

που βρίσκονται µια εντός και µία εκτός των ευθειών ε
1

και ε
2 

και στο ίδιο ηµιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε
3
.

Τέτοιες είναι οι  α,ε και β,ζ και δ,θ και η,γ.

Πορίσµατα

• ∆ύο ευθείες κάθετες σε διαφορετικά σηµεία στην ίδια ευ-

θεία, είναι µεταξύ τους παράλληλες.

• ∆ύο ευθείες παράλληλες στην ίδια ευθεία, είναι και µετα-

ξύ τους παράλληλες.

• Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη ευθεία

τέµνει µία από αυτές τότε τέµνει και την άλλη.

5 Κάθετες και παράλληλες ευθείες
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•Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη ευθεία τέµνει κάθετα µία από αυτές τότε

τέµνει κάθετα και την άλλη.

Το Ευκλείδειο Αίτηµα της Παραλληλίας.

Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µοναδική παράλληλη προς την ευθεία.

Πρόταση

Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µία τρίτη σχηµατίζουν τις εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες

τους µε άθροισµα µικρότερο από δύο ορθές τότε οι ευθείες τέµνονται προς το µέρος της

τέµνουσας που βρίσκονται οι γωνίες.

Γωνίες µε πλευρές παράλληλες ή κάθετες.

Αν δύο γωνίες έχουν τις πλευρές τους παράλληλες ή κάθε-

τες µία προς µία τότε

• Αν είναι και οι δύο οξείες ή αµβλείες τότε είναι ίσες.

• Αν η µία είναι οξεία και ή άλλη αµβλεία τότε είναι παρα-

πληρωµατικές.

Αξιοσηµείωτοι κύκλοι τριγώνου.

• Ο κύκλος που διέρχεται από τις τρείς κορυφές ενός

τριγώνου λέγεται περιγεγραµµένος κύκλος και το κέ-

ντρο του είναι το σηµείο όπου διέρχονται και οι τρείς

µεσοκάθετοι των πλευρών του τριγώνου και λέγεται

περίκεντρο.

• Ο κύκλος που εφάπτεται στις τρείς πλευρές ενός τριγώ-

νου λέγεται εγγεγραµµένος κύκλος και το κέντρο του

είναι το σηµείο όπου διέρχονται και οι τρείς διχοτόµοι

των γωνιών του τριγώνου και λέγεται έκκεντρο.

• Ο κύκλος που εφάπτεται στη µία πλευρά ενός τριγώνου και στις προεκτάσεις των δύο

άλλων λέγεται παρεγγεγραµµένος κύκλος και το κέντρο του είναι το σηµείο όπου διέρ-

χονται η διχοτόµος της απέναντι γωνίας και οι διχοτόµοι των άλλων δύο εξωτερικών

γωνιών του τριγώνου και λέγεται παράκεντρο.

Άθροισµα γωνιών τριγώνου και κυρτού ν - γώνου.

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές.

Το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού ν - γώνου ισούται µε  (2ν – 4) ορθές.

Πορίσµατα

• Η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των δύο απέναντι

εσωτερικών.

• Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες µία προς µία ίσες, έχουν και τις τρίτες γωνίες

τους ίσες.

• Οι οξείες γωνίες ορθογωνίου τριγώνου είναι συµπληρωµατικές.

• Κάθε γωνία  ενός ισόπλευρου τριγώνου ισούται µε 60ο.

• Το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών ενός κυρτού ν - γώνου ισούται µε 4 ορθές.
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Μέθοδος 3

Μέθοδος 2

Μέθοδος 1

Β. ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ    ΑΣΚΗΣΕΩΝ

1. Για να δείξουµε ότι δυο ευθείες είναι παράλληλες:

• ∆είχνουµε ότι είναι κάθετες σε τρίτη ευθεία.

• ∆είχνουµε ότι είναι παράλληλες σε τρίτη ευθεία.

• ∆είχνουµε ότι  µε µία τρίτη τέµνουσα σχηµατίζουν:

ι. δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες

ιι. δύο εντός, εκτός και επί τα αυτά µέρη γωνίες ίσες

ιιι. δύο εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες παραπληρωµατικές.

2. Για να δείξουµε ότι δυο ευθείες τέµνονται:

• ∆είχνουµε ότι µια τρίτη ευθεία παράλληλη σε µία από τις δύο, τέµνει την άλλη.

• ∆είχνουµε ότι δύο εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες έχουν άθροισµα διαφορετικό

από 2 ορθές.

3. Για να δείξουµε ότι δυο ευθείες τέµνονται κάθετα:

• ∆είχνουµε ότι σχηµατίζουν ορθή γωνία.

• ∆είχνουµε ότι είναι διχοτόµοι εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών.

• ∆είχνουµε ότι η µία είναι παράλληλη και η άλλη είναι κάθετη σε τρίτη ευθεία.

• ∆είχνουµε ότι µία είναι βάση ισοσκελούς τριγώνου και η άλλη είναι η αντίστοιχη

διάµεσος ή διχοτόµος.

Γ.     ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, η κάθετη στο Α στην ΑΒ, τέµνει την ευθεία ΒΓ στο Ζ και η

κάθετη στο Α στην ΑΓ, την τέµνει στο Ε. Να αποδειχθεί ότι η µεσοκάθετη της πλευράς

ΒΓ είναι και µεσοκάθετη του τµήµατος ΕΖ.

Λύση

Φέρνουµε την µεσοκάθετη ΑΜ της ΒΓ. Το ΑΜ είναι ύψος,

διάµεσος, άρα και διχοτόµος του τριγώνου ΑΒΓ. Άρα

1 2

ˆ ˆA A= . Εποµένως ˆ ˆω φ=  (συµπληρώµατα των ίσων

γωνιών 
1

Α  και 
2

Α ). Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΖ είναι ίσα

διότι ˆ ˆω φ= , ΑΒ ΑΓ=  και 
1 1

ˆ ˆΒ Γ=  (παραπληρωµατικές

A

B ÃÌE Æ
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των ˆ ˆΒ Γ= ). Άρα ΑΕ ΑΖ= . Στο ισοσκελές τρίγωνο ΕΑΖ, είναι ΑΜ διχοτόµος της ˆΕΑΖ , άρα

και µεσοκάθετος της ΕΖ.

Άσκηση 2

Έστω γωνία �ΑΒΓ  και ευθεία ε παράλληλη στη διχοτόµο Β∆ που τέµνει τις πλευρές στα

σηµεία Ζ και Ε. Να δείξετε ότι � �ΒΖΕ ΖΕΒ= .

Λύση

Έχουµε � � �1
ΖΕΒ ΓΒ∆ ΑΒΓ (1)

2
= = (ως εντός, εκτός

και επί τα αυτά µέρη των ευθειών ε και Β∆). Επίσης

� � �1
ΒΖΕ ΑΒ∆ ΑΒΓ (2)

2
= =

(ως εντός εναλλάξ των ευθειών ε και Β∆). Από τις

σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: � �ΒΖΕ ΖΕΒ= .

Άσκηση 3

 Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΟ είναι διχοτόµος της Â . Από το Β φέρνου-

µε παράλληλη στη διχοτόµο, που τέµνει την ευθεία ΓΑ στο ∆. Να

δειχθεί ότι:

α. Το τρίγωνο ΒΑ∆ είναι ισοσκελές

β. Αν είναι και ΑΒ = ΑΓ, τότε ⊥∆B ΒΓ .

Λύση

α. Είναι 
1 2

ˆ ˆA A=  (ΑΟ διχοτόµος). Επειδή B∆ AO�  είναι

1

ˆω̂ A=  και 
2

ˆφ̂ Α= . Άρα ˆ ˆω φ= , συνεπώς το τρίγωνο ΑΒ∆

είναι ισοσκελές.

β. Φέρνουµε το ύψος ΑΟ΄ του τριγώνου ΑΒ∆. Το ΑΟ΄ είναι διχοτό-

µος της ˆ∆ΑΒ . Άρα ΑΟ ' ΑΟ⊥  ( )οˆΟΑΟ' 90= . Επειδή

ΑΟ ΒΓ⊥  είναι και ∆Β ΒΓ⊥  (επειδή ∆Β ΑΟ� ).

Άσκηση 4

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ = ΑΓ ) και η διάµεσος ΑΜ. Φέρνουµε  Γx ΒΓ⊥  προς

το ηµιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και  παίρνουµε σε αυτή τµήµα  Γ∆ = ΑΒ. Να δείξετε

ότι η Α∆ είναι  διχοτόµος της  �ΜΑΓ .

Λύση

A

Z

å

Ä

ÃB

E

ö

Ï´

ù

B

1 2

O
Ã
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Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές η διάµεσος ΑΜ είναι και ύψος.

Άρα � �
ΑΜ ΒΓ

ΑΜ // Γ∆ ∆ ΜΑ∆ (1)
Γ∆ ΒΓ

⊥ 
⇒ ⇒ =

⊥ 

Επίσης  ΑΓ = ΑΒ = Γ∆ (από υπόθεση) άρα � �∆ΑΓ ∆ (2)=

Από (1) και (2) παίρνουµε  � �ΜΑ∆ ∆ΑΓ= , άρα η Α∆ είναι διχοτό-

µος της �ΜΑΓ

Άσκηση 5

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Κ το σηµείο, που τέµνονται οι διχοτόµοι

των γωνιών Β και Γ. Από το Κ φέρνουµε τη ΖΘ παράλληλη στη ΒΓ.

Να δειχθεί ότι ΖΘ = ΒΖ + ΓΘ.

Λύση

Είναι 
1 2

ˆ ˆΒ Β= . Επειδή ΖΘ ΒΓ�  είναι 
1

ˆ ˆΒ ω= .

Άρα 
2

ˆ ˆΒ ω= , οπότε ( )ΖΚ ΒΖ 1= .

Όµοια είναι 
1 2

ˆ ˆΓ Γ= . Επειδή 
1

ˆ ˆΖΘ ΒΓ Γ φ⇔ =� .

Άρα 
2

ˆ ˆΓ φ= , οπότε ( )ΚΘ ΓΘ 2= .

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: ΖΚ ΚΘ ΒΖ ΓΘ ΖΘ ΒΖ ΓΘ+ = + ⇔ = + .

Άσκηση 6

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερικά ισόπλευρα τρίγωνα ΜΑΒ, ΝΒΓ και ΣΑΓ. Να δείξετε

ότι ΜΓ=ΝΑ=ΣΒ.

Λύση

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΜΒΓ και ΑΒΝ και έχουµε

� � �

Π Γ Π

ο

MB AB (πλευρές ισόπλευρου)

ΝB ΓB (πλευρές ισόπλευρου)

ΜΒΓ 60 ΑΒΓ ΑΒΝ

ΜΒΓ ΑΒΝ ΜΓ ΑΝ (1)

− −

=


= ⇒


= + = 

= ⇒ =
� �

Οµοίως συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΑΓΝ και ΣΒΓ και έχουµε

� � �

Π Γ Π

ο

ΑΓ ΣΓ (πλευρές ισόπλευρου)

ΝΓ ΓB (πλευρές ισόπλευρου) Α Ν Γ ΒΣ Γ ΣΒ ΑΝ (2)

ΒΓΣ 60 ΑΓΒ ΝΓΒ

− −

=


= ⇒ = ⇒ =


= + = 

� �

Από (1) και (2) παίρνουµε ΜΓ = ΝΑ = ΣΒ

A

M

Ä

ÃB

x

M
Ó

Í

Ã

A

B

A

Z
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Ã
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B
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A
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Άσκηση 7

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ > ΑΒ. Στην πλευρά ΑΓ παίρνου-

µε τµήµα ΑΘ = ΑΒ. Να δειχθεί ότι:

α. 
ˆ

ˆ ο
Α

ΒΘΓ = 90 +
2

β. 
ˆ ˆ

ˆ
Β -Γ

ΘΒΓ =
2

.

Λύση

Φέρνουµε τη διχοτόµο ΑΚ. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΘ είναι

ισοσκελές έχουµε 
1 1

ˆˆ ˆΒ Θ ω= =  και 
οˆΑΚΘ 90= . Είναι

ο

1

Α̂
ˆ ˆ ˆΒΘΓ Α ΑΚΘ 90

2
= + = +  (εξωτερική γωνία στο τρίγω-

νο ΑΚΘ). Είναι ˆ ˆˆΘΒΓ ω Β+ = . Άρα ˆ ˆ ˆΘΒΓ Β ω= −  και

1

ˆ ˆ ˆˆΘ ω ΘΒΓ Γ= = + . Εποµένως ˆ ˆˆΘΒΓ ω Γ= − . Άρα

ˆ ˆ ˆ2 ΘΒΓ Β Γ⋅ = − . Άρα ( )ˆ ˆ ˆΘΒΓ Β Γ / 2= − .

Άσκηση 8

Η γωνία ω ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε τα 3/4 µιας άλλης γωνίας του. Να

υπολογίσετε όλες τις γωνίες του τριγώνου.

Λύση

Η ζητούµενη γωνία  είναι µία από τις οξείες γωνίες του τριγώνου διαφορετικά αν ήταν η

ορθή τότε θα ήταν µικρότερη από µία οξεία γωνία (άτοπο). Έστω θ η  άλλη οξεία γωνία.

Τότε:

1η περίπτωση:

Αν �
3

ω
4

=  της ορθής. Τότε � 0 03
ω 90 67,5

4
= ⋅ =  και � οθ 90 ω 22,5= − =

�

2η περίπτωση:

Αν �
3

ω
4

=  της γωνίας θ.

Τότε 

�

�

0 0 0

0

3
ω θ 3 7

4 θ θ 90 θ 90 θ 51,4
4 4

ω θ 90


= 

⇒ + = ⇔ = ⇔ ≈
+ = 

�
� � � �

�

 και �
0 οω 90 51,4 38,6≈ − = .

È

A

B Ã

Kù

ù

1

1

1

È

A

B Ã



77.Κάθετες και παράλληλες ευθείες

Άσκηση 9

Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε από τη κορυφή Α µέχρι τη ΒΓ τα τµήµατα ΑΘ, ώστε

ˆ ˆΒΑΘ = Γ  και ΑΚ, ώστε ˆ ˆΓΑΚ = Β  (τα Θ, Κ σηµεία της ΒΓ µεταξύ των Β και Γ). Να

βρεθεί το είδος του τριγώνου ΑΘΚ.

Λύση

Είναι η 
1
Θ̂  εξωτερική στο τρίγωνο  ΑΘΒ,

άρα 
1

ˆ ˆ ˆ ˆˆΘ Β ω Β Γ= + = +   και

η 
1
Κ̂  εξωτερική στο τρίγωνο  ΑΚΓ,

άρα 
1

ˆ ˆ ˆ ˆˆΚ Γ φ Γ Β= + = + .

Συνεπώς 
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆΘ Κ Β Γ= = + . Άρα το τρίγωνο ΘΑΚ  είναι

ισοσκελές ( ˆ ˆΘ Κ= , παραπληρωµατικές ίσων γωνιών).

Άσκηση 10

Στο διπλανό σχήµα είναι � o
A 80= , Α∆ διχοτόµος, � � o

Β Γ 30= +  και ∆Ζ//ΑΒ. Να υπολογι-

στούν οι γωνίες �Α∆Ζ και �Ζ∆Γ .

Λύση

Έχουµε � � � � �

� �

ο ο ο

0 ο

Α Β Γ 180 80 Γ 30 Γ 180

2Γ 70 Γ 35

+ + = ⇔ + + + = ⇔

⇔ = ⇔ =

Άρα  � ο ο ο
Β 35 30 65= + = και

 � � �
ο

ο ο ο ο
80

Β∆Α 180 (Β ΒΑ∆) 180 (65 ) 75
2

= − + = − + =

Τότε  � �
ο

ο
80

Α∆Ζ ∆ΑΒ 40
2

= = = ως  εντός εναλλάξ των ΑΒ//∆Ζ  και

� � �ο ο ο ο οΖ∆Γ 180 (Α∆Ζ Α∆Β) 180 (40 75 ) 65= − + = − + = .

È

A

B Ã
1

ö

1

Ê

ù

A

B Ã
Ä

Z
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Άσκηση 11

Σε τρίγωνο 
∆

Α Β Γ  µε ˆ ˆ οΒ - Γ = 30 , φέρουµε την διχοτόµο Α∆. Να δείξετε ότι ˆ οΑ∆Β = 75 .

Λύση

Από το Α ∆ Β
∆

 έχουµε:

ο ο

1

ˆ ˆΑ Α
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ∆Β 180 Α Β 180 Β Α Β Γ Β

2 2
= − − = − − = + + − − =

ο οˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Α 2Γ 180 Β Γ 2Γ 180 Β Γ
Γ̂

2 2 2 2

+ − − + − +
= + = = = =

( )ο ο ο

ο
ˆ ˆ180 Β Γ 180 30

75
2 2

− − −
= = =

Άσκηση 12

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, φέρνουµε εκτός τις ΑΗ ΑΒ⊥ , ώστε ΑΗ = ΑΒ και ΑΖ ΑΓ⊥ , ώστε

ΑΖ = ΑΓ. Να αποδειχθεί ότι τα τµήµατα ΓΗ, ΒΖ, είναι ίσα και κάθετα µεταξύ τους.

Λύση

Είναι τρίγ. ΑΗΓ = τρίγ. ΑΖΒ (ΑΗ ΑΒ= , ΑΓ ΑΖ=  και

οˆ ˆ ˆΗΑΓ ΓΑΒ 90 Α)= = + . Άρα ΓΗ ΒΖ=  και 
1

ˆ ˆΗ Β= .

Επειδή ο ο

1

ˆ ˆˆ ˆΗΑ ΑΒ Η ω 90 Β ω 90⊥ ⇔ + = ⇔ + = .

Εποµένως οΙ̂ 90= , οπότε ΓΗ και ΒΖ είναι κάθετες.

Άσκηση 13

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε το ύψος Α∆ προς την υποτείνουσα ΒΓ. Έστω Ε, Ζ

τα συµµετρικά του ∆ ως προς τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ αντί-

στοιχα. Να δείξετε ότι:

α. τα σηµεία Ε, Α, Ζ είναι συνευθειακά.

β. ΒΕ//ΓΖ

Λύση

α. Το τρίγωνο Α ∆ Ζ
∆

 είναι ισοσκελές, αφού η ΑΚ είναι ύψος
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και διάµεσος. Άρα Α∆ = ΑΖ. Οµοίως αποδεικνύεται ότι Α∆ = ΑΕ. Στα ισοσκελή τρίγωνα

Α ∆ Ζ
∆

 και Α ∆ Ε
∆

 οι ΑΚ , ΑΛ αντίστοιχα θα είναι και διχοτόµοι, οπότε: 
1 2

ˆ ˆΑ Α=  και

3 4

ˆ ˆΑ Α= .

Τότε 
1 2 3 4 2 2 3 3 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖΑΕ Α Α Α Α Α Α Α Α 2·Α 2·Α= + + + = + + + = + =

( ) ο ο

2 3

ˆ ˆ ˆ2 Α Α 2·Α 2·90 180= + = = =

Συνεπώς τα Ζ, Α, Ε είναι συνευθειακά σηµεία.

β. Είναι οˆˆΑΕΒ Α∆Β 90= =  σαν συµµετρικές γωνίες ως προς ΑΒ, οπότε ΒΕ ΑΕ⊥ . Οµοίως

αποδεικνύεται ότι ΓΖ ΑΖ⊥ . Όµως τα ΑΕ και ΑΖ έχουν κοινό φορέα. Άρα ΒΕ//ΓΖ σαν

κάθετα στην ίδια ευθεία.

Άσκηση 14

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΑΚ,ΒΛ και ΓΜ. Να

δείξετε ότι ισχύει η σχέση

ΑΚ + ΒΛ + ΓΜ < ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ.

Λύση

Επειδή ΑΚ ΒΓ⊥  έχουµε  ΑΚ < ΑΒ   (1)

Για τον ίδιο λόγο  ΒΛ < ΒΓ  (2)  και ΓΜ < ΑΓ (3)

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1),(2) και (3) παίρνουµε:

ΑΚ + ΒΛ + ΓΜ < ΑΒ + ΑΓ + ΒΓ

Άσκηση 15

Σε τρίγωνο 
∆

A B Γ  µε ˆ ˆΑ = 2Β , να δείξετε ότι α < 2β

Λύση

Φέρουµε ΓΗ ΑΒ⊥  και στο ευθύγραµµο τµήµα ΒΗ παίρνουµε τµήµα ΗΘ = ΗΑ. Τότε το

τρίγωνο ΓΑΘ
∆

 είναι ισοσκελές αφού το ΓΗ είναι ύψος και

διάµεσος. Άρα 
1

ˆ ˆΘ Α=  σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση

ισοσκελούς τριγώνου, και ΓΘ ΑΓ β= = . Όµως η 
1
Θ̂  είναι

εξωτερική γωνία του ΘBΓ
∆

, οπότε:

1 1 1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΘ Β Γ Α Β Γ 2Β Β Γ Β Γ= + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ = , δηλα-
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δή το ΘBΓ
∆

 είναι ισοσκελές µε κορυφή Θ, αφού οι προσκείµενες γωνίες στην ΒΓ είναι

ίσες. Άρα ΘΒ = ΘΓ = β.

Εφαρµόζουµε την τριγ. ανισότητα στο ΘBΓ
∆

 και έχουµε:

ΒΓ ΘΒ ΘΓ α β β α 2β< + ⇔ < + ⇔ <

Άσκηση 16

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), φέρουµε τις διχοτόµους ΒΙ και

ΓΕ και τη διχοτόµο ΙΖ της γωνίας ΒΙΓ. Να δειχθεί ότι ΓΖ = ΓΗ.

Λύση

Στο τρίγωνο ΙΗΓ η εξωτερική γωνία Η είναι: ( )2

ˆ ˆ ˆΗ Ι γ 1= + . Στο

τρίγωνο ΒΙΖ η εξωτερική γωνία Ζ είναι: 
1

ˆˆ ˆZ I β= +  (2). Επειδή ˆγ̂ β=

(µισά των ίσων γωνιών Β και Γ) και 
1 2

ˆ ˆΙ Ι=  είναι ˆ ˆΗ Ζ= , οπότε

ΓΖ ΓΗ= .

Άσκηση 17

Σε ισοσκελές τρίγωνο ( )
∆

ΑΒΓ ΑΒ = ΑΓ  φέρουµε ηµιευθεία ⊥Βx ΒΓ , η οποία βρίσκε-

ται στο ηµιεπίπεδο (ΒΓ, Α). Αν η Bx τέµνει την προέκταση της ΓΑ στο Μ και επί της ΒΜ

πάρουµε σηµεία Κ, Λ τέτοια ώστε: ˆ ˆ οΒΑΛ = ΓΑΚ = 90 , να δείξετε ότι  ΒΛ = ΚΜ και ότι

το 
∆

Α Κ Λ  είναι ισοσκελές.

Λύση

Επειδή 
∆

Α ΒΓ  ισοσκελές είναι 
2

ˆ ˆΒ Γ=  σαν προσκείµενες

γωνίες στη βάση του ΒΓ. Όµως από το ορθογώνιο τρίγωνο

( )οˆΒΓΜ ΓΒΜ 90

∆

=  έχουµε:

ο

1 2 1

2 1 1 2 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓ Μ 90 Β Μ ΓΒΜ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ Μ Β Β Μ Β

+ = ⇔ + = ⇔

⇔ + = + ⇔ =

Άρα το Α ΒΜ
∆

είναι ισοσκελές µε βάση ΜΒ, αφού οι προ-

σκείµενες σ’αυτή γωνίες είναι ίσες.

Τα ορθογώνια τρίγωνα ( )οˆΑΒΛ ΒΑΛ 90

∆

=  και ( )οˆΑΚΜ ΚΑΜ 90

∆

=  έχουν:
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Ë
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(1) ΑΒ = ΑΜ ( Α ΒΜ
∆

ισοσκελές)

(2) 
1 1

ˆ ˆΒ Μ=  (το αποδείξαµε)

Άρα Α ΒΛ Α Κ Μ
∆ ∆

=  οπότε:

• ΒΛ = ΚΜ

• ΑΛ = ΑΚ, δηλαδή το Α Κ Λ
∆

 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Α.

Άσκηση 18

Από την κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε ευθεία ε//ΒΓ. Αν οι διχοτόµοι των γωνιών Β

και Γ τέµνουν την ε στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα δείξτε ότι   ΑΒ  + ΑΓ  =  ΖΗ.

Λύση

Έχουµε

� �

� �

� �

1 2

2

1

Β Β (ΒΖ διχοτόµος)

Β Ζ (εντός εναλλάξ των ΒΓ // ε)

Β Ζ ΒΑ Ζ ισοσκελές ΑΒ ΑΖ (1)

= 
⇒

= 

= ⇔ ⇔ =
�

Οµοίως

� �

� �

� �
1 2

1

2

Γ Γ (ΓΗ διχοτόµος)
Γ Η Γ Α Η ισοσκελές

Γ Η (εντός εναλλάξ των ΒΓ // ε)

ΑΓ ΑΗ (2)

= 
⇒ = ⇔ ⇔

= 

⇔ =

�

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1) και (2) παίρνουµε ΑΒ + ΑΓ = ΑΖ + ΑΗ = ΖΗ.

Άσκηση 19

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆ
∆

ΑΒΓ Α = 1  φέρουµε κάθετη ηµιευθεία στην ΒΓ προς το

µέρος του Α, επί της οποίας παίρνουµε τµήµα ΓΚ =  ΑΓ. Στην προέκταση της υποτείνου-

σας ΓΒ παίρνουµε τµήµα ΒΛ = ΑΒ. Να αποδείξετε ότι ˆˆΑΓΚ = 2·ΑΛΒ .

Λύση

• Είναι ΑΒ = ΒΛ οπότε το τρίγωνο ΑΒΛ είναι ισοσκελές και 
2

ˆ ˆΑ Λ= . Όµως η Β̂  είναι

εξωτερική του τριγώνου ΑΒΛ, οπότε

2

Β̂
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆΑ Λ Β 2·Λ Β Λ

2
+ = ⇔ = ⇔ =

H A Z
å

Ã
11

22B
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• ΑΓ ΓΚ άρα Α Γ Κ
∆

=  ισοσκελές, οπότε
1

ˆ ˆΑ Κ= . Όµως

ο ο ο

1 1 1

ο ο

1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆΓ Α Κ 180 90 Γ 2·Α 180

Γ̂
ˆ ˆˆ2·Α 90 Γ Α 45

2

+ + = ⇔ − + = ⇔

= + ⇔ = +

• Το 
∆

Α ΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α, οπότε οˆ ˆΒ Γ 90+ =
Έχουµε:

 
ο

ο ο ο ο ο

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓ Γ Β Γ Β 90ˆ ˆ ˆΑ Α 45 Λ 45 45 45 90
2 2 2 2 2

  +
+ = + + = + + = + = + = 

 

Οπότε από το Α Γ Κ
∆

 έχουµε: ( )ο ο ο

1 1 1 2

ˆ ˆˆ ˆΓ 180 2·Α Γ 180 2· 90 Α= − ⇔ = − − ⇔

ο ο

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΓ 180 180 2·Α Γ 2·Α ΑΓΚ 2·Λ ΑΓΚ 2·ΑΛΒ= − + ⇔ = ⇔ = ⇔ =

Άσκηση 20

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΑ < 2Γ . Στην ΑΒ παίρνουµε σηµείο Ζ,

ώστε ˆˆΑΓΖ = Α/2  και στην ΑΓ σηµείο Η ώστε ˆˆHΖΓ = Α/2 . Να

δειχθεί ότι ΖΑ = ΖΗ = ΗΓ.

Λύση

Είναι ˆ ˆΗΓΖ = ΗΖΓ = x

Στο τρίγωνο ΗΖΓ η γωνία ψ είναι εξωτερική. Εποµένως

Α̂
ˆˆ ˆˆψ 2x ψ 2 Α

2
= ⇔ = ⋅ = , απ’ όπου ΑΖ ΖΗ= . Επειδή είναι

ΖΗ ΗΓ=  έχουµε: ΑΖ ΖΗ ΗΓ= = .

Άσκηση 21

Στην προέκταση της υποτείνουσας ΒΓ ορθογωνίου τριγώνου ( )ˆ
∆

ο
ΑΒΓ Α = 90  παίρνουµε

τµήµα ΓΚ = γ. Φέρουµε ηµιευθεία ⊥Κx ΒΚ   προς το µέρος του Α. Επί της Κx παίρνουµε

τµήµα ΚΛ = β. Να δείξετε ότι η ΒΛ διχοτοµεί την Β̂ .

Λύση

Φέρουµε την ΓΛ και συγκρίνουµε τα τρίγωνα Α ΒΓ
∆

 και Γ Κ Λ
∆

. Αυτά έχουν:
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• οˆ ˆΑ Κ 90= =
• ΑΒ = ΚΓ = γ (υπόθεση)

• ΑΓ = ΚΛ = β (υπόθεση)

Άρα Α ΒΓ Γ Κ Λ
∆ ∆

= , οπότε ΒΓ = ΓΛ, δηλαδή το τρίγωνο

ΒΓ Λ
∆

 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Γ. Συνεπώς 
2 1

ˆΒ̂ Λ=

σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση του.

Επίσης από την ισότητα των τριγώνων έχουµε ˆ ˆΑΒΓ ΚΓΛ= .

Άρα ΑΒ//ΓΛ, αφού τεµνόµενες από τη ΒΚ, σχηµατίζουν τις εντός εκτός και επί τα αυτά

µέρη γωνίες τους ίσες.

Οπότε 
1 1

ˆΒ̂ Λ=  ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΓΛ που τέµνονται από

την ΒΛ. Συνεπώς 
1 2

ˆ ˆΒ Β= , δηλαδή η ΒΛ είναι διχοτόµος της γωνίας Β̂ .

Άσκηση 22

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α. Στις προεκτάσεις των ΒΑ

και ΓΑ προς το µέρος της κορυφής Α παίρνουµε τµήµα του ΑΘ = ΑΓ

και ΑΗ = ΑΒ. Να δειχθεί ότι η προέκταση του ύψους Α∆ περνάει

από το µέσο Ο της ΘΗ.

Λύση

Είναι ΑΒ ΑΗ= , ΑΓ ΑΘ=  και ˆ ˆΒΑΓ ΘΑΗ= . Άρα τρίγ.

ΑΒΓ = τρίγ. ΑΘΗ, οπότε ˆ ˆΗ Β=  και ˆ ˆΘ Γ= . Είναι 
ο

2

ˆ ˆΑ Γ 90+ =

και 
οˆ ˆΒ Γ 90+ = . Άρα 

2 2

ˆ ˆˆ ˆΑ Β Η Α= ⇔ = , οπότε ΟΑ ΟΗ= .

Ίδια αποδεικνύεται ότι 
1

ˆ ˆΑ Θ= , οπότε ΟΑ ΟΘ= .

Εποµένως ΟΘ ΟΗ= .

Άσκηση 23

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( )οΑ = 90  προεκτείνουµε τη ΓΒ

κατά τµήµα ΒΗ = ΑΒ. Φέρνουµε τη Γx ΒΓ⊥  και παίρνουµε

τµήµα ΓΘ = ΑΓ. Να δείξετε ότι τα σηµεία Η, Α και Θ είναι

συνευθειακά.

Λύση

Το τρίγωνο ΒΗΑ είναι ισοσκελές, άρα ˆ ˆΗ ω= . Το τρίγωνο ΑΘΓ είναι ισοσκελές, άρα  ˆ ˆΘ φ= .
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Επειδή Γx BΓ⊥  είναι 
ο

1

ˆ ˆΓ Γ 90+ =  ή 
1

ˆ ˆ ˆ ˆΓ Γ Β Γ+ = +  ή

1

ˆ ˆΓ Β= . Αλλά ˆ ˆΒ 2ω=  (εξωτερική στο τρίγωνο ΑΒΗ).  Άρα

1

ˆ ˆΓ 2ω= . Στο τρίγωνο ΑΘΓ έχουµε ο

1

ˆˆ2φ Γ 180+ =  ή

ο
ˆ ˆ2φ 2ω 180+ =  ή 

ο
ˆ ˆφ ω 90+ = .

Άρα 
ο ο οˆˆ ˆφ ω Α 90 90 180+ + = + = , οπότε η ΗΑΘ είναι

ευθεία.

Άσκηση 24

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΒ = 2Γ . Φέρνουµε το ύψος ΑΘ και στην

προέκταση της ΑΒ παίρνουµε τµήµα ΒΗ = ΒΘ Να δειχθεί ότι η

ΘΗ περνάει από το µέσο της ΑΓ.

Λύση

Επειδή ΒΘ ΒΗ= , το τρίγωνο ΒΘΗ είναι ισοσκελές. Άρα

ˆˆ ˆΗ Θ φ= = , ˆ ˆ ˆ ˆΒ φ φ 2φ= + =  (εξωτερική του τριγώνου ΒΗΘ).

Επειδή ˆ ˆΒ 2Γ=  (υπόθεση), είναι ˆφ̂ Γ= . Είναι όµως 
1

ˆ ˆΘ φ=

(κατάκορυφήν). Άρα 
1

ˆ ˆΘ Γ= , δηλαδή το τρίγωνο ΘΜΓ είναι

ισοσκελές, άρα ΘΜ ΜΓ=  (1). Επειδή 
1

ˆω̂ Α=

(συµπληρωµατικές των 
1

ˆ ˆΘ Γ= ) το τρίγωνο ΑΜΘ είναι

ισοσκελές. Άρα ΑΜ ΜΘ=  (2). Από τις (1) και (2) έχουµε ότι ΑΜ ΜΓ= , δηλαδή το Μ είναι το

µέσον της ΑΓ.

Άσκηση 25

∆ίνονται οι κύκλοι (Κ,R) και (Λ,ρ) που εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Από το Α φέρνουµε

ευθεία που τέµνει τους κύκλους (Κ,R), (Λ,ρ) στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα. Αν (ε) είναι η

εφαπτοµένη του κύκλου (Κ,R) στο σηµείο Β, να δείξετε ότι:

α. ˆ ˆΛΓΑ ΚΒΑ= β. ( )ΓΛ ε⊥

Λύση

α. Φέρνουµε τις ΚΛ και ΛΓ. Το τρίγωνο ΒΚΑ είναι ισοσκελές γιατί 
1

ˆˆΚΒΑ Α=  (1). Οµοίως το
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τρίγωνο ΑΛΓ είναι ισοσκελές οπότε 
2

ˆ ˆΑ ΛΓΑ=  (2). Όµως

1 2

ˆ ˆΑ Α=  (3) γιατί είναι κατακορυφήν. Από τις (1) και (2), λόγω

της (3), έχουµε: ˆ ˆΚΒΑ ΛΓΑ=

β. Στο τρίγωνο ΚΒΑ έχουµε: 
1

ˆˆ ˆΚ 180 ΚΒΑ Α= ° − −

Στο τρίγωνο ΑΛΓ έχουµε: 
2

ˆ ˆˆΛ 180 ΛΓΑ Α= ° − −

Όµως ˆ ˆΚΒΑ ΛΓΑ=  (από α.), άρα ΚΒ//ΛΓ γιατί σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους

ίσες.

Είναι: ( )ΚΒ ε⊥   (Η εφαπτοµένη είναι κάθετη στην ακτίνα στο σηµείο επαφής)

Άρα ( )ΛΓ ε⊥ .

Άσκηση 26

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ 90= °  και ΑΒ<ΑΓ φέρνουµε το ύψος ΑΗ. Αν ∆ είναι

συµµετρικό του Β ως προς το Η, να αποδείξετε ότι η γωνία ˆΑ∆Γ  είναι αµβλεία και

ˆ ˆΑ∆Γ 90 Γ− ° =

Λύση

Στο τρίγωνο Α∆Β το ύψος ΑΗ είναι και διάµεσος, οπότε το τρίγωνο

Α∆Β είναι ισοσκελές µε Α∆= ΑΒ, ( )
1

ˆ ˆ∆ Β 1=  και 
1 2

ˆ ˆΑ Α=  (2).

Επίσης 
1

ˆ ˆΑ Γ=  (3) (οξείες γωνίες µε πλευρές κάθετες)

Στο τρίγωνο Α∆Β έχουµε:

1

ˆ ˆˆ∆ Β ∆ΑΒ 180+ + = °

1

ˆ ˆ2∆ ∆ΑΒ 180+ = °  (λόγω της (1))

1

ˆ ˆ2∆ 180 ∆ΑΒ= ° −

1

ˆ∆ΑΒ
∆̂ 90

2
= ° −  (4)

Οι γωνίες ˆΑ∆Γ  και 
1
∆̂  είναι παραπληρωµατικές οπότε:

1

ˆ ˆΑ∆Γ ∆ 180+ = °
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( )4

1

ˆ∆ΑΒ
ˆ ˆΑ∆Γ 180 ∆ 180 90

2

 
= ° − = ° − ° − = 

 

1 2

ˆ ˆˆ Α Α∆ΑΒ
180 90 90

2 2

+
= ° − ° + = ° + =

( )3
1

1

ˆ2Α
ˆ ˆ90 90 Α 90 Γ

2
= ° + = + = ° +

Άρα η ˆΑ∆Γ  είναι αµβλεία και ˆ ˆΑ∆Γ 90 Γ− ° = .

Άσκηση 27

Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( )Α̂ 20> °  µε ΑΒ ΑΓ=  και τα σηµεία Κ, Λ των πλευ-

ρών ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα τέτοια ώστε ΑΚ ΑΛ=  και ˆΚΑΒ 20= ° . Να υπολογιστεί η

γωνία ˆΓΚΛ .

Λύση

Έστω ˆΓΚΛ x= . Επειδή το τρίγωνο ΚΑΛ είναι ισοσκελές

( )AK AΛ= , έχουµε 
1 1

ˆΚ̂ Λ= . Η γωνία ˆΓΚΑ  είναι εξωτερική

του τριγώνου ΑΚΒ, οπότε:

ˆ ˆΓΚΑ 20 Β= ° +

1

ˆ ˆx Κ 20 Β+ = ° +

( )
1

ˆ ˆx 20 Β Κ 1= ° + −

Όµως 
1 1

ˆΚ̂ Λ=   και 
1
Λ̂  εξωτερική του τριγώνου ΚΛΓ, οπότε ( )

1 1

ˆˆ ˆΚ Λ x Γ 2= = + .

Η (1) λόγω της (2) γίνεται: ( )ˆ ˆ ˆ ˆx 20 Β x Γ x 20 Β x Γ= ° + − + ⇔ = °+ − − ⇔

ˆ ˆ2x 20 Β Γ 2x 20 x 10= ° + − ⇔ = °⇔ = °

Άρα ˆx ΓΚΛ 10= = °

Άσκηση 28

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ˆ ˆΒ Γ 30− = ° . Αν Α∆ είναι διχοτόµος της γωνίας Α̂ , να δείξετε ότι:

ˆΑ∆Γ 105= ° .

B

A

Ã
Ë

K

1 x

20
o

1
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Λύση

Η ˆΑ∆Γ  είναι εξωτερική του τριγώνου Α∆Β, οπότε:

1

Α̂
ˆ ˆ ˆ ˆΑ∆Γ Α Β Β

2
= + = + =

ˆ ˆΒ Γ
ˆ90 Β

2 2
= ° − − + =

ˆ ˆ ˆΒ Γ 2Β
90

2 2 2
= ° − − + =

ˆ ˆΒ Γ
90

2 2
= ° + − =

ˆ ˆΒ Γ
90

2

−
= ° + =

30
90 90 15 105

2

°
= ° + = ° + ° = °

B

A

Ã
Ä

1
2
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∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ   ΘΕΜΑΤΑ

1. Στη γωνια xΟψ η ΟΖ είναι εσωτερική ευθεία. Από τυχαίο

σηµείο Α της ΟΖ φέρνουµε της ΑΒ//Οx. Να δειχθεί ότι:

α. Αν ΟΖ είναι διχοτόµος της ˆxOψ , το τρίγωνο ΟΑΒ

είναι ισοσκελές,

β. Αν το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές, η ΟΖ είναι διχο-

τόµος της ˆxOψ .

2. Στα άκρα ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ φέρουµε προς το

ίδιο µέρος, τις παράλληλες Αx και Βψ. Στην ΑΒ παίρ-

νουµε τυχαίο σηµείο Μ, στην Αx τµήµα Α∆ = ΑΜ και

στην Βψ τµήµα ΒΕ = ΜΒ. Να δειχθεί ότι οˆ∆ΜΕ 90= .

3. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), το ύψος ΑΗ και µια ευθεία παράλληλη

στην ΒΓ που τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα. Να δείξετε ότι:

ι. το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές.

ιι. � �Ε∆Η = ∆ΕΗ   και � �ΑΗ∆ = ΑΗΕ

4. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, φέρνουµε τις διαµέσους ΒΠ, ΓΡ και

µια ευθεία ε παράλληλη στη βάση ΒΓ. Να δειχθεί ότι τα τµήµατα

της ευθείας, που βρίσκονται µεταξύ των ίσων πλευρών και των

αντίστοιχων διαµέσων είναι ίσα.

5. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90ο) και Γ∆ διχοτόµος. Μια ευθεία ε που διέρχεται από το

Β τέµνει την προέκταση της  Γ∆ στο σηµείο Ε έτσι ώστε ΑΒ = ΒΕ. Να δείξετε ότι � ο
ΑΒΕ 90= .

6. Απο εξωτερικό σηµείο Α ενός κύκλου (Κ,ρ) φέρνουµε εφαπτόµενη ΑΒ. Πάνω στην

ΑΚ παίρνουµε ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ = ΑΒ και έστω ∆ το σηµείο τοµής της ΒΓ µε

τον κύκλο. Αποδείξτε ότι το τρίγωνο ΑΚ∆ είναι ορθογώνιο.

7. Στο τρίγωνο ΑΒΓ, φέρνουµε τις διχοτόµους ΒΚ και ΓΕ και

την εξωτερική διχοτόµο Αx, της γωνίας Α. Από τα σηµεία

Κ και Ε, φέρνουµε τις παράλληλες στις διχοτόµους ΓΕ και

ΒΚ, που τέµνουν την Ax στα Ζ και Θ. Να δειχθεί ότι:

Β̂
ˆKZΘ

2
=  και 

Γ̂
ˆΕΘΑ

2
= .

O

B

A Z

ø

x

M BA

Ä

x ø

E

A

Ñ Ð
K

H E ZÈ

ÃB

å

È

A

B Ã
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Z

x
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8. Να δείξετε ότι στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι σχέσεις:

α. ο

α

α ˆµ Α 90
2

> ⇔ <  β. ο

α

α ˆµ Α 90
2

= ⇔ = ,

γ. ο

α

α ˆµ Α 90
2

< ⇔ >

9. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), ∆ ένα τυχαίο σηµείο της

ΒΓ και Μ, Ν τα µέσα των Β∆ και ∆Γ αντίστοιχα. Αν οι κάθετες προς τη

ΒΓ από τα Μ και Ν τέµνουν τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Ε και

Ζ αντίστοιχα να δείξετε ότι Α Ε Ζ Ε ∆ Ζ=
� �

.

10. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και στις ίσες πλευρές του παίρ-

νουµε τα τµήµατα Α∆ = ΑΕ. Φέρνουµε ( )∆Κ ΑΒ Κ ΑΓ⊥ ∈  και

( )ΕΘ ΑΓ Θ ΑΒ⊥ ∈ . Να δειχθεί ότι ΘΚ//ΒΓ.

11. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ > ΑΓ > ΒΓ και Ο εσωτερικό σηµείο

του. Η παράλληλη προς τη ΒΓ που διέρχεται από το Ο τεµνει τις

ΑΒ και ΑΓ στα ∆ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:

ι. ΟΑ<Α∆                ιι. ΟΑ+ΟΒ+ΟΓ<ΑΒ+ΑΓ

12. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ > ΑΒ. Φέρνουµε το ύψος ΑΗ, τη

διχοτόµο ΑΚ και τη διάµεσο ΑΜ. Να δειχθούν οι σχέσεις:

α. 
ΑΒ ΑΓ

ΑΗ
2

+
< β. ˆ ˆΒΑΗ ΓΑΗ<

γ. ΚΒ ΚΓ< δ. ΚΒ < ΑΒ.

13. Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τις διχοτόµους ΑΖ και ΓΗ. Αν είναι

ΑΖ = ΑΒ και ΓΗ = ΒΓ, να δειχθεί ότι:

α. ΑΒ = ΒΓ και β. να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.

14. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και φ η γωνία κορυ-

φής. Στη βάση ΒΓ παίρνουµε τµήµατα Β∆ = ΑΒ και ΓΕ = ΓΑ. Να
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υπολογίσετε συναρτήσει της φ τις γωνίες των τριγώνων ΑΒΓ και Α∆Ε.

15. Μια γωνία ενός τριγώνου είναι τριπλάσια µιας άλλης. Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο

χωρίζεται σε δύο ισοσκελή τρίγωνα.

16. Να υπολογίσετε τις άγνωστες γωνίες στα παρακάτω σχήµατα:

 

17. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και η Bx κάθετη στην ΒΓ. Η διχοτόµος της γωνίας Γ

τέµνει την ΑΒ στο Θ και την Βx στο Η. Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΘΒΗ είναι ισοσκελές.

18. ∆ίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στις πλευρές ΑΒ και

ΒΓ παίρνουµε τα τµήµατα 
1

ΑΗ ΑΒ
3

=  και 
1

ΒΘ ΒΓ
3

= .

Να δειχθεί ότι ΗΘ ΒΓ⊥ .

19. Αν ένα δεκάγωνο έχει µία γωνία του ίση µε 1350 να υπολογίσετε

τις άλλες γωνίες του αν γνωρίζετε ότι είναι µεταξύ τους ίσες.

20. Με πόσες ορθές γωνίες είναι ίσο το άθροισµα των γωνιών ενός

οκταγώνου; Υπάρχει πολύγωνο µε άθροισµα γωνιών ίσο µε 13

ορθές;

Ε.         ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ

Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ . Οι διχοτόµοι των γωνιών Β και ∆ τέµνονται στο

σηµείο Ε και σχηµατίζουν οξεία γωνία φ και οι διχοτόµοι των εξωτερικών γωνιών Γ και

∆ τέµνονται στο σηµείο Η και σχηµατίζουν οξεία γωνία ω. Να αποδείξετε ότι :

Αν � �φ ω=  τότε � � �Α ∆ 2Γ− = .
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