
Α.                      ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ηµιεπίπεδο

Κάθε ευθεία ε επιπέδου Π χωρίζει τα σηµεία του επιπέδου

που δεν ανήκουν στην ε σε δύο σηµειοσύνολα Π
1
, Π

2 
τα

οποία ονοµάζονται ηµιεπίπεδα µε την ιδιότητα:

Aν Α σηµείο του Π
1
 και Β σηµείο του Π

2
 τότε η ευθεία ε

τέµνει το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ,ενώ αν Α και Β σηµεία του

ίδιου ηµιεπιπέδου η ευθεία ε και το ΑΒ δεν τέµνονται.

Το ηµιεπίπεδο Π
1 
το συµβολίζουµε (ε,Α) και το Π

2
 αντί-

στοιχα (ε,Β).

Η  γωνία

Θεωρούµε δύο  ηµιευθείες Οx και Οy και τα σηµεία Α και Β

αυτών.

Κυρτή γωνία ή γωνία ονοµάζεται το µέρος του επιπέδου

που ορίζεται από τα κοινά σηµεία των ηµιεπιπέδων (Οx,B)

και (Οy,A).Το σηµείο Ο λέγεται κορυφή της γωνίας.

Συµβολίζουµε µε �xOy   ή  �yOx , ή  �AOB  ή �BOA .Τα ση-

µεία του επιπέδου  που δεν ανήκουν στις πλευρές είναι τα

εσωτερικά σηµεία της γωνίας.

Τα σηµεία  του επιπέδου που δεν ανήκουν στην κυρτή γω-

νία µαζί µε τα σηµεία των ηµιευθειών Οx και Οy λέγεται  µή

κυρτή γωνία.

Σύγκριση  γωνιών

Για να συγκρίνουµε δυο γωνίες τις µετατοπίζουµε κατάλλη-

λα  ώστε να συµπέσουν οι κορυφές τους και µια πλευρά

τους. Αν και οι άλλες πλευρές συµπίπτουν τότε οι γωνίες

είναι ίσες, διαφορετικά η γωνία της οποίας η πλευρά βρί-

σκεται στο εσωτερικό της άλλης γωνίας είναι η µικρότερη.
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24. Η γωνία - Ο κύκλος

∆ιχοτόµος γωνίας είναι η ηµιευθεία που βρίσκεται στο εσω-

τερικό µιας γωνίας και τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες.

Κάθε γωνία έχει µία µόνο διχοτόµο.

Είδη γωνιών

• Μηδενική γωνία λέγεται η κυρτή γωνία της οποίας οι

πλευρές συµπίπτουν.

• Πλήρης γωνία είναι η µη κυρτή γωνία η αντίστοιχη  της

µηδενικής.

• Ευθεία γωνία λέγεται η γωνία της οποίας οι πλευρές είναι

αντικείµενες ηµιευθείες.

• Ορθή γωνία είναι µία από τις δύο ίσες γωνίες που σχηµατίζει η διχοτόµος της ευθείας

γωνίας. Οι πλευρές µιας ορθής γωνίας λέµε ότι είναι κάθε-

τες µεταξύ τους.

• Οξεία γωνία λέγεται µια γωνία µικρότερη από µια ορθή.

• Αµβλεία γωνία λέγεται µια γωνία µεγαλύτερη από µια

ορθή.

Απόσταση  σηµείου Α από ευθεία ε ονοµάζεται το µήκος

του µοναδικού ευθύγραµµου τµήµατος  που συνδέει κάθετα

το σηµείο Α µε την ευθεία ε.

Απο κάθε σηµείο εκτός ευθείας άγεται µία µόνο κάθετος

σε αυτή.

Απο κάθε σηµείο ευθείας άγεται µία µόνο κάθετος σε αυτή.

Μεσοκάθετος ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΒΓ είναι η µο-

ναδική ευθεία η οποία διέρχεται κάθετα από το µέσο Ο του
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25.Η γωνία - Ο κύκλος

ΒΓ.Τα σηµεία Β,Γ λέγονται συµµετρικά ως προς την ευθεία

ΑΟ και η ευθεία ΑΟ λέγεται άξονας συµµετρίας.

Πράξεις µεταξύ γωνιών

Εφεξής ονοµάζονται δύο γωνίες οι οποίες έχουν :

• κοινή κορυφή

• µια πλευρά κοινή

• τις µη κοινές πλευρές εκατέρωθεν της  κοινής.

π.χ οι γωνίες �xOy και �yOz είναι εφεξής.

∆ύο εφεξής γωνίες είναι πάντοτε διαδοχικές.

Α.  Πρόσθεση γωνιών

Για να προσθέσουµε δύο γωνίες τις µετατοπίζουµε κατάλ-

ληλα ώστε να γίνουν εφεξής. Στο διπλανό σχήµα έχουµε:

�xΟy ω= , �yΟz φ= και � � �xΟz xΟy yΟz ω φ= + = +

• Το άθροισµα µιας κυρτής και της µη κυρτής µε την ίδια

κορυφή και τις ίδιες πλευρές , είναι το επίπεδο.

• Η πρόσθεση γωνιών επεκτείνεται και για περισσότερες απο δύο

γωνίες. Το άθροισµα όµως δύο ή περισσότερων γωνιών,δεν

είναι πάντοτε γωνία µε τον ορισµό που δώσαµε , διότι µπορεί

το άθροισµα να είναι µεγαλύτερο απο µια πλήρη γωνία.

Β.  Αφαίρεση γωνιών

Για να αφαιρέσουµε δύο γωνίες τις µετατοπίζουµε κατάλληλα

ώστε να συµπίπτουν οι κορυφές τους, και η µια πλευρά τους.

Στο διπλανό σχήµα έχουµε: � � �xΟz xΟy yΟz− =

Γ.  Γινόµενο φυσικού αριθµού µε γωνία

Για να πολλαπλασιάσουµε µία γωνία µε φυσικό αριθµό ν, αθροίζουµε ν διαδοχικές γωνίες

ίσες µε την αρχική γωνία. Για παράδειγµα, γράφουµε: � � � �

ν όροι

ν xΟz xΟz xΟz xΟz⋅ = + + ⋅ ⋅ ⋅ +

Γωνίες µε ορισµένη σχέση

Συµπληρωµατικές ονοµάζονται δύο γωνίες µε άθροισµα ίσο µε µία ορθή (σχ. 1).

Παραπληρωµατικές ονοµάζονται δύο γωνίες µε άθροισµα ίσο µε µία ευθεία γωνία (σχ. 3).

Αποδεικνύεται ότι δύο εφεξής και παραπληρωµατικές γωνίες έχουν τις µη κοινές πλευρές
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26. Η γωνία - Ο κύκλος

τους αντικείµενες και αντίστροφα.

Κατακορυφήν ονοµάζονται δύο γωνίες µε κοινή κορυφή και αντίστοιχες πλευρές αντικείµενες (σχ. 2).

Αποδεικνύεται ότι:

Για τις κατακορυφήν γωνίες ισχύουν:

ι. Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.

ιι. Οι διχοτόµοι δύο κατακορυφήν γωνιών είναι αντικείµενες ηµιευθείες.

Κύκλος είναι το επίπεδο σχήµα του οποίου όλα τα σηµεία

ισαπέχουν απόσταση ρ από ένα σταθερό σηµείο Ο και συµ-

βολίζεται µε (Ο,ρ). Το σηµείο Ο λέγεται κέντρο του κύκλου

και η απόσταση ρ ακτίνα του κύκλου.

Ίσοι λέγονται δύο κύκλοι αν µε κατάλληλη µετατόπιση συ-

µπίπτουν µεταξύ τους. ∆ύο ίσοι κύκλοι έχουν ίσες ακτίνες

και αντίστροφα.

Στοιχεία του κύκλου

Τόξο είναι το τµήµα του κύκλου που ορίζεται από δύο τυχαία

σηµεία του κύκλου.

Χορδή είναι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο τυχαία

σηµεία του κύκλου.

Απόστηµα χορδής λέµε το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα  που

άγεται απο το κέντρο του κύκλου πρός τη χορδή.

∆ιάµετρος κύκλου είναι µία χορδή που διέρχεται από το

κέντρο του.

Σύγκριση τόξων

Ισα λέγονται δύο τόξα αν µε κατάλληλη µετατόπιση πάνω

στον κύκλο συµπίπτουν τα άκρα τους. ∆ιαφορετικά το τόξο

του οποίου το άκρο είναι εσωτερικό του άλλου τόξου είναι

το µικρότερο. Η σύγκριση τόξων έχει νόηµα  όταν τα τόξα

βρίσκονται στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους.

Επίκεντρη λέγεται µία γωνία που έχει την κορυφή της στο

κέντρο ενός κύκλου. Οι πλευρές της επίκεντρης γωνίας ορί-

ζουν στον κύκλο το αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης γωνίας

και λέµε ότι η γωνία βαίνει στο τόξο ΑΒ.

Σχέση επίκεντρης γωνίας και αντίστοιχου τόξου

∆ύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα ,αν και µόνον αν, οι αντί-

στοιχες επίκεντρες γωνίες τους είναι ίσες.
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27.Η γωνία - Ο κύκλος

Άµεσα συµπεραίνουµε ότι:

• Κάθε διάµετρος διαιρεί τον κύκλο σε δύο ίσα τόξα που λέγονται

ηµικύκλια.

• ∆ύο κάθετες διάµετροι διαιρούν τον κύκλο σε τέσσερα ίσα τόξα που λέγο-

νται τεταρτοκύκλια.

• ∆ύο τόξα ενός κύκλου είναι άνισα όταν οι αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες τους

είναι επίσης άνισες.

• Το µέσο κάθε τόξου είναι µοναδικό.

Μέτρο τόξου και γωνίας

Μέτρο τόξου   είναι ο θετικός αριθµός που εκφράζει τη σχέση του τόξου µε το τόξο µιας

µοίρας. Τόξο µιας µοίρας είναι το τόξο που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία µιας µοίρας (1ο).

Μέτρο γωνίας είναι το µέτρο του τόξου στο οποίο βαίνει αν την καταστήσουµε επίκεντρη.

Β.                 ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Kάνουµε ένα σχήµα και σηµειώνουµε τις ίσες γωνίες µε τα ίδια γράµµατα και έχουµε

υπόψη µας τα εξής:

• Οι συµπληρωµατικές γωνίες έχουν άθροισµα 90ο, οι παραπληρωµατικές  γωνίες έχουν

άθροισµα 180ο.

• Η διχοτόµος µιας γωνίας τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες.

• Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.

Γ.                          ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να αποδείξετε ότι οι διχοτόµοι δύο εφεξής παραπληρωµατικών γωνιών είναι κάθετες.

Λύση

Αρκεί να αποδείξουµε ότι η γωνία ΑΟΒ είναι 90ο.

Σηµειώνουµε τις ίσες γωνίες του σχήµατος και έχου-

µε:

�0 0 0
2ω 2φ 180 ω φ 90 ΑΟΒ 90+ = ⇔ + = ⇔ = .
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28. Η γωνία - Ο κύκλος

Άσκηση 2

Να υπολογίσετε τον άγνωστο x στις παρακάτω περιπτώσεις.

Λύση

ι. Oι γωνίες ω και θ είναι συµπληρωµατικές,οπότε έχουµε:

�
ο

0 ο 0 ο ο ο 0

ο 0

6x 12
ω θ 90 3x 1 90 6x 12 9x 3 270

3

15x 285 x 19

� −
+ = ⇔ + − = ⇔ − + − = ⇔

= ⇔ =

ιι. Oι γωνίες ω και θ είναι παραπληρωµατικές,οπότε έχουµε:

� 0 ο ο 0 0 0
ω θ 180 x 5 3x 3 180 4x 178 x 44,5�
+ = ⇔ + + − = ⇔ = ⇔ =

ιιι. Oι γωνίες ω και θ είναι κατακορυφήν ,οπότε έχουµε :

� ο 2 2 ο ο ο οω θ 5x 7 x 1 x 5x 6 0 x 2 ή x 3�= ⇔ − = − ⇔ − + = ⇔ = =

Άσκηση 3

Θεωρούµε αµβλεία γωνία �AOB και στο εσωτερικό της την ηµιευθείαOΓ ΟΑ.⊥  Αν Ο∆,

ΟΕ οι διχοτόµοι των γωνιών �AOB και �ΒOΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι � 0
∆OΕ = 45 .

Λύση
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3 1
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3

x
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ω

= −

−
=
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Αν ονοµάσουµε τις ίσες γωνίες µε ω και φ όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα και τη γωνία

�ΓO∆ x= , αρκεί να αποδείξουµε ότι: 
x ω

φ x
2

+
+ =

Έχουµε 
x ω

φ x 2φ 2x x ω 2φ x ω
2

+
+ = ⇔ + = + ⇔ + = , που ισχύει.

Άσκηση 4

Έστω Α,Β σηµεία ηµικυκλίου και Μ το µέσο του τόξου �AB  .

i. Αν Ρ σηµείο του ηµικυκλίου που δεν ανήκει στο�AB τότε αποδείξτε ότι �
� �
ΡΑ+ΡB

PM =
2

.

ii. Αν Σ σηµείο του τόξου �ΜB τότε αποδείξτε ότι:�
� �
ΣΑ - ΣB

ΣM =
2

.

Λύση

i. Aφού το Μ είναι µέσο του τόξου�AB  είναι � �AΜ ΜΒ= .

Τότε έχουµε:

� � � � � � �

� �( )
� � �

ΡΑ ΡB ΡΑ ΡΑ 2ΑΜ 2ΡΑ 2ΑΜ

2 2 2

2 ΡΑ ΑΜ

ΡΑ ΑΜ PM
2

+ + + +
= = =

+

= = + =

ii. 
� �

� � � �( ) �
�B 2

2 2 2

ΣΜ +ΜΑ− ΜΒ−ΣΜ
ΣΑ−Σ ΣΜ

= = = ΣΜ

Άσκηση 5

Με βάση το διπλανό σχήµα να υπολογιστούν οι x και y

αν �AΒ = 2x ,�BΓ = 2y + 3 και � 0
Α∆ = 200 .

Λύση
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Είναι � � �

� �

0 0

0 0 0 0 0

200 200

180 200 20 2x 20 x 10

Α∆ = ⇔ ΑΓ+Γ∆ = ⇔

+Γ∆ = ⇔ Γ∆ = ⇔ = ⇔ =

� � 0 0 0 0
180 20 2y 3 180 y 78,5ΑΒ+ΒΓ = ⇔ + + = ⇔ =

Άσκηση 6

Σε κύκλο (Θ, ρ) παίρνουµε σηµείο Γ και γράφουµε τον κύκλο (Γ, ρ). Ονοµάζουµε Α ένα κοινό

σηµείο των κύκλων και φέρνουµε τις διαµέτρους ΑΕ και ΑΖ των κύκλων (Θ, ρ) και (Γ, ρ)

αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα ΕΓ και ΘΖ είναι ίσα.

Λύση

Είναι � �ΑΓΕ ΑΘΖ=  (ηµικύκλια ίσων κύκλων) και � �ΑΘ ΑΓ=  (τόξα των ίσων χορδών ΑΘ και

ΑΓ). Άρα � �ΕΓ ΘΖ=  (διαφορές ίσων τόξων). Εποµένως ΕΓ ΘΖ=  (ως χορδές ίσων τόξων).

Άσκηση 7

∆ύο γωνίες ΑΟΓ και ΒΟΓ έχουν κοινή κορυφή, κοινή πλευρά και δεν είναι εφε-

ξείς. Να δειχθεί ότι η γωνία των διχοτόµων των γωνιών είναι ίση µε την ηµιδιαφο-

ρά των γωνιών.

Λύση

Φέρνουµε τις ΟΚ, Ο∆ διχοτόµους των ˆΑΟΓ  και ˆΒΟΓ .

Είναι 
ˆ ˆ ˆ ˆΑΟΓ ΒΟΓ ΑΟΓ ΒΟΓ

ˆˆ ˆ∆ΟΚ β α
2 2 2

−
= − = − = .
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Άσκηση 8

Από σηµείο Ο µιας ευθείας ΑΒ φέρνουµε προς το ίδιο µέρος της ΑΒ ηµιευθείες ΟΓ και

Ο∆ τέτοιες ώστε, οι γωνίες ΑΟΓ, ΓΟ∆ και ∆ΟΒ να είναι διαδοχικές. Αν ΟΚ και ΟΗ είναι

οι διχοτόµοι των γωνιών ΑΟΓ και ΒΟ∆ αντίστοιχα και ˆ οΚΟΗ = 100 , να υπολογισθεί η

γωνία ΓΟ∆.

Λύση

Είναι ο ο
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆφ x ω 100 2φ 2x 2ω 200+ + = ⇔ + + =     (1)

Ακόµα είναι : ο
ˆ ˆˆ2φ x 2ω 180+ + =          (2)

Από τις (1) και (2) έχουµε 
ο

x̂ 20= .

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Nα υπολογίσετε τη γωνία  ω σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

ι. η γωνία ω είναι τετραπλάσια από την παραπληρωµατική της.

ιι. η γωνία ω είναι κατά 10ο µικρότερη από την συµπληρωµατική της.

ιιι. η παραπληρωµατική της γωνίας ω και η συµπληρωµατική της έχουν άθροισµα

ίσο µε 220ο.

2. Να υπολογίσετε τον άγνωστο x στις παρακάτω περιπτώσεις.

O x
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3. Να υπολογίσετε τις γωνίες φ και ω στις παρακάτω περιπτώσεις:

ι. οι γωνίες είναι συµπληρωµατικές και η διαφορά τους ισούται µε το 1/9 της ορθής.

ιι. οι γωνίες είναι παραπληρωµατικές και η διαφορά τους ισούται µε τα 10/9 της ορθής.

4. Έστω ορθή γωνία �xΟy  και οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆  τέτοιες ώστε οι ηµιευθείες Οx

και Οy να είναι αντίστοιχα οι διχοτόµοι τους. Αν οι ηµιευθείες ΟΒ και ΟΓ βρίσκονται

στο εσωτερικό της  �xΟy , δείξτε ότι οι �ΑOΓ  και �ΒO∆  είναι παραπληρωµατικές.

5. Έστω οι ηµιευθείες ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ και Ο∆ τέτοιες ώστε η γωνία �ΒOΓ να είναι ορθή. Να

υπολογίσετε τη γωνία �ΑO∆ αν:

ι. οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆  είναι συµπληρωµατικές.

ιι. οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆ είναι παραπληρωµατικές.

6. Έστω οι γωνίες ω και φ οι οποίες έχουν κοινή κορυφή, µία κοινή πλευρά και δεν είναι

εφεξής. Αν η διαφορά τους είναι ίση µε 90ο , δείξτε ότι η διαφορά των διχοτόµων τους

είναι ίση µε 45ο.

7. Να υπολογιστούν τα τόξα �AΕ   και  �AΘ  στο διπλανό σχήµα

αν ισχύουν � � �A 3Θ+ΕΒ = ΑΒ  και � �1

5
∆Θ = ΒΘ  .

8. Έστω γωνία  �ΑΟΒ  και ηµιευθεία  ΟΓ στο εσωτερικό της τέτοια ώστε � �3 5ΑΟΓ = ΒΟΓ .

Αν η ηµιευθεία Ο∆ είναι εσωτερική της �ΒΟΓ  να δείξετε ότι  �
� �3 5
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ΑΟ∆ − ΒΟ∆
ΓΟ∆ =



33.Η γωνία - Ο κύκλος

Ε.                     ΤΟ   ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ   ΘΕΜΑ

Έστω τόξο �AB  ενός κύκλου (Ο,ρ) και σηµείο Μ τέτοιο ώστε � �µΑΜ = ΜΒ
ν

. ∆είξτε ότι

για τυχαίο σηµείο Σ του κύκλου εξωτερικό του τόξου ΜΑ ισχύει

� � �ν µ
ΣΜ = ΣΑ + ΣΒ

µ + ν µ + ν
.




