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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Αγαπητοί συνάδελφοι,

Φίλοι µαθητές και µαθήτριες

Η καινούργια µας σειρά βιβλίων µε τον τίτλο “ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα” δηµιουργήθηκε

από µια ιδέα µας για το περιοδικό “Εξετάσεις” της Ελευθεροτυπίας. Παρουσιάσαµε

στην εφηµερίδα τα µαθήµατα, όπως γίνονται στον πίνακα, δηµιουργώντας για το

σκοπό αυτό την πολυπληθέστερη συγγραφική οµάδα που έχει ποτέ συσταθεί,

προσπαθώντας την εµπειρία της τάξης να την αποτυπώσουµε στο χαρτί. Τη

συγγραφική οµάδα αποτελούν καθηγητές συγγραφείς καταξιωµένοι στη συνείδηση

γονιών και µαθητών για την ποιότητα της δουλειάς τους.

Η συλλογική αυτή προσπάθεια, εµπλουτισµένη, σε σχέση µε το υλικό που παρου-

σιάστηκε στην εφηµερίδα, απευθύνεται, αφενός στον καθηγητή που θέλει να

παρουσιάσει το µάθηµά του στην τάξη µε µια µεθοδικότητα, αφετέρου στο φιλόπονο

µαθητή που θέλει να διαβάσει, να µελετήσει και να κατανοήσει την ύλη, χωρίς να

σπαταλήσει τον πολύτιµο χρόνο του.

Γι’ αυτό κάθε µάθηµα ολοκληρώνεται σ’έναν τόµο. Στο βιβλίο που κρατάτε στα

χέρια σας περιέχονται µια σειρά από νέες, στην Ελληνική βιβλιογραφία, ασκήσεις

καθώς και συνδυαστικά θέµατα.

Ο σκοπός µας: να δηµιουργήσουµε ένα “εργαλείο δουλειάς” για όλους µας.

Η ύλη χωρίστηκε σε 12 ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα που το καθένα περιέχει:

Τις απαραίτητες γνώσεις θεωρίας, µε παρατηρήσεις για βαθύτερη κατανόηση.

Λυµένα παραδείγµατα, στα οποία καταδεικνύεται η µεθοδολογία επίλυσής

τους σε κίτρινο πλαίσιο.

Λυµένες ασκήσεις.

Τα προτεινόµενα θέµατα µε υποδείξεις - απαντήσεις σε µπλέ πλαίσιο.

Το “ξεχωριστό θέµα”.

Όσοι από τους συναδέλφους επιθυµούν να έχουν τις λύσεις των ασκήσεων, για έλεγχο

των απαντήσεων, µε χαρά θα τις στείλουµε αν επικοινωνήσουν µαζί µας. Επίσης, θα

θέλαµε κρίσεις, παρατηρήσεις,  καθώς και επισηµάνσεις γι’ αυτή µας την προσπάθεια,

ώστε η γόνιµη αυτή ανταλλαγή απόψεων να βοηθήσει στη βελτίωση των µελλοντικών

µας εκδόσεων.

Η συγγραφική οµάδα
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Α.       ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Πρωταρχικές γεωµετρικές έννοιες

Τις έννοιες: σηµείο, ευθεία και επίπεδο τις δεχόµαστε ως

αρχικές.

i Το σηµείο δεν έχει διαστάσεις. Παριστάνεται µε µια τελεία

και συµβολίζεται µε ένα κεφαλαίο γράµµα (π.χ Σηµείο Α

(βλ.σχήµα)).

i Η ευθεία είναι µια γραµµή που χαράζεται µε τη βοήθεια

του κανόνα.

Συµβολίζεται µε ένα µικρό γράµµα, π.χ. ε ή µε τα γράµµατα

δυο σηµείων της π.χ. Γ∆ (βλ.σχήµα).

i Το επίπεδο είναι µια λεία επίπεδη επιφάνεια, όπως για πα-

ράδειγµα η επιφάνεια ενός τραπεζιού.

Για να αναζητήσουµε και να ερµηνεύσουµε τις σχέσεις και τις ιδιότητες των στοιχείων αυ-

τών,δεχόµαστε ορισµένες αλήθειες,που τις ονοµάζουµε αξιώµατα.

Αξίωµα 1.

Από δύο σηµεία διέρχεται µοναδική ευθεία.

Με το αξίωµα 1 αποδεικνύουµε τα παρακάτω θεωρήµατα:

Θεώρηµα 1

∆υο ευθείες που έχουν δύο τουλάχιστον κοινά σηµεία συµπίπτουν.

Άρα δύο διαφορετικές ευθείες µπορεί να έχουν:

• µοναδικό κοινό σηµείο οπότε λέµε ότι τέµνονται.

• κανένα κοινό σηµείο οπότε λέµε ότι είναι παράλληλες.

Θεώρηµα 2

Αν τρία σηµεία ανήκουν στην ίδια ευθεία,τότε το καθένα

ανήκει στην ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο.

A

å

å
BA

å
ÄÃ

1 Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

å
BÃA



14. Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

Αξίωµα 2.

Κάθε επίπεδο περιέχει τρία τουλάχιστον σηµεία µη συνευ-

θειακά. Απο τρία µη συνευθειακά σηµεία διέρχεται ένα µόνο

επίπεδο.

Με το αξίωµα 2 αποδεικνύουµε τα παρακάτω θεωρήµατα:

Θεώρηµα 3

Υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο του επιπέδου που δεν ανήκει σε µια δοσµένη ευθεία.

A

å

Θεώρηµα 4

Από ένα σηµείο διέρχονται άπειρες ευθείες.

A

Αξίωµα 3.

Μια ευθεία έχει άπειρα σηµεία. (εκτείνεται απεριόριστα προς τις δύο κατευθύνσεις)

A B Ã Ä Å
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15.Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

Η ηµιευθεία

Έστω ευθεία ε και Α ένα τυχαίο σηµείο της. Το σηµείο Α χωρίζει την ευθεία σε δύο τµήµατα

που συµβολίζονται µε Αx και Ax΄και λέγονται ηµιευθείες µε αρχή το σηµείο Α.

x´
A å x

Η ευθεία ε λέγεται φορέας της ηµιευθείας Αx. ∆ύο ηµιευθείες µε µοναδικό κοινό σηµείο την

αρχή και κοινό φορέα ονοµάζονται αντικείµενες ηµιευθείες.

Το ευθύγραµµο τµήµα

Ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ ονοµάζεται το τµήµα µιας ευθείας ε που ορίζεται από δύο σηµεία

της Α,Β που ονοµάζονται άκρα του ευθύγραµµου τµήµατος ενώ η ευθεία ε ονοµάζεται

φορέας του τµήµατος.

A B
å

∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα µε µοναδικό κοινό σηµείο το ένα άκρο τους λέγονται διαδοχικά.

Ôá ÁÂ êáé ÂÃ åßíáé äéáäï÷éêÜ.
Ôá Á êáé Ã åßíáé åêáôÝñùèåí ôïõ Â.
Ôá Â êáé Ã åßíáé ðñüò ôï ßäéï ìÝñïò
ôïõ Á.

å

ÃÂÁ

        

Τα ΑΒ και ΒΓ είναι διαδοχικά.

ε

Γ

ΒΑ

Μετατοπίσεις στο επίπεδο

Το σχήµα που προκύπτει από τη µετατόπιση ενός σχήµατος από την αρχική του θέση σε

κάποια άλλη θέση έτσι ώστε το σχήµα να παραµένει αναλοίωτο ως προς τη µορφή και το

µέγεθος ,ονοµάζεται οµόλογο ( ή εικόνα ) του αρχικού.

Σύγκριση ευθυγράµµων τµηµάτων

∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα ονοµάζονται ίσα όταν µε κατάλ-

ληλη µετατόπιση συµπίπτουν.

Μέσο ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι ένα µοναδικό

σηµείο Ο µεταξύ των Α και Β τέτοιο ώστε ΑΟ = ΟΒ.

OA B

ΑΟ = ΟB



16. Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

∆ύο σηµεία Α και Β λέγονται συµµετρικά ως προς κέντρο Ο, αν το Ο είναι µέσο του ευθύ-

γραµµου τµήµατος ΑΒ δηλαδή ΑΟ = ΟΒ.

Πράξεις µεταξύ ευθυγράµµων τµηµάτων

Α) Πρόσθεση ευθυγράµµων τµηµάτων.

Για να προσθέσουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα, µε τη βοήθεια του διαβήτη τα µετατοπί-

ζουµε πάνω στην ίδια ευθεία ώστε να είναι διαδοχικά.

Όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα το ΑΒ µετατοπίζεται στο ΚΛ, το Γ∆ µετατοπίζεται στο ΛΖ.

K Ë Z

å

Ä

B

Ã

Á

Τότε ΑΒ + Γ∆ = ΚΖ. Το τµήµα ΚΖ λέγεται άθροισµα των ΑΒ και Γ∆.

Β) Αφαίρεση ευθυγράµµων τµηµάτων.

Για να αφαιρέσουµε δύο ευθύγραµµα τµήµατα, τα µετατοπίζουµε κατάλληλα, µε τη βοήθ-

εια του διαβήτη, ώστε να βρίσκονται στην ίδια ευθεία και να έχουν κοινό άκρο και κοινά

εσωτερικά σηµεία.

Όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα το ΑΒ µετατοπίζεται στο ΕΖ, το Γ∆ µετατοπίζεται στο ΕΛ.

    

å

Z

Â

Ã
ÄA

ËE

Τότε ΑΒ - Γ∆ = ΛΖ. Το τµήµα ΛΖ λέγεται διαφορά των ΑΒ και Γ∆.

Γ) Γινόµενο φυσικού αριθµού µε ευθύγραµµο τµήµα.

Για να πολλαπλασιάσουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε

φυσικό αριθµό ν, µετατοπίζουµε ν φορές το ευθύγραµµο

τµήµα στην ίδια ευθεία.

Όπως φαίνεται στο επόµενο σχήµα το ΑΒ µετατοπίζεται

διαδοχικά στα ευθύγραµµα τµήµατα Α
1
Α

2
, Α

2
Α

3
, Α

3
Α

4
,….,

Α
ν
Α

ν+1
.

Τα ν διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα σχηµατίζουν το ευθύ-

γραµµο τµήµα Α
1
Α

ν + 1
 ,που είναι ίσο µε  ν . ΑΒ.

í ôìÞìáôá ßóá ìå ôï ÁÂ

A1 A2 A3 Aí Aí + 1

å

B

A



17.Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

Μέθοδος 2

Μέθοδος 1

Μήκος ευθύγραµµου τµήµατος

Μήκος ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι ένας θετικός αριθµός που δείχνει πόσες

φορές µεγαλύτερο ή µικρότερο είναι το ΑΒ από ένα  ευθύγραµµο τµήµα που θεωρούµε

ότι έχει µήκος τη µονάδα.

Το µήκος ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ λέγεται και απόσταση των σηµείων Α και Β.

Για παράδειγµα στο επόµενο σχήµα είναι ΑΒ = 3x δηλαδή ΑΒ = 3.

A x x

x

x B

Β.                   ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

1. Όταν δίνεται το µέσο Μ ενός ευθύγραµµου τµήµατος, έστω ΑΒ, να έχουµε πάντα

υπόψη ότι  
AB

AM MB
2

= = .

2. Για να αποδείξουµε µια σχέση ισότητας ευθυγράµµων τµηµάτων.

• Ξεκινάµε από το µέλος που µπορούν να γίνουν πράξεις.

• Προσπαθούµε µε κατάλληλες προσθαφαιρέσεις να εκφράσουµε τα  ευθύγραµµα τµή-

µατα που έχουµε συναρτήσει των τµηµάτων του άλλου µέλους της ισότητας.

• Συνήθως συµβολίζουµε µε τα ίδια γράµµατα τα ίσα ευθύγραµµα τµήµατα.

Γ.             ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ και Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ και ΒΓ

αντίστοιχα. ∆είξτε ότι 
AΓ

MΝ =
2

.

A B Ã

M N

á á â â



18. Βασικά γεωµετρικά σχήµατα

Λύση

1ος τρόπος

Έχουµε Μ µέσο του ΑΒ ,οπότε 
AΒ

AM MΒ
2

= =  .

Οµοίως Ν µέσο του ΒΓ, οπότε 
ΒΓ

ΒΝ ΝΓ
2

= = .

Άρα 
(1),(2) AΒ ΒΓ ΑΒ ΒΓ ΑΓ

ΜΒ ΒΝ
2 2 2 2

+
+ = + = = .

2ος τρόπος

Αν ονοµάσουµε ΑΜ = ΜΒ = α και ΒΝ = ΝΓ = β τότε: 
( )2 α β ΑΓ

ΜΝ α β
2 2

+
= + = =

Άσκηση 2

Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ και Γ∆

αντίστοιχα. ∆είξτε ότι 
Α∆ + ΒΓ

i. ΜΝ = ii. ΑΓ + Β∆ = Α∆ + ΒΓ
2

Λύση

i.

1ος τρόπος

Έχουµε Μ µέσο του ΑΒ,οπότε 
AΒ

AM MΒ
2

= = .

Επειδή Ν µέσο του Γ∆ ,είναι 
Γ∆

ΓΝ Ν∆
2

= = .

Άρα Α∆ ΒΓ ΑΒ ΒΓ Γ∆ ΒΓ ΑΒ 2ΒΓ Γ∆
ΜΒ ΒΓ ΓΝ ΜΝ

2 2 2 2 2

+ + + +
= = + + = + + =

2ος τρόπος

A B Ã Ä

M N

A B

Ó

Ì

Ñ
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i. Αν ονοµάσουµε ΑΜ = x = ΜΒ και ΓΝ = y = ΝΒ, τότε:

Α∆ ΒΓ 2x ΒΓ 2y ΒΓ
x ΒΓ y ΜΝ

2 2

+ + + +
= = + + =

ii. ΑΓ + Β∆ = 2x + ΒΓ + ΒΓ + 2y = 2x + ΒΓ + 2y + ΒΓ = Α∆ + ΒΓ.

Άσκηση 3

Σε ευθεία ε θεωρούµε το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, το µέσο Μ, ένα τυχαίο σηµείο Σ

µεταξύ των Μ και Β, και Ρ ένα τυχαίο εξωτερικό σηµείο του ΑΒ. ∆είξτε ότι:

ΣΑ - ΣΒ
i. ΣΜ =

2
 και 

ΡΑ + ΡΒ
ii. ΡΜ =

2
.

Λύση

Έχουµε Μ µέσο του ΑΒ ,οπότε 
AΒ

AM MΒ
2

= =   (1).

i. 
( )ΣΜ ΜΑ ΜΒ ΣΜΣΑ ΣΒ ΣΜ ΜΑ ΜΒ ΣΜ

2 2 2

+ − −− + − +
= = =

    
2ΣΜ ΜΒ ΜΒ

ΣΜ
2

+ −
= = .

ii. 
( )1ΡΑ ΡΒ ΡΜ ΜΑ ΡΜ ΜΒ 2ΡΜ ΜΒ ΜΒ

ΡΜ
2 2 2

+ + + − + −
= = = .

Άσκηση 4

Στην ευθεία ε παίρνουµε τα σηµεία Α, Β, Σ και Κ. Το σηµείο Σ είναι εσωτερικό σηµείο του

τµήµατος ΑΒ ώστε 
3

ΣΒ =
4

ΣΑ. Το σηµείο Κ είναι εξωτερικό του τµήµατος ΑΒ προς το

µέρος του Α. Να δειχθεί ότι: 
3·ΚΑ + 4·ΚΒ

ΚΣ =
7

.

K Ó ÂA
å
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Λύση

Είναι ΚΣ ΚΑ ΑΣ 3·ΚΣ 3·ΚΑ 3·ΑΣ= + ⇔ = +  και

3
ΚΣ ΚΒ ΣΒ 4·ΚΣ 4·ΚΒ 4·ΣΒ 4·ΚΒ 4· ΣΑ 4ΚΒ 3ΣΑ

4
= − ⇔ = − = − = −

Άρα είναι 
3·ΚΑ 4·ΚΒ

7ΚΣ 3·ΚΑ 4·ΚΒ ΚΣ
7

+
= + ⇔ =

Άσκηση 5

Σε ευθεία ε δίνονται στη σειρά τα σηµεία Α, Ρ, Β, Σ ώστε ΡΑ = κ·ΡΒ και ΣΑ = κ·ΣΒ, όπου

κ θετικός. Να δειχθεί ότι: ( ) ( ) ( )

2 1 1
= +

ΑΒ ΑΡ ΑΣ .

Λύση

Θέλουµε να δείξουµε ότι: ( ) ( )

2 1 1

ΑΒ ΑΡ ΑΣ
= + .

Αρκεί να δείξουµε: 
( )

( )

( )

( )

ΑΒ ΑΒ
2

ΑΡ ΑΣ
+ = .

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

ΑΒ ΑΒ ΑΡ ΡΒ ΑΣ ΣΒ κΡΒ ΡΒ κΣΒ ΣΒ

ΑΡ ΑΣ ΑΡ ΑΣ κΡΒ κΣΒ

+ − + −
+ = + = + =

( )( )

( )

( )( )

( )

κ 1 ΡΒ κ 1 ΣΒ κ 1 κ 1
2

κ ΡΒ κ ΣΒ κ κ

+ − + −
+ = + =

∆.                     ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Έστω Α, Β, Γ συνευθειακά σηµεία και τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ µε µέσο το Μ, ΑΓ

µε µέσο το Θ και ΑΒ < ΑΓ. ∆είξτε ότι το σηµείο Θ βρίσκεται

i.  µεταξύ των Μ και Β, αν ΑΓ < 2ΑΒ και

ii. µεταξύ των Β και Γ, αν ΑΓ > 2ΑΒ.

A Â ÓM

å
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2. Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και Γ µέσο του Β∆. ∆είξτε ότι

2ΑΓ > Α∆.

3. Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ και Γ∆

αντίστοιχα. Αν ισχύει 
ΜΝ

ΒΓ
2

= , δείξτε ότι Α∆ = ΜΓ + ΒΝ.

4. ∆ίνεται τµήµα ΑΒ ευθείας ε και ένα εσωτερικό σηµείο Μ, τέτοιο ώστε 
5

MA MB
3

= . Αν

Σ είναι σηµείο στην προέκταση του ΑΒ προς το Β, τέτοιο ώστε 
5

ΣΑ ΣΒ
3

= , αποδείξτε

ότι: ( ) ( ) ( )

1 1 1

ΑΒ ΑΜ ΑΣ
= + .

5. Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α,Β,Γ,∆ τέτοια ώστε ΒΓ = 2ΑΒ και Γ∆ = 3ΑΒ.

Αν Μ,Ν,Θ είναι τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ και Γ∆ αντίστοιχα και Ν΄ είναι το συµµετρικό του Ν µε

κέντρο το Γ να δείξετε ότι ΑΜ = ΘΝ΄.

Ε.                 ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Αν α, β, γ είναι τρία ευθύγραµµα τµήµατα τέτοια ώστε α > β > γ να δειχθεί ότι:

α + β + γ
γ < < α

3






