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Αναλογίες

Α.              ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Λόγος  δύο ευθυγράµµων τµηµάτων ΑΒ και Γ∆ ονοµάζεται ο θετικός αριθµός λ για τον

οποίο ισχύει:
ΑΒ

AB λ Γ∆ λ
Γ∆

= ⋅ ⇔ =

Μέτρο ενός ευθυγράµµου τµήµατος ονοµάζεται ο λόγος του µεγέθους προς το µέ-γεθος

ενός άλλου ευθυγράµµου τµήµατος που θεωρείται σαν µονάδα µέτρησης.

Πόρισµα:   ∆υο ίσα ευθύγραµµα τµήµατα έχουν ίσα µέτρα και αντιστρόφως.

Θεώρηµα: Ο λόγος δύο ευθυγράµµων τµηµάτων ισούται µε το λόγο των µηκών τους ως

προς την ίδια µονάδα µέτρησης και είναι ανεξάρτητα από τη µονάδα µέτρησης.

Αναλογία είναι η ισότητα λόγων. Η σχέση  
α γ

λ
β δ
= =   είναι αναλογία µε λόγο λ και όρους

τα τµήµατα α,β,γ,δ. Στην πιο πάνω αναλογία τα τµήµατα α και γ λέγονται ανάλογα των β

και δ. Τα α και δ λέγονται άκροι όροι ενώ τα β και γ µέσοι της αναλογίας. Ο τέταρτος όρος

δ λέγεται τέταρτη ανάλογος των α, β και γ. Στην αναλογία  
α β

β γ
=   οι µέσοι όροι είναι ίσοι.

Αυτή η αναλογία λέγεται συνεχής και ο β λέγεται µέση ανάλογος ή γεωµετρικός µέσος

των α και γ.

Ιδιότητες των αναλογιών.

   
α γ

αδ βγ
β δ
= ⇔ =  ,       

α γ α β

β δ γ δ
= ⇔ =      

α γ δ γ

β δ β α
= ⇔ =

   
α γ α β γ δ

β δ β δ

± ±
= ⇔ = ,       

α γ α γ

β δ α β γ δ
= ⇔ =

± ±

   
α γ κ α γ ... κ

...
β δ λ β δ ... λ

+ + +
= = = =

+ + +

11
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Αρµονική διαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος

Σε κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, για κάθε εσωτερικό σηµείο Μ του ΑΒ υπάρχει ένα εξωτε-

ρικό σηµείο Ν του ΑΒ τέτοιο ώστε :
MA NA

MB NB
=

Τα σηµεία Μ και Ν ονοµάζονται αρµονικά συζυγή των Α και Β και τα τέσσερα σηµεία Α,

Μ, Β, Ν λέγονται αρµονική τετράδα.

Ιδιότητες

1. Τα σηµεία Ν και Μ βρίσκονται προς το ίδιο µέρος του µέσου του ΑΒ.

2. Αρµονικό συζυγές του µέσου δεν ορίζεται.

3. Αν τα Μ και Ν είναι αρµονικά συζυγή των Α και Β, τότε τα Α και Β είναι αρµονικά

συζυγή των Μ και Ν.

4. Αν Ο το µέσο του ΑΒ τότε ισχύει 2
OA OM ON= ⋅  και αντίστροφα.

5. Σε κάθε αρµονική σηµειοσειρά ισχύει:  
2 1 1

AB AM AN
= ±

Θεώρηµα Θαλή

Αν (τρεις τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες

ευθείες, ορίζουν σ’αυτές τµήµατα ανάλογα.

∆ηλαδή µε βάση το διπλανό σχήµα ισχύει η αναλογία:

 
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

∆Ε ΕΖ ∆Ζ
= =

Θεώρηµα του Θαλή σε τρίγωνο

Αν µια ευθεία είναι παράλληλη προς µια πλευρά τριγώνου, τότε

διαιρεί τις δύο άλλες πλευρές εσωτερικά ή εξωτερικά στον ίδιο

λόγο και αντιστρόφως.

Θεώρηµα εσωτερικής διχοτόµου

Η εσωτερική διχοτόµος  γωνίας τριγώνου χωρίζει την απέναντι πλευρά σε λόγο ίσο

µε το λόγο των προσκείµενων πλευρών. ∆ηλαδή, στο διπλανό σχήµα για τη διχοτό-

µο Α∆ ισχύει: 
ΑΒ Β∆

ΑΓ Γ∆
=
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Θεώρηµα εξωτερικής διχοτόµου

Αν η εξωτερική διχοτόµος µιας γωνίας   τριγώνου τέµνει το φορέα της απέναντι πλευράς,

τότε χωρίζει εξωτερικά αυτή την πλευρά σε λόγο ίσο µε το λόγο των προσκείµενων πλευ-

ρών. Για παράδειγµα, στο παραπάνω σχήµα για τη διχοτόµο ΑΕ ισχύει: 
ΑΒ ΒΕ

ΑΓ ΓΕ
=

Παρατήρηση

Επειδή 
ΑΒ ΒΕ Β∆

ΑΓ ΓΕ ∆Γ
= =   τα σηµεία ∆ και Ε είναι αρµονικά συζυγή των Β και Γ.

Υπολογισµός των ευθύγραµµων τµηµάτων στα οποία οι διχοτόµοι διαιρούν την απένα-

ντι πλευρά.

αγ
∆Β

β γ
=

+
         

αβ
∆Γ

β γ
=

+
        

αγ
ΕΒ

β γ
=

−
        

αβ
ΕΓ

β γ
=

−
, ( β γ> )

Β.        ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Βλέπε “αναλυτική” µέθοδος  στο µάθηµα 9.

Γ.   ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, Α∆ διάµεσος αυτού και ∆Ε, ∆Ζ οι διχοτόµοι των γωνιών Α∆Β και

Α∆Γ (Ε, Ζ πάνω στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα). Να αποδείξετε ότι ΕΖ//ΒΓ.

Λύση

Από το θεώρηµα διχοτόµων στο τρίγωνο ΑΒ∆ (∆Ε διχοτόµος)

έχουµε:
ΕΑ ∆Α

ΕΒ ∆Β
=

Από το θεώρηµα διχοτόµων στο τρίγωνο Α∆Γ (∆Ζ διχοτόµος)

έχουµε:
ΖΑ ∆Α

ΖΓ ∆Γ
=

Επειδή ∆Β = ∆Γ θα είναι 
∆Α ∆Α

∆Β ∆Γ
=  οπότε 

ΕΑ ΖΑ

ΕΒ ΖΓ
=  που σηµαίνει ΕΖ//ΒΓ.
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Άσκηση 2

∆ίνεται ηµικύκλιο µε διάµετρο ΑΒ και οι ε-

φαπτόµενες Αx και Βy προς το ίδιο µέρος της

διαµέτρου. Φέρουµε εφαπτοµένη σε τυχαίο

σηµείο Μ του ηµικυκλίου που τέµνει την Αx

στο Γ, την Βy στο ∆ και την προέκταση της

ΑΒ στο Ε.  Να αποδείξετε ότι:    ΓΜ ΕΓ

∆Μ Ε∆
=

Λύση

Στο τρίγωνο ΟΜΕ είναι � �
1 2
O O=  (διότι OM∆ Ο∆Β

∆ ∆

= ) δηλαδή η Ο∆ είναι η εσωτερική

διχοτόµος του τριγώνου ΟΜΕ. Άρα:    
∆Μ ΟΜ

∆Ε ΟΕ
= (1)

Επειδή � �
3 4
O O=  (διότι OΑΓ ΟΜΓ

∆ ∆

=  ) η ΟΓ είναι  εξωτερική διχοτόµος του τριγώνου

ΟΜΕ.  Άρα:
ΓΜ ΟΜ

ΓΕ ΟΕ
= (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε:
∆Μ ΓΜ

∆Ε ΓΕ
=   ή   

ΓΕ ΓΜ

∆Ε ∆Μ
=

Τα σηµεία Γ, ∆, Μ, Ε  αποτελούν αρµονική τετράδα.

Άσκηση 3

∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και σηµεία Ε και Ζ επί των ΑΒ και Β∆. Φέρουµε ΕΖ//Α∆

και  ΖΗ//Γ∆. Να αποδείξετε ότι ΕΗ// ΑΓ.

Λύση

Είναι: 
ΒΕ ΒΖ

ΕΖ // Α∆
ΕΑ Ζ∆

⇔ = Είναι: 
ΒΗ ΒΖ

ΖΗ // Γ∆
ΗΓ Ζ∆

⇔ =

Από τις παραπάνω σχέσεις αυτές έχουµε: 
ΒΕ ΒΗ

ΕΑ ΗΓ
=  οπότε  ΕΗ //ΑΓ.

Άσκηση 4

Από το µέσο Μ πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε ευθεία παράλληλη προς τη διχοτό-

µο της γωνίας Α που τέµνει την ΒΑ στο Ε και την ΑΓ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΖ.

Λύση

Επειδή: 
ΒΕ ΒΜ

Α∆ // ΜΕ
ΑΕ ∆Μ

⇔ = (1)

  και      
ΓΖ ΓΜ

ΑΖ ∆Μ
=     ή    

ΓΖ ΒΜ

ΑΖ ∆Μ
= (2)
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Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 
ΒΕ ΓΖ

ΑΕ ΑΖ
=  (3)

Επειδή είναι � �
1 2
Α Α=  (Α∆: διχοτόµος �Α ) και � �

1 1
Α Ε= , � �

2 1
Α Ζ=  (Α∆//ΕΖ) έχουµε ότι

� �
1 1
Ζ Ε=  δηλαδή ΑΖ ΑΕ= . Η σχέση (3) επειδή ΑΖ = ΑΕ γίνεται ΒΕ = ΓΖ.

Άσκηση  5

Αν Ο είναι το σηµείο τοµής των διχοτόµων τριγώνου ΑΒΓ και Γ∆ η διχοτόµος της γωνίας

Γ, να αποδείξετε ότι:  
Ο∆ γ

ΟΓ α β
=

+

Λύση

Στο τρίγωνο Α∆Γ από το θεώρηµα διχοτόµων έχουµε:

Ο∆ Α∆

ΟΓ ΑΓ
=         (1)

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, από το θεώρηµα διχοτόµων, έχουµε:

Α∆ β

∆Β α
=

Α∆ β

∆Β Α∆ α β
⇔ = ⇔

+ +

Α∆ β

γ α β
=

+

Οπότε 
βγ

Α∆
α β

=
+

. Με αντικατάσταση στην (1), έχουµε:     

βγ

Ο∆ Α∆ γα β

ΟΓ ΑΓ β α β

+
= = =

+

Άσκηση 6

Από σηµείο Ο εκτός κύκλου (Κ,ρ) φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΟΑ και ΟΒ και τη

διάµετρο Γ∆. Αν η ΑΒ τέµνει την Γ∆ στο Ε να αποδείξετε ότι τα σηµεία Γ και ∆ είναι

αρµονικά συζυγή των Ο και Ε.

Λύση

Είναι � �
1 1
Α Γ=  (Η υπό χορδής και εφαπτοµένης γωνία,

είναι ίση µε την εγγεγραµµένη, που αντιστοιχεί στο τόξο

της χορδής) και � �
2 1
Α Γ=  (εγγεγραµµένες στα ίσα τόξα

�A∆ , �∆Β ).

Άρα � � �
2 1 1

Α Α Γ= = , οπότε η Α∆ είναι διχοτόµος στο

τρίγωνο ΕΑΟ. Επειδή η ΑΓ Α∆⊥  (�ΓΑ∆ 1=  , αντιστοι-

χεί σε ηµικύκλιο), η ΑΓ είναι εξωτερική διχοτόµος του τριγώνου ΑΕΟ. Άρα τα σηµεία Γ και

∆ είναι αρµονικά συζυγή των Ε και Ο.
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Άσκηση 7

Στην αρµονική σηµειοσειρά (Α, Β, Μ, Ν), αν τα σηµεία Ο και

Ο΄ είναι µέσα των ΑΒ, ΜΝ τότε να δείξετε ότι:

( ) ( ) ( )
22 2

4 OO ΑΒ ΜΝ′ = +

Λύση

Είναι: ΟΜ ΟΟ Ο M′ ′= −  και ΟΝ ΟΟ Ο Ν ΟΟ Ο Μ′ ′ ′ ′= + = + .

Άρα ( )( ) ( )( )ΟΜ ΟΝ ΟΟ ΟΜ ΟΟ ΟΜ′ ′ ′ ′= − +  ή ( )( ) ( ) ( )
2 2

ΟΜ ΟΝ ΟΟ Ο Μ′ ′= − .

Κατά την ιδιότητα (4) έχουµε: ( ) ( )( )
2

ΟΑ ΟΜ ΟΝ=

Άρα: ( ) ( ) ( )
2 2 2

ΟΑ ΟΟ Ο Μ′ ′= −  ή

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2ΑΒ ΜΝ
ΟΟ 4 ΟΟ ΑΒ ΜΝ

2 2

   ′ ′= − ⇔ = +   
   

Άσκηση 8

Σε τρίγωνο ΑΒΓ οι Β∆ και ΓΕ είναι διχοτόµοι και ισχύει:

ΒΕ Γ∆= .

Να δείξετε ότι: α. ΕΚ ΚΒ ∆Κ ΚΓ⋅ = ⋅ β. ΑΒ ΑΓ=

όπου Κ το έγκεντρο του τριγώνου.

Λύση

α. Αρκεί να δείξουµε ότι 
∆Κ ΚΕ

ΚΒ ΚΓ
= . Στο τρίγωνο ΒΓ∆ η ΓΚ

είναι διχοτόµος, άρα ( )
Κ∆ Γ∆

1
ΚΒ ΓΒ

= . Στο τρίγωνο ΒΕΓ η ΒΚ είναι διχοτόµος, είναι

( )
ΚΕ ΒΕ

2
ΚΓ ΒΓ

= . Από τις σχέσεις (1) και (2) και επειδή ΒΕ Γ∆= .  Έχουµε

( )
Κ∆ ΚΕ

3
ΚΒ ΚΓ

=

β. Από τη σχέση (3) έχουµε ότι Ε∆//ΒΓ. Άρα 
ΑΒ ΑΓ

ΕΒ Γ∆
= ⇔ ΑΒ ΑΓ=  (διότι ΕΒ = Γ∆)

∆.          ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο Α∆ και Ε το µέσο αυτής. Η ΒΕ τέµνει την ΑΓ στο

Ζ. Να δείξετε ότι:
ΑΖ 1

ΖΓ 2
=

2. ∆ίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΕΖ. Αν οι ευθείες Α∆, ΒΕ , ΓΖ τέµνονται στο Ο και  είναι

ΑΒ//∆Ε και ΑΓ//∆Ζ , να δείξετε ότι ΒΓ//ΕΖ.
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3. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆, (ΑΒ//Γ∆), µε Α∆ 6λ=  και ΒΓ 4λ= . Πάνω στις Α∆ και ΒΓ

παίρνουµε τα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα, ώστε 
3λ

ΑΕ
2

=  και ΒΖ λ= . Να δείξετε ότι

ΕΖ // ΑΒ // Γ∆

4. Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆, η παράλληλη προς τη ΒΓ από το Α τέµνει τη Β∆ στο Ε και η

παράλληλη προς τη ∆Γ από το Ε τέµνει την ΑΓ στο Ζ. Να δείξετε ότι ΒΖ//Α∆.

5.  Αν οι διχοτόµοι των γωνιών Α και ∆ παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ τέµνουν τις διαγώνιες

Β∆ και ΑΓ στα σηµεία Ε και Ζ, να δείξετε ότι ΕΖ//ΒΓ.

6. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος Α∆ αυτού. Αν ∆Ε//ΑΒ (Ε σηµείο της ΑΓ), να

δείξετε ότι:         
1 1 1

β γ ∆Ε
+ =

7. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( �Α 1= ) και η διάµεσος ΑΟ αυτού. Αν Α∆ και ΑΕ οι

διχοτόµοι των γωνιών �ΒΑΜ  και �ΜΑΓ , να δείξετε ότι:      

2 2

Β∆ ΓΕ
4

∆Μ ΕΜ

   
+ =   

   

Ε.         “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜA”

Τα τρίγωνα ΑΒΡ και ΑΒΣ βρίσκονται σε αντίθετα µέρη της ΑΒ. Τα σηµεία Κ, Λ, Μ

βρίσκονται πάνω στις ΑΒ, ΑΡ και ΑΣ έτσι ώστε ΚΛ//ΒΡ, ΚΜ//ΒΣ.

∆είξτε ότι:  i. 
ΑΛ ΑΜ

ΛΡ ΜΣ
=         ii. ΛΜ // ΡΣ




