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6 Παραλληλόγραµµα

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Παραλληλόγραµµο λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει παράλληλες τις απέναντι πλευ-

ρές του ΑΒ//Γ∆, Α∆//ΒΓ (βλ. σχ.) και έχει τις εξής ιδιότητες:

• Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες.

• Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες.

• Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.

Το σηµείο τοµής των διαγωνίων του παραλληλογράµµου είναι

και το κέντρο συµµετρίας του. Τα είδη των παραλληλογράµµων είναι το ορθογώνιο, ο

ρόµβος και το τετράγωνο.

Β.        ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Για να δείξουµε ότι ένα κυρτό τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο, δείχνουµε ότι ισχύει

µια από τις παρακάτω προτάσεις (κριτήρια παραλληλογράµµων):

• Οι απέναντι πλευρές του ανά δύο είναι ίσες.

• ∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες.

• Οι απέναντι γωνίες του ανά δύο είναι ίσες.

• Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.

Γ.                                                     ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση  1

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σηµείο Ε της πλευράς ΑΓ. Από το Ε φέρουµε ευθεία ε η

οποία διέρχεται από το µέσο Μ της πλευράς ΑΒ και θεωρούµε σηµείο Σ πάνω στην ε

τέτοιο ώστε ΣΜ = ΜΕ. Να δείξετε ότι ΑΣ//ΒΕ.

A B

Ä Ã



94. Παραλληλόγραµµα

Λύση

Είναι ΜΑ = ΜΒ (Μ µέσο) και ΜΕ = ΜΣ (απο υπόθεση), εποµέ-

νως  στο τετράπλευρο ΣΑΕΒ οι διαγώνιοι διχοτοµούνται δη-

λαδή είναι  είναι παραλληλόγραµµο. Άρα ΑΣ//ΒΕ.

Άσκηση  2

Έστω παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και πάνω στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α παίρνουµε

τµήµατα =
AB

AE
4

,
BΓ

ΒZ
4

= , =
Γ∆

ΓΗ
4

, =
∆A

∆Θ
4

    . Να δείξετε ότι το ΕΖΗΘ είναι

παραλληλόγραµµο.

Λύση

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΘΗ∆
�

 και ΒΕ Ζ
�

� �

Π Γ Π

Α∆ ΒΓ
∆Θ ΒΖ

4 4

3Γ∆ 3ΑΒ
∆Η ΒΕ ΘΗ∆ ΒΕΖ ΘΗ ΕΖ (1)

4 4

Θ∆Η ΕΒΖ

− −


= = = 




= = = ⇒ = ⇒ =

=



� �

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΘΕΑ
�

 και Γ Η Ζ
�

� �

Π Γ Π

ΑΒ ∆Γ
ΑΕ ΓΗ

4 4

3Α∆ 3ΒΓ
ΘΑ ΓΖ ΘΕΑ ΓΗΖ ΘΕ ΗΖ (2)

4 4

ΘΑΕ ΗΓΖ

� �− −


= = = 




= = = ⇒ = ⇒ =

=



Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο.

Άσκηση  3

Να δείξετε ότι ένα παραλληλόγραµµο ΚΛΜΝ που είναι εγγεγραµµένο σε παραλληλό-

γραµµο ΑΒΓ∆ έχει κοινό κέντρο µε το ΑΒΓ∆.

Λύση
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Θεωρούµε Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων ΛΝ και ΑΓτων

ΚΛΜΝ και ΑΒΓ∆ αντίστοιχα. Αρκεί να δείξουµε ότι ΑΟ = ΟΓ

και ΟΝ = ΟΛ. Γι’αυτό συγκρίνουµε τα τρίγωνα KAΛ
�

 και

ΝΓΜ

�

. Αυτά έχουν

� �

� �

Γ Π Γ

ΚΛ ΝΜ (απέναντι πλευρές παρ / µου)

ΑΚΛ ΝΜΓ (έχουν πλευρές παραλληλες) ΚΑΛ ΜΝΓ ΑΛ ΝΓ

ΑΛΚ ΜΝΓ (έχουν πλευρές παραλληλες)

− −

= 


= ⇒ = ⇒ =


= 

� �

Άρα ΑΛ//= ΝΓ, έτσι το ΑΛΓΝ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει δύο απέναντι πλευρές

του ίσες και παράλληλες. Άρα οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται ,δηλαδή ΑΟ = ΟΓ και ΟΝ = ΟΛ.

Άσκηση  4

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος του Α∆.  Από το ∆ φέρ-

νουµε την ∆Θ//ΑΒ ( )∈Θ ΑΓ  και την ΘΖ//ΒΓ ( )∈Ζ ΑΒ .  Α-

ποδείξτε ότι  ΑΘ = ΒΖ.

Λύση

1 2

ˆ ˆΑ Α=  (αφού η Α∆ είναι διχοτόµος) και 
1 1

ˆ ˆΑ ∆=  (αφού ∆Θ//

ΑΒ). Εποµένως 
2 1

ˆ ˆΑ ∆= , δηλ. το τρίγωνο Α∆Θ είναι ισοσκελές,

οπότε  ΑΘ = Θ∆     (1).

Επειδή το Β∆ΘΖ είναι παραλληλόγραµµο  λόγω της (1) έχουµε:

ΑΘ = Θ∆ = ΒΖ.

Άσκηση  5

Από το κέντρο Ο παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ φέρνουµε ευθεία, που

τέµνει τις δύο απέναντι πλευρές στα σηµεία Κ και Η. Να δειχθεί

ότι το ΑΚΓΗ είναι παραλληλόγραµµο.

Λύση

Τα τρίγωνα ∆ΟΗ και ΟΚΒ είναι ίσα διότι έχουν:

 ∆Ο = ΟΒ ,   
1 2

ˆ ˆΟ Ο=  και   
1 1

ˆ ˆ∆ Β= .  Άρα ΟΗ = ΟΚ.

Οι διαγώνιοι ΑΓ και ΚΗ του τετραπλεύρου ΑΚΓΗ διχοτοµού-

νται. Εποµένως το ΑΚΓΗ είναι παραλληλόγραµµο.
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1
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Å
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1

B
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4

x

Άσκηση  6

Έστω Ε και Ζ, τα µέσα των πλευρών ΑΒ και Γ∆ αντίστοιχα, παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆.

Να αποδείξετε ότι:

i. το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο.

ii. οι ΑΓ, Β∆ και ΕΖ συντρέχουν.

Λύση

i. Έχουµε AE // ΓΖ= , άρα το ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο.

ii. Οι ΑΓ, Β∆ ως διαγώνιοι του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ διχο-

τοµούνται από στο Ο. Οι ΕΖ, ΑΓ είναι διαγώνιοι του ΑΕΓΖ,

οπότε η ΕΖ διέρχεται από το µέσο Ο της ΑΓ. Άρα  οι ΑΓ, Β∆,

ΕΖ συντρέχουν.

Άσκηση  7

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Ε σηµείο της ΑΓ. Φέρουµε ∆Ζ//ΒΕ (Ζ σηµείο της

ΑΓ). Να αποδείξετε ότι ∆Ε//ΒΖ.

Λύση

Είναι ΑΒΕ ∆ΖΓ
∆ ∆

=  (ΑΒ ∆Γ= , 
1 1

ˆ ˆΑ Γ= , 
2 2

ˆ ˆΕ Ζ= ,

αφού 
1 1

ˆ ˆΕ Ζ= ) άρα ΒΕ ∆Ζ= .

Αλλά είναι και ΒΕ // ∆Ζ , οπότε  το ∆ΕΒΖ είναι παραλληλό-

γραµµο. Άρα ∆Ε // ΒΖ .

Άσκηση  8

Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ κατά τµήµα ΒΕ ΒΓ=  και

στην ηµιευθεία  ∆Α θεωρούµε σηµείο Ζ, ώστε ∆Ζ ∆Γ= . Να αποδείξετε ότι ˆΖΓΕ 90= ° .

Λύση

Έχουµε:

( )

( )
( )

1

1 2

2

ˆ ˆΖ Γ , ∆Ζ ∆Γ
ˆ ˆάρα Γ Γ 1

ˆ ˆΖ Γ εντός εναλλάξ

= = 
=

= 

( )

( )
( )

3

3 4

4

ˆ ˆΕ Γ , ΒΕ ΒΓ
ˆ ˆάρα Γ Γ 2

ˆ ˆΕ Γ εντός εναλλάξ

= = 
=

= 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι ΖΓ ΓΕ⊥  ως διχοτόµοι εφεξής και παραπληρωµατικών

γωνιών, άρα: ˆΖΓΕ 90= ° .
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∆.                                                  ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ

1. Στο παραλληλόγραµµα ΑΒΓ∆ προεκτείνουµε την ΑΒ κατά

τµήµατα ΒΘ = ΒΓ και την Α∆ κατά τµήµα ∆Η = Γ∆. Να δειχ-

θεί ότι:

α. ˆ ˆ∆ΓΗ ΒΓΘ=

β. τα σηµεία Η, Γ, Θ είναι συνευθειακά.

2. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ παίρνουµε τα σηµεία Ρ και Ζ

στις πλευρές ΑΒ και ∆Γ αντίστοιχα, ώστε 
1

ΡΒ ΑΒ
3

=  και

1
∆Ζ ∆Γ

3
= . Η ΡΖ τέµνει την προέκταση της Α∆ στο Κ. Να

δειχθεί ότι ∆Κ = Α∆.

3. Το τετράπλευρο, που έχει κορυφές τα µέσα των πλευρών άλλου

τετραπλεύρου είναι παραλληλόγραµµο.

4. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, Ε και Ζ είναι µέσα των

πλευρών ΑΒ και Γ∆.

α. Να δειχθεί ότι η διαγώνιος Β∆ χωρίζεται σε τρία ίσα

µέρη (τριχοτοµείται) από τις ΑΖ και ΓΕ.

β. Αν Ι, Θ τα σηµεία που τριχοτοµούν τη Β∆ και Μ το

µέσο της Α∆, να δείξετε ότι η ΕΜ διχοτοµεί την ΑΙ.

5. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ από τις κορυφές Α και Γ

φέρουµε τις ΑΕ και ΓΖ κάθετες στη ∆Β. Να δειχθεί ότι το

ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο και έχει το ίδιο κέντρο µε

το ΑΒΓ∆.

6. Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τις διαµέσους Β∆ και ΓΕ

και τις προεκτείνουµε κατά ∆Ζ = Β∆ και ΕΗ = ΓΕ. Να

δειχθεί:

α. ΑΗ = ΑΖ β. τα σηµεία Η, Α, Ζ είναι συνευθειακά

γ. αν Ο το σηµείο που η ΖΕ τέµνει τη ΒΓ, είναι ΟΒ = ΒΓ.
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7. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  προεκτείνουµε την ΑΒ

και προς τα δύο µέρη και παίρνουµε τµήµατα  ΒΕ και

ΑΖ ίσα µε την ΒΓ. Αν Μ το σηµείο  τοµής των Ζ∆ και

ΕΓ,να δείξετε ότι το τρίγωνο ΖΜΕ είναι ορθογώνιο.

Ε.                                                 ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε τα σηµεία ∆, Ε έτσι ώστε Α∆ = ΓΕ.

Φέρνουµε τη ΓΖ παράλληλη και ίση µε την Ε∆. Να δειχθεί ότι η ΑΖ είναι διχοτόµος της

γωνίας Â του τριγώνου.
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