
Α.                                             ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Βασικοί γεωµετρικοί τόποι

Γεωµετρικός τόπος είναι ένα σύνολο σηµείων του επι-

πέδου τα οποία έχουν µια κοινή ιδιότητα.Τρείς από τους

βασικότερους γεωµετρικούς τόπους είναι :

• Ο κύκλος

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου

που ισαπέχουν από σταθερό σηµείο.

• Η µεσοκάθετος ευθύγραµµου τµήµατος

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου

που ισαπέχουν από τα άκρα του ευθύγραµµου τµήµα-

τος.

• Η διχοτόµος γωνίας

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου

που ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας.

Συµµετρικά σχήµατα

Έστω Ο σηµείο του επιπέδου. Για κάθε σηµείο Α του

επιπέδου, διαφορετικό του Ο, υπάρχει ένα µοναδικό

σηµείο Β τέτοιο ώστε το Ο να είναι µέσο του ΑΒ.

Τα Α και Β λέγονται συµµετρικά  σηµεία ως πρός κέ-

ντρο συµµετρίας το Ο και ειδικότερα το Β λέγεται συµ-

µετρικό του Α.

Προφανώς και το Α είναι συµµετρικό του Β.
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Κεντρική συµµετρία.

∆ύο σχήµατα Σ, Σ΄ λέγονται συµµετρικά ως προς ένα ση-

µείο Ο, αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ΄ είναι συµµετρι-

κό ενός σηµείου του Σ ως προς το Ο. Το σηµείο Ο λέγεται

κέντρο συµµετρίας του σχήµατος, που αποτελείται απο τα

συµµετρικά ως προς το Ο σχήµατα Σ και Σ΄. ∆ηλαδή ένα

σηµείο Ο λέγεται κέντρο συµµετρίας ενός σχήµατος, όταν

για κάθε σηµείο Α του σχήµατος το συµµετρικό του Α΄, ως

προς το Ο, είναι επίσης σηµείο του σχήµατος. Ένα σχήµα

µε κέντρο συµµετρίας λέµε οτι παρουσιάζει κεντρική συµ-

µετρία.

Αν στρέψουµε ένα σχήµα Σ, µε κέντρο συµµετρίας το Ο,

κατά 180ο γύρω από το Ο, θα πάρουµε ένα σχήµα που θα συµπίπτει µε το αρχικό.

Αξονική συµµετρία.

∆ύο σχήµατα Σ, Σ΄ λέγονται συµµετρικά ως προς την

ευθεία ε, αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ΄ είναι συµµε-

τρικό ενός σηµείου του Σ ως προς την ε. Η ευθεία ε λέγε-

ται άξονας συµµετρίας του σχήµατος που αποτελείται

από τα σχήµατα Σ και Σ΄. ∆ηλαδή µια ευθεία ε λέγεται

άξονας συµµετρίας ενός σχήµατος, όταν για κάθε σηµείο

Α του σχήµατος το συµµετρικό του Α΄, ως προς την ε,

είναι επίσης σηµείο του σχήµατος. Ένα σχήµα µε άξονα

συµµετρίας λέµε ότι παρουσιάζει αξονική συµµετρία. Αν

ένα σχήµα έχει ως άξονα συµµετρίας µια ευθεία ε, τότε η

ε χωρίζει νοητά το σχήµα σε δύο µέρη µε τέτοιο τρόπο,

ώστε, αν “διπλώσουµε το επίπεδο του σχήµατος κατά

µήκος της ε, τα µέρη αυτα θα ταυτιστούν.
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Ανισοτικές σχέσεις

Σχέση εξωτερικής και απέναντι γωνίας.

Θεώρηµα

Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγαλύτερη από

κάθε µια από τις απέναντι εσωτερικές.

Πoρίσµατα

• ∆ύο γωνίες ενός τριγώνου έχουν άθροισµα µικρότερο

από 180ο.

• Ένα τρίγωνο δεν µπορεί να έχει πάνω από µία ορθή ή

αµβλεία γωνία.

Θεώρηµα

Σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες γωνίες βρίσκο-

νται οµοίως άνισες πλευρές και αντίστροφα.

Πoρίσµατα

• Απέναντι από τη µεγαλύτερη γωνία ενός τριγώνου βρί-

σκεται η µεγαλύτερη πλευρά.

• Ένα τρίγωνο µε δύο ίσες γωνίες είναι ισοσκελές και µε

τρείς ίσες γωνίες είναι ισόπλευρο.

Τριγωνική ανισότητα

Κάθε πλευρά ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη από την

διαφορά των δύο άλλων και µικρότερη από το άθροι-

σµά τους.

Πόρισµα

Κάθε χορδή κύκλου είναι µικρότερη ή ίση από τη διάµε-

τρο του κύκλου.

Παρατήρηση

• Η τριγωνική ανισότητα για τυχαία σηµεία Α,Β,Γ του

επιπέδου εκφράζεται από τη σχέση AB AΑΓ−ΒΓ ≤ ≤ Γ +ΒΓ .

• Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις περιεχόµενες γωνίες άνισες, τότε και

οι τρίτες πλευρές είναι όµοια άνισες και αντίστροφα.

Κάθετες και πλάγιες ευθείες

Θεώρηµα

Από ένα σηµείο εκτός ευθείας φέρουµε το κάθετο και

δύο πλάγια τµήµατα:

• Αν τα δύο πλάγια τµήµατα είναι ίσα µεταξύ τους τότε
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τα ίχνη τους ισαπέχουν από το ίχνος της καθέτου και αντίστροφα.

• Αν τα δύο πλάγια τµήµατα είναι άνισα µεταξύ τους τότε οι αποστάσεις των ιχνών

τους από το ίχνος της καθέτου είναι οµοιοτρόπως άνισες και αντίστροφα.

• Το κάθετο τµήµα είναι µικρότερο από οποιοδήποτε πλάγιο τµήµα.

Σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου

Έστω κύκλος (Ο,ρ) και ΟΣ η απόσταση του σηµείου Ο

απο την ευθεία ε.

• Αν ισχύει ΟΣ > ρ τότε η ευθεία δεν έχει κανένα κοινό

σηµείο µε τον κύκλο και λέγεται εξωτερική του κύκλου.

• Αν ισχύει ΟΣ = ρ τότε η ευθεία έχει ένα κοινό σηµείο µε

τον κύκλο και λέγεται εφαπτόµενη του κύκλου και είναι

µοναδική  για το συγκεκριµένο σηµείο επαφής. Η ακτίνα

που καταλήγει στο σηµείο επαφής είναι κάθετη στην

εφαπτόµενη.

• Αν ισχύει ΟΣ < ρ τότε η ευθεία έχει δύο κοινά σηµεία µε τον

κύκλο και λέγεται τέµνουσα του κύκλου.

Εφαπτοµένη κύκλου

Μια ευθεία που έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µε τον κύκλο

λέγεται εφαπτοµένη του κύκλου

Η εφαπτοµένη:

• Είναι κάθετη στην ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επα-

φής.

• Σε κάθε σηµείο του κύκλου είναι µοναδική.
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Θεώρηµα

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά σηµεία.

Πόρισµα

Τρια σηµεία ενός κύκλου δεν µπορεί να είναι συνευθειακά.

∆ιακεντρική ευθεία

∆ιακεντρική ευθεία σηµείου Σ  λέγεται η ευθεία ΣΟ η

οποία διέρχεται από το σηµείο Σ και το  κέντρο Ο του

κύκλου.

Έστω κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα R, Σ σηµείο εκτός

του κύκλου και ΣΑ, ΣΒ τα εφαπτόµενα τµήµατα από το Σ

προς τον κύκλο. Τα τρίγωνα ΣΟΑ
∆

 και ΣΟΒ
∆

 είναι ίσα,

εποµενως τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΑ, ΣΒ είναι ίσα.

Τότε η διακεντρική ευθεία:

• είναι µεσοκάθετος της χορδής ΑΒ

• διχοτοµεί τη γωνία ˆΑΟΒ

• διχοτοµεί τη γωνία ˆΑΣΒ

Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Έστω κύκλοι (Ο, R) και (Κ, ρ) µε R > ρ. Το ευθύγραµµο

τµήµα ΚΟ που ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων λέγεται

διάκεντρος. Έστω ΚΟ = δ.

 • Αν ισχύει δ > R + ρ τότε οι κύκλοι βρίσκονται ο ένας

εκτός του άλλου.

• Αν ισχύει δ = R + ρ  τότε οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά

στο σηµείο τοµής τους µε τη διάκεντρο.

• Αν ισχύει R – ρ < δ < R + ρ τότε οι κύκλοι έχουν δύο

κοινά σηµεία .

• Αν ισχύει δ = R - ρ τότε οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά

στο σηµείο τοµής τους µε τη διάκεντρο.α .

• Αν ισχύει R – ρ > δ τότε οι κύκλοι βρίσκονται ο ένας

εντός του άλλου.
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Γεωµετρικές κατασκευές

Η κατασκευή ενός σχήµατος µε τη βοήθεια αποκλειστικά του κανόνα και του διαβήτη

ονοµάζεται γεωµετρική κατασκευή. Η διαδικασία που ακολουθείται παρουσιάζεται σε

τέσσερα βήµατα.

Βήµα 1ο Η ανάλυση

Προσδιορίζουµε όλες τις ιδιότητες και τις συνθήκες που ισχύουν στο πρόβληµα που

µελετάµε. Όταν η κατασκευή του σχήµατος είναι φανερή τότε παραλείπουµε αυτό το

βήµα.

Βήµα 2ο Η κατασκευή

Περιγράφουµε όλες τις απαραίτητες ενέργειες για την κατασκευή του σχήµατος.

Βήµα 3ο Η απόδειξη

Επιβεβαιώνουµε ότι το κατασκευασµένο σχήµα πληροί τις συνθήκες και τις ιδιότητες

του προβλήµατος όπως περιγράφτηκαν στο Βήµα 1ο.

Βήµα 4ο Η διερεύνηση

Καταγράφουµε όλες τις αναγκαίες συνθήκες για τις οποίες το πρόβληµα έχει λύση

καθώς και το πλήθος των λύσεων του προβλήµατος.
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Μέθοδος 1

Μέθοδος 2

Β.              ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Για τη λύση ενός προβλήµατος γεωµετρικού τόπου ακολουθούµε τα εξής βήµατα:

• Θεωρούµε τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου και προσδιορίζουµε την γραµµή στην

οποία βρίσκεται µε βάση την χαρακτηριστική του ιδιότητα.

• Κατασκευάζουµε την γραµµή του γεωµετρικού τόπου µε κανόνα και διαβήτη.

• Θεωρούµε ένα δεύτερο τυχαίο σηµείο της γραµµής που κατασκευάσαµε και αποδεικνύ-

ουµε ότι έχει την ίδια χαρακτηριστική ιδιότητα.

Για να αποδείξουµε µια σχέση ανισότητας µεταξύ δύο γωνιών ή δύο ευθυγράµµων

τµηµάτων:

• Αν είναι στοιχεία του ίδιου τριγώνου χρησιµοποιούµε τις ανισοτικές σχέσεις τριγώνων.

• Αν δεν είναι στοιχεία του ίδιου τριγώνου τότε τα εξισώνουµε µε κατάλληλα µεγέθη

(πλευρές ή γωνίες ) ώστε να τα µεταφέρουµε στο ίδιο τρίγωνο και χρησιµοποιούµε τις

ανισοτικές σχέσεις τριγώνων.

• Αν δεν µπορεί να γίνει το δεύτερο βήµα τα συγκρίνουµε µε ένα τρίτο µέγεθος και µε τη

µεταβατική ιδιότητα καταλήγουµε στο ζητούµενο.

Γ.                                                ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων (Κ, 2ρ) που εφάπτονται εξω-

τερικά µε κύκλο (Ο, ρ). Επίσης να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων των κύκλων

(Κ, 2ρ) που έχουν µέγιστη απόσταση από το Ο.

Λύση

Έστω Α ένα τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου. Τότε επει-

δή οι κύκλοι (Α,2ρ) και (Ο,ρ) εφάπτονται εξωτερικά ισχύει

ΑΟ = 2ρ + ρ = 3ρ. Άρα τα σηµεία του γεωµετρικού τόπου

ισαπέχουν από το σηµείο Ο απόσταση ίση µε 3ρ άρα ανή-

κουν στον κύκλο (Ο,3ρ).

Αντίστροφα έστω τυχαίο σηµείο Σ του κύκλου (Ο,3ρ). Με

κέντρο το σηµείο Σ κατασκευάζουµε κύκλο ακτίνας ίσης µε

2ρ και µε κέντρο το σηµείο Ο κατασκευάζουµε κύκλο ακτίνας

ίσης µε ρ. Τότε ισχύει ΣΟ = 2ρ + ρ άρα οι κύκλοι (Σ,2ρ) και

A
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(Ο,ρ) εφάπτονται εξωτερικά.Οµοίως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων των κύκλων (Κ,2ρ)

που έχουν µέγιστη απόσταση από το Ο είναι ο κύκλος (Ο,5ρ).

Άσκηση 2

Έστω κύκλος (Ο,ρ) και χορδή ΑΒ. Αν ΜΝ είναι µία διάµετρος που δεν τέµνει την ΑΒ

δείξτε ότι το συµµετρικό του ΑΒ ως προς τη διάµετρο είναι επίσης χορδή του κύκλου.

Λύση

Έστω Α΄, Β΄ τα συµµετρικά των Α,Β ως πρός τη διάµετρο ΜΝ.

Αρκεί να δείξουµε ότι τα Α΄και Β΄ ανήκουν και αυτά στον κύ-

κλο (Ο,ρ). Συγκρίνουµε τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΝΑ και ΟΝΑ΄.

Έχουµε:  ΝΑ ΝΑ΄ (απο συµµετρία)

ΟΝ κοινή πλευρά

τρ.ΟΝΑ τρ.ΟΝΑ΄ ΟΑ ΟΑ΄ ρ

= 
⇒



= ⇒ = =

Άρα το Α΄ ανήνει στον κύκλο (Ο,ρ). Οµοίως αποδεικνύεται

ότι και το Β΄ ανήκει επίσης στον κύκλο (Ο,ρ)

Άσκηση 3

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ �( )οΑ 90=  η διχοτόµος της γωνίας Γ τέµνει την πλευρά ΑΒ

στο ∆. ∆είξτε ότι Α∆ < ∆Β.

Λύση

Από το σηµείο ∆ φέρνουµε ∆Ε ⊥ ΒΓ  και συγκρίνουµε τα ορθογώ-

νια τρίγωνα ∆ΕΓ και ∆ΑΓ. Έχουµε:

 

� � ( ό )
(1)

ή ά

∆ΓΕ = ∆ΓΑ ∆Γ διχοτ µος 
⇒ ∆ΕΓ = ∆ΑΓ⇒ ∆Ε = ∆Α

∆Γ κοιν πλευρ 

� �

Στο ορθογώνιο τρίγωνο Β∆Ε η πλευρα Β∆ είναι υποτείνουσα άρα

ισχύει 
(1)

Β∆ ∆Ε Β∆ ∆Α> ⇔ >

Άσκηση 4

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ > ΑΓ και οι διχοτόµοι ΒΕ και ΓΖ

τέµνονται στο Σ. Να δείξετε ότι ΣΒ > ΣΓ.

Λύση

Έχουµε � �
� �

� �

ΑΓΒ ΑΒΓ
AB AΓ ΑΓΒ ΑΒΓ

2 2

ΣΓΒ ΣΒΓ ΣΒ ΣΓ

> ⇔ > ⇔ > ⇔

> ⇔ >
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 Άσκηση 5

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ και ΑΜ διάµεσος αυτού. Να δείξετε ότι:

� �

2 2
α

β γ β γ
i. ΜΑΒ ΜΑΓ ii. µ

− +
> < <

Λύση

ι.  Στην προέκταση της ΑΜ θεωρούµε ΜΑ΄=ΑΜ και συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΜΑΒ και

ΜΑ΄Γ. Έχουµε:

� �

� �

ΜΓ ΜΒ

ΜΑ ΜΑ΄ Οπότε ΜΑΒ ΜΑ΄Γ

ΑΜΒ Α΄ΜΓ

ΜΑΒ ΜΑ Γ́
και συνεπώς

ΑΒ Α΄Γ

=


= =


= 

 =


=

� �

Από υπόθεση � � � �ΑΒ ΑΓ Α΄Γ ΑΓ ΜΑΓ ΜΑ Γ́ ΜΑΓ ΜΑΒ< ⇔ < ⇔ < ⇔ <

ιι.  Στο τρίγωνο ΑΆΓ έχουµε ΑΓ > Α΄Γ και από τριγωνική ανισότητα

ΑΓ Α΄Γ ΑΑ΄ ΑΓ Α΄Γ ΑΓ ΑΒ 2ΑΜ ΑΓ ΑΒ

ΑΓ ΑΒ ΑΓ ΑΒ β γ β γ
ΑΜ µα

2 2 2 2

− < < + ⇔ − < < + ⇔

− + − +
< < ⇔ < <

 Άσκηση 6

 Να αποδείξετε ότι το µέσο Μ τόξου �AB  ισαπέχει από τις ακτίνες που αντιστοιχούν στα άκρα

του τόξου και µάλιστα απόσταση ίση µε το µισό της αντίστοιχης χορδής.

Λύση

Φέρουµε ΜΕ ΟΑ, ΜΖ ΟΒ⊥ ⊥ . Θα δείξουµε ότι: 
ΑΒ

ΜΕ ΜΖ
2

= = . Η ακτίνα ΟΜ είναι

διχοτόµος της ˆΑΟΒ , αφού ˆ ˆΑΟΜ ΒΟΜ= ,  διότι

� �
AΜ ΜΒ=  και σε ίσα τόξα του ίδιου κύκλου αντιστοιχούν

ίσες επίκεντρες γωνίες. Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΟΜ
∆

και ΖΟΜ
∆

 είναι ίσα, διότι έχουν:

ΟΜ ΟΜ=  (κοινή)

 ˆ ˆΕΟΜ ΖΟΜ=  (το αποδείξαµε παραπάνω).

Συνεπώς ΜΕ ΜΖ=     (1)

Επειδή το Μ είναι µέσο του �AB , ως γνωστόν ισχύει

ΟΜ ΑΒ⊥  και αν ∆ είναι το σηµείο τοµής των ΟΜ και ΑΒ, το ∆ είναι µέσο του ΑΒ.
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Τα ορθογώνια τρίγωνα Ο Α ∆, Ο Μ Ε
∆ ∆

 έχουν:

ΟΑ = ΟΜ (ως ακτίνες του κύκλου)

 ˆ ˆΑΟ∆ ΕΟΜ=  (κοινή)

Άρα τα τρίγωνα ΟΑ∆
∆

 και ΟΜΕ
∆

 είναι ίσα, οπότε είναι:

ΑΒ
ΜΕ Α∆ ΜΕ

2
= ⇔ =    (2).

Από τις (1) και (2) παίρνουµε:
ΑΒ

ΜΕ ΜΖ
2

= = .

Άσκηση 7

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ τυχαίο σηµείο της ΒΓ. Αν Ε,Ζ είναι τα ίχνη των καθέτων από

το ∆ στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα να δείξετε ότι η ΕΖ είναι µικρότερη από την πλευρά ΒΓ.

Λύση

Στο ορθογώνιο ∆ΕΒ  η Β∆ είναι υποτείνουσα άρα

Β∆ ∆Ε (1)> .

Οµοίως στο ορθογώνιο  ∆ΖΓ η Γ∆ είναι υποτείνουσα άρα

Γ∆ ∆Ζ (2)> .

Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1) και (2) και έχουµε :

Β∆ Γ∆ ∆Ε ∆Ζ ΒΓ ∆Ε ∆Ζ (3)+ > + ⇔ > +

Από τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ∆ΕΖ ισχύει:

∆Ε ∆Ζ ΕΖ (4)+ >

Αρα  
(4)

(3) ΒΓ ΕΖ⇒ >

Άσκηση 8

 Σε τρίγωνο 
∆

Α Β Γ  θεωρούµε τυχαίο σηµείο Κ της πλευράς ΒΓ. Να δείξετε ότι: τ – α < ΑΚ < τ.

Λύση

Από τα τρίγωνα 
∆

Α ΒΚ, Α Γ Κ
∆

, έχουµε:

• ΑΒ < ΒΚ + ΑΚ   (1)

• ΑΓ < ΓΚ + ΑΚ    (2)

Προσθέτουµε τις (1) και (2) κατά µέλη και έχουµε:

( )ΑΒ ΑΓ ΒΚ ΓΚ 2ΑΚ γ β α 2ΑΚ+ < + + ⇔ + < + ⇔
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A

O

Â

Ã

( )γ β α 2ΑΚ 2τ α α 2ΑΚ 2τ 2α 2ΑΚ⇔ + − < ⇔ − − < ⇔ − < ⇔

( )2 τ α 2ΑΚ τ α ΑΚ⇔ − < ⇔ − <    (3)

Επίσης από τα ίδια τρίγωνα έχουµε:

• ΑΚ < ΑΒ + ΒΚ   (4)

• ΑΚ < ΑΓ + ΚΓ   (5)

Προσθέτουµε τις (4), (5) κατά µέλη και έχουµε:

( )2ΑΚ ΑΒ ΑΓ ΒΚ ΚΓ 2ΑΚ γ β α 2ΑΚ 2·τ ΑΚ τ< + + + ⇔ < + + ⇔ < ⇔ <    (6)

Από (3) και (6) έχουµε: τ – α < ΑΚ < τ

Άσκηση 9

Πάνω σε χαρτί χαράζουµε ένα κύκλο µε τη βοήθεια ενός νοµίσµατος. Να βρείτε το

κέντρο του κύκλου.

Λύση

Αναζητούµε το κέντρο ενός κύκλου. Επειδή από τρία µη συ-

νευθειακά σηµεία σηµεία του επιπέδου διέρχεται µοναδικός

κύκλος αρκεί να βρούµε ένα σηµείο που να ισαπέχει από

τρία σηµεία του κύκλου.

Φέρνουµε τις διαδοχικές χορδές ΑΒ και ΒΓ. Κατασκευάζου-

µε τη µεσοκάθετο της χορδήςΑΒ και τη µεσοκάθετο της

χορδής ΒΓ οι οποίες τέµνονται στο σηµείο Ο που είναι και

το ζητούµενο σηµείο.

Πράγµατι το σηµείο Ο ανήκει στην µεσοκάθετο της χορδής

ΑΒ οπότε ΟΑ = ΟΒ και στην µεσοκάθετο της χορδής ΒΓ

οπότε ΟΒ = ΟΓ.

∆ηλαδή ισχύει ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ.

Το σηµείο Ο υπάρχει διότι διαφορετικά οι µεσοκάθετοι θα ήταν παράλληλοι άρα τα Α, Β,

Γ θα ήταν συνευθειακά (που είναι άτοπο). Επίσης το σηµείο Ο είναι µοναδικό σαν σηµείο

τοµής δύο ευθειών.

Σηµείωση: Η γεωµετρική κατασκευή της µεσοκαθέτου ευθυγράµµου τµήµατος θεωρήθηκε

δεδοµένη.

Άσκηση 10

Έστω δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) µε R > ρ, που δεν τέµνονται. Φέρουµε τις κοινές

εξωτερικές εφαπτόµενες τους. Να δείξετε ότι:

α. τέµνονται σε σηµείο της διακέντρου.

β. οι µεσοκάθετοι των κοινών εξωτερικών εφαπτόµενων τµηµάτων τέµνονται σε σηµεί-

ο της διακέντρου.

Λύση
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∆.              ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ   ΘΕΜΑΤΑ

1. α. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ και ισοσκελές

τρίγωνο ΑΓ∆ µε ΑΓ = Α∆. Να δείξετε ότι τα σηµεία Β,Γ και ∆

δεν είναι συνευθειακά.

    β. Να βρεθεί το κέντρο του κύκλου που διέρχεται από τις κορυ-

φές τριγώνου ΑΒΓ.

2. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να δειχθεί ότι: α α αυ δ µ≤ ≤

3. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ µε

ΑΒ < ΑΓ παίρνουµε αντίστοιχα τα τµήµατα Β∆ = ΓΕ. Να απο-

δειχθεί ότι ΒΕ > Γ∆.

α. Στον (Κ, R) η διάκεντρος ΟΚ διχοτοµεί τη γωνία ˆAOB  των εφαπτοµένων τµηµάτων.

Οµοίως στον (Λ, ρ) η ΟΛ διχοτοµεί την ˆΓΟ∆ . Επειδή όµως η διχοτόµος γωνίας είναι

µοναδική, συµπεραίνουµε ότι οι ευθείες ΟΚ και ΟΛ ταυτίζονται. Άρα το Ο ανήκει στην

διάκεντρο ΚΛ.

β. Έστω Ζ το σηµείο τοµής της διακέντρου ΚΛ και της

µεσοκαθέτου του ΑΓ. Τότε ΑΖ = ΖΓ   (1).

Αρκεί να δείξουµε ότι το Ζ ανήκει στην µεσοκάθετο

του Β∆, δηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι: ΖΒ = Ζ∆.

Τα τρίγωνα ΖΟΓ
∆

 και ΖΟ∆
∆

 έχουν:

• ΟΖ = ΟΖ (κοινή)

• ΟΓ = Ο∆ (εφαπτόµενα τµήµατα)

• 
1 2

ˆ ˆΟ Ο=  (ΟΛ διχοτόµος της ˆΓΟ∆ )

Άρα ΖΟΓ ΖΟ∆
∆ ∆

=  (ΠΓΠ), οπότε: ΖΓ = Ζ∆   (2)

Οµοίως αποδεικνύεται ότι ΖΟΑ ΖΟΒ
∆ ∆

= , οπότε ΖΑ = ΖΒ   (3)

Η (1) δια µέσου των (2) (3) γίνεται ΖΒ = Ζ∆.
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4. Σε κύκλο (Ο,ρ) η χορδή ΑΒ είναι διπλάσια µιας χορδής ΑΓ. ∆είξτε

ότι το κυρτογώνιο τόξο ΑΒ είναι µεγαλύτερο του διπλάσιου του

κυρτογώνιου τόξου ΑΓ.

5. Στο τρίγωνο ΑΒΓ, είναι ΑΒ < ΑΓ. Αν η Α∆ είναι η διχοτόµος της

γωνίας Α, να δειχθεί ότι Β∆ < Γ∆.

6. Σε τρίγωνο ΑΒΓ, είναι οΒ̂ 90<  και ΑΓ = 2ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι

ˆΓ̂ Α / 2< .

7. Στην πλευρά ΑΒ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, παίρνουµε τυχαίο

σηµείο ∆ και στην προέκταση της ΑΓ το τµήµα ΓΕ = Β∆. Να δειχθεί ότι

∆Ε > ΒΓ.

8. Στην πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε σηµείο ∆. Να δειχθεί ότι:

α. 
ΑΒ ΑΓ ΒΓ

Α∆
2

+ +
<

β. 
ΑΒ ΑΓ - ΒΓ

Α∆
2

+
> γ. Α∆ ΑΒ ΑΓ< +

9. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κορυφών Α των τριγώνων

ΑΒΓ µε σταθερή πλευρά ΒΓ και µε ύψος υ
α
 γνωστού µήκους.
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10. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και πάνω στο ύψος Α∆

τυχαίο σηµείο Ρ. Αν οι ΒΡ και ΓΡ τέµνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα Ε και Ζ

αντίστοιχα να δείξετε ότι ΒΕ = ΓΖ.

11. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ∆ τυχαίο σηµείο της πλευράς ΑΓ. Αποδείξτε

ότι το συµµετρικό του τριγώνου ΑΒΓ ως προς ∆ είναι τρίγωνο ίσο

µε το ΑΒΓ.

12. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ = α και ΒΓ > α. Για

τυχαίο εσωτερικό σηµείο Σ του τριγώνου δείξτε ότι � �ΒΣΓ ΣΒΓ>

και � �ΒΣΓ ΣΓΒ>  .

13. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και µ
α
 η διάµεσος της κορυφής Α. Να δείξετε ότι:

α

β γ α β γ
µ

2 2
ι)

+ − +
< <    α β γ

α β γ
µ µ µ α β γ

2
ιι)

+ +
< + + < + +

14. Έστω κύκλοι (Κ,ρ) και (Ο,R) οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α.

ι. Υπάρχει κύκλος που εφάπτεται εξωτερικά στους δύο προηγούµενους και έχει το

κέντρο του πάνω στην κοινή τους εφαπτόµενη;

ιι. Η διάκεντρος και οι κοινές τους εφαπτόµενες διέρχονται από το ίδιο σηµείο; Να

δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.

15. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΓ > ΑΒ και ΑΜ διάµεσος. Να δείξετε ότι:

ι.  Αν Σ τυχαίο σηµείο της ΑΜ τότε ΣΓ > ΣΒ.

ιι.  Ισχύει  � �ΒΑΜ ΜΑΓ>

ιιι.  Η γωνία  �ΑΜΓ  είναι αµβλεία.

16. Ένας γεωργός θέλει να περιφράξει µε συρµατόπλεγµα ένα χωράφι τριγωνικού σχή-

µατος. Καθώς βρισκόταν µέσα στο χωράφι είπε στο γιο του: “Από τη µία κορυφή

απέχουµε 40m και από τις άλλες δύο 60m. Μην αγοράσεις πάνω από 320m συρµα-

τόπλεγµα.” Πως ήξερε ότι θα ήταν αρκετό;

Ε.                ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη υ
α
 , υ

β
 και υ

γ
 . Να αποδείξετε ότι ισχύει η ανισότητα

α β γ

α β γ
υ υ υ α β γ

2

+ +
< + + < + +
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