
Οµοιότητα

Α.               ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Όµοια λέγονται δύο πολύγωνα που έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες

τους ίσες.

Λόγος οµοιότητας δύο όµοιων πολυγώνων λέγεται ο λόγος δύο πλευρών που είναι απένα-

ντι από αντίστοιχα ίσες γωνίες.

Ισχύουν οι επόµενες προτάσεις:

• Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια προς τρίτο τότε είναι και µεταξύ τους όµοια.

• ∆ύο ίσα πολύγωνα είναι πάντα όµοια µε λόγο οµοιότητας 1λ = .

• Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια τότε όλα τα αντίστοιχα δευτερεύοντα στοιχεία τους

έχουν λόγο ίσο µε το λόγο οµοιότητας τους.

• ∆ύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι πάντα όµοια µεταξύ τους.

• ∆ύο τετράγωνα είναι πάντα όµοια µεταξύ τους.

Κριτήρια οµοιότητας τριγώνων

Κριτήριο 10 : ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο γωνίες τους ίσες µία προς µία.

Κριτήριο 20 : ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο πλευρές ανάλογες και τις περιεχόµε-

νες των ανάλογων πλευρών γωνίες τους ίσες.

Κριτήριο 30 : ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες.

Β.                     ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ονοµάζουµε Μ το µέσον της διχοτόµου Α∆. Φέρνουµε τη ΒΜ που

τέµνει την ΑΓ στο Ζ και τη ∆Η//ΒΖ. Από το Η φέρνουµε ΗΚ//Α∆. Αν 
ΒΓ

Β∆
4

=  να

υπολογίσετε τους λόγους:  α. 
ΖΓ

ΑΖ
 β. ΑΒ

ΑΓ

Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσουµε κάποιο λόγο τµηµάτων.

Ο λόγος αυτός παρουσιάζεται σε αναλογία που προκύπτει από εφαρµογή του θεω-

ρήµατος του Θαλή ή κάποιου θεωρήµατος των διχοτόµων ή ακόµα από την οµοιό-

τητα πολυγώνων (συνήθως τριγώνων) ανάλογα µε τα δεδοµένα της άσκησης.
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186. Οµοιότητα

Λύση

α. Στο τρίγωνο Α∆Η είναι ΜΖ//∆Η και αφού Μ µέ-

σον της Α∆ τότε ( )ΑΖ ΖΗ 1=  και

( )
∆Η

ΜΖ // 2
2

= . Αφού ΒΖ//∆Η από θεώρηµα

Θαλή στο ΒΖΓ ισχύει:

( )1
ΖΓ ΒΓ ΖΓ ΒΓ ΖΓ

4
ΒΓΖΗ Β∆ ΑΖ ΑΖ

4

= ⇔ = ⇔ =

β. Αφού Α∆ είναι διχοτόµος της Α̂  από το θεώρηµα της εσωτερικής διχοτόµου ισχύει:

ΒΓ

ΑΒ Β∆ 14

3ΒΓΑΓ ∆Γ 3

4

= = =

Παράδειγµα 2

 Στα  πιο κάτω σχήµατα να υπολογίσετε τα x,y.

Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσετε ευθύγραµµο τµήµα όταν δίνονται άλλα γνω-

στά ευθύγραµµα τµήµατα.

Το ευθύγραµµο τµήµα υπολογίζεται από αναλογία στην οποία οι υπόλοιποι όροι είναι

γνωστοί και η οποία προκύπτει από:

• Εφαρµογή θεωρήµατος Θαλή

• Οµοιότητα τριγώνων (γενικότερα πολυγώνων)

• Εφαρµογή των θεωρηµάτων των διχοτόµων
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Λύση

α. Αφού ˆΒ̂ ∆=  είναι ΑΒ//∆Ε οπότε από θεώρηµα Θαλή (θεωρώντας τη νοητή ευθεία ε//∆Ε//ΑΒ)

έχουµε 
6 x

x 18
3 9
= ⇔ = . Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΓΕ είναι όµοια διότι 

1 2

ˆ ˆΓ Γ=  και ˆΒ̂ ∆=

άρα και ˆ ˆΑ Ε= . Εποµένως, 
y 9

y 12
4 3
= ⇔ = .

β. Αφού τα ∆,Ε είναι µέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ είναι ∆Ε//ΒΓ. Άρα 
1

ˆ ˆ∆ Β=  και

1

ˆ ˆΕ Γ= . Τότε τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α∆Ε είναι όµοια και εποµένως:

20 AB 20 AB 20
2 x 10

ABx A x x

2

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =
∆

γ. Στο τρίγωνο ΑΒΜ η Α∆ είναι διχοτόµος και ύψος άρα είναι και διάµεσος, οπότε

ΒΜ ΒΓ
B∆ ∆Μ

2 4
= = = .

Από το θεώρηµα εσωτερικής διχοτόµου στο Α∆Γ έχουµε:

ΒΓ

ΑΓ ΜΓ 10 2
x 5

ΒΓΑ∆ Μ∆ x

4

= ⇔ = ⇔ =

Παράδειγµα 3

Στο διπλανό σχήµα να δείξετε ότι ˆ ˆΑ ∆ΒΓ= .

Λύση

Τα τρίγωνα ΑΒ∆ και Β∆Γ είναι όµοια αφού

ΑΒ Α∆ Β∆ 1

ΒΓ Β∆ ∆Γ 2
= = = .

Άρα οι αντίστοιχες γωνίες είναι ίσες άρα ˆ ˆΑ ∆ΒΓ= .

Ασκήσεις όπου είναι γνωστές οι πλευρές τριγώνου και ζητείται  ισότητα  γωνιών.

Αποδεικνύουµε την οµοιότητα τριγώνων (από αναλογίες πλευρών) και βρίσκουµε τις

αντίστοιχες ίσες γωνίες.
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Παράδειγµα 4

Να δείξετε ότι σε κάθε τραπέζιο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του διαιρεί κάθε διαγώ-

νιο σε τµήµατα ανάλογα µε τις βάσεις.

Λύση

Τα τρίγωνα ΒΟΑ και ΓΟ∆ είναι όµοια, διότι:

• 
1 1

ˆ ˆΓ B=  (ως εντός εναλλάξ)

• 
1 1

ˆ ˆ∆ A=  (ως εντός εναλλάξ) και

• 
1 2

ˆ ˆΟ Ο=  (ως κατακορυφήν γωνίες)

Άρα    
ΟΓ Ο∆

ΟΒ ΟΑ
= .

Παράδειγµα 5

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΑΜ είναι διάµεσος και η ∆Ζ παράλληλη

στην ΑΜ. Να δείξετε ότι Α∆ β γ ΑΕ⋅ = ⋅

Λύση

Αρκεί να δείξουµε ότι 
Α∆ ΑΕ

γ β
= . Στο τρίγωνο Β∆Ζ, έχουµε:

( )
Α∆ ΜΖ

1
ΑΒ ΒΜ

=

Ασκήσεις που ζητείται να δείξουµε αναλογία ( )
α γ

 1
β δ
=  ή ισότητα γινοµένου

( )αδ βγ 2=  ή ακόµα σχέση της µορφής ( )2α βγ   3= . (όπου α, β, γ µέτρα ευθυ-

γράµµων τµηµάτων)

Και στις τρεις περιπτώσεις έχουµε να δείξουµε ότι ισχύει µια αναλογία. Στις περιπτώ-

σεις (2), (3) αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει: 
α γ

β δ
=  και 

α γ

β α
=  αντίστοιχα. Η αναλογία

προκύπτει από:

• Εφαρµογή του θεωρήµατος Θαλή

• Οµοιότητα τριγώνων (γενικότερα πολυγώνων)

• Εφαρµογή των θεωρηµάτων των διχοτόµων (εσωτερικής, εξωτερικής)

Πολλές φορές η ισότητα λόγων προκύπτει µεταβατικά (αν οι λόγοι είναι ίσοι µε

τρίτο λόγο είναι και µεταξύ τους ίσοι)

Σε πολλές ασκήσεις προκειµένου να φτάσουµε στη ζητούµενη προς απόδειξη αναλο-

γία µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες των αναλογιών ή ακόµα να προσθέ-

σουµε - αφαιρέσουµε - πολλαπλασιάσουµε - διαιρέσουµε αναλογίες µεταξύ τους.
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189.Οµοιότητα

Επίσης στο τρίγωνο ΑΜΓ  έχουµε:

( )
ΑΕ ΜΖ ΑΕ ΜΖ ΑΕ ΜΖ

2
ΓΕ ΖΓ ΓΕ ΕΑ ΓΖ ΖΜ β ΓΜ

= ⇔ = ⇔ =
+ +

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 
Α∆ ΑΕ

γ β
= , διότι ΜΒ ΜΓ= .

Γ.          ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Ευθεία ε είναι παράλληλη στην πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ και τέµνει τις πλευρές ΑΒ

και ΑΓ στα σηµεία ∆ και Ε. Από το Γ φέρνουµε παράλληλη στη ΒΕ που τέµνει την

ευθεία ΑΒ στο Ζ, να δείξετε ότι:
Α∆ ΑΒ

ΑΒ ΑΖ
=

Λύση

Από τις 
Α∆ ΑΕ

∆Ε // ΒΓ
ΑΒ ΑΓ

⇔ = (1)

Από τις 
ΑΒ ΑE

ΒΕ // ΓΖ
ΑΖ ΑΓ

⇔ = (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) είναι
Α∆ ΑE

ΑΒ ΑΓ
=

Άσκηση 2

Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο, R). Αν η διάµετρος Α∆ τέµνει τη ΒΓ στο

Ε και φέρουµε τις ΕΖ ΑΒ⊥  και ΕΗ ΑΓ⊥ , να δείξετε ότι: ΖΗ // ΒΓ

Λύση

Είναι: � � LΑΒ∆ ΑΖΕ 1= = . Άρα 
ΑΖ ΑΕ

ΕΖ // ∆Β
ΖΒ Ε∆

⇔ =    (1)

Όµοια: � � LΑΓ∆ ΑΗΕ 1= = .  Άρα 
ΑΗ ΑΕ

ΕΗ // ∆Γ
ΗΓ Ε∆

⇔ =    (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 
ΑΖ ΑΗ

ΖΒ ΗΓ
= , οπότε ΖΗ // ΒΓ .

Άσκηση 3

Από το σηµείο τοµής των διαγωνίων τραπεζίου, φέρνουµε την ΕΖ//ΑΒ (Ε, Ζ σηµεία των

Α∆ και ΒΓ αντίστοιχα) και ΟΗ//Α∆, ΟΘ//ΒΓ (Η, Θ σηµεία της ΑΒ).

Να δείξετε ότι: ΟΕ = ΟΖ



190. Οµοιότητα

Λύση

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΟΘ//ΒΓ οπότε: 
ΑΟ ΑΘ

ΟΓ ΘΒ
= (1)

Στο τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ΟΗ//Α∆ οπότε: 
ΒΟ ΒΗ

Ο∆ ΑΗ
= (2)

Επειδή ∆Γ//ΕΖ//ΑΒ θα είναι: 
ΑΟ ΒΟ

ΟΓ Ο∆
= . Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουµε:

ΑΘ ΒΗ

ΒΘ ΑΗ
=   ή  

ΑΘ ΘΒ ΒΗ ΑΗ

ΘΒ ΑΗ

+ +
=   ή  

ΑΒ ΑΒ
ΑΗ ΘΒ ΕΟ ΟΖ

ΘΒ ΑΗ
= ⇔ = ⇔ =

∆.        ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο Α∆ και ονοµάζουµε Ε το µέσο της. Αν η ΒΕ

τέµνει την ΑΓ στο Ζ να δειχθεί ότι: 
ΑΖ 1

ΖΓ 2
=

2. Στη πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε το µέσο Μ και τα σηµεία ∆, Ε έτσι ώστε

∆Μ ΜΕ= . Φέρνουµε τις ∆Ζ//ΑΓ ( )Ζ ΑΒ∈  και ΕΗ//ΑΒ ( )Η ΑΓ∈ . Να δείξετε ότι:

ΖΗ//ΒΓ.

3. Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ , η παράλληλη προς τη ΒΓ από το Α τέµνει την Β∆ στο Ε και

η παράλληλη προς τη ∆Γ από το Ε τέµνει την ΑΓ στο Ζ. Να δείξετε ότι:    ΒΖ // Α∆

4. Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τα ύψη ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄ και Α Ζ ΓΓ′ ′⊥ , Α Ε ΑΓ′ ⊥ .Να

δείξετε ότι: ΒΖ//Α∆

5.  ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος Α∆ αυτού. Αν ∆Ε//ΑΒ ( )Ε ΑΓ∈ , να δείξετε ότι:

1 1 1

β γ ∆Ε
+ =

6.  Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τις ΒΕ και ΓΖ κάθετες στη διχοτόµο Α∆ της γωνίας Α. Να

δείξετε ότι τα Ε και Ζ είναι αρµονικά συζυγή των Α, ∆.

7.  Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο, R). Μία χορδή ΑΕ τέµνει τη

ΒΓ στο ∆. Να δείξετε ότι: 2
ΑΒ Α∆ ΑΕ= ⋅
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8.  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ �( )Α 1=  είναι Α∆ το ύψος και ∆Ε ΑΒ⊥ . Να δείξετε ότι:

2
Α∆ ΑΓ ∆Ε= ⋅

9. Σε ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ οι διαγώνιοι ΑΓ και Β∆ τέµνονται κάθετα στο Ο. Να

δείξετε ότι: 2
Α∆ ΑΒ Γ∆= ⋅

10. Ο κύκλος που γράφεται µε διάµετρο τη πλευρά ΒΓ ορθογωνίου τραπεζίου ΑΒΓ∆
� �( )Α ∆ 1= =  τέµνει την Α∆ στο Ε, να δείξετε ότι: ΑΕ Ε∆ ΑΒ Γ∆⋅ = ⋅

11.  Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο και η διχοτόµος Α∆ τέµνει τον κύκλο στο

Ε. Να δείξετε ότι: α. ΑΒ ΑΓ Α∆ ΑΕ⋅ = ⋅ β. 2
ΕΒ Ε∆=

12.  Από σηµείο Ο που βρίσκεται εκτός κύκλου (Κ, R) φέρνουµε την εφαπτοµένη ΟΑ και

τη τέµνουσα ΟΒΓ. Να δείξετε ότι:
( )

( )

2

2

ΑΒ ΟΒ

ΟΓΑΓ

=

13.  Από την κορυφή παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ φέρνουµε την ευθεία ε που τεµνει τη ΒΓ

στο Ε και τη ∆Γ στο Ζ. Να δείξετε ότι: ( ) ( ) ( ) ( )ΒΕ ∆Ζ ΑΒ Α∆⋅ = ⋅

14.  Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι � � LΒ Γ 1− = . Αν Α∆ το ύψος του να δείξετε ότι:  2
Α∆ ∆Β ∆Γ= ⋅

15.  ∆ίνεται κύκλος (Ο, R) και ευθεία xy. Η διάµετρος ΑΒ τέµνει κάθετα τη xy στο Γ. Από

το Α φέρνουµε τυχαία χορδή Α∆, που τέµνει τη xy στο Ε. Να δείξετε ότι:

( ) ( ) ( ) ( )Α∆ ΑΕ ΑΒ ΑΓ⋅ = ⋅

16. ∆ίνεται το τραπέζιο ΑΒΓ∆ και Ο είναι το σηµείο που τέµνονται οι µη παράλληλες

πλευρές του. Από το Ο φέρνουµε την ευθεία ε παράλληλη στις βάσεις του τραπεζίου,

που τέµνει τις προεκτάσεις  των διαγωνίων του τραπεζίου στα Ε και Ζ. Να δείξετε ότι:

ΕΟ = ΟΖ

17.  Από το µέσο Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρουµε τυχαία ευθεία ε, που τέµνει

την ΑΓ στο Κ, την ΑΒ στο Ρ και την από το Α παράλληλη προς τη ΒΓ στο Ν. Να

δειχθεί ότι:  ΡΝ/ΡΜ = ΚΝ/ΚΜ

18. Από το άκρο Α µιας διαµέτρου ΑΒ κύκλου Ο φέρνουµε δύο χορδές ΑΓ και Α∆, που

τέµνουν την εφαπτοµένη ΒΕ στα Ε και Ζ. Να δείξετε ότι: ( ) ( ) ( ) ( )ΑΕ ΑΓ ΑΖ Α∆⋅ = ⋅

19. ∆ίνεται κύκλος (Ο, R), χορδή ΑΒ και οι εφαπτοµένες ε
1
 και ε

2
 στα Α και Β. Αν Μ

τυχαίο σηµείο του ΑΒ και ΜΗ, ΜΕ, ΜΖ οι αποστάσεις του Μ από την �ΑΒ  και τις ε
1

και ε
2
, να δείξετε ότι: 2

ΜΗ ΜΕ ΜΖ= ⋅
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20. Από σηµείο Σ εκτός κύκλου (Ο, R) φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΣΑ και ΣΒ και

µία τέµνουσα ΣΓ∆. Να δείξετε ότι: ΑΓ Β∆ Α∆ ΒΓ⋅ = ⋅

21. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και από το Α µία τέµνουσα τη ΒΓ στο Ζ, τη Γ∆ στο

Η και τη Β∆ στο Ε. Να δείξετε ότι: ( ) ( )( )2

ΕΑ ΕΖ ΕΗ=

22. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τα ύψη Α∆, ΒΕ και ΓΖ. Να αποδείξετε ότι: ∆Β ∆Γ ∆Ε ∆Ζ⋅ = ⋅

23. Αν οι διαγώνιες δύο παραλληλογράµµων είναι ανάλογες και σχηµατίζουν ίσες γω-

νίες, τα παραλληλόγραµµα είναι όµοια.

24. ∆ύο κύκλοι Κ και Λ τέµνονται στα Α και Β. Οι εφαπτοµένες των κύκλων στο Α, τους

τέµνουν στα Γ και ∆. Να δειχθεί ότι: 2
ΑΒ ΒΓ Β∆= ⋅

25. Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο, R). Φέρνουµε τη διάµετρο Α∆ και το

ύψος ΑΕ, να δείξετε ότι: ΑΒ ΑΓ Α∆ ΑΕ⋅ = ⋅

26. Σε τρίγωνο  ΑΒΓ είναι ΑΟ το ύψος του. Αν Μ τυχαίο σηµείο του ύψους ΑΟ και

Μ∆ ΑΒ⊥ , ΜΕ ΑΓ⊥  να δείξετε ότι: ΑΒ Α∆ ΑΕ ΑΓ⋅ = ⋅

27. Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουµε τις ΑΒ και ΑΓ κατά τµήµατα Β∆ = ΓΕ. Η ∆Ε τέµνει

την προέκταση της ΒΓ στο Ζ. Να δείξετε ότι: 
ΑΒ ΕΖ

ΑΓ ∆Ζ
=

Ε.         “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ”

Στο τραπέζιο ΑΒΓ∆ το άθροισµα των βάσεων ΑΒ + Γ∆ είναι ίσα µε το άθροισµα Α∆ + ΒΓ

των µη παράλληλων πλευρών του. Από το σηµείο τοµής των διαγωνίων του φέρνουµε

παράλληλη προς τις βάσεις που τέµνει την Α∆ στο Μ και τη ΒΓ στο Ν. Να δειχθεί ότι:

∆Μ + ΓΝ = ∆Γ


