
10
Εγγεγραµµένα και

εγγράψιµα τετράπλευρα

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ  ΠΟΛΥΓΩΝΑ  ΣΕ  ΚΥΚΛΟ

i) Ένα πολύγωνο 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α  λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο όταν οι κορυφές του είναι

σηµεία  ενός  κύκλου.

ii) Ένα πολύγωνο 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α  λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο όταν µπορεί να γραφεί κύκλος

που να περνά από τις κορυφές του.

Θεώρηµα

Αν ένα πολύγωνο 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α  είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο οι µεσοκάθετοι των

πλευρών του περνούν από το ίδιο σηµείο.

Απόδειξη

Έστω το εγγεγραµµένο πολύγωνο 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α  θα δείξουµε

ότι οι µεσοκάθετοι στις πλευρές του, περνούν από το ίδιο

σηµείο. Επειδή οι πλευρές του πολυγώνου είναι χορδές του

κύκλου, και επειδή η κάθετος στο µέσον µιας χορδής περνά

από το κέντρο του κύκλου έπεται ότι η µεσοκάθετοι στις

πλευρές του πολυγώνου περνούν από το κέντρο του κύκλου.

Θεώρηµα

Εάν οι ν 1−  µεσοκάθετοι των πλευρών ενός πολυγώνου 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α  περνούν από το

ίδιο σηµείο τότε το πολύγωνο είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

Απόδειξη

Έστω το πολύγωνο 1 2 3 ν
Α Α Α ...Α του οποίου οι µεσοκάθετοι στις ν 1− πλευρές του, περνούν

από το σηµείο Κ. Τότε το σηµείο Κ επειδή ανήκει σε κάθε µία από τις ν 1−  µεσοκαθέτους

θα ισαπέχει από τα άκρα των πλευρών δηλαδή:

1 2ΚΑ ΚΑ= , 2 3 ν 1 ν 1 2 3 ν
ΚΑ ΚΑ ...ΚΑ ΚΑ ΚΑ ΚΑ ΚΑ ... ΚΑ

−
= = ⇒ = = = = .
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Άρα αν µε κέντρο το Κ και ακτίνα το ΚΑ γράψουµε κύκλο αυτός θα περάσει από όλες τις

κορυφές και εποµένως το πολύγωνο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο.

ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ

Θεώρηµα

Οι απέναντι γωνίες κάθε εγγεγραµµένου τετραπλεύρου είναι παραπληρωµατικές και

αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα εγγεγραµµένο τετράπλευρο . Φέρνουµε τις ΚΒ,

Κ∆ και έχουµε: ( )1
K̂

Â 1
2

=  και ( )
K̂

Γ̂ 2
2

= .

ο

ο1 2

ˆ ˆΚ Κ 360
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆΆρα Α Γ Α Γ Α Γ 180

2 2

+
+ = ⇔ + = ⇔ + =

Αντίστροφα

Αν οι απέναντι γωνίες ενός τετραπλεύρου είναι παραπληρωµατικές το τετράπλευρο

είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τετράπλευρο που έχει τις απέναντι γωνίες

( )ο
A Γ 180 1+ =  θα δείξουµε ότι είναι εγγράψιµο. Γράφουµε

τον κύκλο που περνά από τα σηµεία ∆, Α, Β και έστω ότι δεν

περνά από το Γ, τότε θα τµήσει την ΒΓ σ’ ένα σηµείο Γ΄ διάφορο

του Γ΄και έχουµε: ( )ο
A Γ΄ 180 2+ = . Από τις (1), (2) έπεται

Γ Γ΄= , που είναι άτοπο.

Πόρισµα

Κάθε ορθογώνιο είναι εγγράψιµο σε κύκλο και αντίστροφα.

Θεώρηµα

Η εξωτερική γωνία κάθε εγγεγραµµένου τετραπλεύρου είναι ίση µε την εσωτερική και

απέναντι και αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τετράπλευρο εγγεγραµµένο σε κύκλο, θα

δείξουµε ότι ˆφ̂ Α= . Είναι 
οˆφ̂ Γ 180 (1)+ =  (ευθεία γωνία) και

οˆΓ̂ Α 180 (2)+ =  (απέναντι γωνίες του εγγ. ΑΒΓ∆).

Από τις (1), (2) έπεται ˆ ˆˆ ˆˆ ˆφ Γ Γ Α φ Α+ = + ⇒ = .

Αντίστροφα

Αν η εξωτερική γωνία ενός τετραπλεύρου είναι ίση µε την εσωτερική και απέναντι,

τότε το τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο.
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Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆  ένα τετράπλευρο που η εξωτερική γωνία ˆφ̂ Α(1)= θα δείξουµε ότι αυτό είναι

εγγράψιµο. Έχουµε ( )οˆφ̂ Γ 180 2+ = .

Από τις ( ) ( )1 , 2  έπεται 
οˆ ˆΑ Γ 180+ = , εποµένως το ΑΒΓ∆ εγγράψιµο.

Θεώρηµα

Σε κάθε εγγεγραµµένο τετράπλευρο δύο διαδοχικές κορυφές

βλέπουν την απέναντι πλευρά υπό ίσες γωνίες και

αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τετράπλευρο εγγεγραµµένο σε κύκλο. Τότε

ˆ ˆφ ρ=  γιατί είναι εγγεγραµµένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο Γ∆.

Αντίστροφα

Αν σε ένα τετράπλευρο δύο διαδοχικές κορυφές, βλέπουν την απέναντι πλευρά υπό ίσες

γωνίες τότε είναι εγγράψιµο.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τετράπλευρο στο οποίο ˆ ˆφ ν (1)= . Θα δείξουµε

ότι είναι εγγράψιµο. Έστω ότι το ΑΒΓ∆ δεν είναι εγγράψιµο,

τότε ο κύκλος που περνά από τις κορυφές Α, ∆, Γ θα τµήσει

την ΓΒ σ’ ένα σηµείο Β΄ διάφορο του Β. Φέρνουµε την Β΄∆ τότε

ˆ ˆφ ρ (2)=  ως εγγεγραµµένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο �∆Γ .

Από τις (1), (2) έπεται ότι ˆ ˆρ ν=  , που είναι άτοπο.

Θεώρηµα

Κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι εγγράψιµο σε κύκλο και αντίστροφα.

Απόδειξη

Έστω το ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆. Είναι 
οˆ ˆΑ ∆ 180 (1)+ =  ως

εντός και επί τα αυτά µέρη των παραλλήλων ΑΒ, ∆Γ που

τέµνονται από την Α∆. Επίσης ˆ ˆ∆ Γ(2)=  ως προσκείµενες στη

βάση ∆Γ. Από τις (1), (2) έπεται 
οˆ ˆΑ Γ 180+ = ,άρα το ΑΒΓ∆

είναι εγγράψιµο.

Αντίστροφα

Κάθε εγγεγραµµένο τραπέζιο σε κύκλο, είναι ισοσκελές.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τραπέζιο εγγεγραµµένο σε κύκλο. Επειδή είναι ΑΒ Γ∆�  έπεται

οˆ ˆΑ ∆ 180 (1)+ = . Επειδή είναι εγγεγραµµένο ισχύει : ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆΑ ∆ Α Γ ∆ Γ+ = + ⇒ = , αρά το ΑΒΓ∆

είναι ισοσκελές τραπέζιο.

ö

ñ

ÄÁ

Â Ã

ö

ñ
í

Á

Â Â´
Ã

Ä

Á Â

ÃÄ
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ΒΑΣΙΚΕΣ  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Παράδειγµα 1. ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα Α, Β. Από τα Α, Β φέρνουµε δύο τέµνουσες

ΓΑ∆ και ΕΒΖ. Να αποδείξετε ότι οι χορδές ΓΕ και ∆Ζ είναι παράλληλες.

Απόδειξη

Φέρνουµε την ΑΒ τότε ˆφ̂ Ε (1)=  γιατί ή φ είναι εξωτερική στο

εγγεγραµµένο ΑΒΕΓ. φ Ζ 2+ = ορθές. (2) γιατί είναι απέναντι

γωνίες του εγγεγραµµένου Α∆ΖΒ. Από τις (1), (2) έχουµε

Ε Ζ 2ορθές.+ =  Εποµένως ΓΕ ∆Ζ� .

Παράδειγµα 2ο. ∆ίνεται εγγεγραµµένο τραπέζιο ΑΒΓ∆ σε κύκλο (Κ,R). Να αποδείξετε

ότι ο κύκλος που περνά από τα Β, Κ, ∆, περνά και από το σηµείο της τοµής των µη

παραλλήλων πλευρών του.

Απόδειξη

Επειδή το τραπέζιο ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµένο θα είναι ισοσκελές

και εποµένως ˆ ˆ ˆΒ Γ x= = . Από το τρίγωνο ΕΒΓ έχουµε

oˆ ˆ ˆE x x 180+ + = ( )oˆ ˆE 2x 180 1⇔ + = .  Επειδή όµως ˆ ˆK 2x=

(εγγεγραµµένη και η αντίστοιχη επίκεντρη) η (1) γίνεται:

oˆ ˆE K 180+ =  , άρα το ΕΒΚ∆ είναι εγγράψιµο.

Παράδειγµα 3ο. Από ένα σηµείο Ε του ύψους ενός τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε τις κάθετες

ΕΖ, ΕΗ στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το ΒΖΗΓ  είναι εγγράψιµο.

Απόδειξη

Για να δείξουµε ότι το ΒΖΗΓ είναι εγγράψιµο αρκεί να δείξουµε

ότι: 
οˆ ˆΓ ΒΖΗ 180+ = . Επειδή 

ο

ˆΒΖΕ 90=  αρκεί να δείξουµε ότι

οˆ ˆΕΖΗ Γ 90+ = .  Από το ΑΖΕΗ που είναι εγγράψιµο

( )οˆ ˆΖ Η 90= =  η ˆˆΖΕΗ ΕΑΗ= , είναι όµως 
οˆ ˆΕΑΗ Γ 90+ =  από

το ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ, άρα και οˆ ˆΖΕΗ Γ 90+ = .

Παράδειγµα 4ο. Να αποδείξετε ότι τα ύψη κάθε τριγώνου

είναι διχοτόµοι των γωνιών του ορθικού του τριγώνου.

Απόδειξη

Έστω ΑΒΓ ένα τρίγωνο και Α∆, ΒΕ, ΓΖ τα ύψη του, θα δείξουµε

ότι ˆŷ ω= .  Το τετράπλευρο Β∆ΗΑ είναι εγγράψιµο

� �( )ο∆ Η 90= =  άρα � � ( )ω x 1= . Όµοια � � ( )y φ 2=  από το ∆ΖΗΓ.

Επειδή ˆx̂ φ=  (από το εγράψιµο ΒΖΗΓ) από τις (1), (2) έχουµε ˆŷ ω= .
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161.Εγγεγραµµένα και εγγράψιµα τετράπλευρα

ΠΕΡΙΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ   ΚΑΙ  ΠΕΡΙΓΡΑΨΙΜΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ

i) Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγεγραµµένο σε κύκλο όταν οι

πλευρές του εφάπτονται  στον ίδιο κύκλο.

ii) Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγράψιµο σε κύκλο όταν

µπορεί να γραφεί κύκλος που να εφάπτεται στις πλευρές του.

Β ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Για να αποδείξουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο αποδεικνύουµε ένα απο τα επό-

µενα (κριτήρια)

1. ∆ύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.

2. Μία  εξωτερική γωνία  του  είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.

3. ∆ύο διαδοχικές κορυφές, βλέπουν την απέναντι πλευρά µε

ίσες γωνίες.

π.χ στο διπλανό σχήµα ισχύουν:

Για να αποδείξουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιµο αποδεικνύουµε ένα απο τα

επόµενα (κριτήρια)

1. Οι διχοτόµοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο

σηµείο.

2. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.

Α
Β

Γ

Δ

Α

ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ
OA , OB ,O :Γ ,ΟΔ διχοτόμοι

Β

Γ

Δ

O

Α

Β

Δ
Γ

1
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2

2

2

2 1

� � � � � � � �

� � � �

� � � � � � � �

1 1 1 1 2 2 2 2

0 0

εξ εξ εξ εξ

Α Β , Γ ∆ , Α ∆ , Γ Β

Β ∆ 180 , Α Γ 180

∆ Β , Α Γ , Β ∆ , Γ Α

= = = =

+ = + =
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Στο τρίγωνο ΑΒΓ ο εγγεγραµµένος κύκλος εφάπτεται στις πλευρές, στα σηµεία ∆, Ε, Ζ

και ο παρεγγεγραµµένος κύκλος εφάπτεται στη ΒΓ στο Η και  στις  ΑΒ, ΑΓ στα Μ και Κ.

Να δείξετε ότι ισχύουν:

i. ΑΖ = ΑΕ = τ – α

ii. ΑΜ = ΑΚ = τ , ΖΜ = α

iii. Η∆ = β - γ

Λύση

i. ΑΕ = ΑΖ = ΑΒ – ΒΖ = γ – Β∆ = γ – (α – ∆Γ) = γ – α + ΓΕ =

         = γ – α + β – ΑΕ.

Οπότε είναι:
β γ α

2·ΑΕ β γ α ΑΕ ΑΖ τ α
2

+ −
= + − ⇔ = = = −

Επίσης : ΒΖ Β∆ τ β, ΓΕ Γ∆ τ γ= = − = = − .

ii. Έχουµε  ΑΜ γ ΒΜ, ΑΚ β ΓΚ= + = + και ΑΜ ΑΚ= .

Τότε είναι

2·ΑΜ β γ ΒΜ ΓΚ 2·ΑΜ β γ ΒΗ ΗΓ 2·ΑΜ α β γ= + + + ⇔ = + + + ⇔ = + + ⇔

α β γ
ΑΜ τ

2

+ +
= = και ΖΜ ΑΜ ΑΖ τ (τ α) α= − = − − =

iii. Είναι Η∆ Β∆ ΒΗ τ β ΒΜ τ β (ΑΜ γ) τ β ΑΜ γ β γ= − = − − = − − − = − − + = −

Άσκηση 2

Κύκλος µε κέντρο Κ εφάπτεται στις πλευρές ΑΖ και ΑΡ γωνίας

ΖAΡ στα σηµεία Β και Γ. Αν η ΑΚ τέµνει το κύκλο στο σηµείο Ο ,

να δειχθεί ότι το Ο είναι το έγκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση

Η ΑΚ είναι διχοτόµος.Αρκεί να δείξουµε ότι η ΒΟ είναι επί-

σης διχοτόµος.

Είναι 1 1
ˆΒ̂ ∆=  ,ως γωνία εγγεγραµµένη ίση µε τη γωνία

χορδή - εφαπτοµένης και 
2 1

ˆΒ̂ ∆=  ,διότι είναι οξείες γω-

νίες µε κάθετες πλευρές.

Έτσι είναι 
1 2
ˆ ˆΒ Β=  , που σηµαίνει ότι η ΒΟ είναι διχοτόµος της

γωνίας Β του ΑΒΓ.  Άρα το Ο είναι έγκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.
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Άσκηση 3

Από τυχαίο σηµείο του περιγγεγραµµένου σε τρίγωνο κύκλου φέρνουµε τις κάθετες στις

τρεις πλευρές του. Να δειχθεί ότι τα ίχνη των τριών καθέτων βρίσκονται σε ευθεία

γραµµή (ευθεία Simson).

Λύση

Τα τετράπλευρα ΑΖΜΕ και ΜΖ∆Γ είναι εγγράψιµµα αφού τα

σηµεία Ζ, E βλέπουν το ΜA µε ορθή γωνία και τα σηµεία Ζ,

∆ βλέπουν το ΜΓ µε ορθή γωνία. Οπότε

1 1
ˆ ˆΜ Ζ=  και 

2 2
ˆ ˆΜ Ζ= . Άρα 

1 2
ˆ ˆΖ Ζ= .Τότε είναι

ο ο

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆΖ ΕΖΓ 180 Ζ ΕΖΓ 180+ = ⇔ + = , εποµένως η ΕΖ∆ είναι

ευθεία.

Άσκηση 4

Στο κύκλο (Κ,R) παίρνουµε τη διάµετρο Γ∆. Από δύο σηµεία Α και Β του ίδιου ηµικύκλιου

φέρνουµε τις αποστάσεις ΑΑ΄ και ΒΒ΄ στην Γ∆. Αν ΓΕ είναι η απόσταση του Γ από την ευθεία

ΑΒ, να δειχθεί, ότι: α) ΕΒ΄//∆Α , β) ˆ ˆΓΕΑ' = ΕΒ'Α' .

Λύση

α) Από το εγγράψιµο ( )ο1
ˆΕΓΑ΄Α ΓΕΑ ΑΑ΄ Γ 90= =

έχουµε:

1
ˆˆΓΕΑ΄ Α= και 

1 1
ˆ ˆΑ ∆=  ( έχουν κάθετες πλευρές ).

Από το εγγράψιµο τετράπλευρο ΕΓΒ΄∆  έχουµε: 1
ˆ ˆΕΒ΄Γ Β=

και 
1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ∆ Β , ∆ ΕΒ΄Γ ΕΒ΄// ∆Α= = ⇔ .

β) Είναι ακόµα: 1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆΓΕΑ΄ Γ ∆ Β΄ ΕΒ΄Α΄= = = = .

Άσκηση 5

∆ύο κύκλοι (Α,R) και (Β,ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο Κ. Αν Γ∆, ΕΖ τα κοινά εξωτερικά

εφαπτόµενα τµήµατα, να δειχθεί ότι: το τετράπλευρο Γ∆ΕΖ είναι περιγράψιµο σε κύ-

κλο.

Λύση

Έστω Ρ το σηµείο, το σηµείο τοµής των κοινών εφαπτόµενων των κύκλων. Από τα ισοσκε-

λή τρίγωνα Ρ∆Ε  και ΡΓΖ  έχουµε:
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2Γ Ρ 2∆ Ρ Γ ∆ ΓΖ // ∆Ε+ = + ⇔ = ⇔ .
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Άρα το ΖΓ∆Ε  είναι τραπέζιο. Επειδή Γ∆ ΕΖ=  το

ΖΓ∆Ε  είναι ισοσκελές τραπέζιο. Φέρνουµε την εσωτερι-

κή εφαπτοµένη  ΗΘ. Τότε ∆Η ΚΗ ΓΗ= = (ίσα εφαπτό-

µενα τµήµατα). Άρα τα σηµεία Η και Θ είναι τα µέσα των

Γ∆ και ΕΖ,που σηµαίνει ότι 
ΓΖ ∆Ε

ΗΘ //
2

+
=   (1). Επειδή

Γ∆
ΚΗ

2
=  και 

ΕΖ
ΚΘ

2
=  έχουµε 

Γ∆ ΕΖ
ΗΘ

2

+
=  (2). Άρα

ΓΖ ∆Ε Γ∆ ΕΖ+ = + ,που σηµαίνει ότι το τετράπλευρο ΖΓ∆Ε είναι περιγράψιµο σε κύκλο.

Άσκηση 6

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ˆ
ο

(Γ = 90 ) ,να δειχτεί ότι: β + γ = 2ρ+α .

Λύση

Το Ο∆ΓΖ είναι τετράγωνο, αφού ισχύουν :

( )οˆˆ ˆΓ ∆ Ζ 90 ∆ ΟΖ ρ= = = = = .

Εποµένως Γ∆ =  ΓΖ = ρ. Είναι  και Α∆ = ΑΕ και ΒΖ = ΒΕ (ως

ίσα εφαπτόµενα τµήµατα). Άρα

( )β γ ΓΒ ΓΑ ρ ν ρ µ 2ρ µ ν 2ρ α+ = + = + + + = + + = + .

Άσκηση 7

Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Κ,ρ). Φέρνουµε την εφαπτοµένη στο Β και

ευθεία ε παράλληλη στην εφαπτοµένη αυτή, που τέµνει την ΒΓ στο σηµείο Ε και την ΑΒ στο

σηµείο ∆. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο Α∆ΕΓ είναι εγγράψιµο.

Λύση

Είναι ˆφ̂ Γ=  ,ως γωνία χορδής και εφαπτοµένης που είναι ίση

µε την αντίστοιχη εγγεγραµµένη .

Είναι ˆφ̂ Β∆Ε= ,αφού ∆Ε παράλληλη στην εφαπτοµένη. Άρα

ˆ ˆΒ∆Ε Γ= ,που σηµαίνει ότι το τετράπλευρο ΑΓΕ∆ είναι εγγρά-

ψιµο , αφού η εξωτερική γωνία Β∆Ε είναι ίση µε την απέναντι

εσωτερική Γ.
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Άσκηση 8

∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( )ΑΒ = ΑΓ .Φέρνουµε το ύψος ΑΑ΄ και έστω Ε το

ορθόκεντρο και Κ το µέσο του ΑΕ. Γράφουµε τον κύκλο µε κέντρο Κ και ακτίνα ΚΑ , που

τέµνει την ΑΓ στο ∆.

Να δείξετε ότι η Α΄∆  εφάπτεται  στον κύκλο (Κ,ΚΑ).

Λύση

Το τετράπλευρο Ε∆ΓΑ΄ είναι εγγράψιµο ,αφού οι γωνίες ∆ και

Α΄είναι παραπληρωµατικές.

Εποµένως � ˆ ˆΕ∆Α΄ ΕΓΑ΄ ω= =  ,ως εγγεγραµµένες στο ίδιο τόξο.

Ακόµα είναι ˆ ˆˆ ˆΕΓΑ΄ Α΄ΑΒ Α΄ΑΓ φ= = =  (αφού ΑΑ΄: ύψος και

διχοτόµος ισοσκελούς τριγώνου). Άρα � ˆΕ∆Α΄ Α΄ΑΓ=  ,δηλ. η

Α΄∆ είναι εφαπτόµενη.

Άσκηση 9

∆είξτε ότι ο κύκλος που διέρχεται από τα µέσα των  πλευρών  τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται και

από τα ίχνη των ύψων του τριγώνου.

Λύση

Ο κύκλος  που διέρχεται από τα µέσα Ε, ∆ και Ζ του τριγώνου

ΑΒΓ διέρχεται και από το ίχνος  Η του ύψους ΑΗ, αν δείξουµε

ότι το τετράπλευρο Ε∆ΖΗ είναι εγγράψιµο.

Γι’αυτό αρκεί να δείξουµε ότι ˆ ˆ∆ΖΓ ∆ΕΗ= .

Είναι ˆˆ∆ΖΓ Ε∆Ζ= , διότι  Ε∆//ΒΓ. Το τετράπλευρο Ε∆ΖΗ είναι

ισοσκελές τραπέζιο, οπότε ˆˆ∆ΕΗ Ε∆Ζ= . Άρα ˆ ˆ∆ΖΓ ∆ΕΗ= .

Όµοια αποδεικνύεται και για τα υπόλοιπα ίχνη.

Άσκηση 10

Αν η διχοτόµος της γωνίας Α̂ , τριγώνου ΑΒΓ, τέµνει τον περιγεγραµµένο του κύκλου στο Μ

και η διχοτόµος της γωνίας Β̂  τέµνει την ΑΜ στο ∆, να δείξετε ότι το τρίγωνο ΜΒ∆ είναι

ισοσκελές.

Λύση

Επειδή η ΑΜ είναι διχοτόµος της Α̂ , θα ισχύει: 
1 2

Α̂
ˆ ˆΑ Α

2
= = . Επίσης και 

1 2

Β̂
ˆ ˆΒ Β

2
= = ,
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αφού η Β∆ είναι διχοτόµος της Β̂ . Έχουµε:

• ˆ ˆΜ Γ=  ως εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο τόξο

�AB .

• 
2
ˆˆΜΒΓ Α=  ως εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο

τόξο �ΜΓ .

Οπότε:

ο

ο

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΒ Α Α Β 180 Γ Γ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ∆ΒΜ Β ΜΒΓ Β Α 90

2 2 2 2 2

+ −
= + = + = + = = = −

• 
ο ο ο ο ο ο

ˆ ˆ ˆΓ Γ Γˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ∆Μ 180 ∆ΒΜ Μ 180 90 Γ 180 90 Γ 90
2 2 2

 
= − − = − − − = − + − = − 

 

Άρα ο
Γ̂

ˆˆ∆ΒΜ Β∆Μ 90
2

= = − , οπότε το Μ Β∆
∆

 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Μ.

Άσκηση 11

∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Από το Α φέρνουµε ευθεία που τέµνει τους κύ-

κλους στα Γ ,  ∆ και απο το Β φέρνουµε ευθεία που τέµνει τους κύκλους  Γ΄ και ∆΄. Να δείξετε

ότι οι χορδές ΓΓ΄ και ∆∆΄ είναι παράλληλες.

Λύση

Είναι ˆ ˆΒΑ∆ ω=  και ˆ ˆΒΑ∆ φ=  ,ως εξωτερικές γωνίες εγγε-

γραµµένου τετραπλεύρου που είναι ίσες αντίστοιχα µε τις

απέναντι εσωτερικές.

Άρα ˆ ˆω φ ∆∆΄// ΓΓ΄= ⇔

Άσκηση 12

Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, θεωρούµε τα ύψη του Α∆ και ΒΕ και έστω Η το ορθόκεντρό

του. Στο ΕΓ παίρνουµε τµήµα ΕΖ = ΑΕ. Να δείξετε ότι το

τετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆΑ ∆ Γ ∆ 1=
�

 έχουµε:

ο ο

1 1
ˆ ˆˆ ˆΑ Γ 90 Α 90 Γ+ = ⇔ = −     (1)

Οµοίως από το ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆΒΕ Γ Ε 1
∆

=  έχουµε:
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ο

1
ˆ ˆΒ 90 Γ= −    (2)

Το Α H Ζ
�

 είναι ισοσκελές, αφού το ΗΕ είναι ύψος και διάµεσος, άρα

(1) (2)
ο

1 1 1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖ Α Ζ 90 Γ Ζ Β= ⇔ = − ⇔ = . Άρα το τετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιµο αφού µια

εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική γωνία.

Άσκηση 13

Από ένα σηµείο Θ του ύψους Α∆ τριγώνου ΑΒΓ, φέρνουµε τα τµήµατα ΘΜ και ΘΛ κάθετα

στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΛΜ είναι εγγράψιµο

σε κύκλο.

Λύση

Είναι �1 1
ˆΜ Θ=  ,αφού το ΑΛΘΜ είναι εγγράψιµο και

1
ˆ ˆΘ Γ= ,αφού το ΘΛΓ∆ είναι εγγράψιµο. Άρα �1 ˆΜ Γ= , που

σηµαίνει ότι το τετράπλευρο ΓΒΚΛ είναι εγγράψιµο ,αφού η

εξωτερική γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.

Άσκηση 14

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε το ύψος του Α∆. Από τυχαίο σηµείο Μ του Α∆ φέρουµε τις

αποστάσεις του ΜΕ και ΜΖ από τις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το ΒΕΖΓ είναι

εγγράψιµο.

Λύση

Το τετράπλευρο ΕΜ∆Β είναι εγγράψιµο, αφού
ο ο οˆˆΒΕΜ Β∆Μ 90 90 180+ = + = .

Άρα οˆ ˆΒ ΕΜ∆ 180+ =    (1)

Οµοίως και το τετράπλευρο ΑΕΜΖ είναι εγγράψιµο

( )ο ο οˆ ˆΑΕΜ ΑΖΜ 90 90 180+ = + = , οπότε η πλευρά του ΕΜ

φαίνεται από τις κορυφές Α και Ζ υπό ίσες γωνίες.

Άρα ˆ ˆΕΑΜ ΕΖΜ=    (2).

Στο τρίγωνο ΑΕΜ η ˆΕΜ∆  είναι εξωτερική, οπότε:

οˆ ˆˆ ˆ ˆΕΜ∆ ΕΑΜ ΑΕΜ ΕΜ∆ ΕΑΜ 90= + ⇔ = +    (3)

Στο τετράπλευρο ΒΕΖΓ έχουµε:

( ) ( )
(2) (3) (1)

ο οˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ ΕΖΓ Β ΕΖΜ ΜΖΓ Β ΕΑΜ 90 Β ΕΜ∆ 180+ = + + = + + = + =

Άρα το ΒΕΖΓ είναι εγγράψιµο, αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.
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Άσκηση 15

Σε γωνία ˆxOψ  παίρνουµε τη διχοτόµο Ο∆ και το εσωτερικό της σηµείο Ρ της ˆ∆Οψ . Αν

Α,Β,Γ είναι οι προβολές του Ρ στις ηµιευθείες Ο∆, Οx, Oψ, να δειχθεί ότι:

α. Τα σηµεία Ο, Β, Α, Ρ, Γ είναι οµοκυκλικά

β. ΑΒ = ΑΓ .

Λύση

α. Τα τετράπλευρα ΑΡΒΟ και ΓΡΒΟ, είναι εγγράψιµα στον κύ-

κλο που διέρχεται αποτα σηµεία Ρ, Β, Ο, αφού έχουν τις απέ-

ναντι γωνίες παραπληρωµατικές.

      Άρα τα σηµεία Ο, Γ, Α, Ρ, Β είναι οµοκυκλικά.

β. Επίσης είναι  
1 2
ˆ ˆΟ Ο= , άρα και  � �AB AΓ= ,δηλ.ΑΓ = ΑΒ.

Άσκηση 16

∆ύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) µε R > ρ εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Από το σηµείο

∆ του κύκλου (Λ,ρ) φέρουµε ευθεία που εφάπτεται στον κύκλο (Λ, ρ) και τέµνει τον κύκλο

(Κ, ρ) στα σηµεία Β, Γ. Να δείξετε ότι η Α∆ είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας Α̂  του

τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση

Αρκεί να δείξουµε ότι: ˆ ˆΒΑ∆ ΛΑ∆=

Στο τρίγωνο ΑΓ∆ η ˆΛΑ∆  είναι εξωτερική του γωνία, οπό-

τε: ˆ ˆˆΛΑ∆ ΑΓΒ Α∆Ε= +  (1)

Φέρουµε την κοινή εσωτερική εφαπτοµένη των δύο κύ-

κλων, η οποία τέµνει της Γ∆ στο Ε. Τότε ΕΑ = Ε∆ σαν εφαπ-

τόµενα τµήµατα από το Ε προς τον κύκλο (Λ, ρ). Άρα

ˆ ˆΑ∆Ε ∆ΑΕ=  (2) σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση ισο-

σκελούς  τριγώνου.

Επίσης ˆ ˆΕΑΒ ΑΓΒ=  (3) διότι η γωνία από χορδή και ε-

φαπτοµένη είναι ίση µε την εγγεγραµµένη που βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της.

Η 
(2)

(3)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1) ΛΑ∆ ΕΑΒ ∆ΑΕ ΛΑ∆ ΒΑ∆⇒ = + ⇔ =

Άσκηση 17

Σε τρίγωνο ΑBΓ γράφουµε τις εφαπτόµενες του περιγεγραµµένου κύκλου στις κορυφές Β και

Γ, που τέµνονται στο σηµείο M. Αν Π,Σ,Ρ είναι οι προβολές του Μ στις πλευρές του ριγώνου  ΑΒ,

ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα,να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΜΠΣΡ είναι παραλληλόγραµµο.
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Λύση

Τα ΒΣΜΠ και ΣΜΡΓ είναι εγγράψιµα ,αφού έχουν τις απέναντι

γωνίες παραπληρωµατικές. Απο αυτά έχουµε τις ισότητες:

�
1 1
ˆ ˆ ˆ ˆΣ Β Γ ΣΜΡ ω= = = = , και 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆΣ Γ Β φ= = =  . Άρα ΠΣ//ΜΡ και

ΜΠ//ΣΡ ,δηλ. το ΜΠΣΡ είναι παραλληλόγραµµο.

Άσκηση 18

 Αν η διχοτόµος της γωνίας Α̂  τριγώνου ΑΒΓ τέµνει τον περιγεγγραµµένο κύκλο του

τριγώνου σε σηµείο ∆, να δείξετε ότι:

α. Το τρίγωνο ΙΒ∆ είναι ισοσκελές, όπου Ι είναι το εγκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

β. Το σηµείο ∆ είναι περίκεντο του τριγώνου ΙΒΓ.

Λύση

α. Φέρουµε τις διχοτόµους των γωνιών Α̂  και Β̂  του τριγώνου ΑΒΓ, οι οποίες τέµνονται

στο έγκεντρο Ι. Τότε: 
1 2

Α̂
ˆ ˆΑ Α

2
= =  και 

1 2

Β̂
ˆ ˆΒ Β

2
= = . Στο

τρίγωνο ΙΒ∆ έχουµε:

• η γωνία του ˆΒΙ∆  είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου

ΑΒΙ, οπότε:

1 1

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Β
ˆˆ ˆΒΙ∆ Β Α

2 2 2

+
= + = + =

• 
2 3 2 2

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Β
ˆˆ ˆ ˆ ˆΙΒ∆ Β Β Β Α

2 2 2

+
= + = + = + = ,  αφού

3 2
ˆΒ̂ Α=  σαν εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο �Γ∆ . Άρα ˆ ˆΒΙ∆ ΙΒ∆=

οπότε το τρίγωνο ΙΒ∆ είναι ισοσκελές µε κορυφή το ∆, οπότε: ∆Β = ∆Ι   (1)

β. Επειδή οι εγγεγραµµένες γωνίες 1 2
ˆ ˆΑ , Α  είναι ίσες, θα είναι ίσες και οι αντίστοιχες

χορδές τους, δηλαδή ∆Β = ∆Γ   (2)

Από (1) και (2) έχουµε: ∆Β = ∆Ι = ∆Γ, δηλαδή το ∆ ισαπέχει από τις κορυφές του τριγώνου

ΙΒΓ, άρα είναι το περίκεντρο του.

Άσκηση 19

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε την διχοτόµο του Α∆ και γράφουµε τους περιγεγραµµένους

κύκλους στα τρίγωνα Α∆Β και Α∆Γ που τέµνουν τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ στα σηµεία Ε

και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΖ=ΓΕ .
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Λύση

Φέρνουµε τις ∆Ζ και ∆Ε και συγκρίνουµε τα τρίγωνα Β∆Ζ και ∆ΕΓ. Αυτά έχουν:

∆Ε ∆Β=  και ∆Ζ ∆Γ= σαν χορδές ίσων τόξων, και 
1 2
ˆ ˆ∆ ∆=  (γιατί η �

1∆̂ Α=  ως εξωτερική

του ΑΖ∆Γ , όµοια 
2
ˆ ˆ∆ Α=  σαν εξωτερική του ΑΕ∆Β).

Άρα τα τρίγωνα Β∆Ζ και ∆ΕΓ είναι ίσα και από την ισότητα αυτών έπεται ότι είναιΒΖ ΓΕ= .

Άσκηση 20

Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούµε τα ύψη του Β∆ και ΓΕ. Αν Η το ορθόκεντρο του τριγώνου

ΑΒΓ, Μ το µέσο της πλευράς ΑΒ και Ν το µέσο του ΗΒ, να αποδείξετε ότι το τετράπλευ-

ρο ∆ΜΕΝ είναι εγγράψιµο.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο AB∆
�

 η Μ∆ είναι η διάµεσος του

που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ΑΒ. Άρα

ΑΒ
∆Μ ΑΜ

2
= = . Συνεπώς το τρίγωνο Α∆Μ είναι ισοσκε-

λές µε κορυφή το Μ, οπότε 1
ˆ ˆ∆ Α=    (1) ως προσκείµενες

γωνίες στην βάση του Α∆. Τότε για την εξωτερική γωνία

1Μ̂  του τριγώνου Α∆Μ έχουµε: 
(1)

1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆΜ Α ∆ Μ 2Α= + ⇔ =    (2).

Το τετράπλευρο Α∆ΗΕ έχει 
ο ο οˆ ˆΑ∆Η ΑΕΗ 90 90 180+ = + = , δηλαδή δύο απέναντι γωνίες

του είναι παραπληρωµατικές, οπότε είναι εγγράψιµο. Συνεπώς θα ισχύει ότι 1
ˆΗ̂ Α=    (3),

αφού κάθε εξωτερική γωνία εγγράψιµου τετραπλευρού είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΗ η ΕΝ είναι διάµεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ΒΗ.

Άρα 
ΒΗ

ΕΝ ΝΗ
2

= = . ∆ηλαδή το τρίγωνο ΕΝΗ είναι ισοσκελές µε κορυφή Ν. Άρα 1 1
ˆ ˆΗ Ε=

(4) ως προσκείµενες γωνίες στη βάση του. Οπότε για την εξωτερική του γωνία 
1
Ν̂  έχουµε:

(1) (3)

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΝ Ε Η Ν 2Η Ν Μ= + ⇔ = ⇔ = . Άρα το τετράπλευρο ∆ΜΕΝ είναι εγγράψιµο, αφού

µια εξωτερική γωνία του είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.
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∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ γράφουµε τον περιγγεγραµµένο κύκλο µε

κέντρο το Κ. Αν Ρ το αντιδιαµετρικό του Α, Μ το µέσο της

ΒΓ, Η και Θ το ορθόκεντρο και το βαρύκεντρο του τριγώνου

ΑΒΓ αντίστοιχα,να δείξετε ότι:

α. Το  ΡΒΗΓ είναι παραλληλόγραµµο

β. 
ΑΗ

ΚΜ
2

=

γ. Τα σηµεία Η, Θ, Κ είναι συνευθειακά (ευθεία του Euler)

δ. ΗΘ = 2·ΘΚ.

2. Σε τρίγωνο ΚΛΜ, έστω Ο το έγκεντρο και Ν το σηµείο, που η

διχοτόµος της γωνίας Κ τέµνει τον περιγεγραµµένο του κύκλο. Να

αποδείξετε ότι  NM NΟ NΛ= = .

3. Να αποδείξετε ότι τα ύψη οξυγωνίου τριγώνου είναι εσωτερι-

κές διχοτόµοι του ορθικού του τριγώνου.

4. Έστω δύο κύκλοι µε κέντρα Ο και Π που εφάπτονται εξωτερι-

κά στο σηµείο Κ. Από το Κ φέρνουµε ευθεία, που τέµνει  τους

κύκλους στα σηµεία Ρ και Σ αντίστοιχα. Φέρνουµε την  κοινή

εξωτερική εφαπτόµενη ΜΝ. Αν  οι ΡΜ, ΣΝ τέµνονται στο

σηµείο Λ,να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΜΛΝ είναι εγγράψι-

µο.

5. Σε κύκλο µε κέντρο το Κ φέρνουµε µία χορδή Γ∆  που διέρχε-

ται  από το µέσο Λ χορδής ΣΤ. Φέρνουµε τις εφαπτόµενες

στα σηµεία Γ και ∆, που τέµνουν την ευθεία ΣΤ στα Ρ και Ζ

αντίστοιχα. Να δείξετε ότι οι ΡΣ και ΤΖ είναι ίσες.
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6. Θεωρούµε  ισοσκελές τραπέζιο τέτοιο ώστε η διάµεσος του να είναι

ίση µε µία από τις µη παράλληλες πλευρές του. Να δείξετε ότι το

τραπέζιο είναι περιγράψιµο σε κύκλο.

7. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ονοµάζουµε ∆ το έγκεντρο και Ε το παράκεντρο της

πλευράς ΑΓ. Να δείξετε ότι το τµήµα ∆Ε διχοτοµείται από τον περιγγε-

γραµµένο κύκλο του τριγώνου.

8. ΤετράπλευροΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Κ,ρ). Φέρνουµε τις

ΓΕ και ΒΖ κάθετες αντίστοιχα στις Β∆,ΑΓ . Να δείξετε ότι οι ΕΖ και

Α∆ είναι παράλληλες.

9. ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα Α,Β. Αν Σ είναι ένα σηµείο του

πρώτου κύκλου και οι ΣΑ, ΣΒ τέµνουν τον άλλο κύκλο στα

Γ και ∆, να δείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από το Σ και

από το κέντρο Κ του πρώτου κύκλου είναι κάθετη στη Γ∆.

10. Στο τρίγωνο ΑΒΓ κατασκευάζουµε δύο κύκλους, που διέρχο-

νται από τις κορυφές του Α και Β και τέµνουν τις πλευρές ΑΓ και

ΒΓ ο ένας στα σηµεία ∆, Ε και ο άλλος στα σηµεία ∆΄ και Ε΄. Να

δείξετε ότι ∆Ε και ∆΄Ε΄ είναι παράλληλες.
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11. Γράφουµε κύκλο (Ο,ρ).Έστω Κ το µέσο ενός κυρτογώνιου τόξου

ΑΒ και Γ,  ∆ δύο σηµεία του µη κυρτογώνιου τόξου ΑΒ . Αν οι

χορδές ΚΓ και Κ∆ τέµνουν την ΑΒ στα σηµεία Λ και Μ, να δειχ-

θεί ότι το τετράπλευρο ΓΛΜ∆ είναι εγγράψιµο.

12. Γράφουµε τη διάµετρο ΑΒ κύκλου (Ο,ρ) και δύο χορδές ΑΓ και

Α∆ του κύκλου εκατέρωθεν της διαµέτρου. Αν η εφαπτόµενη στο

Β, τέµνει τις προεκτάσεις των ΑΓ και Α∆ στα σηµεία Λ και Μ, να

δείξετε ότι το ΓΛΜ∆ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

13. Στο µη περιγράψιµο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ ονοµάζουµε

Κ,Λ,Μ,Ν, τα σηµεία όπου τέµνονται οι διχοτόµοι των γω-

νιών του. Να δειχθεί ότι  το ΚΛΜΝ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

14. Αν οι πλευρές ΑΒ και Γ∆ εγγεγραµµένου τετράπλευρου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ε και οι πλευ-

ρές Α∆ και ΒΓ στο Ζ και η διχοτόµος της γωνίας Ε τέµνει τις ΒΓ,  Α∆ στα σηµεία Κ, Μ και

η διχοτόµος της Ζ̂  τέµνει τις πλευρές Γ∆ και ΑΒ, στα Λ, Ρ, να δείξετε ότι:

α. Οι διχοτόµοι των Ε και Ζ τέµνονται κάθετα.

β. Το τετράπλευρο ΚΛΜΡ, είναι ρόµβος.

∆. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ˆ
ο

(Α = 90 )  έστω  Ο  το κέντρο του εγγεγραµµένου του κύκλου

και Λ, Μ και Κ τα σηµεία επαφής αυτού µε τις πλευρές ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ αντίστοιχα. Αν Ρ είναι

η προβολή του Μ στην ΚΛ, να δείξετε ότι:

α) το τρίγωνο ΑΡΓ είναι ορθογώνιο και

β) τα σηµεία Α, Μ, Ο, Ρ και Κ, είναι οµοκυκλικά.
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