
8 Εφαρµογές παραλληλογράµµων

Α.              Απαραίτητες γνώσεις θεωρίας

Θεώρηµα

Το ευθύγραµµο τµήµα, που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο

προς την τρίτη πλευρά αυτού, και ίσο µε το µισό αυτής.

Θεώρηµα

Η παράλληλος που άγεται από το µέσον µιας πλευράς τριγώνου

προς µια  άλλη πλευρά του, περνάει και από το µέσον της τρίτης

πλευράς του τριγώνου.

Θεώρηµα

Εάν ευθείες παράλληλες ορίζουν ίσα τµήµατα σε µια ευθεία, θα

ορίζουν ίσα τµήµατα και σε κάθε άλλη ευθεία που συναντούν.

Μια ιδιότητα του ορθογωνίου τριγώνου

Η διάµεσος που άγεται προς την υποτείνουσα ορθογωνίου

τριγώνου, είναι ίση µε το µισό αυτής.

Αν η διάµεσος τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευράς

στην οποία ντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.
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Πόρισµα  Η κάθετος πλευρά ορθ. τριγώνου, που είναι απέναντι από γωνία 30ο είναι ίση µε

το µισό της υποτείνουσας.

ΤΡΑΠΕΖΙΑ

Ορισµοί

i) Τραπέζιο λέγεται κάθε τετράπλευρο που έχει µόνο τις δύο

πλευρές του παράλληλες π.χ. το ΑΒΓ∆ είναι τραπέζιο.

ii) ∆ιάµεσος τραπεζίου λέγεται το ευθ. τµήµα που έχει άκρα

τα µέσα των µη παραλλήλων πλευρών, π.χ. το ΕΖ.

iii) Βάσεις τραπεζίου λέγονται οι παράλληλες πλευρές του

π.χ. οι ΑΒ, Γ∆.

iv) Ύψος τραπεζίου λέγεται η απόσταση των µη παραλλήλων πλευρών του, π.χ. το ΑΗ.

v) Ισοσκελές τραπέζιο, λέγεται το τραπέζιο που έχει τις µη παράλληλες πλευρές του ίσες.

vi) Ορθογώνιο ή δισορθογώνιο τραπέζιο, λέγεται το τραπέζιο που έχει δύο γωνίες ορθές

π.χ το ΑΒΓΗ.

Σε κάθε τραπέζιο ισχύουν τα θεωρήµατα:

Θεώρηµα

Η διάµεσος κάθε τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βάσεις του και ίση µε το ηµιάθροι-

σµα αυτών.

Απόδειξη

Φέρουµε την ΑΖ που τέµνει την ∆Γ στο Κ, τότε τριγ.

ΑΒΖ τριγ.=  ΖΓΚ 
1 2

ˆ ˆ(ΖΒ ΖΓ,Ζ Ζ ,ΑΒΖ ΖΓΚ)= = = , από

την ισότητα έχουµε ΑΒ ΓΚ=  και ΑΖ ΖΚ= . Στο τρί-

γωνο Α∆Κ η ΕΖ ενώνει τα µέσα των πλευρών Α∆, ΑΚ

άρα θα είναι παράλληλη προς την ∆Κ και ίση µε το µισό

αυτής δηλ.  
∆Κ ∆Γ ΓΚ ∆Γ ΑΒ

ΕΖ
2 2 2

+ +
= = = .

Θεώρηµα

Το ευθύγραµµο τµήµα που έχει άκρα τα µέσα των διαγω-

νίων ενός τραπεζίου είναι παράλληλο προς τις βάσεις και

ίσο µε την ηµιδιαφορά των βάσεών του.

Απόδειξη

Φέρνουµε την ΒΖ που τέµνει την Γ∆ στο Κ. Τότε τριγ.
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ΑΒΖ τριγ.=  ΚΖΓ ( )1 2

ˆ ˆ ˆ ˆΖΑ ΖΓ,Ζ Ζ ,φ ρ= = = .Από την ισότητα έχουµε ΚΓ ΑΒ=  και

ΖΒ ΖΚ= . Στο τρίγωνο Β∆Κ η ΕΖ ενώνει τα µέσα των πλευρών Β∆, ΒΚ άρα ΕΖ ∆Κ�  και

∆Κ ∆Γ ΚΓ ∆Γ ΑΒ
ΕΖ

2 2 2

− −
= = = .

Στο ισοσκελές τραπέζιο ισχύουν τα επόµενα θεωρήµατα:

Θεώρηµα

Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο οι προσκείµενες σε κάθε βάση

γωνίες είναι ίσες και αντίστροφα.

Θεώρηµα

Οι διαγώνιες κάθε ισοσκελούς τραπεζίου είναι ίσες και α-

ντίστροφα.

Θεώρηµα

Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο το ευθύγραµµο τµήµα που έχει

άκρα τα µέσα των βάσεών του, είναι κάθετο στις βάσεις.

Πόρισµα Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο η ευθεία που περνά από

τα µέσα των βάσεών του, είναι άξονας συµµετρίας αυτού.

Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές

1. Οι προσκείµενες σε µία βάση γωνίες είναι ίσες.

2. Οι διαγώνιές του είναι ίσες.

Β.        ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   ΑΣΚΗΣΕΩΝ

1. Για να δείξουµε ότι ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο, δείχνουµε ότι :

Η διάµεσος του τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί.

2. Για να δείξουµε ότι ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές , δείχνουµε ότι :

Οι προσκείµενες σε κάθε βάση γωνίες είναι ίσες.

Οι διαγώνιές του είναι ίσες.
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Γ.                                                     ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να αποδείξετε ότι τα µέσα των πλευρών τριγώνου και το ίχνος ενός ύψους είναι κορυ-

φές ισοσκελούς τραπεζίου.

Λύση

Έστω Ε, Ζ, Η τα µέσα των πλευρών του ΑΒΓ και ∆ το ίχνος του

ύψους Α∆, θα δείξουµε, ότι το ∆ΕΖΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο .

Η EZ BΓ�  γιατί ενώνει τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ, άρα το ΕΖΗ∆ είναι

τραπέζιο. ( )
ΑΒ

ΗΖ 1
2

=  γιατί ενώνει τα µέσα των ΑΓ, ΒΓ. Η

( )
ΑΒ

∆Ε 2
2

=  γιατί είναι η διάµεσος του ορθογώνιου τριγώνου

Α∆Β. Από τις (1) και (2) έχουµε ΗΖ ∆Ε= , άρα το ΕΖΗ∆ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

Άσκηση 2

Αν σε ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ η µία από τις µη παράλληλες πλευρές η Α∆, είναι ίση µε το

άθροισµα των βάσεων, και Ε είναι το µέσο της απέναντι πλευράς της να αποδείξετε ότι

η γωνία 
ο

ΑΕ∆ = 90 .

Λύση

Έστω ΑΒΓ∆ ένα τραπέζιο στο οποίο είναι ( )Α∆ ΑΒ Γ∆ 1= +  και

Ε το µέσο της ΒΓ, θα δείξουµε, ότι 
οˆΑΕ∆ 90= . Φέρνουµε την

διάµεσο ΕΖ του τραπεζίου, τότε ( )
ΑΒ Γ∆

ΕΖ 2
2

+
= . Από τις (1),

(2) έπεται 
Α∆

ΕΖ
2

=  άρα το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ορθογώνιο στο Ε

, δηλ. 
οˆΑΕ∆ 90= .

Άσκηση 3

Να αποδείξετε, ότι το άθροισµα των αποστάσεων των κορυφών ενός παραλληλογράµ-

µου από µια ευθεία που δεν τέµνει το παραλληλόγραµµο, είναι ίσο µε την τετραπλάσια

απόσταση του κέντρου του παραλληλογράµµου, από την ευθεία.

Λύση

 Από το τραπέζιο 
1 1

AA Γ Γ  επειδή η 
1

ΚΚ  είναι διάµεσος αυτού έχουµε: ( )1 1

1

ΑΑ ΓΓ
ΚΚ 1

2

+
= .
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Όµοια από το τραπέζιο 
1 1

ΒΒ ∆ ∆  έχουµε: ( )1 1

1

ΒΒ ∆∆
ΚΚ 2

2

+
= .

Προσθέτουµε τις (1), (2) και έχουµε:

1 1 1 1

1

ΑΑ ΒΒ ΓΓ ∆∆
2ΚΚ

2

+ + +
=   ή

1 1 1 1 1
4ΚΚ ΑΑ ΒΒ ΓΓ ∆∆= + + + .

Άσκηση 4

Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ τα Μ και Η είναι µέσα των πλευ-

ρών ΒΓ και Γ∆. Να δειχθεί ότι η διαγώνιος Β∆ διαρείται σε

τρία ίσα µέρη από τις ΑΜ, ΑΗ.

Λύση

Έστω Κ, Λ και Θ τα σηµεία τοµής της Β∆ από τις ΑΗ, ΑΜ, ΑΓ,

αντίστοιχα. Στο ΑΒΓ οι ΑΜ, ΒΘ είναι διάµεσοι, οπότε :

2 1
ΒΛ ΒΘ Β∆

3 3
= = (1)

Στο Α∆Γ οι  ΑΗ, ∆Θ είναι διάµεσοι, οπότε :

2 1
∆Κ ∆Θ Β∆

3 3
= = (2)

Απο τις (1) και (2) έχουµε: 
1

ΚΛ ∆Κ ΒΛ Β∆
3

= = = .

Άσκηση 5

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Έστω  ∆ το µέσο της διαµέσου ΑΗ. Αν η  Β∆

τέµνει την ΑΓ στο Ε,να αποδείξετε  ότι: 
3

2
ΑΓ = ΕΓ

Λύση

Φέρνουµε απο το Η την παράλληλη στην ΒΕ που τέµνει την ΑΓ

στο σηµείο Κ. Επειδή το ∆ είναι το µέσο της ΑΗ και ∆Ε // ΗΚ το

Ε είναι  το µέσο της ΑΚ , δηλ.ΑΕ ΕΚ= . Επειδή το Η είναι µέσο

της ΒΓ και ΗΚ // ΒΕ το Κ είναι  το µέσο της ΕΓ , δηλ.ΕΚ ΚΓ= .

Άρα 
2

ΕΓ ΕΚ ΚΓ 2 Γ ΑΓ
3

= + = ⋅Κ = .
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Άσκηση 6

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ
οΒ = 30 . Από το  µέσο Ο της

ΒΓ φέρνουµε την κάθετη στη ΒΓ, που τέµνει την ΑΒ στο ∆ και

την  προέκταση της ΓΑ στο Κ. Φέρνουµε ακόµα στο Α την

κάθετη στην ΑΟ, που τέµνει την ΟΚ στο Η. Να αποδείξετε ότι

το Η είναι το µέσο της Κ∆.

Λύση

Επειδή Β̂ 30= ° είναι 
ΒΓ

ΑΓ
2

= . Επίσης 
ΒΓ

ΑΟ
2

=  (διάµε-

σος ορθ. τριγώνου). Εποµένως το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισό-

πλευρο.

Τότε � � � �0 0

1 1 2 2
Α 30 ∆ 60 ∆ Α= ⇒ = = = ,δηλ. ΑΗ = Η∆.

Όµως ΑΗ = ΗΚ οπότε το Η µέσο του Κ∆.

Άσκηση 7

Από το µέσο Μ της βάσης ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε τις παράλληλες ΜΠ και

ΜΚ προς τις πλευρές ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το  ΑΠΜΚ είναι ρόµβος.

Λύση

Το ΑΚΜΠ είναι παραλληλόγραµο ,διότι έχει απέναντι πλευρές πα-

ράλληλες. Επειδή 
ΑΓ

ΜΠ ΑΚ
2

= =  και 
ΑΒ

ΜΚ ΑΠ
2

= =  έχουµε ΜΠ

= ΜΚ. Εποµένως το ΑΠΜΚ είναι ρόµβος αφού έχει δύο διαδοχικές

πλευρές ίσες.

Άσκηση 8

Η διχοτόµος της γωνίας Β τραπεζίου ΑΒΓ∆ τέµνει τη διάµεσο

ΚΖ στο Ο.  Να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΓΟΒ είναι ορθογώνιο.

Λύση

Είναι 
1 2

ˆ ˆΒ Β=  ,αφού η ΒΟ είναι διχοτόµος της γωνίας Β και

2 1

ˆΒ̂ Ο=  ,αφού ΚΖ//ΑΒ.

Άρα 
1 1

ˆΒ̂ Ο= ,δηλ. 
ΒΓ

ΟΖ ΖΒ
2

= = . Άρα η διάµεσος του

τριγώνου ΓΟΒ είναι ίση µε το µισό της πλευράς που σηµαί-

νει ότι το τρίγωνο ΓΟΒ είναι ορθογώνιο.
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Άσκηση 9

Στην πλευρά ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ παίρνουµε το σηµείο Ι ώστε 
1

ΒΙ = ΒΓ
4

. Φέρνουµε τη

διάµεσο Β∆ και έστω Θ το µέσο της. Να δειχθεί ότι Θ
ΑΒ

Ι //
4

= .

Λύση

Φέρνουµε απο το ∆ παράλληλη πρός την ΑΒ που διέρχεται

απο το µέσο Ζ της ΒΓ. Τότε 
1

ΙΖ ΒΓ ΒΙ
4

= = .

Επίσης 
∆Ζ

ΙΘ //
2

=  (διότι τα Ι, Θ είναι µέσα των ΒΖ, Β∆) και

ΑΒ
∆Ζ //

2
=  (διότι τα ∆, Ζ είναι τα µέσα των ΑΓ, ΒΓ).

Άρα 

ΑΒ

∆Ζ ΑΒ2
ΙΘ // //

2 2 4
= = = .

Άσκηση 10

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ˆ
οΑ = 90 ) φέρνουµε το ύψος ΑΘ

και έστω Ι και Μ τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να

δειχθεί ότι τρίγωνο ΙΘΜ είναι ορθογώνιο.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΘ η ΘΙ είναι διάµεσος οπότε

ΑΒ
ΘΙ ΙΑ

2
= = . Εποµένως 

1 1

ˆ ˆΘ Α= .

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΓ η ΘΜ είναι διάµεσος οπό-

τε  
ΑΓ

ΘΜ ΑΜ
2

= = . Άρα 
2 2

ˆ ˆΘ Α= .

Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω σχέσεων ,παίρ-

νουµε : 
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆΘ Θ Α Α+ = +  ή 
οˆ ˆΙΘΜ Α 90= = .

Άσκηση 11

 Από τις κορυφές Α και Γ παραλληλογράµου ΑΒΓ∆ φέρνουµε κάθετες προς τη διαγώνιο Β∆,

τις ΑΚ και ΓΛ αντίστοιχα. Αν Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ, Γ∆ αντίστοιχα να δείξετε ότι τα Κ, Λ, Μ,

Ν είναι κορυφές παραλληλογράµµου.
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Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο AKB
�

 η ΚΜ είναι διάµεσος άρα 
AB

KM
2

=

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ∆ Λ Γ
�

 η ΛΝ είναι διάµεσος άρα 
∆Γ

ΛΝ
2

= . Αφού ΑΒ = ∆Γ θα είναι

ΚΜ = ΛΝ

Έχουµε 
( )

( )

ΒΛ ΒΚ ΚΛ 1

∆Κ ∆Λ ΚΛ 2

= +

= +

Όµως 

1 1

ˆK̂ Λ 90

Α ΒΚ Λ ∆ Γ ΑΒ ∆Γ

ˆΒ̂ ∆

 = =
 

= = 
 

= 

�

� �

Άρα είναι ΒΚ=∆Λ. Τότε από (1), (2) προκύπτει ΒΛ = ∆Κ

Είναι ΒΜ Λ ∆ Κ Ν=
� �

αφού ΜΒ = ∆Ν (µισά ίσων τµηµάτων)

                                         
1 1

ˆΒ̂ ∆=  (εντός εναλλάξ)

                                         ΒΛ = ∆Κ

Τότε και ΜΛ = ΚΝ

Άρα το  ΜΛΝΚ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες.

Άσκηση 12

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διάµεσο ΑΚ και

το ύψος ΑΕ.  Αν ˆ ˆΒ Γ> , να δειχθεί ότι ˆ ˆ ˆΚΑΕ = Β -Γ .

Λύση

Είναι οˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΚΑΕ ΕΑΓ ΚΑΓ 90 Γ Γ Β Γ= − = − − = − .

∆ιότι ˆ ˆΚΑΓ Γ= , αφού  η ΑΚ είναι διάµεσος του ορθογωνίου

τριγώνου ΑΒΓ και συνεπώς ισχύει 
1

ΑΚ ΒΓ ΚΓ
2

= = .

Άσκηση 13

Στις πλευρές του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ θεωρούµε τα ίσα τµήµατα ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ∆Ν.

∆είξτε ότι το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραµµο. Τι θα πρέπει να ισχύει ώστε:

i. ΚΛΜΝ ρόµβος

ii. ΚΛΜΝ τετράγωνο

A

Ã

Ä

Â
1

1
Ë

K

NM

A

B

Ã

K
E

A

B

Ã

K

E



119.Παραλληλόγραµµα - Τραπέζια

Λύση

Είναι ΑΝΚ ΜΓΛ=

� �

 αφού:

ΑΚ ΓΜ

ΑΝ Α∆ ∆Ν
ΑΝ ΓΛ

ΓΛ ΓΒ ΒΛ

ˆ ˆΑ Γ ως απέναντι γωνίες παραλληλογράµµου

=

= − 
⇔ =

= − 

=

Συνεπώς ΝΚ = ΜΛ. Οµοίως ΚΛ = ΜΝ.

Άρα ΚΛΜΝ παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες.

i. Το ΚΛΜΝ είναι ρόµβος όταν το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο και

τα Κ, Λ, Μ, Ν είναι µέσα των πλευρών.

Τότε 
∆Β

ΝΚ //
2

=

        
ΑΓ

ΚΛ //
2

=

Αφού ∆Β = ΑΓ τότε ΝΚ = ΚΛ.

Επειδή το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραµµο και έχει δύο δια-

δοχικές πλευρές ίσες, είναι ρόµβος.

ii. Για να είναι τετράγωνο αρκεί το ΑΒΓ∆ να είναι τετράγωνο

και Κ, Λ, Μ, Ν τα µέσα των πλευρών.

Τότε ΝΚ//∆Β

        ΚΛ//ΑΓ

Αφού στο τετράγωνο είναι ∆Β ΑΓ⊥  θα είναι και

ΝΚ ΚΛ⊥ . Άρα Κ 90=
�

Άσκηση 14

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, είναι Β > Γ. Φέρνουµε το ύψος ΑΚ  και θεωρούµε

τα µέσα Μ και Ε των ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα.

Να δειχθεί ότι ˆ ˆ ˆΚΕΜ = Β -Γ

Λύση

Είναι 
1 1

ˆ ˆ ˆΚΕΜ Μ Κ= −  (αφού η 
1

Μ̂  είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο ΚΕΜ και 
1

ˆ ˆΚ Γ=
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(αφού η ΚΕ είναι διάµεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΓ).Επίσης

είναι 
1

ˆ ˆΜ Β=  (αφού ΜΕ//ΑΒ).

Από τα παραπάνω προκύπτει � ˆ ˆΚΕΜ Β Γ= − .

Άσκηση 15

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆, Γ∆ > ΑΒ) του οποίου οι µη παράλληλες πλευρές τέµνο-

νται στο Ο κάθετα. Αν το Ο και τα µέσα Κ, Λ των ΑΒ, ∆Γ είναι συνευθειακά να δείξετε

ότι το ΚΛ είναι ίσο µε το τµήµα που συνδέει τα µέσα των διαγωνίων του τραπεζίου.

Λύση

Στο ορθογώνιο ΟΑΒ
�

 η ΟΚ είναι διάµεσος.

Άρα 
ΑΒ

ΟΚ
2

= .

Στο ορθογώνιο Ο∆Γ
�

 η ΟΛ είναι διάµεσος.

Άρα 
Γ∆

ΟΛ
2

= .

Είναι ΚΛ = ΟΛ – ΟΚ =
Γ∆ ΑΒ Γ∆ ΑΒ

2 2 2

−
− =

Γνωρίζουµε ότι αν Ε, Ζ µέσα των διαγωνίων τότε 
Γ∆ ΑΒ

ΕΖ
2

−
= .

Άρα ΚΛ = ΕΖ

Άσκηση 16

∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆(µε ΑΒ//Γ∆) και τέτοιο

ώστε  ∆Γ = 2·ΑΒ και ˆ ˆΒ = 3Γ . Φέρνουµε ΒΡ ∆Γ⊥ . Να

αποδειχθεί ότι:

α. Oι ΒΡ και ΑΓ διχοτοµούνται.

β. ΑΡ Β∆⊥ .

γ. Αν Ο είναι το µέσο της Β∆ και Θ είναι το µέσο της ΑΓ, τότε

ισχύει : ΟΘ = Γ∆/4.
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Λύση

α. Είναι  
ο ο οˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ Γ 180 3Γ Γ 180 Γ 45+ = ⇒ + = ⇔ = .

Τότε είναι και οΒ̂ 135= . Φέρνουµε τη ΒΡ ∆Γ⊥ .

Από το ορθογώνιο ΑΒΡ∆ έχουµε ∆Ρ = ΑΒ = ∆Γ/2, οπότε

το Ρ είναι µέσο της ∆Γ. Άρα το ΑΒΓΡ είναι παραλληλό-

γραµµο και συνεπώς οι διαγώνιές του ΒΡ,ΑΓ διχοτο-

µούνται.

β. Στο τρίγωνο ∆ΒΓ η διάµεσος ΒΡ είναι και ύψος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. Επειδή

ο

1

ˆ ˆ∆ Γ 45= =  είναι οˆ∆ΒΓ 90= . Τότε  ΒΡ = ∆Γ/2 = ∆Ρ. Εποµένως το ορθογώνιο ΒΡ∆Α είναι

τετράγωνο, που σηµαίνει ότι οι διαγώνιές του τέµνονται κάθετα, δηλαδή ΑΡ Β∆⊥ .

γ. Στο τρίγωνο ΑΡΓ η ΟΘ ενώνει τα µέσα των πλευρών ΑΡ και ΑΓ, οπότε ισχύει:

   
1 1 ∆Γ ∆Γ

ΘΟ ΡΓ ·
2 2 2 4

= = = .

Άσκηση 17

 Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι 
oΑ̂ = 60  και ΑΚ διχοτόµος της Α̂  όπου Κ σηµείο

της ΒΓ. Αν Λ µέσο της ΑΚ να δείξετε ότι η ΒΛ διχοτοµεί τη Β̂  και να εκφράσετε τη

ΒΛ συναρτήσει του ΑΒ.

Λύση

ο

1 2

1

2 1

ˆ ˆΕίναι Α Α 30
ˆ ˆΣυνεπώς Α Κ

ˆ ˆκαι Α Κ (εντός εναλλάξ)

= = 
=

= 

∆ηλαδή το τρίγωνο Α ΒΚ
�

 είναι ισοσκελές και η ΒΛ είναι διά-

µεσος άρα διχοτόµος και ύψος.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α Λ Β
�

είναι: 1

ΑΒ
Α̂ 30 ΒΛ

2
= ⇔ =�

.

Άσκηση 18

Σε ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆(ΑΒ//Γ∆) είναι Α∆ = ΑΒ + ∆Γ. Ενώνουµε το µέσο Κ της ΒΓ

µε τις κορυφές Α και ∆. Να δείξετε ότι οι ΑΚ και Κ∆ είναι διχοτόµοι των γωνιών Α και ∆.

Λύση

Φέρνουµε την ΚΘ παράλληλη στην ΑΒ.

Είναι 
ΑΒ Γ∆ Α∆

ΚΘ //
2 2

+
= = . ∆ηλαδή ΚΘ = Θ∆ = ΘΑ.
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Άρα 
1

ˆγ̂ Κ=  και 
1

ˆΚ̂ δ= ( ΘΚ // ∆Γ ). Εποµένως ˆγ̂ δ= . Οµοίως

2

ˆα̂ Κ=  και 
2

ˆΚ̂ β=  ( ΘΚ // ΑΒ ), οπότε ˆα̂ β= .

Άσκηση 19

∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( )ˆ ˆ ο
Α = ∆ = 90  µε ˆ

οΒ = 60 . Αν είναι ΒΓ = ∆Γ = 8 να

βρεθεί το µήκος της διαµέσου του τραπεζίου.

Λύση

Φέρνουµε το ύψος ΓΕ του τραπεζίου. Στο ορθογώνιο τρίγωνο

ΓΕΒ είναι 
ο ο ο ο

1

ˆ ˆΓ 90 Β 90 60 30= − = − = .

Άρα 
ΒΓ 8

ΕΒ 4
2 2

= = =

Είναι ΑΒ ΑΕ ΕΒ ∆Γ ΕΒ 8 4 12= + = + = + =
Τότε, αν Κ, Λ µέσα των µη παραλλήλων πλευρών θα είναι:

ΑΒ ∆Γ 12 8 20
ΚΛ 10

2 2 2

+ +
= = = =

Άσκηση 20

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( )Α̂ = 90°  µε Β̂ = 30° . Αν Ε, Ζ είναι τα µέσα των ΑΒ

και ΑΓ, να αποδείξετε ότι ΕΖ ΑΓ= .

Λύση

Στο ΑΒΓ αφού είναι Β̂ 30= ° ισχύει 
ΒΓ

ΑΓ
2

= .

Στο ΑΒΓ αφού Ε, Ζ µέσα ΑΒ, ΑΓ ισχύει 
ΒΓ

ΕΖ
2

= .

Άρα ΕΖ ΑΓ= .
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Άσκηση 21

 ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Πάνω στις ΑΒ,∆Γ αντίστοιχα, θεωρούµε σηµεία Ε, Ζ τέτοια

ώστε ΑΕ = ΓΖ. Αν Κ, Λ µέσα των ∆Ε, ΒΖ αντίστοιχα, να δείξετε ότι το ΑΚΓΛ είναι

παραλληλόγραµµο και ότι οι ΚΛ, ΑΓ, ∆Β συντρέχουν.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Ε η ΑΚ είναι διάµεσος που αντι-

στοιχεί στην υποτείνουσα του. Άρα 
∆Ε

AK (1)
2

= . Όµοια στο

ορθογώνιο τρίγωνο ΓΒΖ η ΓΛ είναι διάµεσος που αντιστοιχεί

στην υποτείνουσα άρα ( )
ΖΒ

ΓΛ 2
2

= . Όµως ΖΒ = ∆Ε  (3) αφού

Α ∆ Ε Γ ΒΖ
∆ ∆

=  (είναι ορθογώνια και έχουν Α∆ = ΒΓ ως απένα-
ντι πλευρές ορθογωνίου και ΑΕ = ΓΖ από υπόθεση).

Από (1), (2), (3) συµπεραίνουµε ότι ΑΚ = ΓΛ.

Επίσης Α Λ Β ∆ Κ Γ=
� �

 αφού:

∆Γ = ΑΒ ως απέναντι πλευρές ορθογωνίου

∆Κ=ΛΒ ως µισά των ίσων τµηµάτων ∆Ε, ΒΓ

1 1

ˆΒ̂ ∆=  ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράµµου ∆ΕΒΖ

Συνεπώς ΚΓ = ΑΛ. Άρα το ΑΚΓΛ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του

ίσες.

Το ∆ΕΒΖ είναι παραλληλόγραµµο αφού ∆Ε = ΒΖ και ∆Ζ = ΕΒ αφού

∆Ζ = ∆Γ – ΖΓ και ΕΒ = ΑΒ – ΑΕ

Οι ΑΓ, ΚΛ είναι διαγώνιοι του παραλληλογράµµου ΑΚΓΛ άρα διχοτοµούνται.

Όµως η ΑΓ διαγώνιος και του ΑΒΓ∆. Άρα διχοτοµείται µε την ∆Β. Εποµένως οι ΑΓ, ΚΛ, ∆Β

συντρέχουν στο Ο το κέντρο του ΑΒΓ∆.

Άσκηση 22

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( )Α̂ = 90°  µε Β̂ = 30°  και ∆, Ε τα µέσα των ΑΒ και ΒΓ

αντίστοιχα. Προεκτείνουµε την Ε∆ κατά τµήµα ∆Ζ Ε∆= . Να αποδείξετε ότι το ΑΓΕΖ

είναι ρόµβος.

Λύση

Έχουµε ∆, Ε µέσα ΑΒ, ΒΓ , άρα 
ΑΓ

∆Ε ||
2

=  οπότε είναι
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ΖΕ 2∆Ε // ΑΓ= = .

Εποµένως το ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραµµο. Αλλά Β̂ 30= ° ,

οπότε 
ΒΓ

ΑΓ ΕΓ
2

= = ,δηλ. το ΑΓΕΖ είναι ρόµβος.

Άσκηση 23

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε oΓ̂ = 45 . Φέρουµε τα ύψη Α∆ και ΒΕ. Αν Μ είναι το µέσο της ΑΒ

να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΜΕ είναι ισοσκελές και ορθογώνιο.

Λύση

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ∆, Μ µέσο της υποτείνουσας άρα

ΑΒ
∆Μ (1)

2
=

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ, Μ µέσο της υποτείνουσας άρα

ΑΒ
ΕΜ (2)

2
=

Από (1),(2) έχουµε ∆Μ = ΕΜ δηλαδή το τρίγωνο ∆ΜΕ είναι

ισοσκελές.

Για να είναι η 
1 2

ˆ ˆ ˆΜ 90 αρκεί Μ Μ 90= + =
� �

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΜΕ (ΑΜ = ΜΕ) είναι:

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΜ Α Ε 180 Μ 180 2Α αφού Α Ε+ + = ⇔ = − =
� �

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΜ∆ (ΜΒ = Μ∆) είναι:

2 1 2 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΜ Β ∆ 180 Μ 180 2Β αφού Β ∆+ + = ⇔ = − =
� �

Τότε:

1 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΜ Μ 180 2Α 180 2Β 360 2(Α Β)+ = − + − = − +
� � �

Όµως ˆ ˆ ˆΑ Β 180 Γ 180 45 135+ = − = − =� � � �

Άρα 
1 2

ˆ ˆΜ Μ 360 2 135 90+ = − ⋅ =
� � � .

Άσκηση 24

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Β̂ = 30°  η κάθετος στο µέσο Μ της υποτείνουσας ΒΓ
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B

A
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Ì

τέµνει την πλευρα ΑΒ στο ∆. Να αποδείξετε ότι:

i. Μ∆ = Α∆ ii. 
ΑΒ

Μ∆ =
3

.

Λύση

i. Έχουµε Μ∆Γ ΓΑ∆=
� �

 , διότι

ΒΓ
Μ Α 90 , ∆Γ κοινή, ΑΓ ΜΓ

2

 
= = ° = = 

 
.

Άρα Μ∆ Α∆= .

ii. Στο τρίγ. ( )Μ∆Β Μ 90 , Β 30 := ° = °  
∆Β

Μ∆ ∆Β 2Μ∆
2

= ⇔ = .

Αλλά Α∆ Μ∆= , οπότε είναι : 
ΑΒ

∆Β Α∆ 3Μ∆ Μ∆
3

+ = ⇔ = .

Άσκηση 25

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ όπου ∆Γ//ΑΒ και ∆Γ = 4ΑΒ.

i. Να δείξετε ότι 
5ΑB

ΖΗ =
2

 όπου ΖΗ η διάµεσος.

ii. Αν Κ,Λ,Μ σηµεία της ∆Γ τέτοια ώστε ∆Κ = ΚΛ = ΛΜ = ΜΓ, να δείξετε ότι ΑΒΚ∆,

ΑΒΓΜ  παραλληλόγραµµα.

iii. Αν η διάµεσος του τραπεζίου τέµνει τις ΒΚ, ΑΜ στα Θ, Ι να δείξετε ότι 
ΑΒ

ΘΙ =
2

.

Λύση

i. Είναι 
ΑΒ ∆Γ ΑΒ 4ΑΒ 5ΑΒ

ΖΗ
2 2 2

+ +
= = = .

ii. Είναι 
1

∆Κ ∆Γ ΑΒ
4

= =  και αφού ΑΒ//∆Κ θα είναι το ΑΒΚ∆

παραλληλόγραµµο.

Είναι 
1

ΜΓ ∆Γ ΑΒ
4

= =  και αφού ΑΒ//ΜΓ θα είναι το

ΑΒΓΜ παραλληλόγραµµο.

iii. Αφού ΖΗ διάµεσος τότε και Θ,Ι τα µέσα των ΒΚ, ΑΜ.

Άρα και ΖΘ// = ΑΒ, ΙΗ// = ΑΒ.

Οπότε ΘΙ = ΖΗ – ΖΘ – ΙΗ =
5ΑΒ ΑΒ

ΑΒ ΑΒ
2 2

− − = .
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Άσκηση 26

∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = 4ΒΓ. Θεωρούµε σηµεία Ε, Ζ επί της ΑΒ τέτοια ώστε

ΑΕ = ΖΒ = ΒΓ.

i. Να δείξετε ότι το ∆ΕΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

ii. Να βρεθεί η διάµεσός του ΚΛ συναρτήσει της ΒΓ.

Λύση

i. Είναι ΑΒ//∆Γ άρα και ΕΖ//∆Γ. ∆ηλαδή το ∆ΕΖΓ είναι τρα-

πέζιο. Για να είναι ισοσκελές τραπέζιο αρκεί ∆Ε = ΖΓ.

Είναι Α ∆ Ε ΒΖΓ=
� �

 αφού είναι ορθογώνια και έχουν

Α∆ = ΒΓ και ΑΕ = ΖΒ.

Συνεπώς ∆Ε = ΖΓ.

ii. Αν ΚΛ η διάµεσος του τραπεζίου, τότε 
Β β ∆Γ ΕΖ

ΚΛ
2 2

+ +
= = .

Όµως ∆Γ = ΑΒ = 4ΒΓ

και ΕΖ = ΑΒ – ΑΕ – ΖΒ = 4ΒΓ – ΒΓ – ΒΓ = 2ΒΓ.

Άρα 
4ΒΓ 2ΒΓ 6ΒΓ

ΚΛ 3ΒΓ
2 2

+
= = = .

Άσκηση 27

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και Μ µέσο της υποτείνουσας. Αν ΜΕ, Μ∆ οι αποστά-

σεις του Μ από τις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα να δείξετε ότι το ΜΕΑ∆ είναι ορθογώνιο.

Λύση

1ος τρόπος

Στο τετράπλευρο ˆΜΕΑ∆  έχουµε τρεις ορθές γωνίες οˆ ˆΕ̂ Α ∆ 90= = = . Άρα το ΜΕΑ∆ είναι

ορθογώνιο.

2ος τρόπος

ΑΜ ΒΜΒΓ
ΑΜ

ΑΜ ΜΓ2

=
=

=  αφού ΑΜ διάµεσος που αντιστοι-

χεί στην υποτείνουσα.

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΜΒ το ύψος θα είναι και διάµε-

σος οπότε 
ΑΓ

ΜΕ // ΜΕ // Α∆
2

= ⇔ =

Τότε ΜΕΑ∆ παραλληλόγραµµο και αφού έχει γωνία ορθή

θα είναι ορθογώνιο.
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Άσκηση 28

Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), Θ το βαρύκεντρό του και ∆, Ζ, Ε µέσα των ΒΓ, ΑΒ

και ΑΓ αντίστοιχα.

i. Να δείξετε ότι ΑΖ∆Ε ρόµβος.

ii. Αν Λ το µέσο της ΑΘ, να δείξετε ότι ΛΖΘΕ ρόµβος.

Λύση

i. Στο τρίγωνο ΑΒΓ

Ζ µέσο ΑΒ ΑΓ
άρα Ζ∆ // Ζ∆ // ΑΕ

∆ µέσο ΒΓ 2


= ⇔ =



Συνεπώς το ΑΖ∆Ε είναι παραλληλόγραµµο.

Όµως ΑΖ = ΑΕ ως µισά ίσων τµηµάτων.

Άρα ΑΖ = Ζ∆ = ∆Ε = ΕΑ. ∆ηλαδή ΑΖ∆Ε ρόµβος.

ii. Στο τρίγωνο ΑΘΓ  
Λ µέσο ΑΘ ΘΓ

ΛΕ //
Ε µέσο ΑΓ 2


⇔ =


.

Είναι 
2

ΘΓ ΓΖ
3

=  (ιδιότητα βαρύκεντρου) Άρα 

2
ΓΖ

ΘΓ 13ΛΕ ΓΖ
2 2 3

= = = .

Όµως 
1

ΘΖ ΓΖ
3

= .

Άρα ΛΕ// = ΘΖ δηλαδή το ΛΖΘΕ είναι παραλληλόγραµµο.

Επιπλέον 
1

ΖΘ ΓΖ
3

=  και 
1

ΘΕ ΒΕ
3

=  και αφού ΓΖ = ΒΕ (ως διάµεσοι που αντιστοιχούν

στις ίσες πλευρές) θα είναι και ΖΘ = ΘΕ. Άρα ΛΖΘΕ ρόµβος (παραλληλόγραµµο  µε δύο

διαδοχικές πλευρές του ίσες).

Άσκηση 29

Τραπεζίου ΑΒΓ∆ οι µη παράλληλες πλευρές τέµνονται στο Ο. Αν Κ, Μ µέσα των διαγω-

νίων και Ε, Ζ µέσα των βάσεων, να δείξετε ότι  ˆˆ ˆΚΕΜ ΚΖΜ Ο= = .

Λύση

Στο τρίγωνο ΑΒ∆: 
Ε µέσο ΑΒ Α∆

άρα ΚΕ // , συνεπώς ΚΕ // Ο∆
Κ µέσο ∆Β 2


=


.
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Στο τρίγωνο ΑΒΓ:

( )
Ε µέσο ΑΒ ΒΓ

άρα ΕΜ // 1 , συνεπώς ΕΜ // ΒΓ
Μ µέσο ΑΓ 2


=


.

Οι γωνίες ˆ ˆΟ, ΚΕΜ  έχουν πλευρές παράλληλες άρα

ˆ ˆΟ ΚΕΜ=  (αφού είναι και οι δύο οξείες).

Στο τρίγωνο ∆ΒΓ ( )
Κ µέσο ∆Β ΒΓ

άρα ΚΖ // 2 .
Ζ µέσο ∆Γ 2


=



Από (1),(2) ισχύει ΚΖ// = ΕΜ, άρα ΚΕΜΖ παραλληλόγραµµο.

οπότε ˆˆ ˆΚΖΜ ΚΕΜ Ο= = .

Άσκηση 30

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( )oΑ̂ = 90 , είναι Ζ, Ε µέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, Α∆ ύψος

και Η µέσο ΖΕ. Να δείξετε ότι:

i.
ΒΓ

∆H =
4

ii. Η περίµετρος του τριγώνου Ε∆Ζ είναι ίση µε το µισό της περιµέτρου του ΑΒΓ.

Λύση

i. Στο τρίγωνο ΑΒΓ 
Ζ µέσο ΑΒ ΒΓ

άρα ΖΕ
Ε µέσο ΑΓ 2


=



Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Β, το Ζ είναι µέσο της υπο-

τείνουσας άρα 
ΑΒ

∆Ζ ΑΖ
2

= =

Άρα το τρίγωνο ∆ΖΑ είναι ισοσκελές µε 
1 1

ˆ ˆ∆ Α=

Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ, το Ε είναι µέσο της υπο-

τείνουσας άρα 
ΑΓ

∆Ε ΑΕ
2

= =

Άρα το τρίγωνο ∆ΕΑ είναι ισοσκελές µε 
2 2

ˆ ˆ∆ Α=

Οπότε 
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖ∆Ε ∆ ∆ Α Α Α 90= + = + = =
�

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ˆΖ∆Ε  το Η είναι µέσο της υποτείνουσας ΖΕ

Άρα 

ΒΓ

ΖΕ ΒΓ2
∆Η

2 2 4
= = =

A
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ii. Η περίµετρος του τριγώνου ∆ΖΕ είναι:
ΑΒ ΒΓ ΑΓ ΑΒ ΒΓ ΑΓ

∆Ζ ΖΕ Ε∆
2 2 2 2

+ +
+ + = + + = .

Άσκηση 31

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η υποτείνουσα ΒΓ είναι η διπλάσια από την ΑΒ. Προβάλου-

µε το Α στην εσωτερική και εξωτερική διχοτόµο της Β. Αν Ζ, ∆ οι προβολές αντίστοιχα,

να δείξετε ότι:

i. ∆Ζ//ΒΓ

ii. Ζ µέσο της ΑΗ και Η µέσο της ΒΓ(όπου Η το σηµείο στο οποίο η ΑΖ τέµνει τη ΒΓ)

iii. Να βρεθούν οι γωνίες των τριγώνων ΑΒΗ και ΑΗΓ.

Λύση

i. Το ∆ΒΖΑ έχει τρείς ορθές γωνίες: οˆˆ ˆΖ ∆ Β 90= = =

(Είναι Β̂ 90= �  αφού οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παρα-

πληρωµατικών γωνιών σχηµατίζουν ορθή γωνία).

Άρα ∆ΒΖΑ ορθογώνιο, οπότε ( )
1 1

ˆ ˆΒ Ζ 1=  αφού ΟΒ = ΟΖ.

(οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες)

Όµως ( )
2 1

ˆ ˆΒ Β 2=  άφου Βx εσωτερική διχοτόµος της Β̂ .

Από (1), (2) προκύπτει ότι 
2 1

ˆ ˆΒ Ζ= . Τότε ΒΓ//∆Ζ αφού

τεµνόµενες από τη Βx σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.

ii. Στο τρίγωνο ΑΒΗ η ΒΖ είναι διχοτόµος (
1 2

ˆ ˆΒ Β= ), αλλά και ύψος (αφού ΒΖ ΑΗ⊥ )

Άρα είναι ισοσκελές και Ζ µέσο της ΑΗ.

Αφού το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές θα είναι 

ΒΓ
ΑΒ

2 ΒΓ
ΑΒ ΒΗ ΒΗ

2

=

= ⇔ = .

Άρα Η µέσο της ΒΓ.

iii. 
ΒΓ ˆΑΒ Γ 30
2

= ⇔ = �

Άρα στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΒ 90 Γ 60= − =� �

Οπότε αφού το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές θα ισχύει:

1 1

180 60
ˆ ˆΑ Η 60

2

−
= = =

� �

�

2 1

2 1

ˆ ˆΑ 90 Α 90 60 30

ˆ ˆΗ 180 Η 180 60 120

= − = − =

= − = − =

� � � �

� � � �

A Ã

Ä
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2

2
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Άσκηση 32

Εξωτερικά του ρόµβου ΑΒΓ∆ κατασκευάζουµε τετράγωνα Γ∆ΕΖ και ΒΓΚΛ. Να δείξετε

ότι το ΚΖ∆Β είναι ισοσκελές τραπέζιο.

Λύση

Για να είναι τραπέζιο αρκεί Β∆//ΚΖ.

Αν
φˆ ˆ ˆΑΒΓ φ και ΒΓ∆ ω τότε ∆ΒΓ , αφού
2

= = = Β∆ διχο-

τόµος της ˆΑΒΓ .

Είναι 
1 1

ˆ ˆΒ Κ 45= =
�  αφού ΒΚ διαγώνιος του τετραγώνου

ΒΓΚΛ.

Είναι ˆΚΓΖ 360 90 90 ω 180 ω= − − − = −� � � �

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΓΚΖ:

( )
2 2

ˆ180 ΚΓΖ 180 180 ω 180 180 ω ω
ˆ ˆΚ Ζ

2 2 2 2

− − − − +
= = = = =

� � � � �

Άρα 
φ ω φ ω φ ωˆ ˆΚΒ∆ ΒΚΖ 45 45 90 90
2 2 2 2 2

+
+ = + + + = + + = +� � � �

Όµως στο ρόµβο ΑΒΓ∆ είναι φ ω 180+ =
�

Άρα 
180

ˆ ˆΚΒ∆ ΒΚΖ 90 180
2

+ = + =
�

� �

Αφού οι Β∆, ΚΖ τεµνόµενες από την ΒΚ σχηµατίζουν τις εντός και επί τα αυτά γωνίες

παραπληρωµατικές, τότε Β∆//ΚΖ, δηλαδή ΚΖ∆Β τραπέζιο.

Είναι ισοσκελές αφού ΒΚ = ∆Ζ ως διαγώνιες των ίσων τετραγώνων.

Άσκηση 33

∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουµε τετρά-

γωνο ΑΓΚΛ και ΑΒ∆Ε

i. Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου 
∆

ΑΕ Λ

ii. Να δείξετε ότι το ΒΓΛΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

Λύση

i. Είναι 
ο ο ο ο ο ο

4 2 3 1

ˆ ˆ ˆ ˆΑ 360 Α Α Α 360 90 60 90 120= − − − = − − − =
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Το τρίγωνο Α Ε Λ
∆

 είναι ισοσκελές αφού ΑΕ = ΑΛ ως

πλευρές των ίσων τετραγώνων ΑΓΚΛ και ΑΒ∆Ε.

Άρα 
ο ο ο

1 1 4 1

ˆ ˆˆ ˆΕ Λ Α 180 2Ε 120 180+ + = ⇔ + = ⇔

ο

ο ο ο ο

1 1

60
ˆ ˆ2Ε 180 120 60 Ε 30

2
= − = ⇔ = =

Άρα 
ο ο ο

4 1 1

ˆ ˆˆΑ 120 , Ε 30 , Λ 30= = =

ii. Eίναι 
ο ο ο

1 2

ˆ ˆ ˆΕΒΓ Β Β 45 60 105= + = + =

(
ο

1
Β̂ 45=  αφού η ΒΕ διχοτόµος της 

οˆ∆ΒΑ 90=

ο

2
Β̂ 60=  ως γωνία του ισόπλευρου Α ΒΓ

∆

)

Είναι 
ο ο ο

2 1

ˆ ˆ ˆΒΕΛ Ε Ε 45 30 75= + = + =

ο

2
Ε̂ 45=  αφού η ΒΕ διχοτόµος της οˆ∆ΕΑ 90=

Οι γωνίες ˆ ˆΕΒΓ, ΒΕΛ  είναι παραπληρωµατικές αφού

ο ο οˆ ˆΕΒΓ ΒΕΛ 105 75 180+ = + =
Άρα ΕΛ//ΒΓ αφού τέµνονται από την ΕΒ και σχηµατίζουν τις εντός και επί τ’αυτά γωνίες

παραπληρωµατικές.

Τότε ΒΕΛΓ τραπέζιο και µάλιστα ισοσκελές αφού ΒΕ = ΓΛ ως διαγώνιες των ίσων

τετραγώνων ΑΓΚΛ και ΑΒ∆Ε.

Άσκηση 34

Στα µέσα Κ, Λ των πλευρών ΑΓ και ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε ⊥ΚΘ ΑΓ  και ⊥ΛΙ ΑΒ

ώστε 
ΑΓ

ΚΘ =
2

 και 
ΑΒ

ΛΙ =
2

.

Αν ∆ µέσο της ΒΓ να δείξετε ότι ΙΘ∆ ορθογώνιο και ισοσκελές.

Λύση

Στο Α ΒΓ
∆

 
Λ µέσο ΑΒ ΑΓ

Άρα Λ∆ // ΚΘ
∆ µέσο ΒΓ 2


= =



Κ µέσο ΑΓ ΑΒ
Άρα Κ∆ // ΛΙ

∆ µέσο ΒΓ 2


= =



Είναι 
ο

1

ˆ ˆΙΛ∆ 90 Λ= + . Όµως 
1

ˆ ˆΛ Α=  ως εντός, εκτός και

επί τ’αυτά των παραλλήλων Λ∆, ΑΓ που τέµνονται από την

ΑΒ. Άρα οˆ ˆΙΛ∆ 90 Α= +      (1)

E Ë
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Ä
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Είναι 
ο

1

ˆ ˆΘΚ∆ 90 Κ= + . Όµως 
1

ˆΚ̂ Α=  ως εντός, εκτός και επί τ’αυτά των παραλλήλων Κ∆,

ΑΒ που τέµνονται από την ΑΓ. Άρα 
ο ˆˆΘΚ∆ 90 Α= +    (2)

Από (1), (2) θα έχουµε ˆ ˆΙΛ∆ ΘΚ∆=

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα Ι Λ ∆
∆

 και Κ∆Θ
∆

. Αυτά έχουν ΛΙ = Κ∆,  Λ∆ = ΚΘ,  ˆ ˆΙΛ∆ ΘΚ∆=

Άρα ΙΛ∆ Κ∆Ο
∆ ∆

=  (Π - Γ - Π). Εποµένως Ι∆ = Θ∆, δηλαδή Ι∆Θ
∆

 ισοσκελές.

Στο ∆ΚΘ
∆

: 
ο ο ο

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ∆ ΘΚ∆ Θ 180 ∆ 90 Κ Θ 180+ + = ⇔ + + + = ⇔

1
ˆΚ̂ Α

ο ο

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ∆ Κ Θ 90 ∆ Α Θ 90

=

⇔ + + = ⇔ + + = (3)

Όµως ˆ ˆΑ Λ∆Κ=  ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράµµου ΑΛ∆Κ

ΑΒ
∆Κ // ∆Κ // ΑΛ

2

 
= ⇔ = 

 
και 

1 2

ˆ ˆΘ ∆=  από την ισότητα των τριγώνων Ι Λ ∆
∆

 και Κ∆Θ
∆

.

Άρα: (3) ο ο

1 2

ˆ ˆ ˆ∆ Λ∆Κ ∆ 90 Ι∆ Θ 90
∆

⇔ + + = ⇔ =

Άσκηση 14

∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆) και Ε, Ζ, Η, Θ τα µέσα ΑΒ, Γ∆, Β∆ και ΑΓ

αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι: EZ HΘ⊥ .

Λύση

Για να δείξουµε ότι EZ HΘ⊥  αρκεί να δείξουµε ότι το ΕΘΖΗ είναι ρόµβος, δηλαδή

EΗ //ΘΖ=  και EH EΘ= . Στο τρίγωνο ΑΒ∆ τα Ε, Η είναι µέσα των ΑΒ και Β∆ αντίστοι-

χα, οπότε ( )
Α∆

EH // 1
2

= .

Οµοίως στο τρίγωνο ΑΓ∆ έχουµε ( )
Α∆

ΘΖ // 2
2

= .

Από (1) και (2) έχουµε ότι: EH //ΘΖ= , δηλαδή το ΕΘΖΗ

είναι παραλληλόγραµµο. Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα Ε, Θ είναι

µέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, οπότε ( )
ΒΓ

ΕΘ // 3
2

= .

Όµως, το τραπέζιο είναι ισοσκελές, οπότε ( )Α∆ ΒΓ 4= .

Από τις (1), (3) και (4) έχουµε: EH EΘ= .

Άρα το ΕΘΖΗ είναι ρόµβος και EZ HΘ⊥ .
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∆.                                                  ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ

1. Στο τρίγωνο ΑΒΓ µε  ΑΓ > ΑΒ φέρνουµε τη διχοτόµο

Αx της γωνίας Â  και την Β∆ κάθετη στην Αx.Αν η Β∆

τέµνει την ΑΓ στο Κ και Η είναι το µέσο της ΒΓ, να

δείξετε ότι ισχύουν :

α. 
ΑΓ - ΑΒ

∆Η
2

= β. 
ˆ ˆΒ-Γ

ˆ∆ΒΓ
2

=

γ. ο Α̂
ˆΒ∆Η 90

2
= + .

2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο ώστε οΓ̂ 30=  και 
οΑ̂ 135= ,φέρ-

νουµε την κάθετη στην ΑΒ στο σηµείο Α, που τέµνει τη

ΒΓ στο σηµείο Η. Να δειχθεί ότι η ΑΓ είναι ίση µε το

µισό της ΒΗ.

3. Θεωρούµε  παρ/µο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = 2·ΒΓ. Αν Κ είναι το

µέσο της ΑΒ, να δειχθεί ότι το τρίγωνο ∆ΚΓ είναι ορθο-

γώνιο στο Κ.

4. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆µε ΑΒ//Γ∆ και τέτοιο ώστε ΑΒ = 2·Γ∆.

Να δειχθεί ότι οι διαγώνιοι Β∆ και ΑΓ τριχοτοµούν τη διά-

µεσο ΚΖ του τραπεζίου, δηλ. ΚΗ = ΗΟ = ΟΖ.

5.  Από την κορυφή Β τριγώνου ΑΒΓ, φέρνουµε ευθεία κάθε-

τη στην εξωτερική διχοτόµο της Α, που τέµνει τη διχοτό-

µο στο Θ και την προέκταση της ΓΑ στο Ι. Αν είναι Μ το

µέσο της ΒΓ, να δειχθεί ότι:

α. ΓΙ = ΑΓ + ΑΒ β. 
ΑΒ ΑΓ

ΘΜ
2

+
=

γ. 
Α̂

ˆΒΘΜ
2

=

B

H

K
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6.  Θεωρούµε τις παράλληλες ευθείες ε
1
 και ε

2
.Από ένα

σηµείο Α της ε
1
 φέρνουµε την ΑΓ κάθετη στην ε

2 
και την

ΑΒ πλάγια. Αν η ευθεία ΒΕ τέµνει την ε
1

 στο Ι έτσι ώστε

ΕΙ = 2·ΑΒ, να δειχθεί ότι ˆ ˆΑΒΓ 3·ΕΒΓ= .

7. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι οΒ̂ 15= . Φέρνου-

µε το ύψος ΑΚ. Να δειχθεί η  ισοδυναµία

ο
ΒΓ

Β̂ 15 ΑΚ
4

= ⇔ =

8. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΒ 2Γ= . Η παράλληλη στη διχοτό-

µο της γωνίας Β από το µέσο Ρ της ΑΓ, τέµνει τη ΒΓ ή την

προέκτασή της στο σηµείο Κ. Να δειχθεί ότι το τρίγωνο

ΑΚΓ είναι ορθογώνιο.

9. Στο τραπέζιο ΑΒΓ∆ είναι 
οˆ ˆΑ ∆ 90= =  και ΒΓ = 2·∆Γ. Αν Κ το

µέσο της ΒΓ να δειχθεί ότι ˆˆΑΚΓ 3·ΚΑΒ= .

10. Στο ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ οι µη παράλληλες πλευ-

ρές Α∆ και ΒΓ είναι ίσες µε τη µικρή βάση και η διαγώ-

νιος ΑΓ µε τη µεγάλη βάση ΑΒ. Να βρεθούν οι γωνίες

του τραπεζίου.
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Ε.                                                    ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ φέρνουµε τις κάθετες ΑΕ,ΒΖ απο τις τρείς κορυφές

στην πλευρά Γ∆ και την κάθετη ΟΟ΄ απο το κέντρο Ο του τετραπλεύρου που

ορίζουν τα µέσα των πλευρών του ΑΒΓ∆ πρός την Γ∆ (το Ο ανήκει στην Γ∆).

Να δείξετε ότι ΑΕ + ΒΖ = 4 ΟΟ΄.




