
Τριγωνομετρικοί αριθμοί
αθροίσματος γωνιών

Α.      ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ   ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Οι γωνίες στους παρακάτω τύπους, αν δεν δίνονται περιορισμοί, θα θεωρούμε ότι είναι τέτοιες
ώστε να έχουν νόημα οι τριγωνομετρικοί αριθμοί και οι παραστάσεις.

Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Κατηγορία – Μέθοδος 1
Για την εύρεση τριγωνομετρικών αριθμών μιας συγκεκριμένης γωνίας προσπαθούμε αρχι-
κά να γράψουμε αυτή σαν άθροισμα ή διαφορά γωνιών ή πολ/σίων τους ή υποπολ/σίων
τους, άλλων γωνιών με γνωστούς τριγωνομετρικούς αριθμούς.

Παράδειγμα 1
Να υπολογιστεί το ημ 165ο.
Λύση

Παρατηρούμε ότι o o o165 2 60 45    οπότε:

 o o o ο ο ο οημ165 ημ 120 45 ημ120 συν45 ημ45 συν120    

   ο ο ο ο ο ο ο ο ο οημ 90 30 συν45 ημ45 συν 90 30 συν30 συν45 ημ45 ημ30     

3 2 2 1 6 2
2 2 2 2 4


    . Δηλαδή ο 6 2ημ165

4




  συν(α + β) = συνασυνβ - ημαημβ συν(α - β) = συνασυνβ + ημαημβ

  ημ(α + β) = ημασυνβ + συναημβ ημ(α - β) = ημασυνβ - συναημβ

  
εφα εφβεφ(α β)
1 εφαεφβ


 


εφα εφβεφ(α β)
1 εφαεφβ


 



  
σφασφβ 1σφ(α β)
σφα σφβ


 


σφασφβ 1σφ(α β)
σφβ σφα


 



7
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Κατηγορία – Μέθοδος 2
• Για να αποδείξουμε μια τριγωνομετρική ταυτότητα συνήθως ακολουθούμε έναν από

τους παρακάτω τρόπους:
- Από το ένα μέλος συνήθως το πιο πολύπλοκο και με τη βοήθεια κατάλληλων τύπων

και πράξεων προσπαθούμε να καταλήξουμε στο άλλο.
- Μετασχηματίζουμε την ταυτότητα μέχρι να καταλήξουμε σε ισοδύναμη ταυτότητα που

να είναι φανερό ότι αληθεύει.
- Παίρνουμε κάθε μέλος ξεχωριστά και με τη βοήθεια κατάλληλων τύπων και πράξεων

προσπαθούμε να καταλήξουμε στο ίδιο αποτέλεσμα.
•  Όταν σε τριγωνομετρική ταυτότητα περιέχονται όροι, καθένας από τους οποίους προ-

κύπτει με κυκλική εναλλαγή των γραμμάτων που περιέχει από τους άλλους, τότε αρκεί να
υπολογίζουμε ένα μόνο από αυτούς τους όρους και οι άλλοι υπολογίζονται όμοια.

Παράδειγμα 2

Να αποδείξετε ότι:  
 

ημ α β σφβ σφα
ημ α β σφβ σφα

 


 

Λύση

Είναι 
 
 

ημασυνβ ημβσυνα
ημ α β ημασυνβ ημβσυνα σφβ σφαημαημβ ημαημβ

ημασυνβ ημβσυναημ α β ημασυνβ ημβσυνα σφβ σφα
ημαημβ ημαημβ


  

  
  

Παράδειγμα 3

Να αποδείξετε ότι 
     ημ α β ημ β γ ημ γ α

0
ημα ημβ ημβ ημγ ημγ ημα

  
  

Λύση

Είναι: 
 ημ α β ημασυνβ ημβσυνα ημασυνβ ημβσυνα σφβ σφα

ημα ημβ ημαημβ ημαημβ ημαημβ
 

       (1)

Όμοια βρίσκουμε ότι: 
 ημ β γ

σφγ σφβ
ημβημγ


  (2)

 και
 ημ γ α

σφα σφγ
ημγημα


  (3)

Έχουμε λοιπόν:

     ημ α β ημ β γ ημ γ α
σφβ σφα σφγ σφβ σφα σφγ 0

ημα ημβ ημβ ημγ ημγ ημα
  

        
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Κατηγορία – Μέθοδος 3
Αν δίνεται  ισότητα γωνιών και ζητείται ισότητα τριγωνομετρικών αριθμών αυτών των

γωνιών χρησιμοποιούμε τη συνεπαγωγή: Αν α β  τότε: 

ημα ημβ
συνα συνβ
εφα εφβ
σφα σφβ


 
 
 

Παράδειγμα 4

Αν πα β
6

   να δειχθεί ότι ισχύει:   σφβ 3 σφα 3 4   

Λύση
1ος τρόπος

Αφού πα β
6

   είναι διαδοχικά:

  πσφ α β σφ 3
6

   
σφασφβ 1 3
σφβ σφα


 


σφασφβ 1 3σφβ 3σφα   

σφασφβ 3σφα 3σφβ 3 4         σφα σφβ 3 3 σφβ 3 4     

  σφβ 3 σφα 3 4   

2ος τρόπος

Από τη σχέση πα β
6

   παίρνουμε πα β
6

  , οπότε:

πσφα σφ β
6

   
 

πσφβσφ 1
6σφα π

σφβ σφ
6


  



3σφβ 1σφα
σφβ 3





(1)

Το πρώτο μέλος της σχέσης που θέλουμε να δείξουμε γίνεται:

   
 

 1 3σφβ 1σφβ 3 σφα 3 σφβ 3 3
σφβ 3

 
        

  3σφβ 1 3σφβ 3σφβ 3 4
σφβ 3
  

  

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Κατηγορία – Μέθοδος 4

Όταν αναφερόμαστε σε τρίγωνο ΑΒΓ χρησιμοποιούμε την ισότητα: Α Β Γ π    από
όπου προκύπτουν:
    ημ Α Β ημ π Γ ημΓ        συν Α Β συν π Γ συνΓ    

Α Β π Γ Γημ ημ συν
2 2 2 2
        

     
Α Β π Γ Γσυν συν ημ

2 2 2 2
        

         κ.λ.π.

Παράδειγμα  5
Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:

εφ2Α εφ2Β εφ2Γ εφ2Α εφ2Β εφ2Γ  
Λύση
Ισχύει:
Α Β Γ π   2Α 2Β 2Γ 2π 2Α 2Β 2π 2Γ       

Οπότε:    εφ 2Α 2Β εφ 2π 2Γ   
εφ2Α εφ2Β εφ2Γ

1 εφ2Α εφ2Β


  


εφ2Α εφ2Β εφ2Γ εφ2Α εφ2Β εφ2Γ εφ2Α εφ2Β εφ2Γ εφ2Α εφ2Β εφ2Γ       

Κατηγορία – Μέθοδος 5

Ένας τρόπος λύσης της εξίσωσης αημx βσυνx γ   με αβ 0  είναι και ο εξής:

Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το β και έχουμε:  α γημx συνx
β β

 

Επειδή υπάρχει π πω ,
2 2

   
 

 έτσι ώστε αεφω
β

  γίνεται:
γεφωημx συνx
β

  

ημω γ γημx συνx ημωημx συνxσυνω συνω
συνω β β

        γσυν x ω συνω
β

   (1)

Η τελευταία εξίσωση έχει λύση, αν και μόνο αν, γ συνω 1
β

  που ισοδυναμεί με

2 2 2α β γ  , που είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει επίλυση η αρχική.

Παράδειγμα 6

Να λύσετε την εξίσωση: 3ημx συνx 1 
Λύση

Επειδή πεφ 3
3
  η εξίσωση γίνεται:
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πημπ 3εφ ημx συνx 1 ημx συνx 1
π3 συν
3

      π π πημ ημx συνx συν συν
3 3 3

  

π πx 2κπ
π π 3 3συν x συν , κ Ζ

π π3 3 x 2κπ
3 3

        
     



Άρα 2πx 2κπ
3

   ή x 2κπ , κ Ζ .

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρεθούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί των τόξων ο15  και o75 .
Λύση

Είναι:  ο ο ο οσυν75 ημ15 ημ 45 30    ο ο ο οημ45 συν30 συν45 ημ30 

2 3 2 1
2 2 2 2
   

6 2
4


 .

Είναι:  ο ο ο οημ75 συν15 συν 45 30    ο ο ο οσυν45 συν30 ημ45 ημ30 

2 3 2 1
2 2 2 2
   

6 2
4


Είναι: 
 2

ο
ο ο

ο

6 2ημ15 6 2σφ75 εφ15
συν15 46 2


    



8 4 3 2 3
4


 

Είναι: ο ο
ο

1 1εφ75 σφ15 2 3
εφ15 2 3

    


Άσκηση 2
Αν εφα και εφβ είναι οι ρίζες της εξίσωσης 2x κx λ 0   , τότε να βρεθεί η τιμή της
παράστασης: 2 2Π ημ (α β) κημ(α β)συν(α β) λσυν (α β)        συναρτήσει των κ και  λ.
Λύση
Επειδή εφα και εφβ είναι ρίζες της εξίσωσης 2x κx λ 0    από τους τύπους του Vietta ισχύει:

κεφα εφβ κ
1

       (1)  και λεφα εφβ λ
1

     (2)
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Είναι    
 

   
 

 
 

2 2
2

2 2 2

ημ α β κημ α β συν α β λσυν α β
Π συν α β

συν α β συν α β συν α β
    

        

 2 2συν (α β) εφ (α β) κεφ(α β) λ      
2

2

εφ (α β) κεφ(α β) λ
1 εφ (α β)
   
 

και επειδή 
 

 1

2

εφα εφβ κ κεφ(α β)
1 εφαεφβ 1 λ λ 1

 
   

  
,  έχουμε:

2 2

2 2 22

2 2 2

2

κ κ
λ

κ κ (λ 1) λ(λ 1)(λ 1) λ 1Π
κ (λ 1) κ1

(λ 1)

 
    

  
 



 2 22 2

2 2 2 2

λ κ (λ 1)κ λ λ(λ 1) λ
(λ 1) κ (λ 1) κ

  
 

   

Άρα  Π = λ.

Άσκηση 3
Ν’ αποδειχθεί ότι αναγκαία και ικανή συνθήκη για να ισχύει η σχέση
εφx εφy εφz εφx εφy εφz      (1)   είναι  x y z κπ    (2)  , όπου κ ακέραιος.
Λύση
Η συνθήκη είναι αναγκαία. Δηλαδή από την (1)έπεται η (2). Από την (1) έχουμε:
εφx εφy εφx εφy εφz εφz εφx εφy εφz(1 εφxεφy)          (3).

Αν 1 εφxεφy 0   εφxεφy 1 (4),

τότε από την (3) έπεται εφx + εφy = 0 εφy εφx    οπότε η (4) γράφεται

  2 2εφx εφx 1 εφ x 1 εφ x 1         άτοπον. Άρα 1 εφxεφy 0   οπότε από την (3)

έπεται: 
εφx εφy εφz
1 εφxεφy


  


εφ(x y) εφ( z)    από τις οποίες έπεται:

x + y = κπ - z  ή x + y + z = κπ, όπου κ ακέραιος.
Η συνθήκη είναι ικανή. Δηλαδή από την (2), όπου κ ακέραιος έπεται η (1).
Από την (2) έπεται x + y = κπ - z και συνεπώς εφ(x y) εφ(κπ z) εφ( z) εφz       , άρα

εφx εφy εφz
1 εφxεφy


  


εφx εφy εφz εφx εφy εφz       εφx εφy εφz εφx εφy εφz    

Άσκηση 4
Αν Α, Β, Γ είναι γωνίες τριγώνου να δειχθεί ότι:    2 2 2σφ Α σφ Β σφ Γ 1  
Λύση

Εφόσον  Α + Β + Γ = π    ισχύει: 
σφΑσφΒ 1σφ(Α Β) σφ(π Γ) σφΓ σφΓ
σφΒ σφΑ


        


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σφΑσφΒ σφΒσφΓ σφΑσφΒ 1    (1)

Οπότε:
 1

2 2 2σφ Α σφ Β σφ Γ 1    2 2 2σφ Α σφ Β σφ Γ σφΑσφΒ σφΒσφΓ σφΓσφΑ     

2 2 22σφ Α 2σφ Β 2σφ Γ 2σφΑσφΒ 2σφΒσφΓ 2σφΓσφΑ      

     2 2 2 2 2 2σφ Α 2σφΑσφΒ σφ Β σφ Β 2σφΒσφΓ σφ Γ σφ Γ 2σφΓσφΑ σφ Α 0         
2 2 2(σφΑ σφΒ) (σφΒ σφΓ) (σφΓ σφΑ) 0       , που ισχύει.

Δ.         ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ

1. Να βρεθεί με τι ισούται η καθεμιά από τις παραστάσεις:
α. ημ5xσυνx συν5xημx β. συν3xσυνx ημ3xημx

γ. ημ(x y)συνy συν(x y)ημy   δ. συνxσυν(x y) ημxημ(x y)  

ε.  
εφ4x εφx
1 εφ4xεφx




στ. 
σφ3xσφx 1
σφ3x σφx

 


2.  Ν’ αποδειχθεί ότι:

α. εφα εφβ ημ(α β)
εφα εφβ ημ(α β)

 


 
β. σφβ εφα συν(α β)

σφβ εφα συν(α β)
 


 

γ. 2 2
2 2

ημ(α β) ημ(α β)εφ α εφ β
συν α συν β
  

 


δ. 
2

2

εφ(α β) εφ(α β) εφα 1 εφ β
εφ(α β) εφ(α β) εφβ 1 εφ α

   
 

   

3. Ν’ αποδειχθεί ότι:
α. 2 2συν(α β) συν(α β) συν α ημ β    

β. ημα ημ(β γ) ημβ ημ(γ α) ημγ ημ(α β) 0        

4. Ν’ αποδειχθεί ότι αν οx y 45  , τότε (1 εφx) (1 εφy) 2    .

5. Ν’ αποδειχθεί ότι:  ημ(α β) συνβ ημ(α γ) συνγ ημ(β γ) συν(α β γ)         

6. Ν’ αποδειχθεί ότι αν οx y 225  , τότε  σφx σφy 1
(1 σφx) (1 σφy) 2




  

7.  Να αποδειχθεί ότι αν συν(α β) ημ(γ δ) συν(α β) ημ(γ δ)       , τότε

σφδ σφα σφβ σφγ  
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8.  Ν΄αποδειχθεί ότι:
α. 2 2 2συν (α β) συν β 2συν(α β) συνα συνβ ημ α      

β. 2 2 2ημ (α β) ημ β 2ημ(α β) ημβ συνα ημ α      

γ. πημx συνx 2συν x
4

    
 

δ. 
πσυνx ημx 2ημ x
4

    
 

9. Ν’ αποδειχθεί ότι οι παρακάτω παραστάσεις είναι ανεξάρτητες του x.

α. 2π 4πσυνx συν x συν x
3 3

         
   

β.    2 2 ο 2 οσυν x συν 120 x συν 240 x   

γ. ημ(α x) ημ(α x)
συν(β x) συν(β x)

  
  

δ.    2 2 ο 2 οημ x ημ 120 x ημ 240 x   

ε. 2 2συν x 2συνx συνα συν(α x) συν (α x)      τόξα α, β, x, y για τα οποία είναι

1εφα
3

 ,  1εφβ
5

 , 2συνx
3

 , 2 3συνy
2 3


   ισχύει η σχέση

    ημ(α β) 1 5
ημ(x y) 4

 




10. Ν’ αποδειχθεί ότι αν Α, Β, Γ, Δ είναι γωνίες κυρτού τετραπλεύρου τότε ισχύει η σχέση:

εφΑ εφΒ εφΓ εφΔ εφΑ εφΒ εφΓ εφΔ
σφΑ σφΒ σφΓ σφΔ

  
   

  

11. Ν’ αποδειχθεί ότι αν σφα σφβ σφγ 0    τότε:

εφα ημα ημ(β γ) εφβ ημβ ημ(γ α)        εφγ ημγ ημ(α β) ημα ημβ ημγ      

12. Να λυθούν οι εξισώσεις:

i. 3ημx 3συνx 3  ii. ημx συνx 2 

iii. ημx συνx 1  iv. ημx 3συνx 2 

13. Να αποδειχθεί ότι:    ο ο 2εφ 45 α εφ 45 α
συν2α

   
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14. Αν οα β 225  , να αποδειχθεί ότι:  
σφα σφβ 1

1 σφα 1 σφβ 2
 

 

15. Αν α β γ π   , να αποδειχθούν:

i. σφασφβ σφβσφγ σφασφβ 1  

ii. 2 2 2σφ α σφ β σφ γ 1  

iii. 2 2 2α β γεφ εφ εφ 1
2 2 2
  

16. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:      ημΑημ Β Γ ημΒημ Γ Α ημΓημ Α Β 0     

17. Αν ισχύουν 
 

 
3συνα συν α 2β

ημ α β , ημβ 0

   
 

   
 να δειχθεί ότι:  σφ α β σφβ 2 =

18. Να δείξετε ότι:
i.       2 2 2 2ημ α β ημ α β ημ α ημ β συν β συν α     

ii.      2 2συν α β συν α β συν α ημ β   
iii. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:

     συνΓ συν Α Β συνΑσυν Β Γ ημΒ ημ Α Γ    

Ε.       “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ”

Να λυθεί η εξίσωση: ημx 3συνx 2λ, λ Ζ  






