
 

 

 

 

 474 

 

 
44.   z x yi , x,y        2 2 2 2

z 2 x y 4 y 4 x . 

        2 2 2
y 0 4 x 0 x 4 2 x 2 ,   2 y 2 .  

                    
22 2 2

z z 1 x yi x yi 1 x y x 1 y 2x 1 i

           
2 22 2 2 2

z z 1 x y x 1 y 2x 1

                
2 22 2 2 2 2

z z 1 x 4 x x 1 4 x 2x 1 4x 10x 13  

    2
f x 4x 10x 13 ,    x 2,2 . f   2,2  

 
    

   
     

2

2 2 2

4x 10x 13 8x 10 4x 5
f x

2 4x 10x 13 2 4x 10x 13 4x 10x 13
 

 


        
 2

4x 5 5
f x 0 0 4x 5 0 x

44x 10x 13
 

 
  
 

5
x 2,

4
   f x 0 f  

 
 
 

5
2,

4
. 

 
 
 

5
x ,2

4
   f x 0 f 

 
 
 

5
,2

4
. 

f  
   

      
   

2
5 5 5 7

f 4 10 3
4 4 4 2

.  

  2

min

7
z z 1

2
 

  


            


2z 2
w 4w wz 2z 2 4w 2 wz 2z z w 2 4w 2

4 z
   1 . 

 w 2  1    0 z 10   

 w 2   1  





4w 2
z

w 2
. 


           



2 24w 2
z 2 2 4w 2 2 w 2 4w 2 4 w 2

w 2
 

           4w 2 4w 2 4 w 2 w 2        16ww 8w 8w 4 4ww 8w 8w 16  

         
2 4

12ww 16w 16w 12 0 w w w 1 0
3

. 

w i ,  ,  

   
              

   

2 2

2 2 2 24 4 4 4
2 1 0 2 1

3 3 3 3

 
   
 

2

24 25

3 9
. 

w 
 
 
 

4
K ,0

3
 

 
5

3
. 

x 2  5 4  2  

f      

f  

 
     O.E.    

 



 

 

 

 

 475 

 
 
 
 

1
A ,0

3
, 

     
1 1

w 0 i
3 3

. 

  z i ,  ,  

   2
x x z x z      2

x x i x i

          
2 22 2 2

x x x 0    1 . 

           
2 22 2 2

f x x x x , x .    f 0 0  

 1     f x f 0 f 
0

x 0 .  

f   
   

  
   

    
2 22 2

x x
f x 2x

x x

, 

Fermat  
 

           
   2 2 2 2

f 0 0 0 2 0 0 , 

  Re z 0          z 2 0 i 2 2 2  z 2 . 

 

45.          
2 2

z w z w z w z w           z w z w z w z w  

        zz zw zw ww zz zw zw ww     2zw 2zw zw zw  zw . 

)               z w f 0 if 1 g 1 ig 0                   f 0 g 1 if 0 g 0 if 1 g 1 f 1 g 0  

                   f 0 g 1 f 1 g 0 i f 0 g 0 f 1 g 1  

zw                    f 0 g 1 f 1 g 0 0 f 0 g 1 f 1 g 0   

  g x 0    x 0,1  
 
 

 
 

 
f 0 f 1

1
g 0 g 1

. 

)  
 
 


f x

h x
g x

,   x 0,1    0,1  

 
       

 

 
 

2

f x g x f x g x
h x

g x
.  

 1     h 0 h 1  Rolle   0,1   

 
       

 

     
     

2

f g f g
h 0 0

g
            f g f g . 

        f x g x f x g x   0,1 .  

 

46.       3
f x x z 1x 1   

     2
f x 3x z 1 0  f   1 1 f   

    
 

 
z 1 2

1

1

5
f x d x

4
.   1

f x u   x f u   dx f u du  

x 1     f u 1 f 0  u 0    x z 1 2  

      f u z 1 2 f 1  u 1.  



 

 

 

 

 476 

            
1 1

2

0 0

5 5
uf u d u u 3u z 1 du

4 4
 

   
          

   

1 1
4 2

0 0

z 1u u 5 3 5
3 z 1

4 2 4 4 2 4


   

z 1 1
z 1 1

2 2
  

z   K 0,1   
1

1 

)     w z 3i z w 3i   z 1 1        w 3i 1 1 w 1 3i 1. 

w    1,3   
2

1. 

) M z       
1

0 OM OK  

 0 z 2   P  w  

         
2 2

O     10 1 w 10 1

    10 1 w 10 1 

)  w z 3i   w z 3i      w z 3i w z 3 .  

z,w  3 . 

 

47.            
2 2 2

z iw z w z iw z iw zz ww      zz ziw iwz ww zz ww  

       i zw wz 0 zw wz 0 zw wz    1    
z z z

w w w
 

  1       zw wz zw zw zw .  

                              zw i f f i f f f f i ,  

               f f 0 f f    2 . 

   A ,       B f ,f  z,w. 


 


OA

 
 
 


 


OB

f

f
   [   f 0    f 0  

(   f 0  . 

   
 
 


          

 
OA OB

f
f f OA OB

f
 

 

    M ,f
f

C           : y f f x . 

         0 f f 0        f f 0 .  

   
    

    
2

xf x f x
xf x f x 0 0

x
. 

        
  

 
2

f x xf x f x

x x
. 

 
 


f x

h x
x

    ,   ,   

 
    

 
2

xf x f x
h x

x
  

   
 

 
    

 

f f
h h Rolle 

   ,      h 0
      

 
2

f f
0        f f 0 . 



 

 

 

 

 477 

48.     4 31
f x x x 8

3
, x   f x 0  

       3 2 2
f x 4x x x 4x 1 . H f 

 
 
 

1
,
4

  

 


 

1
,

4

 
  

 

1 6143
f 0

4 768
,  

 
  

 

1
f x f

4
 

x   f x 0   f x 0  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

49.  z i    0   

                 f x xz 1 4 x i 1 4 x 1 xi 4    
2 2 2

x 1 x 

         2 2 2
f x x 2 x 1 4 . f  

  

i.     f 2 f 2                 
2 2

2z 1 4 2z 1 4 2z 1 2z 1 2z 1 2z 1   

             2z 1 2z 1 2z 1 2z 1        4zz 2z 2z 1 4zz 2z 2z 1  

     4z 4z z z z I . 

ii. z I  z i    0 ,  

      2 2
f x x 1 4 ,  


 

 

2

2 2

x
f x

x 1
. 

      f x 0 x 0 x 0 .  

f  ,0   

0, . 

   
  

 
           

 

2 2 2

2x x x

1
lim f x lim x 1 4 lim x 4

x 

  
        

   

2

2x

1 4
lim x

xx
, 

 
 

  
        

   

2

2x x

1 4
lim f x lim x

xx
    f 0 3 ,  

   1
,0        



    1
x

f f 0 , lim f x 3,   

  2
0,  :       



    2
x

f f 0 , lim f x 3, .  

    f A 3, .  
1

f  f 

   1
,0 

1 1
x    1

f x 0 . 

                0                     1 4               

f        

 

 
   

f     

 

                0                

f      

f  

 
  

 



 

 

 

 

 478 

 
2

f  f   2
0, 

2 2
x  

  2
f x 0   f x 0    

iii.            z 1 10 z 1 4 6 f 6 f 

 A      f 6 . 

 

50.       f x z 2 xlnx z z x , x 0          f 1 z 2 1 ln1 z z 1 0   

 1     f x f 1  x 0 f x 1. 

f  0,          f x z 2 lnx 1 z

Fermat    f 1 0    z 2 z 0      
2 2

z 2 z z 2 z  

           z 2 z 2 zz zz 2z 2z 4 zz    2 z z 4   z z 2

      2Re z 2 Re z 1. 

  z 2 z   1              z x lnx z z x x lnx 1 x x lnx x 1, x 0 . 

      2 2
z x lnx 5 z 2 x z x 4        2 2

z x lnx 5 z x z x 4 0 . 

        2 2
g x z x lnx 5 z x z x 4 , x 0 .           g x z 2x lnx x 5 z 2 z x  

                   g x z 2x lnx x 5 2x z 2 x 1 5 2x 3 z 0  g 

 0, . 

   





   

 
     

 

2

2

x 0 x 0 x 0 x 0

2 3

1

lnx xxlim x lnx lim lim lim 0
1 2 2

x x

,  

 
  

 
         

 

2 2

x 0 x 0

3
lim g x lim z x lnx 5 z x z x 4 4

2
  

 
 

  
        

   

2

2x x

5 z 3 4
lim g x lim x z lnx z

x 2 x
. 

g          
 

    
xx 0

g 0, lim g x , lim g x 4, . 

g   
0

x 0,     0
g x 0  g 

0
x   

 

51.                
2

2 x x
z w w 2i e x 1 i e x 1 i 2i  

              2x x x
z e 2e x 1 i x 1 e x 1 i 2i            2x x x

z e e x 1 2e x 1 x 1 i  

      x
f x 2e x 1 x 1,   x 0,1 .        f 0 2 1 1 0 ,    f 1 2 0

    f 0 f 1 0 . f   0,1  Bolzano 

  0,1    f 0   0,1      Im z 0 z . 

    
22x

w e x 1      
22x

g x e x 1 , x . g 

  
 

  
 

  
    

   

x
22x

2 22x 2x

1 e x 1
g x e x 1

2 e x 1 e x 1

. 



 

 

 

 

 479 

g  

 x
e x 1     x

h x e x 1, x .  

E     x
h x e 1 0 h .  

x 0      h x h 0 0   g x 0  g 0, . 

x 0      h x h 0 0   g x 0  g  ,0 . 

g x 0    g 0 2 w       0

0
w e 0 1 i 1 i . 

   
4k4k

0 0
w w                  

   

2k 2k
4k 4k 2 2

1 i 1 i 1 i 1 i  

       
2k 2k 2k 2k 2k 2k

2i 2i 2 i 2 i   

               
 

2k k4k 2 k4k 2k 2k 2k 2 2k

0
w 1 i 1 i 2 i 2 i 2 1 . 

4k

0
w  

k 2t , 
t . 

min
t 1 

min
k 4 . 

 

52.    k k
(z 1) (z i)    k k

(z 1) (z i)    
k k

z 1 z i    z 1 z i  

   
2 2

z 1 z i           z 1 z 1 z i z i        zz z z 1 zz iz iz 1

     z z i z z    1 .  z x yi , x,y  1   

          2x i 2yi x y Re z Im z
      

 
 

f f
f

2 2
. 

 f 
 

 
 

,
2

 
 

 
 

,
2

 

 
 
 

,
2

 
 

 
 

,
2

 
   

 
1

,
2

 
 

   
 

2
,

2
 : 

 
   

    
      

      
 


1

f f f f
2 2

f

2 2

  
   

    
      

      
 


2

f f f f
2 2

f

2 2

. 

   
   

      
         

   

f f
f 2f f f

2 2 2
 

   
    

        
   

f f f f
2 2

      
1 2

f f . 

 f    , m,M :   m f x M   x . 

    
       

   
m f M 2m 2f 2M

2 2
   1   

 


  
2

,
3

 
 

  
 

2
m f M

3
   2 .  

 1 ,  2   

          
             

       

2 2 1 2
3m 2f f 3M m f f M

2 3 3 2 3 3
. 



 

 

 

 

 480 

    
   

   

2 1 2
f f

3 2 3 3
f

    0
x ,   

    
    

   
0

2 1 2
f x f f

3 2 3 3
. 

 f    f x 0      x , f  

   , f    , :  
     

   


f f
f 0

  
       f x 0 f , . 

 

53.  w  w w
 

 
 

z i z i

z 2 z 2
 

           z i z 2 z 2 z i        zz 2z iz 2i zz iz 2z 2i

     2z iz iz 2z 4i 0  

 z x yi , x,y                    2 x yi i x yi i x yi 2 x yi 4i 0  

          2x 2yi xi y xi y 2x 2yi 4i 0    2xi 4yi 4i 0    x 2y 2 0

 
1

y x 1
2

.  

     
1 1

f 1 ln1
2 2

. f  0,     
1 1

f x
x 2

    
1 1

f 1 1
2 2

. 
f

C   

        : y f 1 f 1 x 1     
1 1

y x 1
2 2

 
1

y x 1
2

 

z 
f

C    A 1,f 1 . 

 
 

      
OK

1 2 .  

 y 2x   ,  


   

 
    



2
1 x

y x 1 5
2

4
y 2x y

5

 
2 4

z i
5 5

. 

       2x 2x 2x 2x
z 2 2 2 2 2    1 .    2x 2x

g x 2 , x .  

 1     g x g 0 g x 0 g 

    2x 2x
g x 2 ln2 ln  Fermat

                
1

g 0 0 ln2 ln 0 ln 2 0 2 1
2

. 

 

54.   z x 0 .     
x

f x ln 4 x
4

, x 0   f 4 0      
1

f x 1 0
x

,  

f  0,  x 4  

   f x 0 z 4 . 

 z 4 z  O 0,0   



 

 

 

 

 481 

  A 4,4  w

y x . 

 
       

     
      

2 2 2 2
x y 16 2x 16 x 8 x 2 2

y x y x y x y x
 

 x 2 2 y    x 2 2 y

 B 2 2,2 2  

 
1

z 2 2 2 2i

        
2

z 2 2 2 2i . 

 

55.     z w z w    
2 2

z w z w           z w z w z w z w  

       zz zw zw ww zz zw zw ww   2zw 2zw   zw zw  zw I  

   
   

   
 

    
                

2 2

2

2 2 2

f f1 1
zw if i i i

f f f
 

 
   

      
              

2 2

2 2

f f
zw i

f f
 

 zw I
 
     

  
    

  

2 2 2

2

f
0

f f f
. 

                   2 2
xf x 2f x x f x 2xf x 2xf x x f x 0  

   
   

  
     

 

2 2

2

2xf x x f x x
0 0

f xf x
.  

 
 


2

x
g x

f x
,     x , . g    ,  

  ,    
   

 


 

2

2

2xf x x f x
g x

f x
 

 


 


2

g
f

 

 
 


 


2

g
f

     g g Rolle    ,  

 
   

 

   
     



2

2

2 f f
g 0 0

f
        2

2 f f 0       f 2f . 

 

56.           
2

2
2 2 2 2

z x x f x x f x   

                           z x 1 i x if x 1 i x xi if x f x x f x x f x i  

                       
2

2 2 2 2 2
z x x Re z x 1 i x f x x x f x f x x f x    1 . 

f 
0

x f 

Fermat   
0

f x 0 .  1  



 

 

 

 

 482 

                   2
f x x f x 2f x f x 1 f x    2  

0
x x , 

    
0 0

2f x f x   
0

0
1 f x  

0

0 1 f  

   f x 0  
1

x
4

 f  

 


 

1
,

4
   f 2 1 0   f x 0  

1
x

4
. 

 1   

         
 

          
 

2

2 2 1 1 1 1 4x 1
f x f x x f x 2 f x x f x

2 4 4 2 4
. 

  f x 0  
1

x
4

  
1

f x 0
2

   
   

     
1 4x 1 4x 1 1 4x 1 1

f x f x
2 4 2 2 2

, 
1

x
4

. 

 H f 
 

 
 

1
,

4
          

  

1 1 4 1
f x 4x 1 0

2 2 4x 1 4 4x 1 4x 1
, 

f 
 


 

1
,

4
1 1 

 
 

          
4x 1 1

f x y y 2y 4x 1 1 4x 1 2y 1
2

.  

    
1

2y 1 0 y
2

                
2 2 2 1 2

4x 1 2y 1 4x 4y 4y 1 1 x y y f y y y ,  
1

y
2

,  

    1 2
f x x x ,  

1
x

2
. 

 
 

  

     
   

 

1 2 2

2 2 2x x x

f x x x x x x x x
lim lim lim

xx x x
.  

x 0   
 

     
xx 1 1 x 1

x x x x x x
.  




x

1
lim 0

x
, 



 
  
 x

1
lim 0

x 




x

x
lim 0

x
. 

 
 


 

2 2

2 2x x

x x x
lim lim 1

x x

 




  

1

2x

f x x
lim 1 0 1

x
. 

 
 

 

   





   
   

      


  
   

  

1

1 2 2

f x y 0

x f y 0

x 2 2f y y y 2 y y2x 2 x 2 y 1 y 1 DLH y 1
y 1

f x 1 y 1 y 1 1 1
lim lim lim lim

e e 3ee e e 2y 1e e
. 

 

57.           
 

       
 

2
22 2 2

f x z x 2x lnx 2x lnx , x 0 . 

f  0,     
 

    
1 2x 2 2lnx

f x 2 2 lnx
x x

   



 

 

 

 

 483 

 
 

 
    

         
2 2 2

2
2 x 2x 2 2lnx

2x 2 2x 2 2lnx 2 2 2lnxx
f x

x x x
. 

   
             12 2 2lnx

f x 0 0 2 2 2lnx 0 lnx 1 x e
x

 

  1
x 0,e    f x 0 ,  

f   


1
0,e . 

  1
x e ,    f x 0 ,  

f  
1

e , .  

f    1 1
A e ,f e  

                
2 21 1 1 1 1

f e 2e lne 2e 1 2e 1    1 1
A e ,2e 1 . 

 y 2x 1
   1 1

2e 1 2e 1  

  
 

 
2x 2 2lnx

f x
x

 f  

 2x 2 2lnx     g x 2 2 2lnx , x 0 . g 

 0,      
2

g x 2 0
x

g 

 0, x 1       g x g 1 2 2 . 

   2 2 0 1   g x 0   f x 0  f 

1, . 

    2 2 0 1 g 
0

x 1  2 2  

f  

f 1, .  

 
max

1    z 1 2 i           iz 1 i 2 i 1 i 2 . 

 i.  z 1 ,  iz 1 .  

 
 

    
 

2
2 22

2
OA z 1 2 1 3 ,      

 
       

 

2
222 2

OB iz 1 1 2 3   

                 
222 2

AB z 1 iz 1 2 i 1 i 2 2 1 i 2 1  

   
 

           
 

2
2 22

AB 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 6 . OA OB

     
2 2 2

OA OB 3 3 6 AB

 

ii.                         

4k
24k 4k2

w Re z 1 2Im z 1 2 2 i 2 2i  

            

2k4k 24k 4k
w 2 1 i 2 1 i 2 1  2

2i i  
2k

         
k k4k 2k 2k 6k 2 6k

w 2 2 i 2 i 2 1  

 0  
1

e    

f      

f  

 
    

 



 

 

 

 

 484 

58.  zw u                 u lnx xi 1 ei lnx eilnx xi ex lnx ex x elnx i . 

     
  

         
  

zw 2 u 2 u 2
u 2 u 2 u 2 u 2

zw 2 u 2 u 2

        uu 2u 2u 4 uu 2u 2u 4         4u 4u u u u Im u 0

  x elnx 0 .  x elnx 0  

   f x x elnx , x 0       f e e elne e e 0 .  

f  0,     
e

f x 1
x

.           
e e

f x 0 1 0 1 e x
x x

. 

 x 0,e    f x 0 ,  

f  0,e . 

 0 x e      f x f e 0 . 

x e   f x 0 ,  

f e, . 

 x e     f x f e 0 .  

  f x 0       x 0,e e,    f e 0 x e  

      f x 0 x elnx 0 . 

 
 


 

zw i u i

zw i u i

  
  

  

u i u i

u i u i

 
 

 

u i u i

u i u i
 

           u i u i u i u i uu    2
iu iu i  uu    2

iu iu i    2iu 2iu  

         u u u I Re u 0 lnx ex 0    g x lnx ex , x 0 .  

g  0,     
1

g x e
x

  g x 0  g  

 0, .  

   
  

   
x 0 x 0

lim g x lim lnx ex ,    
 

   
x x
lim g x lim lnx ex g 

         
 

     
xx 0

g 0, lim g x , lim g x , .  

g g 

 x 0    g x 0 . 

 
1

x
e

 
  

       11 1 1 1 e i
z ln i lne i 1 i

e e e e e
. 

         
  

              
 

4k
4k 4k4k 4k 4k2 4k 4ke i

ez e e i i e i i 1 ei i w w
e

. 

 

59.                                
2 2

z iz z iz z iz z iz  

                                 z iz z iz z iz z iz  

                                                       z z iz z iz z z z z z iz z iz z z z

                             2iz z 2iz z 0 z z z z 0  

                2Im z z 0 Im z z 0  

x 0  e    

f      

f  

 
     O.E.    

 



 

 

 

 

 485 

                                 z z if if i f i f f f  

                        z z f f i f f  

            
    

              
 

f f
Im z z 0 f f 0 f f    1  

 
 

   
   

 
    

          
 

2

f x xf x f x f x
f x xf x f x 0 0 0

x xf x
. 

 
 


f x

g x
x

,     x , g    ,  

  ,   
   

 

 
 

2

xf x f x
g x

f x
.  

 
 

 


f
g ,  

 
 



f
g   1       g g  

Rolle    ,   

 
   

 
     

     
              

2

f f f
g 0 0 f f 0 f

f
. 

 
f

C   x         y f f x  

      
 

        


f
f f f   

       f f 0 Rolle    
0

x , :   
0

f x 0 . 

   





           

f

0 0 0
x x f x f x 0 f ,x      f x f 0 . 

   




           

f

0 0 0
x x f x f x 0 f x ,      f x f 0 . 

 

60.                    
2 2

z w z w z w z w z w z w z w z w  

zz   zw zw ww  zz   zw zw ww       2zw 2zw 0 zw zw 0  

     2Re zw 0 Re zw 0 . 

                             
f x f x f x

zw i 1 1 f x i 1 f x i i 1 f x  

                  
 

f x f x
zw 1 f x i 1 f x i          

f x
Re zw 0 1 f x 0    1  

         
f x

g x 1 f x , x           
f 0 0

g 0 1 f 0 1 0 . 

 1     g x g 0 g 
0

x 0 .  

g  

           
f x

g x f x ln f x Fermat     g 0 0  

        
  

             
f 0 0

f 0
f 0 ln f 0 0 f 0 ln 1 0 ln 1 0   ln 1 e . 

 



 

 

 

 

 486 

61.                                    
1 2 1 2 1 2

z z 2 i 1 f i f i 2i 2 f f 2 . 

f 
    

     
   

, , ,
2 2

 

 
 
 

,
2

, 
 

 
 

,
2

 
   

 
1

,
2

 
 

   
 

2
,

2
 :  

 
 

    
     

      
 


1

f f f
2 2

f

2 2

  
 

    
     

      
 


2

f f f
2 2

f

2 2

. 

   
 

    
                

  1 2

f f
22 2

f f

2 2 2


 2 . 

 f    , :  
      

       
 

f f
f 1 135  

    z I f x 0     1 2
x ,x ,  

1 2
x x ,     

1 2
f x f x , 

Rolle   f x 0    ,

   
1 2

f x f x  f 1 1  

 

62.  OAB          
2 2 2

OA OB AB  

   
2 2 2

z w z w             zz ww z w z w zz ww zz zw zw ww

    zw zw 0 2Re zw 0 .  

          zw f i f i                f i f f i f  

                 f f i f f  

  Re zw 0         f f 0     1  

) 
f

C     M ,f          y f f x  

 0,0                   f f f f 0 . 

 
 


f x

g x
x

    ,   
    

 
2

xf x f x
g x

x
. 

     
   

 
 

     
 

f f
1 f f 2       g g , 

Rolle    ,    
   

   
   

         
2

f f
g 0 0 f f 0  

)    A ,f  z .         iw i f i if     B ,f  w  

 0,0    



 

 

 

 

 487 

 
 


OA

f
, 

 
 


OB

f
  2

    


 

f f
   

OA OB
 

OA OB , O,A,B  .  

 

63.                    
2 2

z 2 z 2i z 2 z 2i z 2 z 2 z 2i z 2i  

 zz   2z 2z 4  zz   2iz 2iz 4       2 z z 2i z z    1 . 

 z x yi , x,y  1        2x i 2yi 2x 2y y x , 

z  

 z y x  

         
    

              
   

f f f f f f 2f
2 2

 
 

 
   

 
 

f f
2

f
2

. 

   Re z 0 x 0   y x 0      
 

       
 

f f f f 0
2

 
 

  
 

f f
2

      f f    
 

     
 

f f f
2

f  

 
 
 

,
2

, 
 

  
 

0
x ,

2
 

    
0

f x f . 

 f 1 1

:    


   
1 1

0 0
f x f x  

 
 

     
 

0
x , ,

2
f  

 f 
    

    
   

, , ,
2 2

 

    
    
   

, , ,
2 2

 
   

 
1

,
2

 

 
   

 
2

,
2

 :  
   

    
      

      
 


1

f f f f
2 2

f 2

2

 

 
 

   
 

                            
          
   


2

f f f f
2 2f f f f f

2 2 2 22f

2 2 2

  

   
   

    
      

         
 

1 2

f f f f
2 2

f 2f 2 2 0 . 

 



 

 

 

 

 488 

64.  i.     z x f x xi            z x 1 i f x xi 1 i       f x if x xi x  

        f x x i f x x  

        
2

2
z x Re z x 1 i x  

             2 2 2 2
f x x f x x x f x f x x    1  

f  0,   1  

                2f x f x f x 1 f x 2f x 1 1   2    f x 0    2f x 1 0 .  

f   
0

x x  Fermat   
0

f x 0

 2  
0

x x  0 1  

ii.    
 

  


1
2 f x 0

2f x 1
 f  0,  1  x 0   

                2
f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0    f 0 1 0 .  

x 0         f x f 0 f x 0 . 

iii.  1       
 

        
 

2

2 1 1 1 1
f x f x x f x x

4 4 2 4
.  

    
1

g x f x
2

     2 1
g x x 0

4
  

1 1
x

4 4
g  

0,    g x 0  g        
1 1

g 0 f 0 0
2 2

 

  g x 0                
1 1 1 1 1

g x x f x x f x x
4 2 4 4 2

,  x 0,  

iv.             
1 1 1 1

f x y x y x y
4 2 4 2

      2 21 1
x y y x y y

4 4
 

  f 0 0   


 
x
lim f x     f A 0,    1 2

f x x x , 

  1
f

D 0, . 

          
2

4 2 2 4
z x x 1 f x x x 1     2 2 4

f x x x 1 0 .  

      2 2 4
h x f x x x 1, x 0       2

h 1 f 1 1 0  

            z 1 1 i f 1 i 1 i f 1 1    h x h 1  h  

         3
h x 2f x f x 2x 4x Fermat  

   h 1 0           2f 1 f 1 2 4 0 f 1 1.  

f
C  

0
x 1 

              y f 1 f 1 x 1 y 1 1 x 1 y x . 

 

65.   z x yi  x ,  y      2 2 2 2
x y 1  

z  z 1 

 


     


1 2z
w wz 2w 1 2z

z 2


    



1 2w
wz 2z 2w 1 z

w 2
. z 1  



 

 

 

 

 489 


     



2 21 2w
1 1 2w w 2

w 2
          1 2w 1 2w w 2 w 2

       1 2w 2w 4ww ww 2w 2w 4     
2

3ww 3 w 1 w 1 

w   

) z 1     2 2 2 2
x y 1 y 1 x        2 2

y 0 1 x 0 1 x 1  

    
     

  

2 22 2 2
2 1 2z z 2z 1 2z z 1

z w z
z 2 z 2 z 2

  


 

2
2

x yi 1

x yi 2
 

 

 

 
      

  
   

2 2
2 2 2 21

x y 1 2xyi x x 1 1 2xyi

x 2 yi x 2 yi

 

 

 


 

2
2

2

4 x 1 xyi

x 2 yi
 

 

 

              
  

    

2
2 2 2 4 2 2 2

1

2 2 22

4 x 1 x y 4 x 2x 1 x 1 x

x 4x 4 1 xx 2 y

 



2
4 1 x

5 4x
  


 



2
1 x

z w 2
5 4x

,    x 1,1 . 

 z w   
 




2
4 1 x

f x
5 4x

,    x 1,1  

  
    

 

 
 

      
  

 

2 2

2 2

2x 5 4x 4 1 x 4 4x 10x 4
f x 4

5 4x 5 4x
.  

        2 1
f x 0 4x 10x 4 0 x

2
  x 2  

f  
1

x
2

 

 
 

   
  

 

1
4 1

1 4
f 1

2 5 2
 

 
max

z w 1 


1

x
2

  1     2 1 3
y 1 y

4 2
. 

 
1 3

z i
2 2

   
1 3

w i
2 2

  
1 3

z i
2 2

, 

 
   

 
   

 

1 3
1 2 i

2 2 1 3
w i

2 21 3
i 2

2 2

. 

 

66.             z f( ) i z f( ) i               Rez Rez f f . 

f    ,

Rolle    ,     f 0 . 

f
C  x x

y 3
f

C   

y 3 . 

 1              1/ 2                   1 

f      

f  

 
  

 



 

 

 

 

 490 

               
1 1 2 2

w w w w                            
1 1 1 1 2 2 2 2

if if if if  

                        
1 1 1 1 2 2 2 2

if if if if

                   
1 2 1 2

2if 2if f f  

f 
 

 
 

,
2

 
 

 
 

,
2

, 
 

 
 

,
2

 

 
 

 
,

2

 
   

 
1

,
2

  

 
   

 
2

,
2

  
   

    
      

      
 


1

f f f f
2 2

f

2 2

  

 
       

 

          
              

                
   


2 1

f f f f f f f f
2 2 2 2

f f

2 2 2 2

 

f f  


    , .    




              

f

x f x f 0 f ,  

   

 

            

f

x f x f 0 f , f  x . 

 

67.                        2 2
xf x f x x 2x xf x x x xf x x x c ,  c  

 
  


2

x x c
f x

x
, x 0 .    

 
          



2

2 2c
f c c 0 ,  

 
 


2

x x
f x

x
, x 0 . 

  z x yi , x,y

                  
2 22 2

z i z 1 x yi i x yi 1 x y 1 x 1 y  

 2
x  2

y  2y 1  2
x  2x 1 2

y     2y 2x y x . 

    : y x x y 0 . 

 
 

  

   
   

 

2

2 2x x x

f x x x x
lim lim lim 1

x x x
.  

x 0
 

     
2 2 2 2 2 2

xx 1 1 x 1

x x x x x x
.  




2x

1
lim 0

x
, 



 
  
 

2x

1
lim 0

x 




2x

x
lim 0

x

 



x

f x
lim 1

x
. 

  
   

      
     

 

2 2 2

x x x x

x x x x x x
lim f x x lim x lim lim

x x x
 



 

 

 

 

 491 

x 0
 

     
xx 1 1 x 1

x x x x x x
.  

 



x

1
lim 0

x
, 



 
  
 x

1
lim 0

x 




x

x
lim 0

x
  


 

x
lim f x x 0

   y 1x 0 y x
f

C   . 

  
  

   
    

 

2

x 0 x 0 x 0

x x x
lim f x lim lim x 1

x x
 w 3 4i .  

 A 3,4  w z w  

  


     


min 2 2

3 4 1 2
z w d A,

221 1
 

        
2

z w 2 z w 2 2 z w 2 0
2

. 

    


 
u

F u f t dt ,    u ,x ,  x .  

   
   

    


 
       

 
xF x F

,x :F f x f t dt
x

. 

 
 


2

x x
f x

x
,  

  
 

2

2

x x x
f x

x
.      2

x x x x ,  x .  

                      x x x 2x, x x x 2 1 x 1 x 0  


    ,     

          x x 2 1 0 , . 

      
             

2
x x 1 0 f x 0 f ,  

                    x f f f x f f x  

            


            
x

2
x f x f x x x f t dt f x x . 

 


   2

x
lim x  


 

x

x
lim f t dt . 

 

68.         
2 2

z iw z iw z iw z iw           z iw z iw z iw z iw  

        zz izw izw ww zz izw izw ww    
z z

2zwi 2zwi
w w

  


z

w
 . 

 
 
 

     
 

    
 
    2 2

if ififz

w if f

       
 

      
 

  2 2

f i f i f f

f
 

   
 

   
 

      
 

     2 2 2 2

f f f f
i

f f
,  


z

w
 

   
 

   
        

       
   2 2

f f f f
0 f f

f
   1  

 
 


f x

h x
x

    ,   
    

 
2

xf x f x
h x

x
  1  

     h h  Rolle h     , . 



 

 

 

 

 492 

 Rolle    ,  

 
   

   
   

        
2

f f
h 0 0 f f    2  

f
C     M ,f          y f f x  

                  0 f f f f  

 2 . 

   x t u   dt du   

 
  







 xx

f x t
lim dt

x x t
  

 
 

   
 
 



 

 
   

  




x 0

0x

x x

f u
duf u1 ulim du lim

x u x

 
 

 



 

      
x

f x

fxlim 1 f
1

 

f     

   f   
 

 


    


f
1 1 f . f  

   ,      ,    
      

    
 

f f
f 1. 

  f x 1   ,  

 

69.  
t

2

e c
 f   

   
x

2
f x 0

e c
. f 1 1  

 

       1
f x y x f y z    1

z y f y i  

  1
y,f y  1

f
C . 

                   
2 2

z i z 1 z i z 1 z i z i z 1 z 1  

             zz iz iz 1 zz z z 1 i z z z z        i 2xi 2f x f x x . 

       


x

t0

2
h x f x x dt x

e c
       h x 0 h x h 0 h 

x 0 h     
x

2
h x 1

e c

Fermat        
0

2
h 0 0 1 0 c 1

e c
.  

 c 1   


x

t0

2
f x dt

e 1
f 

  1,2   1,2   

         f f 2 f 1      
  

2 1

t t0 0

2 2
f dt dt

e 1 e 1



 

2

t1

2 2
dt

e 1 e 1
. 

t  x    

u    x  
 



 

 

 

 

 493 

   1 2
         2 2

e e e e 1 e 1 e 1


  
  2

1 1 1

e 1 e 1 e 1  


  

 2

2 2 2

e 1e 1 e 1
  

 
2

2 t1

2 2 2
dt

e 1e 1 e 1
  

 
1

2 t1

1 1 1
dt

e 1e 1 e 1
. 

 

70.  x 0         z 1f 0 z i f 2 z 1    1    

x 2         z 1f 2 z i f 0 z 1    2 .  

 1 ,  2  

               z 1f 0 z i f 2 z 1f 2 z i f 0 0

             f 0 z 1 z i f 2 z 1 z i 0            z 1 z i f 0 f 2 0   z 1 z i  

   f 0 f 2 . f  0 2     f 0 f 2 , 

  z 1 z i . 

                   
2 2

z 1 z i z 1 z i z 1 z 1 z i z i  

             zz z z 1 zz iz iz 1 z z i z z            2Re z i 2Im z i Re z Im z  

)   z 1 z i          z 1f x z i f 2 x z 1   

                z 1f x z 1f 2 x z 1 f x f 2 x 1. 

x 1             
1

f 1 f 1 1 2f 1 1 f 1
2

.        
1

f x f x f 1
2

 

f : x 1. 

 f      f x f 2 x 1  

        
2 2 2

0 0 0
f x dx f 2 x dx 1dx 2    3  2 x u   dx du x 0  

u 2 x 2  u 0   3   

               
2 0 2 2

0 2 0 0
f x dx f u du 2 f x dx f x dx 2       

2 2

0 0
2 f x dx 2 f x dx 1. 

 f      
x

0
F x f t dt   

  x,x 1   0,2   

 
   

     
 

       
   

x 1 x

0 0

F x 1 F x
F f f t dt f t dt

x 1 x

       
 

      
x 1 0 x 1

0 x x
f f t dt f t dt f t dt . 

   x x 1 f 

         f x f f x 1      


  
x 1

x
f x f t dt f x 1 . 

      
x

0
g x f t dt 2x 1,   x 0,2 . f   0,2 g  

 

    g 0 1 0         
2

0
g 2 f t dt 4 1 4 0     g 0 g 1 0

Bolzano   
1

0,2     
1

g 0  


  
1

1
0

f t dt 1 2 . 



 

 

 

 

 494 

             
2 2 2 2

2f 2 1 2f 2 1 0 .  

     
x

2

0
h x 2 f t dt x x ,   x 0,2 f   0,2  h 

      h x 2f x 2x 1 h   0,2 . 

  h 0 0            
2

2

0
h x 2 f t dt 2 2 2 1 4 2 0    h 0 h 2 , 

Rolle   
2

0,2     
2

h 0     
2 2

2f 2 1. 

 

71.       
 

           
 

z 1 z 1
w w w z 1 z 1 z 1 z 1

z 1 z 1
 

zz    z z 1 zz          z z 1 2z 2z z z z  

   Im z 0   lnx x 1 0 . 

  lnx x 1 0  

    f x lnx x 1, x 0      f 1 ln1 1 1 0 . 

 f  0,      
1

f x 1 0
x

f 

 0, x 1   f x 0 .  

            z e e lne e 1 i e ei e 1 i ,  

                                   

50 50100 100 100100 2 2100 100
z e z e e 1 i e 1 i e 1 i e 1 i  

      
100100 100

z e z e e 1  2
2i i  

50
100

e 1  2
2i i    

50
100 50 50 100 50 50

e 2 i e 2 i 0 . 

       f x Imz x lnx x 1, x 0 .  

f  0,      
1

f x 1 0
x

 x 0 f 

 0, 1 1  f 

f 
1

f

y x           1
f x f x f x x lnx x  1 x    lnx 1 x e . 

1f f
C ,C   e,e . 

   
e

1

0
E f x dx .   1

f x u  x f u  

 dx f u du . x 0      


    
1 1

f u 0 f u f 1 u 1 x e  

     


    
1 1

f u e f u f e u e  

       
       

 
   

e e e e
1

0 1 1 1

1
E f x dx u f u du u 1 du 1 u du

u
 

   
       
 

e
2 2 2

1

u e 1 e 2e 3
E u e 1

2 2 2 2
. 

 

72.       
2

x 2 2 x 2
z e x e x , x 0    2 x 2

f x e x , x 0 . 



 

 

 

 

 495 

f 0,   
   

 


  

  
 

2 x 2 2 x 2 x

2 x 2 2 x 2

e x 2 e x e
f x

2 e x 2 e
.  

f x 1 

 Fermat  

   
 





 
            



2 2

2

2 2

2 e e 1
f 1 0 0 e 2 1 0 2 1 0

22 e
. 


1

1
e

 

 


              
0

2 2 1 2 21 1 1
f 1 1 e 1 e 1 1 1

e e e
. 

   
1

2
  1    x

f x e x 1  
  

 

 
  

 

xx x

x x

e 1 xe x e
f x

2 e x 1 2 e x 1
 

 
 

 







           



x

x

x

e 1 x
f x 0 0 e 1 x 0 1 x 0 x 1

2 e x 1
 

x 1   f x 0 f  ,1 . 

x 1   f x 0 f 1,  

f x 1    
1

f 1 1
e

. 

z  
1

1
e

 
1

z 1
e

 x 0  

  
1

1 z 0
e

 
         

 
  

e 1 1

1 0 0

1 1
1 z 0 1dx zdx 0

e e
 

      
1 1

0 0

1 1
zdx 1 dx 1

e e
. 

 

73.           
x x

4 4

1 1
f t dt x 1 f t dt x 1 0    1 .      

x
4

1
g x f t dt x 1, x . 

      
1

4

1
g 1 f t dt 1 1 0  1     g x g 1 g 

x 1 f 

  
x

1
f t dt  

g       3
g x f x 4x .  

Fermat g            g 1 0 f 1 4 0 f 1 4 . 

     f 1 2z 2w 2 z w             
2

f 1 4 2 z w 4 z w 2 z w 4  

      z w z w 4     zz zw zw ww 4     
2 2

z zw zw w 4  

        1 zw zw 1 4 zw zw 2   
1

zw zw f 1
2

. 

       
2 1

z 1 z 1 zz 1 z
z

 
1

w
w

.  



 

 

 

 

 496 

             2 2 2 21 1
zw zw 2 z w 2 z w 2zw z w 2zw 0

w z
 

    
2

z w 0 z w . 

 z w               f x 2z x 1 z 2 x 1 z x 3 z x 3 . 

 

74.      2 2x
z x 2 x ie , x 0            

2 2
2 2x 4 4x

z x 2 x e 4x e  

    4 4x
f x 4x e , x 0   






 



4 4x

4 4x

4 4e
f x

2 x e
    f x 0  

        4 4x 4 4x 4 4x 0
4 e 0 4e 4 e e    4 4x 0 x 1.  

 x 0     f x f 1   

  f 1 5       0

1
z z 1 2 ie 2 i  

 

 

                 
200 200 200 200

1 1
z 1 z 1 2 i 1 2 i 1   

                 
   

100 100
200 200 2 2

1 i 1 i 1 i 1 i       
100 100 100 100

2i 2i 2 2  . 

    2
f 0 e    

 
   4 4x

x x
lim f x lim 4x e , 



f  

  0,1              
2

1
f A f 1 ,f 0 5,e  f


  1,  

      


   
2

x
f A f 1 , lim f x 5, ,  

1
100 f A   

2
100 f A  f


  

1,    z x    z x 100 .   

) i.         
2

4 4x
g x z x 5 4x e 5 , x 1 1,   

     4 4x
g x 4 4e     g x 0

      4 4x 4 4x 0
4 4e 0 e e x 1   g x 0  

 x 1, , g  
  1,   1 1 g  

 

ii.    
 

  
4

e 3
1

0
E g x dx  

         1
g x u x g u   dx g u du . 

   x 0     


   
1 1

g u 0 g 1 u 1  

   
 4

x e 3     


    
1 1

4
g u e 3 g 2 u 2  

                                
2 2 2 22

4 4u

11 1 1 1
E ug u du ug u du ug u g u du 2g 2 4u e 5 du  

                                

2 2
4 2 4 4u

1 1

1
E 6 2e 2 u e 5

4
6

 4
2e 6    41

e 1 5
4

 49 19
e

4 4
.

 0                   1                   

f      

f  

 
  

 



 

 

 

 

 497 

75.     x x

x
z e 1 xe i   

          x x x x
Re z m z e 1 xe e 1 xe 0I  

    x x
g x e 1 xe , x        x x x x

g x e e xe xe  

g  g  

.  

x  

          x x x x
g x g 0 e 1 xe 0 e 1 xe  

         x x x x
e 1 xe e 1 xe 0 g x 0  

x 0  

)          x x
z z 2 m z i 2 1 xe i 2 1 xe .  

  x x
1 xe e 0      x

z z 2 1 xe  

     x
h x 2 1 xe ,          x x x

h x 2 e xe 2 1 x e   

        h x 0 1 x 0 x 1 

x      h x h 1   

 
 

   
 

1
h x 2 1 0

e
. 

      

          

x

xx x x

x
lim h x lim 2 1 xe lim 2 2 2

e
, 





  
 

x xx DLH x

x 1
lim lim 0

e e
 

   
 

    
 

x

x x
lim h x lim 2 1 xe  

f  


    , 1       


       
1

x

2
f A f 1 , lim f x 2 , 2

e
  

f  1,       


       
2

x

2
f A f 1 , lim f x 2 ,

e
 

     
 

    
 

1 2

2
f A f A f A 2 ,

e
. 

      x
f x Re z e        x

g x m z 1 xeI ,    m z Re zI     g x f x  

    g 0 f 0 1.                
1 1

x x

0 0
E g x f x dx 1 xe e dx  

                
11 1

x x x

0 00
1 xe e dx e 1 e 2 e 1 3 e  

 

76.         2 2 2 2
z 1 1 1   1 . 

               
2 22 2

f x x i x i x x  

 
 

                    
1

2 2 2 2 2 2 2 2
f x x 2 x x 2 x x 2 x 1 x 2 x 1 . 

  2
x 2 x 1,   2

x 2 x 1  

  2
x 2 x 1,   2

x 2 x 1   

                0                   

g      

g  

 
  

 

               1                  

h      

h  

 
  

 



 

 

 

 

 498 

f 

 
     

    
           2 2 2 2

2x 2 2x 2 x x
f x

2 x 2 x 1 2 x 2 x 1 x 2 x 1 x 2 x 1
. 

 z   0  z .  

 

       


           
      

x x 2 , x

f x x x x x 2x, x

x x 2 , x

. 

f x .  

       
  

   
 

 x x

f x f f x f
lim lim

x x   

   
 

 x x

2x 2 2 2
lim lim

x x
 

 





x

2 x
lim

x
  0 2 0  z  

  f    A ,f  

x x  45 ,      f 1  

   

       

 
        

         

2

2 2
1 2 2 1

2 1 2 1

 

            2 2 2
4 2 1 3 2 1 0  1   

1

3
   0 .  

        
 

      
x x x x

0 0 0 0
f t dt f t dt f t dt f t dt 0 .      



  
x x

0 0
g x f t dt f t dt , 

x . f  x  

 
x

0
f t dt ,  




x

0
f t dt   

g                    g x f x f x x z x z x z x z  

                 g x x z x z x z x z x z  x z  x z  x z  0 . 

  g x c , c   g 0 0 c 0  

         
 

        
x x x x

0 0 0 0
g x 0 f t dt f t dt 0 f t dt f t dt  x . 

 

77.  f    ,    , .  

      f f 0 Rolle    ,   

   f 0 . 

   f x 0 f  . 

 x       f x f 0 f  ,  

 x        f x f 0 f   , . 

   x                  f f x f 0 f x f ,  

  f x 0      x ,   

  x                  f f x f f f x 0 .  

   f x 0      x ,   f x 0     x , . 



 

 

 

 

 499 

                                               

2

zw f x if x f x if x f x f x f x f x i f x f x f x   

              
2

zw Im zw 0 f x f x f x 0 .  

,         
2

f x f x f x 0    , . 

     g x f x f x ,     x , . g    ,  

  ,             
2

g x f x f x f x

         g f f 0 ,          g f f 0       g g

Rolle              
2

g x 0 f x f x f x 0    , . 

 y x w 

 

                              x x
Re w Im w f x f x f x f x 0 e f x e f x 0   

         x x
e f x 0 e f x c ,         x x

1
c f x ce f x ce c , 

1
c . 

      f f 0
  

1
ce c 0  

  
1

ce c 0  

      c e e 0 c 0  
1

c 0   f x 0  x  

f  

 

78.         
2 2

w z w z w z w z           w z w z w z w z  

        ww zw zw zz ww zw zw zz    2 zw zw 0

       2 2Re zw 0 Re zw 0  

            2 2
zw if if                 2 2 2 2

f i f i f f  

                   2 2 2 2
f f i f f  

                      2 2 2 2
Re zw 0 f f 0 f f 0 . f  

   ,  Bolzano    ,    f 0 . 

          f f f       1
,       

1
f f . 

 f  
 2

t f t
e  

   


 

2x t f t
f x e dt       

2
x f x

f x e 0  f       , . 

 

79.                  
2

z w f x i x 3i f x x 4i f x x 16 . 

      
2

g x f x x 16 , x . g   

 
     

  

 
 

 
2

2 f x x f x 1
g x

2 f x x 16

 x 1,  Fermat 

    
2

g 1 0
      f 1 1 f 1 1

2   
 

 
2

0

f 1 1 16

 
 

 
  

f 1 1
0 f 1 1

17
 



 

 

 

 

 500 

              y f 1 f 1 x 1 y 2 x 1 y x 1.  

)        
x 2

1
3 f t 1 z w 16 dt 0  x 1  

                
  

xx 2 3

1 1

3 f t 1 f t t dt 0 f t t 0  

                    
3 3

f x x f 1 1 0 f x x 1 f x x 1    f x x 1, x 1. 

) i.     f 0 f 1 2  f    0,1  Rolle  

  0,1     f 0 .  

  0 x  

f            f x f f x 0



f    0,  

  x 1           f x f f x 0  
f    ,1  f  

  
0

x 0,1 . 

ii. f    0,1   
f

C   

 y x 1 


0

x 1    f x x 1. 

iii.           f x x 1 f x x 1 0    

                 
1 1 1

0 0 0
f x x 1 dx 0 f x dx x 1 dx

   
 

       
 

 

1
2

1 11

00 0
0

x 3
f x dx x f x dx

2 2
. 

 

80.  f    0,x    0,x   

 
     

   
f x f 0 f x

f
x x

.   0 x  
f           f 0 f f x , 

 
                

f x
f x f x xf x xf x f x 0

x
. 

 x 0           f x f 0 f x 0 , f  0, . 

) i. f           f z i f z 1 z i z 1  

             
22 2

z i z 1 z i z i z 2 z 1  

 zz   iz iz 1  zz  2 z 1     i z z 2 z      2 2 2 2
i2yi 2 x y y x y , 

 y 0     2 2 2 2
y x y x 0 , x 0 . z 

Oy  y 0 .  

ii.      5f z 3 z 3 f 5  
   




f z 3 f 5

z 3 5
   1 .  

 
 


f x

g x
x

  
    

  
2

xf x f x
g x 0

x
 

, g    1 1.  



 

 

 

 

 501 

 1      g z 3 g 5   z 3 5 , z  

   
2 2

x 3 y 25   Oy . 

     


 

2 2
x 3 y 25

x 0
   2 2

9 y 25 y 16 , y 4   y 4  . 

z 4i . 

 

 


