
ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΥΜΑΤΟΣ

Η βασική αρχή που πρέπει όλοι να κατανοούμε όταν συζητάμε για την αρχική φάση στο κύμα, 
είναι ότι όλα τα υλικά σημεία του ελαστικού μέσου ηρεμούν στη θέση ισορροπίας τους (y = 0) πριν 
φτάσει σε αυτά το κύμα και όταν τελικά φτάσει το κύμα σε κάποιο υλικό σημείο, τότε το σημείο 
αυτό είτε θα κινηθεί προς τα πάνω με +υ max (η συντριπτική πλειοψηφία των κυμάτων που 

μελετάμε), είτε θα κινηθεί προς τα κάτω με -υ max.

Αν τα υλικά σημεία ξεκινούν να κινούνται προς τα πάνω όταν φτάνει σε αυτά το κύμα, τότε το 
μπροστινό μέρος του στιγμιότυπου θα έχει τη μορφή όρους (σχήμα 1), ενώ όταν τα υλικά σημεία 
ξεκινούν να κινούνται προς τα κάτω, τότε το μπροστινό μέρος του στιγμιότυπου θα έχει τη μορφή 
κοιλάδας (σχήμα 2). Με βάση τα παραπάνω δεν είναι δυνατόν ποτέ το στιγμιότυπο ενός κύματος 
να είναι στιγμιότυπο "κόμπρα" (σχήμα 3), αφού κάθε υλικό σημείο όταν ξεκινά να ταλαντώνεται, 
ξεκινά από τη θέση ισορροπίας του (y = 0).

Τι σημαίνει όμως αρχική φάση για ένα κύμα;

Πρέπει να ξεχωρίσουμε την αρχική φάση ενός υλικού σημείου του ελαστικού μέσου από την 
αρχική φάση του κύματος. Η αρχική φάση του κύματος εμφανίζεται στην εξίσωση του κύματος ως 
ένας πρόσθετος όρος και άλλοτε έχει θετικό πρόσημο, ενώ άλλοτε έχει αρνητικό πρόσημο (το 
νόημα του θετικού και αρνητικού προσήμου φαίνεται στην επόμενη ανάλυση).
 Η αρχική φάση του κύματος αναφέρεται στο τι συμβαίνει τη χρονική στιγμή   t   = 0 με το κύμα,   
ως προς το αν έχει φτάσει ή όχι στο σημείο Ο(  x   = 0)  , ανεξάρτητα από το αν το κύμα 
εξαναγκάζει τα υλικά να κινούνται προς τα πάνω ή προς τα κάτω όταν ξεκινάνε. (εξαίρεση 
αποτελεί η αρχική φάση π rad που μπορεί να έχει διπλό νόημα). 
Το σημείο Ο(x = 0) είναι από τη φύση του ένα προνομιακό σημείο μιας και ορίζει την αρχή του 
άξονα που χρησιμοποιούμε. Χωρίς αυτό δεν θα μπορούσαμε να γράψουμε εξίσωση κύματος. Στην 
επόμενη εξίσωση φαίνεται η γενική μορφή της εξίσωσης ενός κύματος που έχει αρχική φάση (το 2π 
rad το έχω βάλει "μέσα" στην εξίσωση για να δείξω την αρχική φάση του κύματος).
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Για την εύρεση της αρχικής φάσης του κύματος πρέπει να γνωρίζουμε τη χρονική εξίσωση 
ταλάντωσης ενός υλικού σημείου του ελαστικού μέσου (όχι απαραίτητα του Ο(x = 0)). Αυτή η 
εξίσωση θα θεωρείται από εμάς ως εξίσωση αναφοράς. Πολλές φορές χρησιμοποιούμε ως 
εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης του υλικού σημείου που τη χρονική στιγμή   t   = 0   
ξεκινά να ταλαντώνεται. Αν το σημείο αυτό (πχ Ζ) ξεκινά να ταλαντώνεται τη χρονική στιγμή t = 
0 με φορά προς τα πάνω, τότε η εξίσωση ταλάντωσής του είναι yΖ =Αημωt, ενώ αν τη χρονική 

στιγμή t = 0 ξεκινά να ταλαντώνεται με φορά προς τα κάτω, τότε η εξίσωση ταλάντωσής του είναι 
η yΖ =Αημ(ωt + π). Να σημειώσουμε ότι δε μας ενδιαφέρει που βρίσκεται η πηγή του κύματος.

Πως ξεχωρίζουμε αν ένα κύμα έχει αρχική φάση;
Αρχική φάση θα έχει ένα κύμα αν τη χρονική στιγμή   t   = 0  :

• Το κύμα έχει διαδοθεί πέρα από το σημείο Ο(x = 0).
(1η περίπτωση)

• Το κύμα δεν έχει φτάσει ακόμα στο σημείο Ο(x = 0).
(2η περίπτωση)

• Το κύμα μόλις έχει φτάσει στο σημείο Ο(x = 0) (οπότε δεν έχει περάσει πέρα από αυτό) 
αλλά εξαναγκάζει το υλικό σημείο Ο(x = 0) να κινηθεί προς τα κάτω.
(3η περίπτωση)

Ας δούμε τις παραπάνω περιπτώσεις ξεχωριστά:
1η περίπτωση: Τη χρονική στιγμή t = 0 το κύμα έχει διαδοθεί πέρα από το σημείο Ο(x = 0).
Στο επόμενο σχήμα φαίνεται το στιγμιότυπο ενός κύματος που διαδίδεται προς τα δεξιά, τη χρονική 
στιγμή t = 0. Είναι φανερό ότι το κύμα τη χρονική στιγμή t = 0 έχει ήδη διαδοθεί πέρα από το 
σημείο Ο.

Αφού το σημείο Ζ ξεκινά να ταλαντώνεται τη χρονική στιγμή t = 0 με φορά προς τα πάνω, η 
εξίσωση ταλάντωσής του είναι η yZ = Aημωt. Αυτή την εξίσωση θα χρησιμοποιήσω ως εξίσωση 

αναφοράς. Έτσι για το τυχαίο σημείο του ελαστικού μέσου που βρίσκεται στη θέση x του άξονα θα 
ισχύει η εξίσωση ταλάντωσης y = Aημ[(ωt) - Δφ], όπου Δφ η διαφορά φάσης του τυχαίου σημείου 
που βρίσκεται στη θέση x του άξονα και του σημείου Ζ.
Το (-) το βάζω διότι το σημείο Ζ ξεκίνησε να ταλαντώνεται πριν από το τυχαίο σημείο, οπότε η 
φάση του τυχαίου σημείου θα είναι μικρότερη από τη φάση του σημείου Ζ (ωt).
Το Δφ το υπολογίζω με το γνωστό τρόπο: Δφ = ωΔt (Δt = χρονική διάρκεια που χρειάζεται το κύμα 
για να πάει από το ένα σημείο στο άλλο).
Είναι Δφ = ωΔt = (2π/Τ) (x-xZ)/υ ==>Δφ = 2π(x-xZ)/λ.

Συνεπώς η εξίσωση ταλάντωσης του τυχαίου σημείου (εξίσωση του κύματος) γίνεται:
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Ο όρος + 2πxZ/λ είναι η αρχική φάση του κύματος και είναι θετικός αφού δείχνει ότι τη χρονική 

στιγμή t = 0 το κύμα έχει διαδοθεί πέρα από το σημείο Ο(x=0). Στην ίδια σχέση θα καταλήγαμε αν 
χρησιμοποιούσαμε ως εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης οποιουδήποτε σημείου του 
ελαστικού μέσου (που έχει ήδη ξεκινήσει την t = 0 να ταλαντώνεται).
Ας δοκιμάσουμε να χρησιμοποιήσουμε ως εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης του 
σημείου Ο(x = 0). Από το διάγραμμα φαίνεται ότι η εξίσωση ταλάντωσης του υλικού σημείου Ο(x 
= 0) είναι yO = Aημ(ωt + 7π/2).

Για το τυχαίο σημείο x είναι y = Aημ(ωt +7π/2 - Δφ) = Αημ(ωt + 7π/2 - 2πx/λ) ==>
y = Aημ(ωt - 2πx/λ + 7π/2).
Αν στον τύπο που προέκυψε από την ανάλυση με εξίσωση αναφοράς το σημείο Ζ, βάλετε όπου xZ 

= 3λ/2 + λ/4 θα προκύψει το ίδιο αποτέλεσμα.
Ας δούμε και την περίπτωση, το κύμα να διαδίδεται προς τα δεξιά και τα υλικά σημεία του 
ελαστικού μέσου να ξεκινούν να ταλαντώνονται με φορά προς τα κάτω. Το αντίστοιχο στιγμιότυπο 
θα είναι αυτό που φαίνεται στο επόμενο σχήμα.

Αν θέλαμε να επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία εύρεσης της αρχικής φάσης θεωρώντας και 
πάλι ως εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης του σημείου Ζ, θα γράφαμε: yZ = Aημ(ωt+π) 

και για το τυχαίο σημείο που βρίσκεται στη θέση x του άξονα: 
y = Aημ[(ωt + π) - Δφ]. Με τη βοήθεια του τύπου Δφ = 2π(x-xZ)/λ θα καταλήγαμε στην εξίσωση 

του κύματος:

Η αρχική φάση του κύματος είναι τώρα ο όρος +(2πxZ/λ + π) και πάλι θετικός αφού τη χρονική 

στιγμή t = 0 το κύμα έχει διαδοθεί πέρα από το σημείο Ο(x = 0).

2η περίπτωση: Τη χρονική στιγμή t = 0 το κύμα δεν έχει φτάσει στο σημείο Ο(x = 0).
Η εξίσωση αναφοράς θα είναι πάντοτε η εξίσωση ταλάντωσης ενός σημείου του μέσου που έχει 
ξεκινήσει να ταλαντώνεται τη χρονική στιγμή t = 0. Συνήθως μας βολεύει να χρησιμοποιούμε ως 
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εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης του σημείου που ξεκινά να ταλαντώνεται τη 
χρονική στιγμή t = 0. Στο επόμενο σχήμα φαίνεται το στιγμιότυπο ενός κύματος που διαδίδεται 
προς τ' αριστερά τη χρονική στιγμή t = 0. To κύμα αυτό είναι φανερό ότι δεν έχει φτάσει στο 
σημείο Ο(x = 0) τη στιγμή t = 0.

Χρησιμοποιώ ως εξίσωση αναφοράς την εξίσωση ταλάντωσης του σηεμίου Ζ το οποίο τη χρονική 
στιγμή t = 0 ξεκινά να ταλαντώνεται. Η εξίσωση ταλάντωσης του σημείου αυτού είναι yZ = Aημωt.

Για το τυχαίο σημείο x που έχω σημειώσει στο στιγμιότυπο, θα ισχύει 
y = Aημ[(ωt) + Δφ], όπου Δφ η διαφορά φάσης του τυχαίου σημείου που βρίσκεται στη θέση x του 
άξονα και του σημείου Ζ. Το (+) το βάζω διότι το σημείο Ζ ξεκίνησε να ταλαντώνεται μετά από το 
τυχαίο σημείο, οπότε η φάση του τυχαίου σημείου θα είναι μεγαλύτερη από τη φάση του σημείου Ζ 
(ωt). Το Δφ το υπολογίζω με το γνωστό τρόπο: 
Δφ = ωΔt (Δt = χρονική διάρκεια που χρειάζεται το κύμα για να πάει από το ένα σημείο στο άλλο). 
Είναι Δφ = ωΔt = (2π/Τ) (x-xZ)/υ ==>

Δφ = 2π(x-xZ)/λ. Συνεπώς η εξίσωση ταλάντωσης του τυχαίου σημείου (εξίσωση του κύματος) 

γίνεται:

Ο όρος -  2πxZ/λ είναι η αρχική φάση του κύματος και είναι  αρνητικός που μας δείχνει ότι τη 

χρονική στιγμή t = 0 το κύμα δεν έχει φτάσει στο σημείο Ο(x=0).
Παρατηρήστε ότι για κύμα που διαδίδεται προς τ' αριστερά το (+) μπροστά στον όρο 2πx/λ 
εμφανίζεται πάντοτε. Για κύμα που διαδίδεται προς τα δεξιά το (-) εμφανίζεται επίσης μπροστά 
στον όρο 2πx/λ.

3η περίπτωση: Τη χρονική στιγμή  t = 0 το κύμα μόλις έχει φτάσει στο σημείο Ο(x = 0) και το 
εξαναγκάζει να κινηθεί με φορά προς τα κάτω. Η ίδια ανάλυση γίνεται και στην περίπτωση που η  
πηγή του κύματος είναι το σημείο Ο(x = 0) και ξεκινά να κινείται προς τα κάτω δημιουργώντας 
κύμα στο ελαστικό μέσο.
Στο επόμενο σχήμα φαίνεται το στιγμιότυπο ενός κύματος που διαδίδεται προς τα δεξιά και τη 
στιγμή t = 0 μόλις έχει φτάσει στο σημείο Ο(x = 0).
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Αφού το σημείο Ο(x = 0) ξεκινά να ταλαντώνεται τη χρονική στιγμή t = 0, η εξίσωση ταλάντωσής 
του προσφέρεται για εξίσωση αναφοράς. Αφού το υλικό σημείο Ο(x = 0) ξεκινά τη στιγμή t = 0 να 
κινείται προς τα κάτω, η εξίσωση ταλάντωσής του είναι η yΟ = Aημ(ωt+π).

Για το τυχαίο σημείο x που έχω σημειώσει στο στιγμιότυπο, θα ισχύει 
y = Aημ[(ωt + π) - Δφ], όπου Δφ η διαφορά φάσης του τυχαίου σημείου που βρίσκεται στη θέση x 
του άξονα και του σημείου Ο. Το (-) το βάζω διότι το σημείο Ο ξεκίνησε να ταλαντώνεται πριν από 
το τυχαίο σημείο, οπότε η φάση του τυχαίου σημείου θα είναι μικρότερη από τη φάση του σημείου 
Ο (ωt+π). Το Δφ το υπολογίζω με το γνωστό τρόπο: 
Δφ = ωΔt (Δt = χρονική διάρκεια που χρειάζεται το κύμα για να πάει από το ένα σημείο στο άλλο). 
Είναι Δφ = ωΔt = (2π/Τ) (x-xΟ)/υ (Όμως xΟ=0) ==> 

Δφ = 2πx/λ. Συνεπώς η εξίσωση ταλάντωσης του τυχαίου σημείου (εξίσωση του κύματος) γίνεται:

Ας συνοψίσουμε όλα τα παραπάνω

1) Για να βρούμε τη αρχική φάση ενός κύματος μπορούμε να επιλέξουμε μία εξίσωση αναφοράς 
(συνήθως επιλέγουμε την εξίσωση ταλάντωσης που τη χρονική στιγμή   t   = 0 ξεκινά να   
ταλαντώνεται) και στη συνέχεια με τη βοήθεια της διαφοράς φάσης να βρούμε την εξίσωση 
ταλάντωσης ενός τυχαίου σημείου x. Αυτή θα είναι και η εξίσωση του κύματος.
Αν μας δίνουν την εξίσωση ταλάντωσης ενός συγκεκριμένου υλικού σημείου του ελαστικού μέσου 
(ή προκύπτει από τα συμφραζόμενα) χρησιμοποιούμε αυτή ως εξίσωση αναφοράς.

2) Για να βρούμε πόσο μακριά έχει φτάσει το κύμα από το σημείο Ο(x = 0):
α) Μηδενίζουμε τη φάση αν τα υλικά σημεία ξεκινούν να κινούνται από τη θέση ισορροπίας του με 
φορά προς τα πάνω.
β) Θέτουμε τη φάση ίση με π rad αν τα υλικά σημεία ξεκινούν να κινούνται από τη θέση 
ισορροπίας του με φορά προς τα κάτω.

3) Το στιγμιότυπο έχει στο μπροστινό του τμήμα:
α) Όρος, εφόσον το υλικό σημείο Ο ξεκινά να κινείται με φορά προς τα πάνω (σχήμα 1).
β) Κοιλάδα, εφόσον το υλικό σημείο Ο ξεκινά να κινείται με φορά προς τα κάτω (σχήμα 2).
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