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 ΒΑΙΚΓ ΑΚΗΓΙ ΣΗΝ ΓΤΡΓΗ ΟΡΙΩΝ ΚΑΣΗΓΟΡΙΟΠΟΙΗΜΓΝΓ 

 ox x  

A. Ρεηή ηεξ μμνθήξ (0/0), με παναγμκημπμίεζε εμθακίδμομε ημ (π-πμ) ζε ανηζμεηή θαη πανμκμμαζηή, 

απιμπμημύμε θαη ζηε ζοκέπεηα θάκμομε ακηηθαηάζηαζε ζε ό,ηη έμεηκε! 
2 3 6

2 3 4 3x 3 x 1 x 2

x x 12 x 7x 8 x 64
1. lim 2. lim 3. lim

2x 5x 3 x 1 x 2x 8x 16  

    

     
 

Β. Όνημ άννεηεξ (0/0) με ηεηναγςκηθέξ νίδεξ. οδογή πανάζηαζε όπμο οπάνπμοκ παναζηάζεηξ με νίδεξ 

πμο μεδεκίδμκηαη, εμθακίδμομε θαη πάιη ημκ πανάγμκηα (π-πμ) , απιμπμημύμε, ακηηθαζηζημύμε με πμ. 

2

2 2 3x 3 x 1 x 2

2x 3 3 x x 2 2 2 x
1. lim 2. lim 3. lim

x 1 3x 5 x 3x 2 x 2x 8 x 24  

     

        
 

Γ. Όνημ άννεηεξ (0/0) με θοβηθέξ νίδεξ. οδογή πανάζηαζε όπμο απαηηείηαη, εκενγμύμε ζηε ζοκέπεηα 

όπςξ θαη ζημ βήμα Β. 

3 3 3

2 33 2x 3 x 1 x 2

x 5 2 2 1 7x 2 6 x
1. lim 2. lim 3. lim

x 3x x 9 3 5x x 2x 8 8x  

     

       
 

Δ. Όνημ άννεηεξ (0/0) με νηδηθά δηαθόνςκ ηάλεςκ ή παναζηάζεηξ όπμο απαηηείηαη δηάζπαζε. Πνμζμπή, ηα 

όνηα ζηα μπμία ζα «ζπάζμομε» ημ ανπηθό, πνέπεη κα δηαηενμύκ ηε μμνθή (0/0). 

3 3

2 2x 2 x 1 x 2

5x 6 x 2 6 3 x 1 7x 7 x 6 x 1
1. lim 2. lim 3. lim

x 1x 4 x 2x  

          

 
 

Γ. Όνημ πανάζηαζεξ με απόιοηε ηημή , όπμο αοηό πμο βνίζθεηαη μέζα ζημ απόιοημ δεκ μεδεκίδεηαη. 

Βγάδμομε ηεκ απόιοηε ηημή θνίκμκηαξ ημ πνόζεμμ ηεξ πανάζηαζεξ μέζα ζε αοηό, πνμπςνμύμε όπςξ ζημ 

βήμα Α. 

2 2 3

3x 3 x 2

|x 4| 5 |x 3x 1| |x 7 |
1. lim 2. lim

|1 x| 2 |x x| 10 

     

   
 

Σ. Όνημ πανάζηαζεξ με απόιοηε ηημή, όπμο αοηό πμο βνίζθεηαη μέζα ζημ απόιοημ μεδεκίδεηαη. 

Γιέγπμομε μήπςξ μ όνμξ πμο μεδεκίδεηαη με ημ απόιοημ, μπμνεί κα βγεη θμηκόξ πανάγμκηαξ ζε ανηζμεηή 

θαη πανμκμμαζηή. Ακ όπη, θηηάπκμομε πηκαθάθηα γηα ημ πνόζεμμ ηςκ παναζηάζεςκ πμο μεδεκίδμκηαη θαη 

παίνκμομε πιεονηθά όνηα. 
2 3 2 3

2 2 2x 3 x 1 x 2

|x x 12| |x 1| x 1 |x x 2| |x 8|
1. lim 2. lim 3. lim

|2x 5x 3| |x 5x 4| |x 4|  

        

    
 

Δ. Υνήζε θνηηενίμο πανεμβμιήξ, όηακ ε f(x) δίκεηαη εγθιςβηζμέκε από ηεκ ανπή ή όηακ δίκεηαη ζπέζε ηεξ 

μμνθήξ |f(x)|<g(x) , ηεκ μπμία εμείξ μεηαηνέπμομε ζε δηπιή ακίζςζε γηα κα ιύζμομε. Τπάνπεη αθόμα ε 

πενίπηςζε ημο κα πμι/με πανάζηαζε πμο ηείκεη ζημ 0 με θάπμηα ηνηγςκμμεηνηθή πμο παίνκεη ηημέξ μεηαλύ 

-1 θαη 1. Βάδμομε εμείξ απόιοηε ηημή, μεηαηνέπμομε ζε δηπιή ακίζςζε θαη θάκμομε πάιη πνήζε ημο 
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θνηηενίμο πανεμβμιήξ. 

 

2

x 2

2

x 3

2

x 2

1. ύ 3x f(x) x 2x 5x 4, ί limf(x).

f(x) 2x 1
2. ύ έ : x 2, ί limf(x).

x 3

5
3. ί : lim[ x 4 ]

x 2

     

        

    







     

 
  



  


 

Ε. Σνηγςκμμεηνηθά όνηα ηα μπμία ζηενίδμκηαη ζηηξ ζπέζεηξ: 
x 0 x 0

x 1 x
lim 1 lim 0.

x x

 


 


   

Ξεθηκάμε με ηηξ πημ απιέξ μμνθέξ. 

2x 0 x 0 x 0 x 0

2 2

2 22x 0 x 0 x 0

5x 1 x 3x 3x 5x
1. lim 2. lim 3. lim 4. lim

7x 2x x 3xx

3x x 9 3 x 3x x
5. lim 6. lim 7. lim

2x 2x 4x 5xx 2x 4 2

   



  

 

   

  

 



   

   

 

Θ. Τπμιμγηζμόξ μνίςκ ηεξ μμνθήξ (0/0) όπμο απαηηείηαη αιιαγή μεηαβιεηήξ: 

23 4

2 26x 2 x
x

2

x 1 2x 1 x 1 2 (2x )
1. lim 2. lim 3. lim

xx 1 1 x 9 3

 

  


     

   
 

Ζ. Όηακ δίκεηαη ημ όνημ μηαξ πανάζηαζεξ θαη δεηείηαη ημ όνημ εκόξ «ημήμαημξ» αοηήξ. ηεκ πενίπηςζε 

αοηή , αθμιμοζμύμε ηε δηαδηθαζία Θ.Θ.L (ζέης, ιύκς, limανς!!!). Οκμμάδς με μηα βμεζεηηθή ζοκάνηεζε ηεκ 

πανάζηαζε ηεξ μπμίαξ γκςνίδς ημ όνημ, ιύκς ςξ πνμξ αοηό ημο μπμίμο δεηείηαη ημ όνημ θαη βάδς lim θαη 

ζηα δύμ μέιε.  
2

2x 3 x 3 x 3 x 2

2x 2 x 3 x 3 x 4

f(x) 2 f(x) 7 x f(2x 7) 2
1. ύ lim 5, ί : lim f(x), lim , lim

x 3 x 2x 3x
f(x 1) 3 f(x) 3 f(x 1) x 1

2. ύ lim 7, ί : lim , limf(x), lim
x 2 x 3 x 16

      

      

   

   

    
 

 

     
 

  

 

ΖΑ. Όηακ είμαζηε ζηεκ πενίπηςζε 
a

0

 
 
 

, γκςνίδμομε λεθηκώκηαξ πςξ ηειηθά ημ όνημ ζα είκαη άπεηνμ. 

Ανθεί κα πνμζδημνίζμομε ημ πνόζεμμ ημο πανμκμμαζηή. Οπόηε οπάνπμοκ δύμ πενηπηώζεηξ : 

α. Ο πανμκμμαζηήξ δηαηενεί πνόζεμμ, μπόηε ε απάκηεζε είκαη άμεζε. Θομίδς πςξ εθηόξ από ηηξ θιαζηθέξ 

πενηπηώζεηξ όπμο έπμομε πανμκμμαζηέξ ηεξ μμνθήξ: 2v|A(x)|, A (x), A(x) ,  δηαηενμύκ πνόζεμμ θαη μη 

πμζόηεηεξ : 

 xx x 0 ό x 0 x e 1 0 ό x 0. ί , ό (1 x)

(1 x) ί έ .

         

      

        


 

β. Ο πανμκμμαζηήξ δεκ δηαηενεί πνόζεμμ. Σόηε, θνμκηίδμομε κα εμθακίζμομε ζημκ πανμκμμαζηή ηεκ 

πμζόηεηα (π-πμ) θαη κα πάνμομε πιεονηθά όνηα. 

2

2 2 2x 2 x 0 x 2 x 4

x 5 x 5x x 1 3
1. lim 2. lim 3. lim 4. lim

x 5x 6 x x x 6 2 x x 2x 2 x 4   
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Υρήσιμες (και κρίσιμες!) σσμβοσλές 

1. Ιεκ «ζπάηε» ημ δεημύμεκμ όνημ ζε επημένμοξ όνηα ακ δεκ έπεηε απμδείλεη όηη ηα επημένμοξ όνηα 

οπάνπμοκ! Ηναηήζηε όιε ηεκ πανάζηαζε μέζα ζε αγθύιε ακ πνεηαζηεί κα ηε δηαζπάζεηε ζε άζνμηζμα μνίςκ. 

2. Ακ μέζα ζηεκ ίδηα πανάζηαζε έπεηε νηδηθά δηαθμνεηηθώκ ηάλεςκ ηεξ ίδηαξ πανάζηαζεξ, μκμμάζηε με 

βμεζεηηθό άγκςζημ ημ νηδηθό με ηάλε πμο ηζμύηαη με ημ ΓΗΠ ηςκ ηάλεςκ ηςκ νηδηθώκ. Ακ, γηα πανάδεηγμα 

ζημ ίδημ όνημ οπάνπμοκ ηα 3 4x 1, x 1, x 1   , μκμμάζηε 12y x 1  . 

3. Ακ μηα ζοκάνηεζε έπεη δμζεί ςξ άνηηα ή πενηηηή, ζα πνεηαζηεί κα μκμμάζεηε y ημ (-x). 

4. Ακ ηζπύεη όηη f(x)>g(x) ή f(x) g(x)  θαη οπάνπμοκ ηα όνηα ημοξ θαζώξ ημ x ηείκεη ζημ xo, ηόηε 

μπμνείηε κα ηζπονηζηείηε όηη ηζπύεη: 
o ox x x x

lim f(x) lim g(x)
 

 .  

5. Ακ ζαξ δεηείηαη κα βνείηε ηηξ ηημέξ θάπμηςκ παναμέηνςκ , ώζηε κα οπάνπεη ημ όνημ μηαξ πανάζηαζεξ 

πμο ηα πενηέπεη θαη κα ηζμύηαη με γκςζηό ανηζμό, λεθηκήζηε μκμμάδμκηαξ g(x) ημ όνημ, απαιείρηε ημοξ 

πανμκμμαζηέξ θαη βάιηε lim θαη ζηα δύμ μέιε. Έηζη ζα βνείηε ηεκ ηημή μηαξ παναμέηνμο ή μηα ζοκζήθε. 

Ακηηθαηαζηήζηε ηεκ ηημή ή ηεκ ζοκζήθε ζημ ανπηθό όνημ, θάκηε απιμπμηήζεηξ θαη ζοκεπίζηε με 

παναγμκημπμίεζε θαη απιμπμίεζε.   

6. Σα όνηα 
x 0 x 0

ax a x a
lim lim

x x

 


    
  , πνέπεη κα ηα απμδεηθκύεηε θάζε θμνά , πμι/κηαξ ηεκ 

ανπηθή ζπέζε με 



θαη ζέημκηαξ y=ax.  

7. Ε ακηζμηηθή ζπέζε | x | | x |  , ε μπμία ηζπύεη γηα θάζε π πναγμαηηθό, με ηεκ ηζόηεηα κα ηζπύεη μόκμ γηα 

π=0, δίκεη εκδηαθένμκηα ζομπενάζμαηα γηα ηε ιύζε ακηζώζεςκ ή εληζώζεςκ. Ο αζθαιέζηενμξ ηνόπμξ κα 

δείηε ηη αθνηβώξ θαη πόηε ηζπύεη , είκαη με ηε πνήζε γναθηθήξ πανάζηαζεξ: 

ηεκ πνώηε γναθηθή είκαη μη |εμπ| θαη |π|, εκώ ζηε δεύηενε γναθηθή είκαη παναγμέκεξ μη (εμπ), (-εμπ) (π) 

θαη (-π). Ημηηάληε γηα πανάδεηγμα ηεκ ακίζςζε: ( (x)) A(x) A(x) 0     αθμύ ε γναθηθή πανάζηαζε 

ημο εμπ βνίζθεηαη πάκς από ηεκ y=x γηα π<0. 

Ιε ηε βμήζεηα αοηώκ ηςκ γναθηθώκ μπμνείηε κα 

βνίζθεηε ημ πνόζεμμ πμζμηήηςκ ηεξ μμνθήξ: 

εμx-x,  εμx+π. 
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x  

Α. Όηακ πνέπεη κα βνμύμε όνημ πμιοςκομηθήξ ή νεηήξ ζοκάνηεζεξ, θναηάμε ημ μεγηζημβάζμημ όνμ, ή ημ 

ιόγμ ηςκ δύμ μεγηζημβάζμηςκ ζηηξ νεηέξ.  

Β. Ακ πνέπεη κα βνμύμε όνημ νίδαξ, βνίζθμομε ημ όνημ ηεξ οπόνηδεξ πμζόηεηαξ θαη ακ αοηό είκαη ζοκ 

άπεηνμ, ηόηε ημ απμηέιεζμα είκαη ζοκ άπεηνμ. 

Γ. Απνμζδημνηζηία ηεξ μμνθήξ 



με άννεηεξ παναζηάζεηξ ζε ανηζμεηή ή/θαη πανμκμμαζηή. 

Γηα κα άνμομε ηεκ απνμζδημνηζηία, βγάδμομε θμηκό πανάγμκηα ημ μεγηζημβάζμημ ζε ανηζμεηή θαη 

πανμκμμαζηή. Πνμζμπή!!! Αοηό πμο βγάδεηε εθηόξ νίδαξ πνέπεη κα είκαη με ανκεηηθή πμζόηεηα, ζοκεπώξ 

ημο βάδμομε απόιοηε ηημή ή – θαιύηενα – θνίκμομε ημ πνόζεμμ ακάιμγα με ημ ακ ημ π ηείκεη ζημκ ζοκ ή ημ 

πιεκ άπεηνμ. Πνμζμπή αθόμα ακ ε ηάλε ηεξ νίδαξ είκαη δηαθμνεηηθή από ημ βαζμό ηεξ οπόνηδεξ 

πμζόηεηαξ. Δείηε ζηα παναθάης παναδείγμαηα πςξ βγάδμομε ημκ θμηκό πανάγμκηα: 

42 3 24
2 3 4

Ό x :

5 1 1 2 7 2
4x 5x 1 2x 1 , x 2x 7 x , 5x 2x x 5

4x x x4x x x

  

             
 

32 2 23
2 2 3

Ό x :

5 1 1 2 7 2
4x 5x 1 2x 1 , x 2x 7 x , 5x 2x x 5

4x x x4x x x

  

                 
 

Δ. Απνμζδημνηζηία ηεξ μμνθήξ       με άννεηεξ παναζηάζεηξ. 

Αζνμίδμομε (πνόπεηνα, με ημ μάηη!) ημοξ μεγηζημβάζμημοξ όνμοξ θαη δηαθνίκμομε δύμ πενηπηώζεηξ: 

α. Ακ ημ άζνμηζμα είκαη μεδέκ, θάκμομε ζοδογή πανάζηαζε θαη ζηε ζοκέπεηα έπμομε βνεζεί ζηεκ 

πενίπηςζε (Γ). Γίκαη δοκαηόκ κα απαηηείηαη δηάζπαζε ζε θιάζμαηα όηακ οπάνπμοκ πάκς από δύμ νηδηθά 

ζημκ ανηζμεηή θαη ζε αοηήκ ηεκ πενίπηςζε πνεηάδεηαη κα πνμζζαθαηνέζμομε θαηάιιειεξ πμζόηεηεξ ώζηε 

κα δηαηενείηαη ζημ μεδέκ ημ αιγεβνηθό άζνμηζμα. Δείηε ημ παναθάης πανάδεηγμα: 

   2 2 2 2

x x

2 2x

lim 4x 3x 1 x x 5 x lim 4x 3x 1 2x x x x 5

3x 1 x 5 3 1 5
lim ...

4 2 44x 3x 1 2x x x x 5

 



              

  
      

      

 

β. Ακ ημ άζνμηζμα δεκ είκαη μεδέκ, βγάδμομε θμηκό πανάγμκηα ημ μεγηζημβάζμημ όνμ.  

   

 

32 2 2

xx

2
2 2

2x x

1. lim 3x 4x 3x 1 x 5 2. lim 2x 4x 3x 1

x x x
3. lim 9x 5x 2 x 5x 2 4x 4. lim

x 1 x



 

       

 
     

 

 

Γ. Ακ έπμομε ηνηγςκμμεηνηθά όνηα με ημ π κα ηείκεη ζημ άπεηνμ, δηαθνίκμομε δύμ βαζηθέξ πενηπηώζεηξ: 

α. Ακ εμθακίδεηαη ημ (εμ(1/π)), θνμκηίδμομε κα «θμιιήζμομε» δίπια ημο ημ π, ώζηε κα πνέπεη κα βνμύμε 
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ημ 
x y 0

y1 1
lim x lim 1, ό y .

x y x


 

 

 
   

 
   

β. Σα όνηα ηεξ μμνθήξ 
v vx x

x x
lim , lim

x x

 

 
, δείπκμομε με ηε βμήζεηα ημο θνηηενίμο πανεμβμιήξ όηη 

ηείκμοκ ζημ μεδέκ. 

γ. Γεκηθά, ζε μπμηαδήπμηε πανάζηαζε πενηέπεη ηνηγςκμμεηνηθμύξ όνμοξ, πνώηα ειέγπμομε ακ μπμνμύμε κα 

εμθακίζμομε  ηεκ πενίπηςζε (α), δηαθμνεηηθά θάκμομε θνηηήνημ πανεμβμιήξ. 

   

 

3
2 2x

2x x x

2

2x x

x 2x 5 3
1. lim 2. lim 3x x x 3. lim e 3 2x

x3x x 2
3x 2 2x x 2 x 3 x

4. lim 5. lim
x 4x 5x 2

  

  

  

 

 
  

 

  

 

 

Σ. Όηακ έπμομε κα βνμύμε όνημ εθζεηηθήξ, θαη οπάνπεη απνμζδημνηζηία, ηόηε βγάδμομε θμηκό πανάγμκηα 

ηεκ εθζεηηθή με ηε μεγαιύηενε βάζε όηακ ημ π ηείκεη ζημ  , εκώ βγάδμομε θμηκό πανάγμκηα αοηή με ηε 

μηθνόηενε βάζε όηακ ημ π ηείκεη ζημ  . Ιε αοηόκ ημκ ηνόπμ , όια ηα θιάζμαηα ηεξ μμνθήξ 

x




 
 
 

πμο 

δεμημονγμύκηαη, γκςνίδμομε όηη έπμοκ όνημ ημ 0. 
1 1

1 1 1 1 1

2 3 5 4 2 3 5 4 5 3 2
1. lim 2. lim 3. lim

4 2 3 4 2 3 4

x x x x x x

x x x x x xx x x

e

e

 

    
  

        

    
 

Δ.  Όηακ έπμομε κα βνμύμε όνημ ιμγανηζμηθήξ , πνέπεη κα πνεζημμπμημύμε ηδηόηεηεξ ιμγανίζμςκ, ζομίδς: 

ln ln ln( ), ln ln ln( / ), ln ln , .

, .( ) ln

k

ά

a b ab a b a b a k a ό a b ί

ί ά e 

 

   

    

 
 

   
3

3

3 2

2 5 1
1. lim ln 2. lim ln(1 ) ln( ) 3. lim 1 ln( 2)

4 5
x

x x x

x x
x x x e

x x  

  
      

  
 

Ε.  Ζζπύεη ε ηζμδοκαμία: 

0 0 0

2lim ( ) 0 lim | ( )| 0 lim ( ) 0
x x x x x x

f x f x f x
  

     ,   αιιά πνμζμπή: Ακ 
0

lim | ( )| , 0,
x x

f x k k


  αοηό 

δεκ ζεμαίκεη όηη 

0 0 0

lim ( ) lim ( ) , lim ( ) ,

.

x x x x x x

o

f x k ή f x k ί ί f x ά ή

ά ό x ί ά

       

       

  
  

 

Θ.  Όνημ ζοκάνηεζεξ ηεξ μμνθήξ ( )( )g xf x  

Ξεθηκήζηε πάκημηε γνάθμκηαξ όηη: ( ) ( ) ln( ( ))lim ( ) lim
o o

g x g x f x

x x x x
f x e 

 
 . ηε ζοκέπεηα, βνείηε ημ όνημ ημο 

εθζέηε λεπςνηζηά, έζης όηη ημ όνημ είκαη ίζμ με α (ημ α μπμνεί κα είκαη θαη άπεηνμ!). Γηα κα ηειεηώζεηε, 

βνείηε ημ lim y

y a
e


. 

221
1. lim 2. lim

1

xx

x x

x
x

x x
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