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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Κρούσεις - Αρµονική Ταλάντωση

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Σε µια κρούση δύο σφαιρών:

(γ) το άθροισµα των ορµών των σφαιρών πριν από την κρούση είναι πάντα
ίσο µε το άθροισµα των ορµών τους µετά από την κρούση.

Α.2. ΄Οταν µια µικρή σφαίρα προσπίπτει πλάγια σε λείο κατακόρυφο τοίχο
και συγκρούεται µε αυτόν ελαστικά, τότε η δύναµη που ασκεί ο τοίχος στη
σφαίρα έχει διεύθυνση:

(δ) κάθετη στον τοίχο.

Α.3. Η σταθερά επαναφοράς ενός συστήµατος µάζας- ελατηρίου που εκτελεί
απλή αρµονική ταλάντωση σε λείο οριζόντιο επίπεδο:

(γ) ισούται µε τη σταθερά k του ελατηρίου.

Α.4. Το µέτρο του ϱυθµού µεταβολής της ταχύτητας ενός σώµατος που ε-
κτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, αυξάνεται όταν το σώµα:

(α) κινείται προς ακραίες ϑέσεις της τροχιάς του.

1



Πε
ρι
- Φ

υσ
ική

ς

Σχολική Χρονιά 2019-2020 ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

Α.5.

(α) Σε µία απλή αρµονική ταλάντωση καθώς αυξάνεται το µέτρο της δύνα-
µης επαναφοράς, αυξάνεται και το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος
που ταλαντώνεται. Λάθος

(ϐ) Κρούση στο µικρόκοσµο ονοµάζεται το ϕαινόµενο στο οποίο τα «συ-
γκρουόµενα» σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε σχετικά µικρές δυνάµεις για
µεγάλο χρονικό διάστηµα. Λάθος

(γ) ΄Εκκεντρη ονοµάζεται η κρούση στην οποία οι διευθύνσεις των ταχυ-
τήτων των κέντρων µάζας των σωµάτων που συγκρούονται είναι παράλ-
ληλες. Σωστό

(δ) Σε ένα σύστηµα µάζας ελατηρίου που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντω-
ση, αν διπλασιάσουµε τη µάζα του σώµατος χωρίς να µεταβάλουµε το
πλάτος της ταλάντωσης, τότε η ενέργεια της ταλάντωσης ϑα διπλασια-
στεί. Λάθος

(ε) Σώµα Α συγκρούεται ελαστικά και κεντρικά µε αρχικά ακίνητο σώµα
Β που έχει την ίδια µάζα µε το Α. Τότε η ορµή του σώµατος Α µετά την
κρούση µηδενίζεται. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. Μια µικρή σφαίρα µάζας m1 συγκρούεται κεντρικά και ελαστικά µε
ακίνητη µικρή σφαίρα µάζας m2. Μετά την κρούση οι σφαίρες κινούνται µε
ίσες ορµές.

Ο λόγος
m1

m2
των δύο σφαιρών είναι :

(γ) 3

Μετά την ελαστική κρούση τα σώµατα µετά ϑα αποκτούν ταχύτητες υ′1 και

υ′2 για τις οποίες ισχύει ότι :

υ′1 =
m1 −m2

m1 +m2
υ υ′2 =

2m1

m1 +m2
υ
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Αφού ϑα έχουν την ίδια ορµή:

m1υ
′
1 = m2υ

′
2 ⇒ ....m1 = 3m2

Β.2. ∆ύο σώµατα Α και Β κινούνται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο σε
διευθύνσεις κάθετες µεταξύ τους. Το σώµα Α έχει µάζα m1 και κινείται µε
ταχύτητα µέτρου υ1 = 4m/s. Το σώµα Β έχει µάζαm2 = 3kg και κινείται µε
ταχύτητα µέτρου υ2 = 2m/s. Τα δύο σώµατα συγκρούονται πλαστικά και το
συσσωµάτωµα κινείται µε ταχύτητα µέτρου V = 2m/s.

Η µάζα του σώµατος Α είναι :

(α) m1 = 2kg

Για την πλάγια κρούση εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής :

~P1 + ~P2 = ~P

Αφού οι ορµές είναι κάθετες πριν την κρούση, εφαρµόζω την µέθοδο του

παραλληλογράµµου για την διανυσµατική άθροιση των ορµών.

(m1υ1)
2 + (m2υ2)

2 =
(
(m1 +m2)V

)2 ⇒ ...m1 = 2kg

Β.3. Σώµα µάζας m είναι στερεωµένο στο πάνω άκρο ιδανικού κατακόρυ-
ϕου ελατηρίου σταθεράς k. Με την ϐοήθεια ενός νήµατος το σώµα ισορροπεί
µε το ελατήριο να ϐρίσκεται στο ϕυσικό του µήκος, όπως στο σχήµα. Σε µια
χρονική στιγµή κόβω το νήµα, οπότε το σώµα ξεκινά να εκτελεί απλή αρµο-
νική ταλάντωση.

Ο λόγος της Μέγιστης δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης, προς την µέγιστη

δυναµική ενέργεια του ελατηρίου
Umax

Uελmax
είναι :

(γ)
1

4
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Την στιγµή που κόβεται το νήµα το ελατήριο ϐρίσκεται στην ϑέση ϕυσικού

µήκους του, άρα αυτή η ϑέση ϑα είναι και η ακραία ϑέση της ταλάντωσης του.

Η ϑέση ισορροπίας ϑα ϐρίσκεται χαµηλότερα κατά ∆l = A µε ∆l την παρα-

µόρφωση του ελατηρίου λόγο του ϐάρους του σώµατος. Στην ϑέση ισορροπίας

της ταλάντωσης ισχύει :

ΣF = 0⇒ mg = k∆l⇒ ∆l = A =
mg

k

Το ελατήριο έχει την µέγιστη παραµόρφωση του στην κάτω ακραία ϑέση

της ταλάντωσης δηλαδή όταν ∆l′ = 2A. Ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι :

Umax

Uελmax
=

1
2DA

2

1
2k(∆l′)2

=
1

4

*΄Οπου ϐέβαια D = k αφού το σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση

Θέµα Γ

Σώµα µάζας m = 1kg εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση που εξελίσ-
σεται στον οριζόντιο άξονα x′Ox µε ϑέση ισορροπίας το σηµείο Ο. Για την
ταλάντωση του σώµατος σας δίνεται το διάγραµµα ∆ύναµης - χρόνου.

Από το διάγραµµα δύναµης χρόνου ϐλέπουµε ότι : ΣFmax = DA = 20

,
2π

5
= 2T ⇒ T =

π

5
⇒ ω =

2π

T
= 10rad/s. ΄Αρα D = mω2 = 100N/m, ο-

πότε A = 0, 2m
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Γ.1 Να υπολογίσετε το ελάχιστο χρονικό διάστηµα για να µετατοπιστεί το
σώµα από την µια ακραία ϑέση στην άλλη και το διάστηµα που διανύει
το σώµα κατά την µετατόπιση αυτή.

∆t =
T

2
=

π

10
s

S = 2A = 0, 4m

Γ.2 Να γράψετε την χρονική εξίσωση της αποµάκρυνσης από την ϑέση ι-
σορροπίας και να γίνει το αντίστοιχο διάγραµµα σε κατάλληλα ϐαθµο-
λογηµένους άξονες.

Από το διάγραµµα παρατηρώ ότι την to = 0 η δύναµη έχει την µέγιστη

ϑετική της τιµή, άρα το σώµκα ϐρίσκεται στην ακραία αρνητική ϑέση.
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−A = Aηµ (0 + φo)⇒ ηµφo = −1⇒ φo =
3π

2

Οπότε η εξίσωση αποµάκρυνσης σε συνάρτηση µε τον χρόνο ϑα είναι :

x = 0, 2ηµ

(
10t+

3π

2

)
(S.I.)

Γ.3 Να υπολογίσετε την χρονική στιγµή t1 κατά την οποία η κινητική ε-
νέργεια του σώµατος είναι για δεύτερη ϕορά ίση µε µε την δυναµική
ενέργεια της ταλάντωσης του.

Εφαρµόζω την Α∆ΕΤ για να υπολογίσω τις ϑέσεις στις οποίες κινητική και

δυναµική ενέργεια είναι ίσες.

E = K + U ⇒ E = 2U ⇒ 1

2
DA2 =

1

2
Dx2 ⇒ x = ±

√
2

2
A

Την δεύτερη ϕορά που είναι ίσες οι δύο ενέργειες το σώµα διέρχεται από

την ϑέση x = +

√
2

2
A για πρώτη ϕορά.

0, 1
√

2 = 0, 2ηµ

(
10t+

3π

2

)
⇒ ηµ

(
10t+

3π

2

)
=

√
2

2
= ηµ

π

4

10t+
3π

2
= 2κπ +

π

4
ή 10t+

3π

2
= 2κπ + π − π

4

Από την επίλυση της τριγωνοµετρικής εξίσωσης και κρατώντας τον µι-

κρότερο χρόνο προκύπτει :

t1 =
3π

40
s

*Είναι προφανές ότι µπορούµε να κάνουµε τον υπολογισµό µε χρήση της

αναπαράστασης του περιστρεφόµενου διανύσµατος συντοµότερα.

http://www.perifysikhs.com 6



Πε
ρι
- Φ

υσ
ική

ς

Σχολική Χρονιά 2019-2020 ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

Γ.4 Να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της Ορµής την χρονική στιγµή
t1.

dP

dt
= ΣF = −Dx = −D

√
2

2
A = −10

√
2kg ·m/s2

Θέµα ∆

Στο κάτω άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k1 = 100N/m ισορροπούν
δύο σώµατα Σ1 και Σ2 µε µάζεςm1 = m2 = 1kg όπως στο σχήµα, µε το Σ1 να
είναι στερεωµένο απευθείας στο ελατήριο και το Σ2 στο άκρο κατακόρυφου
αβαρούς και µη εκτατού νήµατος. Κάποια χρονική στιγµή σπάει το νήµα
ανάµεσα στα σώµατα.

∆.1 Να δείξετε ότι το Σ1 ϑα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση και να
υπολογίσετε την συχνότητα και το πλάτος της.

Αρχικά το σύστηµα των δύο σωµάτων ισορροπεί µε το ελατήριο επιµηκυ-

σµένο κατά ∆l
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ΣFεξωτ = 0⇒ (m1 +m2)g = k∆l⇒ ∆l = ...

Την στιγµή που κόβεται το νήµα το σώµα 1 ξεκινά µε µηδενική ταχύτητα.

Στην ϑέση ισορροπίας του το ελατήριο είναι επιµηκυσµένο κατά ∆l1

ΣF = 0⇒ m1g = k∆l1 ⇒ ∆l1 = ...

Σε µια τυχαία ϑέση που απέχει x από την ϑέση ισορροπίας του ισχύει :

ΣF = m1g − k (∆l1 + x) = m1g − k∆l1 − kx⇒ ΣF = −kx

΄Αρα ϑα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς

D = k = m1ω
2
και πλάτος A = ∆l − ∆l1 = 0, 1m. Από τα παραπάνω

προκύπτει η συχνότητα της ταλάντωσης f =
ω

2π
=

5

π
Hz

Το Σ2 αφού διανύσει κατακόρυφη απόσταση h συγκρούεται πλαστικά µε
ακίνητο σώµα Σ3 µάζας m3 = 3kg που ισορροπεί ακίνητο στο πάνω άκρο
δεύτερου κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k2 = 400N/m.Το συσ-
σωµάτωµα που ϑα προκύψει εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση πλάτους
5cm.

∆.2 Θεωρώντας ως ϑετική την ϕορά της ταχύτητας του Σ2 πριν την κρο-
ύση να γράψετε την χρονική εξίσωση της επιτάχυνσης ταλάντωσης του
συσσωµατώµατος.

Για την πτώση του Σ2 εφαρµόζω το ΘΜΚΕ

m2gh =
1

2
m2υ

2 (1)

Για την πλαστική κρούση µε το Σ3 εφαρµόζω την Α∆Ο
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m2υ = (m2 +m3) υk (2)

Το Σ3 αρχικά ισορροπεί µε το ελατήριο συσπειρωµένο κατά ∆l3

ΣF = 0⇒ m3g = k∆l3 ⇒ ∆l3 = ...

Το συσσωµάτωµα που προκύπτει εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση γύρω

από µια νέα ϑέση ισορροπίας στην οποία το ελατήριο είναι συσπειρωµένο

κατά ∆l′

ΣF = 0⇒ (m3 +m2) g = k∆l′ ⇒ ∆l′ = ...

Η ϑέση στην οποία πραγµατοποιείται η κρούση είναι µια τυχαία ϑέση που

απέχει y1 = ∆l′ −∆l3 =
1

40
m από την νέα ϑέση ισορροπίας. Σε αυτή την

ϑέση εφαρµόζω την Α∆ΕΤ αφού γνωρίζω και το πλάτος της ταλάντωσης

του συσσωµατώµατος.

1

2
k2A

2 =
1

2
(m3 +m2) υ

2
k +

1

2
k2y

2
1 ⇒ υk =

√
3

4
m/s

΄Αρα (2)⇒ υ2 =
√

3m/s

Η εξίσωση της αποµάκρυνσης από την ΘΙΤ ϑα είναι :

y = Aηµ (ωt+ φo)

όπου D = k2 = (m2 +m3)ω
2 ⇒ ω = 10rad/s

Για την αρχική ϕάση έχω ότι την to = 0 το σώµα ϐρίσκεται στην ϑέση

y = −y1 και έχει ϑετική ταχύτητα
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−0, 025 = 0, 05ηµφo ⇒ ηµφo = −1

2

υ > 0⇒ συνφo > 0

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι φo =
11π

6
. Προφανώς ϑα µπορούσα να

κάνω χρήση της αναπαράστασης του περιστρεφόµενου διανύσµατος.

Η Ϲητούµενη εξίσωση ϑα είναι :

y = 0, 05ηµ

(
10t+

11π

6

)
(S.I.)

∆.3 Να υπολογίσετε την κατακόρυφη απόσταση h που διάνυσε το Σ2 πριν
την κρούση.

(1)⇒ h = 0, 15m

∆.4 Να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της Κινητικής Ενέργειας την στιγ-
µή που το συσσωµάτωµα διέρχεται για πρώτη ϕορά από την ϑέση στην
οποία έγινε η κρούση.

Την στιγµή που διέρχεται για πρώτη ϕορά από την ϑέση που έγινε η κρο-

ύση ϑα έχει ταχύτητα αντίθετη µε αυτή που είχε την στιγµή της κρούσης

λόγω της ∆ιατήρησης της Ενέργειας Ταλάντωσης. ΄Αρα:

dK

dt
= ΣFυ = −Dyυ = −400 ·

(
1

40

)(
−
√

3

4

)
= −2, 5

√
3j/s

∆.5 Να γράψετε την εξίσωση της δύναµης που ασκεί το ελατήριο στο συσσω-
µάτωµα σε συνάρτηση µε την αποµάκρυνση από την ϑέση ισορροπίας
και να σχεδιάσετε το αντίστοιχο διάγραµµα σε κατάλληλα ϐαθµολογη-
µένους άξονες.
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Σε µια τυχαία ϑέση της ταλάντωσης ισχύει ότι :

Σ~F = −D~y ⇒ ~Fel + ~w = −D~y ⇒ Fel = − (m3 +m2) g − k2y

Fel = −40− 400y − 0, 05 ≤ y ≤ 0, 05 (S.I.)

* είναι προφανές ότι αφού ως ϑετική ϕορά ορίζεται η ϕορά της αρχικής

ταχύτητας η δύναµη του ελατηρίου πρέπει να είναι συνεχώς αρνητική

αφού έχει πάντα ϕορά προς τα πάνω που είναι η ϑέση ϕυσικού µήκους

του ελατηρίου.
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