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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Μηχανική Στερεού - µέρος Ι

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. Η γωνιακή επιτάχυνση ενός οµογενούς δίσκου που στρέφεται γύρω
από σταθερό άξονα, που διέρχεται από το κέντρο του και είναι κάθετος στο
επίπεδό του, είναι ανάλογη:

(δ) µε τη ϱοπή που ασκείται στο δίσκο

Α.2. Σε ένα αρχικά ακίνητο στερεό σώµα ασκούνται οµοεπίπεδες δυνάµεις
έτσι ώστε αυτό να εκτελεί µόνο επιταχυνόµενη περιστροφική κίνηση, γύρω
από άξονα Ο. Για τη συνισταµένη των δυνάµεων Σ~F που του ασκούνται και
για το αλγεβρικό άθροισµα των ϱοπών Στ ως προς τον άξονα περιστροφής,
ισχύει :

(ϐ) Σ~F = 0, Στ 6= 0

Α.3. Μία σφαίρα κυλίεται χωρίς ολίσθηση κινούµενη κατά µήκος κεκλι-
µένου επιπέδου (αρχικά ανέρχεται και στη συνέχεια κατέρχεται).

(ϐ) Η ϕορά του διανύσµατος της στατικής τριβής παραµένει σταθερή.

Α.4. ΄Ενας αποµονωµένος οµογενής αστέρας σφαιρικού σχήµατος ακτίνας
R στρέφεται γύρω από τον εαυτό του (ιδιοπεριστροφή) µε περίοδο To . Ο
αστέρας συρρικνώνεται λόγω ϐαρύτητας διατηρώντας το σφαιρικό του σχήµα
και την αρχική του µάζα. Σε κάποιο στάδιο της συρρίκνωσης του η νέα
περίοδος ιδιοπεριστροφής του ϑα είναι :

(α) µικρότερη από την αρχική περίοδο To.
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Α.5.

(α) Η ϱοπή Ϲεύγους δυνάµεων είναι η ίδια ως προς οποιοδήποτε σηµείο
του επιπέδου τους. Σωστό

(ϐ) ΄Οταν οι ακροβάτες ϑέλουν να κάνουν πολλές στροφές στον αέρα, συµ-
πτύσσουν τα χέρια και τα πόδια τους. Σωστό

(γ) Η ϱοπή αδράνειας ενός στερεού εξαρτάται από την γωνιακή επιτάχυνση
του. Λάθος

(δ) Το κέντρο µάζας οµογενών και συµµετρικών σωµάτων συµπίπτει µε το
κέντρο συµµετρίας τους. Σωστό

(ε) ΄Οταν ένα σώµα εκτελεί µεταφορική κίνηση, όλα τα σηµεία του έχουν
την ίδια ταχύτητα. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. Οµογενής λεπτός δίσκος µάζας Μ και ακτίνας R έχει ϱοπή αδράνειας,
ως προς άξονα περιστροφής που διέρχεται από το κέντρο µάζας του και είναι

κάθετος στο επίπεδο του ίση µε Icm =
1

2
MR2. Αν αφαιρέσουµε από το δίσκο

ένα εσωτερικό οµόκεντρο τµήµα του ακτίνας r =
R

2
, η ποσοστιαία µείωση

της ϱοπής αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής ϑα ισούται µε :

(δ) 6, 25%

Η ϱοπή αδράνειας του δακτυλίου που σχηµατίζεται ϑα υπολογίζεται I ′ −
1

2
MR2 − 1

2
mr2

. Η µάζα m του αφαιρούµενου τµήµατος ϑα σχετίζεται µε την

συνολική µάζα, αφού η πυκνότητα ϑα είναι σταθερή, η µάζα ϑα είναι ανάλογη
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της ακτίνας στο τετράγωνο.
M

R2
=
m

r2
⇒ m = M

r2

R2
=
M

4
. Οπότε η ϱοπή

αδράνειας ϑα προκύψει να είναι : I ′ =
15

32
MR2. Το Ϲητούµενο ποσοστό ϑα

είναι :

I ′ − I
I

100% = 6, 25%

Β.2. Μια αβαρής ϱάβδος µήκους L περιστρέφεται στο οριζόντιο επίπεδο µε
σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από έναν άξονα που είναι κάθετος στην
ϱάβδο και διέρχεται από το ένα άκρο της. Στο µέσο της ϱάβδου είναι τοπο-
ϑετηµένο ένα σηµειακό σφαιρίδιο Α µάζας m και στο άλλο άκρο της ϱάβδου
ένα σηµειακό σφαιρίδιο Β µάζας 2m. Κατά την διάρκεια της περιστροφής
το σφαιρίδιο Α µετακινείται στο άκρο της ϱάβδου όπου ϐρίσκεται και το
σφαιρίδιο Β. Η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος γίνεται :

(γ) ω′ =
3

4
ω

Αρχικά η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ϑα είναι :

I1 = m(
L

2
)2 + 2mL2 =

9

4
mL2

Τελικά η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ϑα είναι :

I1 = mL2 + 2mL2 = 3mL2

Αφού Στεξ = 0 µπορούµε να εφαρµόσουµε την Αρχή ∆ιατήρησης της Στρο-

ϕορµής για το σύστηµα:

I1ω = I2ω
′ ⇒ ω′ =

3

4
ω
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Β.3. Λεπτή οµογενής ϱάβδος µήκους L και µάζας M µπορεί να στρέφεται
σε κατακόρυφο επίπεδο χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά
από το ένα της άκρο Α. Στο άλλο άκρο Γ της ϱάβδου υπάρχει κολληµένη
σηµειακή µάζα m = M/6. Τη χρονική στιγµή t = 0 αφήνουµε το σύστηµα
ϱάβδου-µάζας ελεύθερο από την οριζόντια ϑέση.

Αν για τη χρονική στιγµή t = 0, συµβολίσουµε µε
∆Lϱάβδου

∆t
και

∆Lµάζας

∆t
τους ϱυθµούς µεταβολής της στροφορµής της ϱάβδου και της σηµειακής
µάζας αντίστοιχα, ϑα ισχύει, ως προς τον άξονα περιστροφής Α :

(γ)
∆Lϱάβδου

∆t
= 2 ·

∆Lµάζας

∆t

∆Lµάζας

∆t
= Στµάζας = mL2αγων =

M

6
L2αγων

∆Lϱάβδου

∆t
= Στϱάβδου = (

1

12
ML2 +M(

L

2
)2)αγων =

1

3
ML2αγων

∆ιαιρώ κατά µέλη τις παραπάνω σχέσεις !

Θέµα Γ

Οµογενής και ισοπαχής δοκός µάζας M = 5, 5kg ισορροπεί οριζόντια µε
το ένα της άκρο αρθρωµένο σε κατακόρυφο τοίχο και το δεύτερο άκρο της
δεµένο σε αβαρές και µη εκτατό νήµα που σχηµατίζει µε την δοκό γωνία
θ = 30o (Σχήµα Ι).

Γ.1 Να ϐρεθεί η τάση του νήµατος και η δύναµη που ϑα δέχεται η δοκός
από την άρθρωση.

Σχεδιάζουµε τις δυνάµεις που ασκούνται στην δοκό από την άρθρωση και

από το νήµα και εφαρµόζουµε συνθήκες ισορροπίας :

Στ(A) = 0⇒ TηµθL−Mg
L

2
= 0⇒ T = 55N
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A Γ

Θ

Σχήμα Ι

Θ

Σχήμα ΙΙ

ΣFx = 0⇒ FAx = Tσυνθ

ΣFy = 0⇒ Tηµθ + FAy −Mg = 0⇒ FAy = Mg − Tηµθ

FA =
√
F 2
Ax + F 2

Ay = 55N

Γύρω από έναν κύλινδρο µάζαςm = 3kg και ακτίνας R = 50cm, τυλίγου-
µε ένα αβαρές και µη εκτατό νήµα, το ελεύθερο άκρο του οποίου δένουµε
στο µέσον της δοκού (Σχήµα ΙΙ). Συγκρατούµε τον κύλινδρο, ώστε το νήµα
να είναι κατακόρυφο και τεντωµένο και σε µια χρονική στιγµή που την ϑε-
ωρούµε, ως χρονική στιγµή to = 0, αφήνουµε τον κύλινδρο να κινηθεί. Σας
δίνεται ότι ο άξονας του κυλίνδρου µετατοπίζεται παράλληλα και το νήµα
δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια του κυλίνδρου κατά την κάθοδο.

Γ.2 Να υπολογιστεί η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου κατά την κάθοδο
του και να σχεδιαστεί το διάνυσµα της.

Ο κύλινδρος ϑα εκτελεί σύνθετη κίνηση:
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ΣF = macm ⇒ mg − T1 = mαcm

Στ = Iaγων ⇒ T1R =
1

2
mR2aγων ⇒ T1 =

1

2
mRaγων

Το νήµα δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια του κυλίνδρου και έχει σε κάθε

σηµείο του ταχύτητα υ = 0 αφού το πάνω άκρο του είναι στερεωµένο στην

δοκό. Για το σηµείο επαφής νήµατος κυλίνδρου ισχύει ότι υcm − ωR =
0 ⇒ υcm = ωR ⇒ acm = αγωνR. Λύνω το σύστηµα των εξισώσεων και

υπολογίζω :

acm =
2g

3
=

20

3
m/s2 ⇒ aγων =

40

3
rad/s2 ⇒ T1 = 10N

Η κατεύθυνση της γωνιακής επιτάχυνσης είναι κάθετη στην σελίδα µε

ϕορά προς τα έξω.

Γ.3 Να υπολογιστεί το µέτρο της στροφορµής του κυλίνδρου ως προς τον
άξονα περιστροφής του, την χρονική στιγµή t1 που η ταχύτητα του
ανώτερου σηµείου της περιφέρειας του έχει µέτρο 20

√
2m/s.

Το ανώτερο σηµείο της περιφέρειας του τροχού έχει δύο ταχύτητες εξαι-

τίας της σύνθετης κίνησης που είναι κάθετες µεταξύ τους. Η κατακόρυφη

συνιστώσα εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης (υcm) και η οριζόντια συνι-

στώσα εξαιτίας της περιστροφικής κίνησης (υγρ = ωR). Η συνισταµένη

τους ϑα είναι υ =
√
υ2
cm + υγρ2 =

√
2υcm ⇒ υcm = ωR = 20m/s

Η στροφορµή ϑα δίνεται :

L = Iω =
1

2
mR2ω = 15kgm2/s

Γ.4 Να υπολογιστεί ο αριθµός των περιστροφών που έχει εκτελέσει ο κύλιν-
δρος στην διάρκεια του 2ου δευτερολέπτου της κίνησης του.

N =
∆θ

2π
=
θ(2)− θ(1)

2π
=

10

π
στροφές

http://www.perifysikhs.com 6
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Γ.5 Αν γνωρίζεται ότι το όριο ϑραύσης του νήµατος που συγκρατεί την δο-
κό σε οριζόντια ϑέση κατά την κάθοδο του κυλίνδρου είναι 140N , να
εξετάσετε αν η δοκός ϑα συνεχίσει να ισορροπεί κατά την κάθοδο του
κυλίνδρου.

Κατά την κάθοδο του κυλίνδρου ασκείται στο κέντρο της δοκού µια επι-

πλέον δύναµη από το τεντωµένο νήµα για την οποία ισχύει ότι T ′1 = T1 =
10N (αβαρές και µη εκτατό νήµα). Εφαρµόζουµε τις συνθήκες ισορρο-

πίας για να υπολογίσουµε την τάση του νήµατος που είναι στερεωµένη η

δοκός.

Στ(A) = 0⇒ T ′ηµθL−Mg
L

2
− T ′1

L

2
= 0⇒ T ′ = 65N

Αφού T ′ < 140N το πάνω νήµα δεν σπάει, άρα η δοκός συνεχίζει να

ισορροπεί.

Θέµα ∆

Η διπλή τροχαλία του σχήµατος αποτελείται από δύο οµογενείς κυλίν-
δρους µε ακτίνες R1 = 10cm και R2 = 20cm, οι οποίοι είναι ενωµένοι
µεταξύ τους.

Σ

M,r

R1 , R2

http://www.perifysikhs.com 7
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Ο άξονας περιστροφής της τροχαλίας διέρχεται από το κοινό κέντρο των
δύο κυλίνδρων. Η ϱοπή αδράνειας της τροχαλίας, ως προς τον άξονα περι-
στροφής της είναι I = 3 · 10−2kg ·m2. Γύρω από το δίσκο ακτίνας R1 είναι
τυλιγµένο νήµα, στο άκρο του οποίου είναι δεµένο σώµα Σ µάζαςm1 = 5kg.
Γύρω από τον δίσκο ακτίνας R2 είναι τυλιγµένο δεύτερο νήµα, το οποίο από
την άλλη πλευρά του είναι τυλιγµένο γύρω από κύλινδρο µάζας M = 8kg
και ακτίνας r = 20cm, ο οποίος είναι σε επαφή µε οριζόντιο επίπεδο.

Αφήνουµε το σώµα Σ ελεύθερο, οπότε αρχίζει να µετατοπίζεται σε κα-
τακόρυφο επίπεδο και ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω στο
οριζόντιο επίπεδο. Να υπολογίσετε :

∆.1 τη γωνιακή επιτάχυνση της διπλής τροχαλίας και τις επιταχύνσεις του
σώµατος Σ και του κέντρου µάζας του κυλίνδρου.

Εφαρµόζουµε για κάθε σώµα τους νόµους της κίνησης :

– Σώµα

ΣF = ma⇒ mg − T1 = ma (1)

– ∆ιπλή τροχαλία

Στ = Iaγων ⇒ T ′1R1 − T ′2R2 = Iaγων (2)

Το νήµα ξετυλίγεται από τον δίσκο 1 της τροχαλίας χωρίς να ολι-

σθαίνει στην περιφέρεια του, άρα ϑα πρέπει :

υ = ωR1 ⇒ a = aγωνR1 (3)

– Κύλινδρος

ΣFx = Macm ⇒ T2 + Ts = Macm (4)

Στ = Icma
′
γων ⇒ T2r − Tsr =

1

2
Mr2a′γων (5)

Ο κύλινδρος κυλίεται στο οριζόντιο δάπεδο χωρίς να ολισθαίνει, άρα

η ταχύτητα του σηµείου επαφής είναι µηδενική, οπότε :

υcm = ω′r ⇒ acm = a′γωνr (6)

http://www.perifysikhs.com 8



Πε
ρι
- Φ

υσ
ική

ς

Σχολική Χρονιά 2015-2016 ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

Κάθε σηµείο του νήµατος έχει την ίδια ταχύτητα και επιτάχυνση άρα

αν Ζ το ανώτερο σηµείο της περιφέρειας του κυλίνδρου και ∆ το

σηµείο επαφής νήµατος - δίσκου 2 τότε πρέπει :

υz = υcm + ω′r = υ∆ = ωR2 ⇒ 2acm = aγωνR2 (7)

Πρέπει να λυθεί το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων. Από την λύση ϑα

προκύψει ότι :

aγων = 25rad/s2 ⇒ a = 2, 5m/s2 ⇒ acm = 2, 5m/s2

∆.2 την ταχύτητα του σώµατος Σ και την ταχύτητα του κέντρου µάζας του
κυλίνδρου τη στιγµή κατά την οποία έχει µετατοπιστεί κατακόρυφα
κατά h = 5m.

h =
1

2
at2 ⇒ t = 2s⇒ υ = at = 5m/s υcm = acmt = 5m/s

∆.3 τον ϱυθµό µεταβολής της στροφορµής της διπλής τροχαλίας κατά την
διάρκεια της κίνησης του συστήµατος.

∆L

∆t
= Iaγων = 0, 075kgm2/s2

Αφαιρώ από το σύστηµα το σώµα Σ και την διπλή τροχαλία, επανατοποθε-
τώ τον κύλινδρο στην αρχική του ϑέση µε το νήµα τυλιγµένο στην περιφέρεια
του και την to = 0 ασκώ στο ελεύθερο άκρο του νήµατος µια οριζόντια δύνα-
µη µέτρου F = 30N . Το νήµα ξετυλίγεται και ο κύλινδρος κυλίεται χωρίς
να ολισθαίνει πάνω στο οριζόντιο επίπεδο.

∆.4 Να προσδιορίσετε το µέτρο και την κατεύθυνση της στατικής τριβής που
ασκείται στον κύλινδρο από το επίπεδο.

Υποθέτω ότι η στατική τριβή έχει κατεύθυνση προς τα δεξιά και εφαρµόζω

τους νόµους της κίνησης.:
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M,r

F

ΣFx = Macm ⇒ T + Ts = Macm (8)

Στ = Icmaγων ⇒ Tr − Tsr =
1

2
Mr2aγων (9)

Λύνω το σύστηµα των παραπάνω εξισώσεων, ϑέτοντας F = T (αβαρές

νήµα) :

T =
3

2
Macm ⇒ acm = 5m/s2 ⇒ aγων = 25rad/s2 ⇒ Ts = 10N > 0

΄Αρα η στατική τριβή έχει την ϕορά που υπέθεσα.

Ο κύλινδρος κυλίεται στο οριζόντιο δάπεδο χωρίς να ολισθαίνει, άρα η

ταχύτητα του σηµείου επαφής είναι µηδενική, οπότε :

υcm = ωr ⇒ acm = aγωνr (10)

∆.5 Να υπολογίσετε το µήκος του νήµατος που έχει ξετυλιχτεί από τον
κύλινδρο την t1 = 2s.

lνηµ = rθ = r
1

2
aγωνt

2 = 10m

∆.6 Να προσδιορίσετε το µέγιστο µέτρο της δύναµης ~F , ώστε ο κύλινδρος
να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στο οριζόντιο επίπεδο.

Για να µην ολισθαίνει ο κύλινδρος πρέπει η στατική τριβή να ικανοποιεί

την σχέση :

http://www.perifysikhs.com 10
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Ts ≤ Ts(max) ⇒ Ts ≤ µsN

Από το αρχικό σύστηµα εξισώσεων (8),(9),(10) λύνω ως προς Ts και προ-

κύπτει :

Ts =
T

3
=
F

3

Αφού η κίνηση γίνεται στον οριζόντιο άξονα :

ΣFy = 0⇒ N = Mg

΄Αρα από την ανίσωση προκύπτει :

F

3
≤ µsMg ⇒ F ≤ 80N

΄Αρα η µέγιστη δύναµη που µπορούµε να ασκήσουµε στο άκρο του νήµα-

τος, ώστε να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει είναι τα 80 Ν

Επιµέλεια : ∆ρ. Μιχάλης Καραδηµητρίου, Φυσικός
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