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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Κρούσεις - Αρµονική Ταλάντωση

Ενδεικτικές Λύσεις

Σάββατο 31 Ιουλίου 2021

Θέµα Α

Α.1. Μια µικρή σφαίρα Σ κινούµενη πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο συγ-
κρούεται µε κατακόρυφο τοίχο. Αν η κρούση είναι ελαστική τότε

(δ) το µέτρο της ορµής της σφαίρας δεν µεταβάλλεται.

Α.2. ΄Ενα σύστηµα µάζας- ελατηρίου εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε
ενέργεια ταλάντωσης E και συχνότητα f . Αν ϑέσουµε το ίδιο σύστηµα σε
ταλάντωση µε ενέργεια 4E, τότε η συχνότητα ταλάντωσης ϑα:

(α) µείνει ίδια.

Α.3. Απαραίτητη προϋπόθεση για να ανταλλάξουν ταχύτητες δύο σώµατα
σε µια κεντρική ελαστική κρούση, είναι αυτά να έχουν :

(ϐ) ίδιες µάζες.

Α.4. Το µέτρο της επιτάχυνσης ενός σώµατος που εκτελεί απλή αρµονική
ταλάντωση γίνεται µέγιστο τις χρονικές στιγµές κατά τις οποίες :

(ϐ) το µέτρο του ϱυθµού µεταβολής της ορµής του γίνεται µέγιστο
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Α.5.

(α) Η αρχή διατήρησης της ορµής εφαρµόζεται σε κάθε σύστηµα σωµάτων,
είτε αυτό είναι µονωµένο είτε όχι. Λάθος

(ϐ) Σκέδαση ονοµάζουµε κάθε ϕαινόµενο του µικρόκοσµου στο οποίο τα
«συγκρουόµενα» σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε σχετικά µεγάλες δυνάµε-
ις για πολύ µικρό χρονικό διάστηµα χωρίς να έρχονται σε επαφή µεταξύ
τους. Σωστό

(γ) Σε µια απλή αρµονική ταλάντωση τα διανύσµατα της ταχύτητας και της
επιτάχυνσης είναι οµόρροπα κάθε ϕορά που το σώµα κινείται προς τη
ϑέση ισορροπίας του. Σωστό

(δ) Το ελάχιστο χρονικό διάστηµα που απαιτείται για να γίνεται η κινητική
ενέργεια ίση µε τη δυναµική σε ένα απλό αρµονικό ταλαντωτή είναι
µικρότερο από T/2. Λάθος

(ε) Στην πλαστική κρούση ισχύει η αρχή διατήρησης της ενέργειας. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. Το σώµα µάζαςM του σχήµατος ϐρίσ-
κεται ακίνητο πάνω σε λείο οριζόντιο δάπε-
δο. ΄Ενα ϐλήµα µάζας m = M κινού-
µενο µε ταχύτητα η οποία σχηµατίζει γωνία
φ = 30o µε την κατακόρυφη διεύθυνση και
έχει µέτρο υ, σφηνώνεται στο σώµα µάζα-
ς M . Το συσσωµάτωµα µετά την κρούση
κινείται οριζόντια χωρίς να αναπηδήσει.

Η µεταβολή της ορµής του ϐλήµατος
κατά την κρούση έχει µέτρο :

(α)
mυ
√

13

4
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Μετά την κρούση το συσσωµάτωµα κινείται προς τα δεξιά (άξονας x′Ox)
µε οριζόντια ταχύτητα µέτρου υk. Εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής

στον οριζόντο άξονα x′Ox αφού εκεί ΣFx(εξ) = 0:

mυx = (M +m)υk ⇒ υk =
υx
2

=
υηµφ

2
⇒ υk =

υ

4

Υπολογίζω την µεταβολή της ορµής του ϐλήµατος σε κάθε άξονα:

∆Px = mυk −mυx = m
υ

4
−mυ

2
⇒ ∆Px = −mυ

4

∆Py = 0−mυy = −mυσυνφ⇒ ∆Py = −mυ
√

3

2

Η µεταβολή της ορµής είναι το διάνυσµα ∆~P =
(
∆Px,∆Py

)
, άρα το Ϲη-

τούµενο µέτρο της ϑα είναι ίσο µε :

∆P =
√

(∆Px)2 + (∆Py)2 = ..... =
mυ
√

13

4

Β.2. Σώµα Σ2 , µάζας m2, είναι δεµένο στο ελεύθερο άκρο οριζόντιου ι-
δανικού ελατηρίου σταθεράς k και εκτελεί πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο
απλή αρµονική ταλάντωση µε γωνιακή συχνότητα ω και πλάτος Α.
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Τη χρονική στιγµή που το σώµα Σ2 διέρχεται από την ακραία ϑέση της
ταλάντωσης, συγκρούεται µετωπικά, ελαστικά και ακαριαία µε σώµα Σ1,
µάζας m1 =

m2

3
, το οποίο ακριβώς πριν την κρούση έχει ταχύτητα µέτρου

υ1 = 2Aω
√

3. Το πλάτος A′ της νέας ταλάντωσης του Σ2 ϑα είναι :

(γ)A′ = 2A

Για την κεντρική ελαστική κρούση από την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής

και την Αρχή ∆ιατήρησης της Ενέργειας ϑα προκύψει η ταχύτητα του Σ2 µετά :

υ′2 =
2m1

m1 +m2
υ1 =

υ1
2

**Το Σ2 πριν την κρούση ήταν στιγµιαία ακίνητο αφού ϐρισκόνταν στην

ακραία ϑέση της ταλάντωσης του.

Για την ταλάντωση του Σ2 µετά την κρούση εφαρµόζω την Α.∆.Ε.Τ. στο

σηµείο που έγινε η κρούση για να υπολογίσω το νέο πλάτος της ταλάντωσης

του. Επειδή η διάρκεια της κρούσης είναι αµελητέα, το σηµείο είναι η ακραία

ϑέση της ταλάντωσης που έκανε το σώµα πριν την κρούση του x = A. Επίσης

για την σταθερά επαναφοράς ισχύει ότι D = k = m2ω
2

E ′ = K ′ + U ⇒ 1

2
DA′2 =

1

2
m2υ

′2
2 +

1

2
Dx2 ⇒ A′2 =

m2

k

(
2Aω
√

3

2

)2

+ A2

Τελικά προκύπτει ότι : A′ = 2A

Β.3. Σώµα αρχίζει να εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση τη χρονική στιγ-
µή t0 = 0 από τη ϑέση µέγιστης ϑετικής αποµάκρυνσης. Το πηλίκο της
κινητικής ενέργειας ταλάντωσης προς τη δυναµική ενέργεια ταλάντωσης του

σώµατος
(
K

U

)
τη χρονική στιγµή t =

T

8
, όπου T η περίοδος της ταλάν-

τωσης, είναι

(α) 1
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Ο Ϲητούµενος λόγος είναι :

K

U
=

1
2mυ

2

1
2Dx

2
=

m

mω2
·
(
υ

x

)2

=
1

ω2
·
(
ωAσυν(ωt+ φo)

Aηµ(ωt+ φo)

)2

=
1

εφ2(ωt+ φo)

Αφού το σώµα την χρονική στιγµή to = 0 είναι στην ακραία ϑέση ϑα υπ-

ολογίσουµε την αρχική ϕάση ( 0 ≤ φo < 2π ) :

x = Aηµ(0 + φo)⇒ ηµφo = 1⇒ φo =
π

2

Την χρονική στιγµή t =
T

8
η ϕάση της ταλάντωσης ϑα είναι ίση µε :

φ = ωt+ φo =
2π

T

T

8
+
π

2
=

3π

4
΄Αρα για τον Ϲητούµενο λόγο ϑα προκύψει :

K

U
=

1

εφ2(3π/4)
= 1

Θέµα Γ

Σώµα µάζαςm = 2kg ισορροπεί δεµένο στο δεξί άκρο ιδανικού ελατηρίου
σταθεράς k = 200N/m πάνω σε λείο οριζόντιο δάπεδο, µε το άλλο άκρο του
ελατηρίου να είναι στερεωµένο ακλόνητα σε κατακόρυφο τοίχο. Ασκώντας
στο σώµα κατάλληλη δύναµη το εκτρέπουµε από την παραπάνω ϑέση συσ-
πειρώνοντας το ελατήριο κατά 0, 2m και από την ϑέση αυτή την to = 0 το
εκτοξεύουµε µε µια ταχύτητα µέτρου 2

√
3m/s προς τα δεξιά.

Γ.1 Να αποδείξετε ότι η κίνηση του σώµατος ϑα είναι απλή αρµονική ταλάν-
τωση και να υπολογίσετε την συχνότητα της.

Σχεδιάζουµε το σώµα σε µια τυχαία ϑέση που ϐρίσκεται x δεξιά από την

Θέση Ισορροπίας η οποία ταυτίζεται µε την ϑέση Φυσικού µήκους του

ελατηρίου. Στην ϑέση αυτή ασκείται στο σώµα η δύναµη του ελατηρίου

η οποία έχει ϕορά προς τα αριστερά. ΄Αρα ϑα προκύψει ότι :

http://www.perifysikhs.com 5
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ΣF = −Fελ = −kx

η παραπάνω σχέση είναι ικανή και αναγκαία συνθήκη , ώστε το σώµα να

εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς D = k.

D = k = mω2 ⇒ ω =

√
k

m
= 10rad/s⇒ 2πf = 10⇒ f =

5

π
Hz

Γ.2 Να γράψετε την χρονική εξίσωση της συνισταµένης δύναµης που δέχε-
ται το σώµα κατά την κίνηση του, ϑεωρώντας ως ϑετική την ϕορά προς
τα δεξιά.

Η Ϲητούµενη εξίσωση ϑα είναι :

ΣF = −Dx = −DAηµ (ωt+ φo)

Για τον υπολογισµό του πλάτους εφαρµόζουµε την Α∆ΕΤ την χρονική

στιγµή to = 0, για την οποία γνωρίζουµε την ϑέση x = −0, 2m και την

ταχύτητα υ = +2
√

3m/s :

E = K + U ⇒ 1

2
DA2 =

1

2
mυ2 +

1

2
Dx2 ⇒ A = 0, 4m

Για τον υπολογισµό της αρχικής ϕάσης έχουµε :

x(to = 0) = −0, 2 = 0, 4ηµ (0 + φo)⇒ ηµφo = −1

2
= ηµ

(
−π

6

)
Λύνουµε την τριγωνοµετρική εξίσωση µε απαίτηση 0 ≤ φo < 2π:

φo = 2κπ − π

6
⇒ φo = 2π − π

6

και

φo = 2κπ + π +
π

6
⇒ φo = π +

π

6

http://www.perifysikhs.com 6
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Αφού την to = 0 η ταχύτητα είναι ϑετική πρέπει :

υmaxσυνφo > 0⇒ συνφo > 0

΄Αρα ϑα προκύψει ότι φo = 2π − π

6
=

11π

6
Η Ϲητούµενη εξίσωση ϑα είναι :

ΣF = −80ηµ

(
10t+

11π

6

)
(SI)

**Η αρχική ϕάση ϑα µπορούσε να υπολογιστεί ευκολότερα µε την χρήση

της ¨αναπαράστασης περιστρεφόµενου διανύσµατος¨.

Γ.3 Να υπολογίσετε την χρονική στιγµή t1 κατά την οποία το ελατήριο ϐρίσ-
κεται σε κατάσταση µέγιστης επιµήκυνσης.

Την χρονική στιγµή t1 το σώµα ϑα ϐρίσκεται στην ϑέση x = +A(**έχει

γίνει λάθος στην εκφώνηση και ϑα έπρεπε να γίνεται αναφορά αν είναι

η πρώτη ϕορά ή όχι. Εδώ ϑα υπολογίσουµε την πρώτη ϕορά.)

A = Aηµ

(
10 · t1 +

11π

6

)
⇒ ηµ

(
10 · t1 +

11π

6

)
= 1 = ηµ

π

2

Λύνουµε την τριγωνοµετρική εξίσωση (για κ = 1, ώστε t1 > 0 και να είναι

ο µικρότερος χρόνος):

10 · t1 +
11π

6
= 2κπ +

π

2
⇒ 10 · t1 = 2κπ +

π

2
− 11π

6
⇒ t1 =

π

15
sec

**Η Ϲητούµενη χρονική στιγµή ϑα µπορούσε να υπολογιστεί ευκολότερα

µε την χρήση της ¨αναπαράστασης περιστρεφόµενου διανύσµατος¨.

Γ.4 Για την χρονική στιγµή t1 να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της
ταχύτητας του σώµατος.

dυ

dt
= α = −ω2x = −ω2A = −40m/s2

http://www.perifysikhs.com 7
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Γ.5 Να υπολογίσετε τον ϱυθµό µεταβολής της Κινητικής Ενέργειας του σώ-
µατος κατά την χρονική στιγµή που η κινητική του ενέργεια είναι ίση
για δεύτερη ϕορά µε την δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης.

Εφαρµόζω την Α∆ΕΤ για την παραπάνω χρονική στιγµή :

E = K + U = U + U ⇒ E = 2U ⇒ 1

2
DA2 =

1

2
Dx2 ⇒ x = ± A√

2

E = K + U = K +K ⇒ E = 2K ⇒ 1

2
mυ2max =

1

2
mυ2 ⇒ x = ±υmax√

2

΄Οταν διέρχεται για δεύτερη ϕορά από την ϑέση αυτή ϐρίσκεται στην

ϑέση x = +
A√
2

κινούµενο προς τα αριστερά (υ < 0). ΄Αρα ο Ϲητούµενος

ϱυθµός µεταβολής ϑα είναι :

dK

dt
= ΣF · υ = −D · x · υ = −k

(
+
A√
2

)
·
(
−ωA√

2

)
= 160J/s

Θέµα ∆

Σώµα Σ1 µάζας M ισορροπεί στερεωµένο στο κάτω άκρο κατακόρυφου
ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 100N/m που το πάνω άκρο του είναι
ακλόνητα στερεωµένο σε οροφή.

΄Ενα δεύτερο σώµα Σ2 µάζας m, εκτοξεύεται από το δάπεδο µε ταχύτητα
µέτρου υo κινούµενο κατακόρυφα προς τα πάνω και αφού διανύσει απόσ-
ταση d = 1, 2m συγκρούεται µετωπικά πλαστικά και ακαριαία µε το ακίνητο
Σ1 τη χρονική στιγµή t = 0s.

Μετά την κρούση το δηµιουργούµενο συσσωµάτωµα εκτελεί απλή αρ-
µονική ταλάντωση, µε την αποµάκρυνση του συσσωµατώµατος από τη ϑέση
ισορροπίας του να µεταβάλλεται µε τον χρόνο όπως στο παρακάτω διάγραµ-
µα.

∆.1 Να υπολογίσετε τις µάζες m και M των δύο σωµάτων.

Από το διάγραµµα αποµάκρυνσης χρόνου συµπεραίνουµε ότι :

http://www.perifysikhs.com 8



Φρ
ον
τισ

τή
ρι

Σχολική Χρονιά 2021-2022 ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

– A = 0, 2m

– την to = 0 το συσσωµάτωµα ϐρίσκεται στην ϑέση x = +0, 1m και
έχει ϑετική ταχύτητα.

– την t1 =
π

15
s το συσσωµάτωµα διέρχεται για 1η ϕορά από την ακραία

ϑετική ϑέση και την t2 =
4π

15
s διέρχεται για 1η ϕορά από την ακραία

αρνητική ϑέση. ΄Αρα t2 − t1 =
T

2
⇒ T =

π

15
s⇒ ω =

2π

T
= 5rad/s

Αφού το συσσωµάτωµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση προκύπτει ότι :

D = k = (M +m) · ω2 ⇒M +m = 4kg

Αρχικά το Σ1 ισορροπεί µε το ελατήριο επιµηκυσµένο κατά ∆`o. Σε αυτή

την ϑέση γίνεται η κρούση και η ϑέση ισορροπίας της ταλάντωσης του

συσσωµατώµατος ϑα ϐρίσκεται χαµηλότερα, εκεί που η επιµήκυνση του

ελατηρίου ϑα είναι ∆`′o. Η αποµάκρυνση από την ϑέση ισορροπίας µετά

την κρούση ϑα είναι |x| = ∆`′o−∆`o και η ταχύτητα του συσσωµατώµατος

στην ίδια ϑέση υκ.

http://www.perifysikhs.com 9
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Εφαρµόζουµε συνθήκες ισορροπίας για την ϑέση πριν την κρούση και για

την ΘΙΤ του συσσωµατώµατος :

ΣF = 0⇒ k∆`o = Mg ⇒ ∆`o =
Mg

k

ΣF = 0⇒ k∆`′o = (M +m)g ⇒ ∆`′o =
(M +m)g

k

προκύπτει ότι :

|x| = ∆`′o −∆`o =
mg

k
⇒ 0, 1 =

m · 10

100
⇒ m = 1kg

΄Αρα M +m = 4⇒M = 3kg

∆.2 Να γράψετε την χρονική εξίσωση της ορµής του Σ1 κατά την διάρκεια
της ταλάντωσης του συσσωµατώµατος.

Υπολογίζουµε την αρχική ϕάση της ταλάντωσης µε δεδοµένο ότι την to =
0 γνωρίζουµε ϑέση και πρόσηµο της ταχύτητας.

x(to = 0) = +0, 1 = 0, 2ηµ (ω · 0 + φo)⇒ ηµφo =
1

2
= ηµ

π

6

επιλύουµε τη τριγωνοµετρική εξίσωση µε τους γνωστούς περιορισµούς για

την τιµή της αρχικής ϕάσης (Θέµα Γ)

φo =
π

6
ή φo = π − π

6

Αφού η ταχύτητα είναι ϑετική συνφo > 0 ⇒ φo = π
6 Η Ϲητούµενη ορµή

ϑα είναι :

P1 = Mυ = MωAσυν (ωt+ φo)⇒ P1 = 3συν

(
5t+

π

6

)
(SI)

http://www.perifysikhs.com 10
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∆.3 Να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας εκτόξευσης υo.

Υπολογίζουµε την ταχύτητα του συσσωµατώµατος την χρονική στιγµή to =
0, δηλαδή αµέσως µετά την κρούση:

υκ = υ(to = 0) = ωAσυν(0 + φo)⇒ υκ =

√
3

2
m/s

Εφαρµόζουµε την Αρχή ∆ιατήρησης της ορµής για την κρούση, ώστε να

υπολογίσουµε την ταχύτητα υ του Σ2 ακριβώς πριν την κρούση:

mυ = (m+M)υκ ⇒ υ = 2
√

3m/s

Εφαρµόζουµε το ΘΜΚΕ για την ανύψωση του Σ2, ώστε ϐα υπολογίσουµε

την ταχύτητα εκτόξευσης :

1

2
mυ2 − 1

2
mυ2o = −mgd⇒ υo = 6m/s

∆.4 Να υπολογίσετε το έργο της δύναµης του ελατηρίου από την στιγµή της

κρούσης µέχρι την στιγµή t1 =
3π

15
s

Την στιγµή της κρούσης η παραµόρφωση του ελατηρίου ϑα ειναι ∆`o που

σύµφωνα µε τα παραπάνω (∆.1) είναι ίση µε ∆`o =
Mg

k
= 0, 3m

Το συσσωµάτωµα την χρονική στιγµή t1 ϑα ϐρίσκεται στην ϑέση x1 και το

ελατήριο ϑα έχει παραµόρφωση ∆`.

x1 = 0, 2ηµ

(
5 · 3π

15
+
π

6

)
= 0, 2ηµ

(
π +

π

6

)
= −0, 1m

Αφού είναι 0, 1m κάτω από την ΘΙΤ η παραµόρφωση του ελατηρίου ϑα

είναι ∆` = ∆`′o + |x1| = 0, 5m*

* Προκύπτει παραπάνω (∆.1) ότι ∆`′o =
(M +m)g

k
= 0, 4m

Το Ϲητούµενο έργο ϑα είναι :

W = −∆Uελ =
1

2
k(∆`o)

2 − 1

2
k(∆`)2 = −8Joule
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∆.5 Να γράψετε την εξίσωση της αλγεβρικής τιµής της δύναµης που ασκεί
το ελατήριο στο συσσωµάτωµα ως συνάρτηση της αποµάκρυνσης από
την Θέση ισορροπίας και να σχεδιάσετε το αντίστοιχο διάγραµµα σε
κατάλληλα ϐαθµολογηµένους άξονες.

Σε κάθε ϑέση κατά την διάρκεια της ταλάντωσης ισχύει ότι :

Σ~F = −D~x⇒ ~Fελ + ~w = −k~x⇒ Fελ − (M +m)g = −kx

΄Αρα προκύπτει ότι :

Fελ = 40− 100x − 0, 2 ≤ x ≤ +0, 2 (SI)

Επιµέλεια :Μ. Καραδηµητρίου
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