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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Κρούσεις - Αρµονική Ταλάντωση

Ενδεικτικές Λύσεις

Σάββατο 6 Σεπτέµβρη 2019

Βαθµολογία %

Ονοµατεπώνυµο:

Θέµα Α

Α.1. Σώµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση. Αν η αποµάκρυνση x από
τη ϑέση ισορροπίας του δίνεται από την εξίσωση x = Aηµωt, τότε η τιµή της
δύναµης επαναφοράς δίνεται από τη σχέση:

(γ) F = −mω2Aηµωt

Α.2. Σφαίρα Σ1 συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε ακίνητη σφαίρα Σ2

τετραπλάσιας µάζας. Μετά την κρούση:

(δ) ισχύει ∆ ~P1 = −∆ ~P2 , όπου ∆ ~P1 ,∆ ~P2 οι µεταβολές των ορµών των δύο
σφαιρών.

Α.3. ΄Ενα σώµα µάζας m είναι δεµένο στο ελεύθερο άκρο οριζοντίου ελατη-
ϱίου και εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση σε λείο οριζόντιο επίπεδο µε πε-
ϱίοδο T . Αντικαθιστούµε το σώµα µάζας m µε ένα άλλο σώµα τετραπλάσιας
µάζας και το αναγκάζουµε πάλι να εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση. Η
περίοδος της νέας ταλάντωσης είναι :

(ϐ) 2T
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Α.4. Σε ένα σώµα που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, όταν η επιτάχυν-
σή του είναι ϑετική και το µέτρο της µειώνεται, τότε η ταχύτητα του σώµατος
είναι :

(α) ϑετική και το µέτρο της αυξάνεται

Α.5.

(α) Στην κεντρική ελαστική κρούση δύο σωµάτων η µεταβολή της ορµής
του ενός σώµατος είναι πάντα αντίθετη από την µεταβολή της ορµής
του άλλου σώµατος Σωστό

(ϐ) Κατά την πλαστική κρούση δύο σωµάτων, η µηχανική ενέργεια του
συστήµατος παραµένει σταθερή. Λάθος

(γ) Για ένα σώµα που εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση το διάνυσµα της
αποµάκρυνσης από την ϑέση ισορροπίας και το διάνυσµα της ταχύτη-
τας έχουν συνεχώς την ίδια διεύθυνση. Σωστό

(δ) Ο ϱυθµός µεταβολής της Ορµής για ένα σώµα που εκτελεί απλή αρµο-
νική ταλάντωση είναι σταθερός. Λάθος

(ε) Η σταθερά επαναφοράς µιας αρµονικής ταλάντωσης είναι ανάλογη της
δύναµης επαναφοράς που ασκείτε στο ταλαντούµενο σώµα. Λάθος

Θέµα Β

Β.1. Τρεις σφαίρες Α, Β, Γ ίδιων διαστάσεων µε µάζες mA = 2m, mB =
m και mΓ = 2m, αντίστοιχα, ϐρίσκονται ακίνητες πάνω σε λείο οριζόντιο
επίπεδο, µε τα κέντρα τους στην ίδια ευθεία, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

Η σφαίρα Β έχει τεθεί από εξωτερικό αίτιο σε κίνηση µε σταθερή ταχύτητα
υ1 προς τα δεξιά χωρίς να περιστρέφεται. Η σφαίρα Β, αφού συγκρουστεί µε
τη σφαίρα Γ στη συνέχεια συγκρούεται µε τη σφαίρα Α. Αν όλες οι κρούσεις
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είναι κεντρικές και ελαστικές ο λόγος της τελικής προς την αρχική κινητική
ενέργεια της σφαίρας Β είναι :

(α)
1

81

Για την πρώτη κρούση ανάµεσα στην Β και Γ οι ταχύτητες µετά ϑα είναι :

υΓ =
2mB

mB +mΓ
υ1 =

2

3
υ1

υ′B =
mB −mΓ

mB +mΓ
υ1 = −1

3
υ1

Για την δεύτερη κρούση ανάµεσα στην Β (που γυρνάει προς τα πίσω) µε την

Α οι ταχύτητα της Β µετά ϑα είναι :

υ′′B =
mB −mA

mB +mA
υ′B =

1

9
υ1

Ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι :

Kτελ

Kαρχ
= ... =

(
υ′′B
υ1

)2

=
1

81

*Μετά την δεύτερη κρούση της η Β επιστρέφει προς τα δεξιά, όµως δεν ϑα

συγκρουστεί ξανά µε την Γ αφού υ′′B < υΓ

Β.2. ∆ίσκος µάζας M = 2m είναι στερεωµένος στο
πάνω άκρο κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς
k, και ισορροπεί (όπως στο σχήµα). Το άλλο άκρο του
ελατηρίου είναι στερεωµένο στο έδαφος. Στο δίσκο το-
ποθετούµε χωρίς αρχική ταχύτητα σώµα µάζας m. Το
σύστηµα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά
ίση µε την σταθερά του ελατηρίου.

Ο λόγος της µέγιστης δύναµης επαναφοράς, προς
την µέγιστη δύναµη του ελατηρίου ϑα είναι ίση µε :
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(ϐ)
1

4

Στην αρχική ϑέση ισορροπίας του ∆ίσκου το ελατήριο είναι συµπιεσµένο

κατά ∆l1. Από την συνθήκη ισορροπίας προκύπτει :

ΣF = 0⇒ k∆l1 = Mg = 2mg

Στην ϑέση ισορροπίας της ταλάντωσης του συστήµατος ∆ίσκος-σώµα το ελα-

τήριο είναι συµπιεσµένο κατά ∆l2. Από την συνθήκη ισορροπίας προκύπτει :

ΣF = 0⇒ k∆l2 = (M +m)g ⇒ k∆l2 = 3mg

Στην αρχική ϑέση η ταχύτητα του συστήµατος είναι µηδέν, άρα είναι µια

ακραία ϑέση, οπότε το πλάτος της ταλάντωσης ϑα είναι ίσο :

A = ∆l2 −∆l1 =
mg

k

Ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι :

ΣFmax

Fελ(max)
=

kA

k∆lmax
=

A

A+ ∆l2
=

1

4

* Το ελατήριο έχει την µέγιστη παραµόρφωση του στην κάτω ακραία ϑέση.

Β.3. Σε λείο οριζόντιο επίπεδο µια σφαίρα Σ1 µάζας m µικρών διαστάσεων
συγκρούεται ελαστικά, αλλά όχι κεντρικά, µε δεύτερη όµοια σφαίρα Σ2 ίσης
µάζας m, η οποία είναι αρχικά ακίνητη.

Μετά την κρούση οι σφαίρες Σ1 και Σ2 κινούνται µε ταχύτητες ~υ1 και
~υ2 αντίστοιχα. Η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα της ταχύτητας ~υ1 µε το
διάνυσµα της ταχύτητας ~υ2 είναι :

(ϐ) 90o
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Για την κρούση η οποία γίνεται στο οριζόντιο επίπεδο ισχύει η Αρχή ∆ια-

τήρησης της Ορµής :

~P1 = ~P ′1 + ~P ′2 ⇒ P 2
1 = P ′21 + P ′22 + 2P ′1P

′
2συνφ

*τα διανύσµατα των ορµών µετά την κρούση σχηµατίζουν γωνία φ µεταξύ

τους και εφαρµόζω τον κανόνα του παραλληλογράµµου.

Η κρούση είναι ελαστική, άρα ισχύει η διατήρηση της µηχανικής ενέργειας

1

2
mυ2

1 =
1

2
mυ′21 +

1

2
mυ′22

Από το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων προκύπτει ότι συνφ = 0⇒ φ = 90o

Θέµα Γ

΄Ενα σώµα µάζαςm = 2kg εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και η δύνα-
µη επαναφοράς που του ασκείται, µεταβάλλεται σε σχέση µε το χρόνο σύµ-
ϕωνα µε τη σχέση:

ΣF = −40ηµωt (SI)

Ο χρόνος που µεσολαβεί µεταξύ δύο διαδοχικών περασµάτων του σώµα-
τος από τη ϑέση ισορροπίας του είναι ∆t =

π

10
s.

Γ.1 Να ϐρείτε πόσο απέχουν µεταξύ τους οι ακραίες ϑέσεις της ταλάντωσης
του σώµατος.

Από τα δεδοµένα προκύπτει :

– ∆t =
T

2
⇒ T =

π

5
s⇒ ω =

2π

T
= 10rad/s⇒ D = mω2 = 200N/m

– ΣFmax = DA = 40N ⇒ A = 0, 2m

Γ.2 Να γράψετε την εξίσωση και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της
δύναµης επαναφοράς σε συνάρτηση µε την αποµάκρυνση του σώµατος
από τη ϑέση ισορροπίας του σε αριθµηµένους άξονες.
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ΣF = −Dx⇒ ΣF = −200x (S.I.)

−0, 2m ≤ x ≤ 0, 2m

Γ.3 Να υπολογίσετε τη µετατόπιση καθώς και το διάστηµα που διένυσε το
σώµα στο χρονικό διάστηµα από τη στιγµή t1 = 0, έως τη χρονική

στιγµή t2 =
5π

60
s.

Η ϑέση του σώµατος την χρονική στιγµή t1 = 0 είναι στην ΘΙΤ.Την χρο-

νική στιγµή t2 ϑα είναι :

x2 = 0, 2ηµ

(
10

5π

60

)
= 0, 1m

Η µετατόπιση ϑα είναι :

http://www.perifysikhs.com 6
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∆x = x2 − x1 = 0, 1− 0 = 0, 1m

Την στιγµή t1 το σώµα διέρχεται από την ΘΙΤ µε ϑετική ταχύτητα ενώ

την t2 η ταχύτητα του είναι υ = ωAσυν

(
10

5π

60

)
= −
√

3m/s < 0, άρα

διέρχεται για δεύτερη ϕορά από την ϑέση x2. Το διάστηµα που ϑα έχει

διανύσει ϑα είναι :

S = 0, 2 + 0, 1 = 0, 3m

Γ.4 Να ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής της κινητικής ενέργειας του σώµατος τη

χρονική στιγµή που το σώµα διέρχεται από τη ϑέση x = +
A

2
, όπου A

είναι το πλάτος της ταλάντωσης και επιταχύνεται.

Στην ϑέση A/2 = 0, 1m , για να επιταχύνεται πρέπει να κινείται προς

την ϑέση ισορροπίας, άρα να έχει αρνητική ταχύτητα. Οπότε ο ϱυθµός

µεταβολής µου µας Ϲητείται είναι η χρονική στιγµή t2

dK

dt
= ΣF · υ = −Dxυ = +20

√
3J/s

Θέµα ∆

Σώµα Σ1 µάζαςm1 = 1kg ισορροπεί σε λείο οριζόντιο επίπεδο δεµένο στα
ελεύθερα άκρα δύο ιδανικών ελατηρίων µε σταθερές k1 = k2 = k = 50N/m
τα οποία έχουν το ένα άκρο τους ακλόνητα στερεωµένο και ϐρίσκονται στο
ϕυσικό τους µήκος.

Εκτρέπω το σώµα από την ισορροπία, έτσι ώστε η ενέργεια ελαστικής
παραµόρφωσης του κάθε ελατηρίου να γίνει 1J και την χρονική στιγµή
to = 0 το αφήνω ελεύθερο από την ϑέση αυτή.

∆.1 Να δείξετε ότι το σώµα ϑα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση και
να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης του σε συνάρτηση µε τον
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Σ1
k1k2

x

ΘΙΤ (ΘΦΜ)

χρόνο, ϑεωρώντας ως ϑετική την ϕορά της αρχικής εκτροπής.
Σε µια τυχαία ϑέση που απέχει x από την ϑέση ισορροπίας που είναι

και ϑέση ϕυσικού µήκους σχεδιάζω τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα

από τα ελατήρια.

ΣF = −k1x− k2x = −2kx

΄Αρα εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε σταθερά επαναφοράς D =
2k = 100N/m

Η αρχική εκτροπή είναι ίση µε το πλάτος της ταλάντωσης :

Uελ =
1

2
k(∆l)2 ⇒ ∆l = 0, 2m

t=0⇒ x = +A⇒ φo =
π

2

ω =

√
D

m
= 10rad/s

΄Αρα η εξίσωση της ταλάντωσης στο (S.I.) ϑα είναι :

x = 0, 2ηµ

(
10t+

π

2

)
http://www.perifysikhs.com 8
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∆.2 Να ϐρεθεί ο ϱυθµός µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ταλάντωσης
σε µια χρονική στιγµή για τον οποία το σώµα διέρχεται επιταχυνόµενο
από την ϑέση x1 = −0, 1m.

Εφαρµόζω την Α∆ΕΤ

1

2
DA2 =

1

2
mυ2 +

1

2
DA2 ⇒ υ = ±

√
3m/s

Αφού διέρχεται επιταχυνόµενο από µια αρνητική ϑέση, ϑα πρέπει να

κινείται προς την ΘΙΤ, άρα η ταχύτητα ϑα είναι ϑετική. Ο Ϲητούµενος

ϱυθµός µεταβολής ϑα είναι :

dU

dt
= −dK

dt
= −ΣF · υ = +D · x · υ = −10

√
3J/s

Σ1
k1k2

h

Σ2

∆εύτερο σώµα Σ2 µάζαςm2 = 3kg αφήνεται να πέσει από ύψος h και πέφτει
πάνω στο Σ1, χωρίς να αναπηδήσει, όταν εκείνο διέρχεται από την ϑέση ισορ-
ϱοπίας του κινούµενο κατά την ϑετική ϕορά. Το σύστηµα των δύο σωµάτων
συνεχίζει να εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση.

∆.3 Να ϐρεθεί το πλάτος και η περίοδος της νέας ταλάντωσης.

Για την κρούση εφαρµόζω την Αρχή ∆ιατήρησης της Ορµής στον οριζόντιο

άξονα, την στιγµή που το Σ1 διέρχεται από την ΘΙΤ:

0 +m1υmax = (m1 +m2)υ
′
max ⇒ m1ωA = (m1 +m2)ω

′A′

http://www.perifysikhs.com 9
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Επειδήω′ =

√
D

m1 +m2
= 5rad/s, προκύπτει ότι το νέο πλάτος ταλάντω-

σης ϑα είναι A′ = 0, 1m και η περίοδος T = 2π/5sec

∆.4 Να ϐρεθεί η εξίσωση του ϱυθµού µεταβολής της ορµής του συστήµατος
των δύο σωµάτων σε συνάρτηση µε τον χρόνο. Να ϑεωρήσετε ϑετική την
ϕορά προς τα δεξιά και to = 0 την στιγµή µετά την κρούση.

dP

dt
= ΣF = −Dx = −DA′ηµ

(
ω′t+ φ′o

)
Η κρούση γίνεται στην ΘΙΤ και η ταχύτητα είναι ϑετική την t = 0 ,άρα

φ′o = 0 , οπότε προκύπτει ο Ϲητούµενος ϱυθµός σε συνάρτηση µε τον

χρόνο :

dP

dt
= ΣF = −10ηµ (5t) (S.I.)

∆.5 Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή του συντελεστή στατικής τριβής ανάµεσα
στα δύο σώµατα, ώστε να παραµένουν σε επαφή σε όλη την διάρκεια
της ταλάντωσης τους. Το Σ2 ϑα εκτελεί ταλάντωση µε σταθερά επανα-

Σ1
k1k2 Ts

N

ϕοράς D2 = m2ω
′2
. Η στατική τριβή ϑα παίζει τον ϱόλο της δύναµης

επαναφοράς.

ΣF = −D2x⇒ −Ts = −m2ω
′2x

http://www.perifysikhs.com 10
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Για να µην ολισθαίνει σε σχέση µε το Σ1 πρέπει :

Ts ≤ µsN ⇒ µs ≥
Ts
N
⇒ µs ≤

m2ω
′2A′

m2g
⇒ µs(min) = 0, 25

Επιµέλεια : ∆ρ. Μιχάλης Καραδηµητρίου, Φυσικός
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