
������ ���������� ���� �� ���� ������� ������� 

����α� �α�����α�, ���/��� �.�., 2� ��.�.�����, e-mail:kmath@otenet.gr 
����� �ω�������, ���/��� �.�.,1� ��µ�. �����, asotirakis@aegean.gr 

 

�������� 

������ α���� ��� ���α��α� ���α� �α ������� ��� ��������� ��� 
�µ�α������α� ���� ���α��α��α ��� µ������ ���α�����ω� ���� �� ������� 
���� ���� �α�α����� �ω� ��α���ω� ������� ���� ��α ������µα�α ��� 
��µ���������α� ���ω ��� �α�α��µ�� ���� ��µ�ω�α µ� �α ��������α 
α�α������ ������µµα�α �α� �α ��������� ������� �������� α���� �ω� 
������µ��ω� µ� ��������� ��� ����� �α��µα����� �����µ����.

�ι������ 
� µ����� ���������� ���� �� ���� ��� ������� ������� 

������������α� ���� ������� ��� ��µµ����α� (����α-�������), ��� 
µ�������α�, (�����ω� α�����α-�������α) �ω� (������) α������ω�,
(µ������-��������) �α� ��� ��µ�������� ���α�����ω� ��α α�����ω� 
µ������ ��µ�� ��� α���������� µ��α������ � ���� �α �α�α����� ���� 
��α���� ��� �α����α��. �� ���α������� ��� µ�����µ� ���α� �� �α�α����� 
f(x)=αx2, f(x)=αx2+�x+�, µ� α≠0 �α� �� ��������� f(x)=α/�, µ� α≠0.

�� ������ 4 ��� ���µ���ω����� ������ ��α ��� ���µ���ω�� �ω� 
���α��������� ��03 α�α����� �ω� «� ������� ������������� ��� µ�� 
��������� ��� ����µ������ ��� �’ ���� �� ��µ��� �µ���������� �� ������ 
��������� µ��� ��� ���� �� �������µ��� ����� �������µ���� ����µ�� ��� ��
������� ����� ������� µ����� �������µ��ω� ����µ�� � ������ � ���µ�� µ� ��� 
����� �������� �� ��µ�� ��� µ����� �� ����� ���� �������µ���� ����µ�� �� 
����� µ� ������ ����». 

���� �� ��µ��� �������α� �µ�α�����α� ��� �����α ���� �����α ��� 
���������� �α��� �α� ���� ������� ��� ��� ������������ (α���������-
��α���µ��� µ��α�����, ����� ����µ��, ������ ��µ��). «� ��������� ���� 
������� ������� ������� ��� ������ ������������ �������������� ���� 
µ����� �� ��������� µ� ��� ����-����ω��, µ� ������ ��µ��, µ� ������� 
��������� ���� ��� µ� ������� �������. ���� ����� ������������� 
�������� µ��� ����µ���� ������ ��� ������� ��� ���� �� ������������ 
�������������� ��� ���������� ��������µ�����������. �� ��������� ��� 



��������� �� µ������ ���������� ������ ����� ���� µ������� ��� ��� µ�� 
������������ ���� ���� ��� ���� ������ ���������� ����» (���������,
�������α�, ������, �����������, �����������, �α��µα���� �� 
��µ�α����, 2007,  ������ ���α���������). 

��α ���� �������α ���α� ��α ���µµα�α ��� �����µ��������α� 
������ ��α µ�α µ��α�����, ������ ��α µ�α �α��µ���� �α� ������ ��α ��α 
���ω���. ��α α��� �µ�α������α� ����� µα����� α��α����α µ� �������α 
��� �α�α����� ��� ������ ����.

������ � ��α��������� ������ ���α��α��α� ��α����� α�����α µ� �� 
����� α�α�α����α��� ��� �����µ������µ� ���� ����.

����� ��� ��������� ��� �����α� ��� ���������� �µω� ��µ�������µ�
�α� «�µ���» ����� ��������� ���� ���α��α��α ��� �����α� α����. ���α� 
������� ��� �� ��α������ �����αµµα �ω� �α��µα����� ���α� 
��������ωµ��� µ� α�������µα �α «������α �����α�α» �α µ�� ������α� 
�ω��� � �α� �α����� �α� ����ω� �α α���������α� α�� ��� ����α���α ���.
�������α ��ω� α���� ���α� �� ������������ µα����� ��� ��µ�α���� �α 
���α����� ��� ������ µ� ��������� ������� ���ω ���� ���α�������, �α 
�α�α���α����� ���� �� ������� �� ���� ������µα α��� �α� ���� �α 
�����α�α α��� ���α� ���� �� ����� ��� �������� ������� �α� ���� 
���������α� ����α �ω��� ���� ���������α� ��� �����. �� ������µα
α�����ω�� �α�α����� ���� α������α ��� ����������α� �ω� µα����� ���� 
��������� ��� �� ������� ��� ����ω� ���������α� ���� µ����� 
���α�����ω� �α� µ�����α �� α����� ����ω��µ��� �������.

�������ι� �ι� ��� �ι�������� ��� ������� ����������� 

���� α���� �� ������α�� ������µα ��� α�α���αµ� α��� ��� �α 
�������� ��α�µα���� ���� µα����� α��� �α� ���� �α������� �ω� 
�α��µα����� ���α� � α����� �ω� ω��� ���α��α��α� ��� ������α� ��� 
������ α�� 2 �� 3 ����������� ���� ��� ����µ��α.

������ ��ω���µ� ������ ���ω �ω� �α�α���ω ��α�µα����� 
�α�α�����ω� ��� µ��α���� ��� ������� ���������� �α� ��� 
����ω��µ����α� α�� ��� �� ������� ���� �� µ� �α�������� µ��α���� α�� 
��� ��� ��� �� ������� ���� ��� ��� �� �ω� ����ω��µ���� �������ω� �
�α� �ω� �����ω�, ���� ��� ���� ����α��� �µ������α�ωµ��α ��� �α� ����� 
�����α α�� ��� �.�.�. ��α �α ��α ��α������ ������µµα�α.

����� �α� «α�» �α ������ �µω� ��α α��� �α� µ� ����µ��� ��� 
α�����α ���� ���� �������� ������� (�� �α��� ������ ���� �α�α������ α�� 
��� ������� ��� �.�. µ� ��� α��α��� ���� ����� ��� ����, ��� α�α����� 



α������ α�����ω� �α� µ����ω� α�������ω� �α� ��� ��������µ���� 
��α�����������) ���� �� ���������� µα��µα����� α�������������.

��α� ������ �����α��� ��� �������α� α���� ���α� � ������� 
������µ��ω� ��� ���������� α�� ��α�µα����� �α�α������� α��� 
�α����α� ��� �α� α��� ��� ���� α������� �α �����ω��µ��α α�������µα�α.

�� �����µ� ������; ��α α������� ��� ���������α� ������α�α 
�µ��������α� ��α ���α���α ��� ������ �� ���� ����������� ����� 
�α��µα������ µ� ������α �����µ��� ��ω� �α Sketchpad, Cabri, Geogebra, 
Function Probe �α� ���α. � ����α�� µα� �����α��� �α ��µ��α������� ��� 
µ������ ���α������� ��� µα� �α������ α��� �α �����µ��� �ω��� �µω� �α 
�α�α������ �α� �������α ��� �α�α����α��� ���α��α��α� ���� �α µ����� 
�α� � µα����� �α �α�α������ ��� �������� ������� α��� �α� �α α�������� 
���������� ��α ��� �α�α���α µα��µα���� ��� �����α ���� ��� ��������� ��� 
α�α��α����� ������ �α �����µ� ����� µα�.

�� ���µ� α����� ���� ������� ��� ���α��α��α� α���� ��� ������α� 
��µ�ω�α µ� �� ��α������ �����αµµα �α� ��� ������� ��α ��� ���α���α 
��� �α� ��� ���α��α��α �ω� ����������� ��� ������� ������� 
�α�� �� ������� ���� 2007-2008 (�����, �α��α�ω���� ����������,
�µ�µα ����������µ�α� ���α�������) �α� �α����� �α ���������µ� ������� 
��α �α ������µ� ���� �������� ����.

�� µα����� ������:
• �α α�α��ω������ α� µ�α ��������� ���α� ����α � ������� �α� �α 

��α��������� ��� α���������� ��µµ������ ��� ��α���� �α����α�� 
• �α �������� �α ��α���µα�α µ�������α� ����� ���α�����ω� 
• �α �������� �α α����α�α ����� ���α�����ω� 
• �α µ������� ��� ���α������� f(x)=αx2, f(x)=αx2+�x+�, �α� f(x)=α/�,

µ� α≠0 �α� �α ���������� ��� ��α����� ���� �α�α������� 
• �α �α��������� ��α���� ���α������� ��� µ����� f(x)=�(x)±c �α� 

f(x)=�(x±c), (�α�������� µ��α�������� ��ω���� ���α�����ω�)
• �α �������� ��α���� ��������� �α� α�������� �������� �α�µ�� 



� ��µ���� �ω� ��ω� ����������� ���� �������� α���� �ω� ����ω� 
µ����� �α ���α� �� µ����� �α�µ� α�������µα���� α���:

• �α�� ��� ���α��α��α ������ �α ����α���� � �������α (������� �.�.)
�α� �α �����µ��� µ������ �����α �α� ������α �α �α�α��������� 
��α����� �α�α�������, �α ��� α������� ���αµ��� �α� �α ������� 
�������ω� �� µα����� α�� ����� �α�αµ������ ����������α� ��
��������� �ω� ���α�����ω� α���� (�����α��)

• �α ��µ�������α� �α� ��α���� �� �������� ����µ�� �α� ��
�����µ������ ��� ��������� ���� �α µ�� �α�����α� α��α������ �
α��µ� �α� �������� ����� µα����� 

• �α ���α�α������ � ��α���� �ω� µ��α������ x, y α�� ��� 
�α�αµ������ α, �, � �α��� �α ��α�α�������� � ����� ���� ���� 
��α���� �α����α�� 

• �α �����α� ���������α �α� ����������α � ���������� �ω� 
�������ω� µ�α� ���������� 

• �α ������� �µ��������� ��� ���µα �� ����� ������α �α 
�α�α����α�� µ���� ��� � µα����� α��� �α� �� ������ 
α�α�α�α������� ��� ���� ����� �α µ������ ���������α �α�α�µ���� 
��� µ�α�� ��� ���� µ��� � ����� �α ���α� �� ���� �α �α�α�������� 
��� �ω��� α���� ��� ��α����� �α�α������� 

• �α ��� � µα����� µα�� ��� ����α���� α�α�α�α������� ��� �����α� 
��� ����������, �α µ����� ���������α �α µ��α�α���� α�� ��� µ�α 
���� ���� �α� �α ��� ������� ������ �α� �α �α�α������ � α������ 
�α�α����α�� ����� «����� �����-�α�α����� ���α�α ��µ��-
α�α�α����α�� ����� ������» µ� α�������µα ��� ��������� ��ω� 
�ω� α�α�α�α�����ω� µ� �α�������� ���α�����α α��α��� ��ω� 
�ω� �α�αµ���ω� �α� �µ������� �ω� ��������� ���� 

• �α ��� � µα����� ��� ������ ������ µ�α� �����α� 
• � �α������� ����� ��� �α�α����α��� ���α�α �α ��������� ��� 

���������� ��� ������ �α α�������� � µα����� α��� ���α ��
��������� ��� �α ������α� �α ����� α����������� α�� ��� 
�������µ���� ��α����������� µ� �α �����µ��� �α� �α �α�����α� ��� 
������ �α α�������µα�α ���� 

• � �����α�µ�� �α�α����α��� ���α��α��α� �α� ���α��α��α� µ�
�����µ��� �α �������� �α� ���� µα����� ��� �������α� ���� �� µ�α 
���� ��� ���� µ����� ���α��α��α� α��� �α� ���� �α������� ��� ��� 
���α� α����� ���µ���ωµ���� ���� ���� ����������� 



������ �ι��������� 

��µ�ω�α µ� ��� ������� ��� �.�. α����� ��������α� � �����α ��� 
µ�������α� �α� �ω� α������ω�. ���������µ� µ�α ��α���������α µ� �� 
�����µ��� Geogebra µ� ����� �α �α�α������� �� µα����� α���� ��� ������� 
�α� ���� α����������� ����µ���. �α������α �α �α�α������� ��α�� �
µ�������α �������α� �� ��α���µα�α, ��� ��������� �� ����� µ�������α� �α 
α����α�α, �α ���α�α������ ���α ���α� � ���� α������ω� �α� ����� ��
α��α��� ��µ�� �α� �α ���� ��� ���� ��� «�ι� ���� �1,�2» ����� ����µ���.

���� ��� ���α��α��α µ� �� �����µ��� µ�����µ� �α ���������µ�
���µ������� ��� ������ µ�������, α�����α, �������α, ��α����, µ������,
�������� ���� �α ���������������� � µα����� ��� α��µ� �α� �� ��������� 
��α µα��µα���� ��� ���������α� ���α�α.

��α µ���� ��� ������ ��� Geogebra ���α� �� �����µα α���ω�, ��α 
µ���� �������� �α α�������� α������µ��α �α� ������� �α� � ��αµµ� ������� 
�α� ������� ����� �����������. ��� �µ�α�����α� ���� ������� ��� ������α� 
�µ�α�����α� �α� ��α���� ��� �����µα α���ω� ����� � µα����� ������ �α� 
��� ��� ��α��������� α�α�α�α������� �α� ��� ���αµ���� µ��α����� ����.

• �α�α������ω ��� ��α���� �α����α�� ��� f(x)=x2 �α� �α���ω ��� 
��µ��α �, � ���ω ���� ����α ��� 

• ����ω ������� ���� ��� ��α ��µ��α �, � �α� �α���ω �α ��µ��α 
��µ�� ���� C, E µ� ��� ��α���� �α����α�� �α� ��� ����� ��� CE 

• ��� �α C, E ����ω ������� ���� y�y ��� ��� ��µ���� ��α G, F �α� 
α�������ω ��� ������� ������� 

• ���ω x1,x2 �� ���µ�µ���� �ω� �, � ����� f(x1), f(x2) �� ���α�µ���� 
�ω� G, F �� ������ �α�����α� ���� ������� ��� ������α� 

• ���α�����µ� �� �������� ������ �α ��µ��α �, � ���� ���� �� � �α 
���α� ����α ��������α ��� � �α� ������µ� �� α��α��� ��������� ��α 
��µ��α C, E, G, F �α� �������ω� �� �����α� µ� ��� ��µ�� f(x1), f(x2)
��������α� �α� ��� � ��α���� �α����α�� α���α���� � �α���α���� ��� 
��µ� �����. ������ �α�α�����µ� ��� α� �� � ���α� α������� ��� �
�α� �� � ����� ��� µ�����µ� �α ������µ� ������� ��µ���α�µα ��� 
α� ���α� �α� �α ��� α������� � �α� �α ��� ����� ��� � µ�����µ�.

• ���� ����� ��� ���������� µα� �α �α����α� � �α�α���ω �����α �α� 
µ��� ��� �������� µ��α�������� �ω� ��µ��ω� �, � �α� µ�α µ���� 
�������� ��α ��� �α�α�������� µα� �����α� � ��α �α �������µ�
���� ����µ��� ��� �����ω� α�����α�-�������α� ���������� �� 
�α������� ������µα �����α� ����µ� �α� ��� ��α���� ���� ��µ����α.



���µα 1. ����µ�� ��������α�-�������ω� µ� ��� ������α ��� f(x)=x2



• ������α� �� ����µ�� ��� �����ω� α�����α�-�������α� ���������� 
���� ��α��������α� � α����� ��� ��µ�ω��α� �α ��µ� ��� � ��α���� 
�α����α�� α���α���� � �α���α���� ��� ��µ� ��������α ���� �α 
����µ� ���� ����µ� «x1<x2», �α� α�α���ω� α� f(x1)<f(x2) �
f(x1)>f(x2) �α ����µ� �� �α������� ����� µ�������α�. �α� µ� �� 
«��α ���� x1<x2» ��� ����µ� ���� ����µ� �α�α����µ� ��α�� �
µ�������α �������α� �� ������µα �α� ��� �� ��ω�� ��α���µ��ω�.

• ��α��������µ� ������ α�� ��� ��α���� �α����α�� ��� ��µµ����α 
��� f(x)=x2 ω� ���� ��� ����α y�y �α� ��µ���α����µ� ��� α� 
������� α��� � ��µµ����α �� ����� ��� µ�������α� �� ��α���µα�α 
��µµ������ ω� ���� �� 0 �α ���α� ��α�������� ����� α���� �α 
µ�����µ� ��� µ�������α �����ω� ���α�����ω� µ��� µ��� �� 0.

• ��������µ� µ� ��� ��������� µ����� ��� ������ µ�������α� ���:
���ω 0< x1<x2 ����� x1

2<x2
2 ���α�� f(x1)< f(x2) �α� ���µ��ω� � f

���α� �����ω� α�����α ��� (0, +∞) �α� ���ω ��µµ����α� �α ���α� 
�����ω� �������α ��� (-∞,0). �������µ� ��� � ��ω�� ��� 
������ω�� ��� ���������α� ��α�� �α� �α ��� µ��� ���α� ������.

• ���� α�� α��� �������µ� ��� �����α ��� ����� µ��α����� 
1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x

λ −=
−

�α� µ� �� �����µ��� ��������α� ��� ����� ��� 

�µ�µα��� CE α��� �α� µ� ��� �α�α����α�� ���α��α��α �α� 
�������µ� ��� �����α α��� µ� ���� ����µ��� ��� µ�������α� 
��������α� ��� �� �����µ� ��� � �α������� α� �� ���� ��� 
����µα��� ���α� �µ���µ�� � �������µ�� �α� ���µ��ω� ��µ�ω�α µ�
��� ����µ� α� � ��������� ���α� �����ω� α�����α � �������α.
���� ��α��������µ� ��� ����µ� ��α α��µ� ���α���� ��� µ����� �α 
µα� ������� ��� µ�������α µ�α� ���������� �α� �� ����� �α 
��µ������� �α� ��� ��α�µ��� ��� �α�α����� ���� µ�������α 
α������α ���� �� �������. ������ �α ��α������µ� µ��� ���� 
µα����� µα� �α� �� ����� �������� ��ω� ���α� � ��������� µ������ 
���� ��������α� α�� ��� ����� x1<x2 �α�α�����µ� ���� ����� 
f(x1)< f(x2) � f(x1)>f(x2)



��������µ��α ����µ�:

•
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )f x f x x x x x x x x x
x x x x x x

λ − − − ⋅ += = = = +
− − −

 

���µ��ω� ��α �α ���α� ������α ������� � � ������ �� α���µ�� x1 �α� 
x2 �α ���α� ������� ���α�� �α �������α� ��� (0, +∞) ��� ��α �α 
���α� ������α α�������� � � ������ x1 �α� x2 �α ���α� α�������� 
����� ���� �������µ� ��� µ�������α ��� ���������� α����.
�������µ� ������ ��� α� �� x1 �α� x2 ���α� �������µ�� ��� µ�����µ�
�α ������µ� ��µ���α�µα ��α �� �����µ� ��� � ����� �α� ��α ��� 
µ�������α �α� ������µ� ���� µ�α ���� ��� α����� ��� µ������ ��� 
µ�������α� µ�α� ���������� �� �α������α ��α���µα�α.

• ��α�α�αµ�����µ� α���������� ��������� �α� µ� ��� ���α������� 
f(x)=-x2 , f(x)=x2 ± 1 , f(x)=(x±1)2 ���� �α ����������µ� �α 
��µ�����µα�α µα� �α� �α µ���µ� �α� ���� �����α �ω� 
µ��α������ω� ���� �α ���µ� ��� ������α� �α� α�� ��� ��α�����α� 

• �α����� µ� �� �����µ��� ������µ� ��� �����α �ω� α������ω�, ��� 
����� ���� µ� ��� α��α�� ��� µ�������α� �α� µ� �������� 
��α����� �α�α������� �α�α�����µ� ���� ��µ����α �ω� ����µ�� 
�α� ��α����µα��� �� �������� ������� α������ω� α���� 
���α�����ω�. �������µ� ������ ��� ��� ���α� ������ω���� �
��α��� ���� �α� µ��� �������� �������µ� �α� ��� ��α���� �ω� 
������ α�� �α ������ α����α�α ��� �α ���α������� α������α.

• ������α ������µ� �α� �α ���� ��µµ����α�, ���� ����µ��� ��� 
����α� �α� ��� �������� ����������. �� �����µ��� �α µα� �������� 
�α ��α��������µ� α� �α ��µ��α � �α� � ����� α�������� 
���µ�µ����, ���α�� ���α� ��µµ������ ω� ���� �� � α��� �α� ��� 
y�y ���� �α� �α C, E ���α� ��µµ������ ω� ���� y�y ���α�� ����� 
����� ���α�µ���� �α� α�������� ���µ�µ���� 

• ��������µ� ��� ���α��α��α µα� �����µ�������α� ���� �α� �� 
�����µ��� α��� �α� �α�α����α��� �������� �α� �� ����� 
���α������� ��ω� ��α �α������µα f(x) = 2x3, ( ) 3 4 8f x x= − −
����������α� �α «��������» � ��������� µ������. ������ 
µ�����µ� �α ��µ��α�������µ� ��� ��α����� �α�α������� ���� 
���α������� ��� ���� �� ������� ������ �α� �α µ��������µ� α��µ�
�α� ��������� ���� ��� ��������� ���� .



��α ���� ��α���������α ��� µ����� �α ����α���� µ� �� �����µ��� 
Sketchpad α��� �α� µ� �� Geogebra α���� ��� µ����� ��� ���������� 
f(x)=αx2+�x+�, µ� α≠0 ���� ��µ��α�����µα��� ��� ���α�����α �ω� 
�����µ���� �α α������� ������� ��� ��µ�� �ω� �α�αµ���ω� α, �, � �α� �α 
������ � µα����� ��� ��������� α���� �ω� α��α��� �α� �α ��� ������� µ�
�����α µ����� ��ω� ���α� � ��α�������α, �α ������� �� �����µ� ��� ��α 
���� �, ��� ������ ��� �α�α�����, ��� ����α ��µµ����α� ��� α��� �α� �α 
����� ��α���� ��������� �α� α�������� �������� �α�µ��.

��� �α�α���ω ���µα 2 �α����α� ��α ����µ������ ��� ��α���������α� 
���� ����α � µ��α������ �ω� ��µ��ω� �, �, � ����α��� α��α�� �ω� 
�α�αµ���ω� α, �, � �α� �α�������� µ��α������ ��� ��α����� �α����α���.
��� �α ��α�������� � µα����� ��� � α��α�� µ��� ��� α α������ �� �����µα
��� �α�α�����, � α��α�� µ��� ��� � α�����α������� ��� ��α���� 
�α����α�� �α� ����� ���α.

���µα 2. ������ �������ω� ��� f(x)=αx2+�x+�, µ� α≠0



�� ���α��α���� α���� ����� ��� ��α�µα��������� α������ ����� �� 
������α �µ�µα�α �α� �α α�������µα�α ��α� �����ω��α��. �� 
��α����������� µ������ �α α������� �����α α��� �α �������α� ���� ��� 
���α ��������α. �α �����µ��� ������ ����� ��α ���α��α���� α��� �α� 
������� ��� ���������α �α α�α�α����� ���α ��µ��α �α�α������ 
����������� ���� µα����� ���� �α ����α�µ���� ��� ���α��α��α ��� µ�
���� α���� ��� ���������. � µ��αµ���ω�� ������ α���α�ω� µα����� �� 
�α���� µα����� �α� � α��α�� ������ ���� ��α �α µα��µα���� ��α� �� 
µ����� ������ �α� �� ������µα ��α ��� ���α��α µα�.
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