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Προοίµιο 

 

Το επιµορφωτικό υλικό για την επιµόρφωση των εκπαιδευτικών στα Κέντρα Στήριξης Επιµόρφωσης, 

εκπονήθηκε στο πλαίσιο της Πράξης «Επιµόρφωση Εκπαιδευτικών στη χρήση και αξιοποίηση των 

ΤΠΕ στην εκπαιδευτική διδακτική διαδικασία» του ΕΠΕΑΕΚ ΙΙ, Γ’ ΚΠΣ και περιλαµβάνει 5 τεύχη: 

ένα τεύχος για το γενικό µέρος και τέσσερα ακόµη τεύχη για τους 4 κλάδους του ειδικού µέρους. Το 

κείµενο του Τεύχους 4 που ακολουθεί περιλαµβάνει το επιµορφωτικό υλικό για το Ειδικό Μέρος της 

επιµόρφωσης εκπαιδευτικών του κλάδου ΠΕ03 στα Κέντρα Στήριξης Επιµόρφωσης (ΚΣΕ).  

 

Το επιµορφωτικό υλικό αυτό επικαιροποιήθηκε στο πλαίσιο της Πράξης «Επιµόρφωση των 

Εκπαιδευτικών για την Αξιοποίηση και Εφαρµογή των ΤΠΕ στη ∆ιδακτική Πράξη» του 

Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» του ΕΣΠΑ (2007-2013). 

 

Το υλικό του παρόντος τεύχους δηµιουργήθηκε και επικαιροποιήθηκε από συγγραφική οµάδα µε 

επικεφαλής τον Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Αθηνών Χρόνη Κυνηγό. Συγκεκριµένα στη 

συγγραφική οµάδα περιλαµβάνονταν οι: Καθ. Χ. Κυνηγός, ∆ρ. Γ. Ψυχάρης, Κ. Γαβρίλης, Σ. 

Κείσογλου. 

 

Το υλικό αυτό συντάχθηκε στο πλαίσιο των αρµοδιοτήτων της ειδικής επιστηµονικής επιτροπής, 

αποτελούµενης από τους:  

 

• Χαράλαµπο Ζαγούρα, Καθηγητή του Πανεπιστηµίου  Πατρών, ο οποίος έχει την ευθύνη 

συντονισµού των εργασιών της επιτροπής 

• Βασίλειο ∆αγδιλέλη, Αναπληρωτή Καθηγητή Πανεπιστηµίου Μακεδονίας 

• Βασίλειο Κόµη, Αναπληρωτή Καθηγητή Πανεπιστηµίου Πατρών 

• ∆ηµήτριο Κουτσογιάννη, Επίκουρο Καθηγητή Αριστοτελείου Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης 

• Χρόνη Κυνηγό, Καθηγητή Πανεπιστηµίου Αθηνών 

• ∆ηµήτριο Ψύλλο, Καθηγητή Αριστοτελείου Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης 

µελών της δεκαεξαµελούς Επιστηµονικής Επιτροπής της αρχικής Πράξης. Η ως άνω ειδική 

επιστηµονική επιτροπή λειτουργεί στην παρούσα Πράξη ως Επιστηµονική Επιτροπή του ΕΑ.ΙΤΥ, 

συµπράττοντος επιστηµονικού φορέα  υλοποίησης του έργου. 

Το παρόν επιµορφωτικό υλικό αποτελεί ιδιοκτησία του ΥπΕΠΘ και καλύπτεται από την ισχύουσα 

νοµοθεσία για την προστασία των πνευµατικών δικαιωµάτων των δηµιουργών.  
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1. Εισαγωγή 

Οι σηµειώσεις αυτές εκπονήθηκαν µε στόχο  στόχο να αποτελέσουν βοήθηµα στη διαδικασία 

ευρείας επιµόρφωσης για το ειδικό µέρος των µαθηµατικών ΠΕ03 η οποία και θα έχει 

έκταση 78 ωρών. Προορίζονται για τον επιµορφούµενο εκπαιδευτικό αλλά και ως εργαλείο 

των επιµορφωτών του συγκεκριµένου µέρους της επιµόρφωσης. Το περιεχόµενο του 

προγράµµατος σπουδών είναι οργανωµένο σε τρία µέρη.  

Στο πρώτο που έχει ως αντικείµενο τη ∆ιδακτική των µαθηµατικών υπό το πρίσµα των 

Τεχνολογιών της Πληροφορίας και της Επικοινωνίας αντιστοιχουν κυρίως οι πρώτες επτά 

ενότητες (2-8) του παρόντος. Αναφέρονται σε βασικά στοιχεία διδακτικής των µαθηµατικών 

στο πλαίσιο της αξιοποίησης των ψηφιακών τεχνολογιών ώστε το µάθηµα των µαθηµατικών 

να αποκτά πρόσθετη παιδαγωγική αξία. Αναλύονται πέντε βασικές κατηγορίες µαθηµατικών 

δραστηριοτήτων µε ψηφιακά εργαλεία και προτείνονται ένα ή δύο λογισµικά από την κάθε 

κατηγορία ως βασικά για την ένταξη των τεχνολογιών αυτών στο µάθηµα. Το σκεπτικό είναι, 

αντί ο επιµορφούµενος να πληροφορηθεί για µεγάλο αριθµό λογισµικών που υπάρχουν, να 

εµβαθύνει στη χρήση και την διδακτική αξιοποίηση επιλεγµένων εκπροσώπων από τις πέντε 

αυτές κατηγορίες. Έτσι, αποφοιτώντας από το σεµινάριο των 96 συνολικά ωρών, να έχει στη 

διδακτική του ‘φαρέτρα’ συγκεκριµένες προτάσεις για χρήση των ψηφιακών εργαλείων στο 

µάθηµά του. Θα έχει επίσης και πηγές αναζήτησης άλλων λογισµικών αλλά κυρίως θα έχει 

αναπτύξει τα κριτήρια επιλογής και το σκεπτικό διδακτικής αξιοποίησής τους.  

Το δεύτερο και µεγαλύτερο σε έκταση µέρος του προγράµµατος σπουδών αναφέρεται στη 

διδακτική αξιοποίηση εκπαιδευτικού λογισµικού για τα µαθηµατικά, καθώς και στην 

αξιολόγηση και προσαρµογή ‘σεναρίων΄. Στις 51 ώρες επιµόρφωσης που προβλέπονται, θα 

ήταν αναποτελεσµατικό τα ψηφιακά εργαλεία να διδαχθούν σε αποµόνωση από τις 

διδακτικές τους εφαρµογές. Για το λόγο αυτό, στην ενότητα 9 που αποτελείται από 10 

υποενότητες περιγράφονται αντίστοιχα δέκα προτάσεις αξιοποίησης των βασικών ψηφιακών 

εργαλείων. Στόχος είναι οι συνάδελφοι µαθηµατικοί να εξοικειωθούν µε τις λειτουργικότητες 

των εργαλείων µέσα από τις προτάσεις αυτές που ονοµάζουµε ‘σενάρια’. Οι προτάσεις πάλι 

είναι επιλεγµένες ώστε να καλύπτουν όλες τις τάξεις Γυµνασίου – Λυκείου και µεγάλο εύρος 

από την ύλη των µαθηµατικών, ενώ υποστηρίζονται από όλα τα βασικά λογισµικά (βλ. τον 

πίνακα που ακολουθεί).  
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Με τον τρόπο αυτό οι επιµορφούµενοι θα είναι έτοιµοι για τη συµµετοχή τους στο τρίτο 

µέρος, όπου θα διατίθενται 15 ώρες για την αναπτυξη από τους ίδιους και την αξιολόγηση 

µικρο-εφαρµογών και σεναρίων βασισµένων στα δέκα που αποτελούν τον κορµό της 

επιµόρφωσης. Στόχος βέβαια είναι ο επιµορφούµενος να µην είναι απλά σε θέση να 

εφαρµόσει τις δέκα αυτές προτάσεις αλλά κυρίως να είναι σε θέση να επινοεί ο ίδιος τρόπους 

διδακτικής αξιοποίησης των ψηφικών τεχνολογιών µε στόχο να αναβαθµίσει το µάθηµά του.   

 

 Τίτλος Σεναρίου Γνωστική 

Περιοχή 

Γνωστικό Θέµα Τάξη Εργαλείο 

1 Σκιτσάροντας µε 

παραλληλόγραµµα 

Γεωµετρικά 

Σχήµατα, 

Μεταβλητές 

Ιδιότητες 

παραλληλογράµµων 

Γυµνάσιο Α ΣΕ - ∆Γ Αβάκιο - 

Χελωνόκοσµος 

2 Κατασκευή 

∆υναµικής 

Γραµµατοσειράς 

Μεταβλητές Λόγοι και Αναλογίες  Γυµνάσιο Β ΣΕ - ∆Γ Αβάκιο - 

Χελωνόκοσµος 

3 Μέσα πλευρών 

τριγώνου 

Γεωµετρικά 

Σχήµατα 

Ιδιότητες τµήµατος 

που ενώνει τα µέσα 

πλευρών 

Γυµνάσιο  Γ ∆Γ Geometer’s 

Sketchpad IV 

4 Εµβαδό 

Παραβολικού 

οικοπέδου 

Ολοκληρώµατα Εξάντληση, µέτρηση 

εµβαδού χωρίου 

Λύκειο Γ ∆Γ - ΑΣ Geogebra 

5 Συµµεταβολές στο 

ισοσκελές 

Γεωµετρία, 

Συναρτήσεις 

Συµµεταβολή, γρ. 

Παραστάσεις, 

µέγιστο, ελάχιστο 

Λύκειο Α, 

Λύκειο Γ 

∆Γ Cabri Geometry II 

6 H γραµµική 

συνάρτηση ψ=αχ 

Άλγεβρα,  

Συναρτήσεις 

 

Συνάρτηση ψ=αχ, 

Συντελεστής 

διεύθυνσης ευθείας. 

Λύκειο Α ΑΣ Function Probe 
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7 Μελέτη της  

συνάρτησης 

f(x)=αx
2
+βx+γ 

Συναρτήσεις Γραφ. παράσταση, 

µονοτονία, 

ακρότατα της  

συνάρτησης 

f(x)=αx
2
+βx+γ 

Λύκειο Α ∆Γ - ΑΣ Geogebra 

8 Τριγωνοµετρικές 

Συναρτήσεις; 

Κυκλικές 

Συναρτήσεις 

Τριγωνοµετρικές 

Συναρτήσεις 

Λύκειο Β ΑΣ Function Probe 

9 Πληθυσµός 

Μεταναστών στην 

Ελλάδα 

Στατιστική ∆ιαχείριση 

στατιστικών 

δεδοµένων 

Λύκειο  Γ ∆∆ Αβάκιο - 

Ταξινοµούµε 

10 Ελάχιστη 

απόσταση δυο 

τρένων 

Συναρτήσεις Μελέτη µεγίστου, 

ελαχίστου 

Λύκειο Α,Β Πειρ. Μodellus 

 

Κατά τη διάρκεια των επιµορφώσεων, προτείνεται τα θεωρητικά στοιχεία της διδακτικής να 

συζητηθούν και να µελετηθούν µέσα από παραδείγµατα όπου θα περιγράφονται πιθανές 

δραστηριότητες  µαθητών µε τα εργαλεία αυτά και η σηµασία τους.  Προτείνεται επίσης να 

δοθεί χρόνος στους επιµροφούµενους να χρησιµοποιήσουν τα λογισµικά και για δική τους 

επιστηµονική ενασχόληση και συζήτηση γύρω από θέµατα µαθηµατικών που τους 

ενδιαφέρουν. Μια λογική οργάνωση της πορείας της επιµόρφωσης θα ήταν η σύντοµη 

εισαγωγή στα θεωρητικά θέµατα (κεφ. 2,3,4,8) και µετά, µέσα από τα παραδείγµατα των 10 

σεναρίων, η εµβάθυνση σε ειδικά θέµατα γνωστικών περιοχών όπως η Άλγεβρα, η 

Γεωµετρία και η Στατιστική (κεφ. 5,6,7) µετά από κάθε αντίστοιχη ενότητα σεναρίων. Ειδικά 

το κεφάλαιο 4 είναι γραµµένο στην έκδοση αυτή του βοηθήµατος µε το ύφος επιστηµονικού 

– ακαδηµαϊκού κειµένου µε αυστηρή αναφορά σε επιστηµονικές έρευνες και µελέτες. Στόχος 

των συγγραφέων βέβαια είναι να δώσουν µια σύνοψη του τι ξέρουµε µέχρι σήµερα για τη 

µάθηση των µαθηµατικών και την αξιοποίηση των ψηφιακών τεχνολογιών γι αυτήν. 

∆ευτερεύων στόχος όµως είναι επίσης να δώσει στον αναγνώστη την αίσθηση οτι ο χώρος 

της διδακτικής των µαθηµατικών έχει µια αυτονοµία και ταυτότητα ανάµεσα στις διδακτικές 
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επιστήµες και ότι υπάρχει σηµαντική γνώση πια για τους τρόπους µε τους οποιούς µπορούµε 

να βοηθήσουµε τους µαθητές µας να κατανοήσουν τα µαθηµατικά. Στο τελευταίο κεφάλαιο 

(10) προτείνονται πρακτικοί τρόποι εφαρµογής των ψηφιακών τεχνολογιών στη σηµερινή 

σχολική τάξη. Τέλος, στο παράρτηµα του βοηθήµατος δίνονται ενδεικτικά σενάρια που 

αναπτύχθηκαν από δύο επιµορφώτριες Β´ επιπέδου που αποφοίτησαν από τµήµατα 

µαθηµατικών των ΠΑΚΕ 7 και 6 αντίστοιχα (ΕΚΠΑ).  Τα σενάρια αυτά παρατίθενται ώστε 

να δοθεί στους επιµορφούµενους εκπαιδευτικούς και µια εικόνα των σεναρίων που 

αναπτύχθηκαν από συναδέλφους τους στο πλαίσιο της επιµόρφωσής τους ως επιµορφωτών.    

Επιπρόσθετα µε το παρόν βοήθηµα ο επιµορφούµενος εκπαιδευτικός θα πρέπει βέβαια να 

συµβουλευτεί και υλικό που διατίθεται από τις πηγές του Υπ.Ε.Π.Θ..  
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2.  Η σκοπιµότητα της ένταξης εργαλείων ψηφιακής 

τεχνολογίας στη µαθηµατική εκπαίδευση.  

Πριν εµπλακούµε µε το πώς θα εντάξουµε τη χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών στη 

Μαθηµατική Παιδεία πρέπει να εξετάσουµε το ‘γιατί’. Εκατοντάδες χρόνια, στο κάτω κάτω, 

στη βασική παιδεία διδάσκονται τα µαθηµατικά µε τα στατικά µέσα του πίνακα/χαρτιού και 

κιµωλίας/στυλού και του χάρτινου βιβλίου. Η πρώτη τεχνολογία, οι αριθµητικοί υπολογιστές, 

προκάλεσαν ‘θόρυβο’, ότι δηλαδή θα γίνουν απαραίτητο εργαλείο για κάθε µαθητή και οτι 

θα αντικαταστήσουν την ανάγκη να κάνουµε πράξεις µε το χέρι. Πολύ γρήγορα, ήρθε ο 

αντίλογος ότι οι µαθητές πρέπει να ξέρουν τους κανόνες και τη σηµασία των πράξεων και ο 

µόνος τρόπος να τις καταλάβουν είναι να κάνουν πράξεις οι ίδιοι. Οι υπολογιστές αυτοί δεν 

χρησιµοποιούνται σήµερα επίσηµα στα µαθήµατα ούτε βέβαια στις εξετάσεις. Φαινοµενικά 

οι λόγοι ήταν διαδικαστικοί. Στην πραγµατικότητα όµως δεν υπήρξε πειστικό επιχείρηµα οτι 

θα προσθέσουν κάτι στον τρόπο που οι µαθητές καταλαβαίνουν µαθηµατικές έννοιες. 

Υπάρχουν επιχειρήµατα για την χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών αρκετά πειστικά ώστε 

τουλάχιστο να αξίζει η επένδυση κυρίως σε χρόνο και προσπάθεια;  

Θεωρούµε ως αφετηρία την θέση ότι η ένταξη της χρήσης των ψηφιακών εργαλείων στο 

εκπαιδευτικό µας σύστηµα έχει νόηµα µόνο όταν στοχεύει σε κάποια πρόσθετη παιδαγωγική 

αξία. Παρά τις σηµαντικές προσπάθειες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου τα τελευταία χρόνια, 

τα µαθηµατικά στο εκπαιδευτικό µας σύστηµα συνεχίζουν να εκλαµβάνονται από την 

κοινωνία ως ένα κατακερµατισµένο γνωστικό αντικείµενο, µια θεωρητική γνώση που 

διδάσκεται κυρίως µετωπικά µε άξονα την αποµνηµόνευση των αφηρηµένων ορισµών και 

θεωρηµάτων της θεωρίας και την εξάσκηση στη λύση ασκήσεων µε στόχο αποκλειστικά την 

αντιµετώπιση των εξετάσεων. Οι µαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν τις αφηρηµένες 

µαθηµατικές έννοιες και δεν βλέπουν σε τια κριβώς µπορεί να τους χησιµέψουν στη ζωή 

τους µιας και συχνά φαίνονται αποστασιοποιηµένες από την καθηµερινότητά τους ή από κάτι 

χειροπιαστό στη ζωή τους. Αναπόφευκτα, χρησιµοποιείται ο τυπικός µαθηµατικός 

φορµαλισµός και τα στατικά προ-τεχνολογικά µέσα έκφρασης µαθηµατικών εννοιών µε 

αποτέλεσµα να δηµιουργείται ακόµα ένα εµπόδιο κατανόησης των εννοιών στους µαθητές, 

µιας και εκτός από τις έννοιες έχουν να µάθουν και το πώς τις αναπαριστούµε (πόσο µάλλον 

το γιατί να τις αναπαριστούµε µε τον τρόπο αυτό). Εάν προσθέσει κανείς και το άχγος που 
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δηµιουργείται από την ανάγκη ετοιµασίας για τις εξετάσεις, καταλήγει στο συµπέρασµα οτι 

πολύ λίγες ευκαιρίες δίνονται στο αντικείµενο αυτό να το αγαπήσουν και να το κατανοήσουν 

οι περισσότεροι µαθητές µας.  

Η επιστηµονική γνώση στη διδακτική των µαθηµατικών από τη δεκαετία του ’90 µέχρι 

σήµερα δίνει ιδιαίτερη έµφαση στον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές αναπτύσσουν συνειδητή 

µαθηµατική σκέψη, λειτουργώντας σε ένα κοινωνικό περιβάλλον, δηλαδή όταν λειτουργούν 

σε περιστάσεις επικοινωνίας µε τους συµµαθητές και τους εκπαιδευτικούς τους. Παράλληλα 

µε το στόχο της κατανόησης συγκεκριµένων εννοιών των αναλυτικών προγραµµάτων των 

µαθηµατικών, η γενικότερη παιδαγωγική τάση είναι να µελετήσουµε πώς µέσα από την 

εκπαίδευση µπορούµε να ενισχύσουµε στους µαθητές έναν επιστηµονικό, µαθηµατικό τρόπο 

σκέψης. Εποµένως ο στόχος δεν είναι τόσο η κατανόηση εννοιών που αναφέρονται ρητώς 

µέσα στο αναλυτικό πρόγραµµα του συγκεκριµένου γνωστικού αντικειµένου, προκειµένου 

να ανταποκρίνονται στις εξετάσεις του εκπαιδευτικού συστήµατος. Είναι, πολύ ευρύτερα, η 

ενίσχυση της λογικοµαθηµατικής πτυχής της σκέψης και έκφρασης των µαθητών ως 

αναπόσπαστο µέρος της κουλτούρας και του πολιτισµού µας. Η λογικο-µαθηµατική σκέψη 

θεωρείται όλο και περισσότερο πολιτισµικό χαρακτηριστικό, όπως και η έκφραση, η 

συλλογικότητα και η δηµοκρατία. Όσο αφορά στη διδακτική των µαθηµατικών είναι 

εποµένως έντονη η ανάγκη δηµιουργίας µαθησιακών περιβαλλόντων όπου κυριαρχούν η 

δράση, ο διάλογος, το βίωµα, η έκφραση, η αναπαράσταση, ο πειραµατισµός, η 

επιστηµονική στάση απέναντι στη γνώση και η συµµετοχή σε πολλαπλές συλλογικότητες.  

Στο πλαίσιο αυτό τα ίδια τα µαθηµατικά εκλαµβάνονται ως µια επιστήµη που η εξέλιξή της 

συνίσταται στη συνεχή αµφισβήτηση και στον επαναπροσδιορισµό των αξιωµατικών 

συστηµάτων, των προβληµάτων και των λύσεών τους. Η µάθηση δε των µαθηµατικών ως 

µια εµπειρική, υποθετικο-παραγωγική διαδικασία, όπου ζητούµενο είναι η δηµιουργία και η 

ανάπτυξη προσωπικών νοηµάτων από τους µαθητές µέσα από υποθέσεις, εικασίες, 

αποδείξεις, ανασκευές, αντιπαραδείγµατα, συνεχείς τροποποιήσεις και ελέγχους (Κυνηγός, 

2007).  

Για την περίπτωση των µαθηµατικών η ψηφιακή τεχνολογία µπορεί να αξιοποιηθεί ακριβώς 

σε αυτό το πλαίσιο όταν χρησιµοποιούνται ειδικά σχεδιασµένα ψηφιακά εκφραστικά 

εργαλεία σε συνδυασµό µε εργαλεία υποστήριξης συλλογικού διαλόγου και 

επιχειρηµατολογίας (Χρονάκη, 2000, Ματσαγγούρας, 1987, Κουτσελίνη & Θεοφιλίδης, 

2002).  Με τον όρο ‘εκφραστικά εργαλεία’ εννοούµε εργαλεία λογισµικού που είναι 
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σχεδιασµένα ώστε οι µαθητές να µπορούν να κατασκευάζουν µοντέλα µε µέσο τις πολλαπλές 

και αλληλεξαρτώµενες µαθηµατικές αναπαραστάσεις, να πειραµατίζονται µε τη 

συµπεριφορά τους και να τα αλλάζουν συχνά και µε ευκολία, να χειρίζονται, να αναλύουν 

και να συσχετίζουν δεδοµένα. Τα εργαλεία αυτά επίσης υποστηρίζουν τη διασύνδεση µεταξύ 

µαθηµατικών περιοχών που είναι κατακερµατισµένες στο αναλυτικό πρόγραµµα, όπως η 

άλγεβρα, η ανάλυση, η Ευκλείδια, η διαφορική, η διανυσµατική και η αναλυτική γεωµετρία 

και η τριγωνοµετρία στην γεωµετρική και την αλγεβρική της έκφανση. Με τα εργαλεία αυτά 

οι µαθητές αποκτούν εµπειρίες εµπλοκής µε τη λογικο-µαθηµατική σκέψη τις οποίες είναι 

αδύνατο να έχουν χωρίς τα δυναµικά αυτά µέσα. Ο δυναµικός χειρισµός, η παρατήρηση και 

οι αλληλεξαρτώµενες αναπαραστάσεις είναι οι ιδιότητες των εργαλείων που ενδιαφέρουν τη 

διδακτική των µαθηµατικών (Κυνηγός, 2007).  

Η πραγµατικότητα αυτή δεν σηµαίνει ότι η προσέγγιση στη διδακτική των µαθηµατικών 

είναι τεχνο-κεντρική και εποµένως εργαλειο-κεντρική. Η έµφαση βρίσκεται στη διαδικασία 

χρήσης της τεχνολογίας αυτής για τον εµπλουτισµό της κουλτούρας των µαθητών µε 

περισσότερη και πιο ποιοτική λογικοµαθηµατική σκέψη. 

Η αξιοποίηση της τεχνολογίας µε τον τρόπο αυτό συνιστά µια πρόκληση για σας τους 

µαχόµενους εκπαιδευτικούς και για το εκπαιδευτικό µας µοντέλο έτσι όπως έχει 

εγκαθιδρυθεί στην πράξη στο εκπαιδευτικό µας σύστηµα. Οι πόροι που διατίθενται για το 

εγχείρηµα της ένταξης της ψηφιακής τεχνολογίας στη διδακτική των µαθηµατικών 

αξιοποιούνται πολύ καλύτερα εάν δοθεί έµφαση στην απαιτούµενη αναβάθµιση της 

ποιότητας της διδασκαλίας του µαθήµατος παρά εάν απλά χρησιµοποιηθεί η τεχνολογία αυτή 

για αναπαραγωγή του παραδοσιακού και γεµάτου προβλήµατα µοντέλου διδακτικής που εκ 

των πραγµάτων συχνά κυριαρχεί στα σχολεία µας. Γι’ αυτό και η επιµόρφωση στην 

αξιοποίηση των ψηφιακών τεχνολογιών για τη διδακτική των µαθηµατικών εστιάζει στο πώς 

θα χρησιµοποιηθούν σε πλαίσιο που να χαρκακτηρίζεται από πρόσθετη παιδαγωγική αξία. 

Αναµένεται βέβαια στα επόµενα χρόνια να διατεθούν και εργαλεία ψηφιακής τεχνολογίας 

σχεδιασµένα για τεχνική υποστήριξη παραδοσιακών πρακτικών, δηλαδή συµπεριφοριστικά 

ασκησιολόγια υποστηριγµένα από συστήµατα διαχείρισης και ‘αξιολόγησης’ της µορφής 

‘σωστό-λάθος’. Αυτά όµως δεν απαιτούν ιδιαίτερες πρόσθετες τεχνικές ή παιδαγωγικές 

γνώσεις από τους εκπαιδευτικούς ώστε να έχει νόηµα να χρησιµοποιηθούν πόροι 

επιµόρφωσης εκπαιδευτικών για την εκµάθηση της χρήσης τους. Μπορούν να 
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χρησιµοποιηθούν συµπληρωµατικά σε συγκεκριµένο ρόλο όταν η ψηφιακή τεχνολογία είανι 

πολύ πιο ευρέως διαθέσιµη και οι απαραίτητες υποδοµές σε λειτουργία.  

Καλούµαστε λοιπόν όλοι να δούµε πώς µε αφορµή και εργαλείο τις ψηφιακές τεχνολογίες θα 

µπορέσουµε να συνεισφέρουµε στην ποιοτική βελτίωση του εκπαιδευτικού µας έργου. Για 

τους λόγους αυτούς η επιµόρφωση εστιάζει στο αντικείµενο της σύγχρονης διδακτικής των 

µαθηµατικών µε την ψηφιακή τεχνολογία. Στην πορεία αυτής της επιµόρφωσης θα 

αποκτήσετε βέβαια και την απαραίτητη τεχνική κατάρτιση που αφορά στις λειτουργικότητες, 

τα χαρακτηριστικά και τις δυνατότητες συγκεκριµένων εργαλείων που εκπροσωπούν όλους 

τους τρόπους µε τους οποίους η τεχνολογία αυτή µπορεί να υπηρετήσει τη διδακτική των 

µαθηµατικών. Η ουσία όµως είναι οτι θα υποστηριχθείτε στο πώς να αξιοποιήσετε την 

σύγχρονη γνώση για να αναβαθµίσετε το διδακτικό σας έργο αξιοποιώντας τα ψηφιακά 

εργαλεία και παράλληλα να συνεισφέρετε στην αναβαθµιση του ρόλου σας απέναντι στους 

µαθητές σας και στην κοινωνία ευρύτερα.   
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3.  Εκπαιδευτικό λογισµικό για τα µαθηµατικά  

Το σκεπτικό της επιλογής του εκπαιδευτικού λογισµικού για την ευρεία επιµόρφωση για 

τους συναδέλφους µαθηµατικούς είναι άµεσα συνδεδεµένο µε την προβληµατική  της χρήσης 

της τεχνολογίας που έχει αναπτυχθεί στην επιστηµονική κοινότητα της διδακτικής των 

µαθηµατικών. Όπως είπαµε και προηγούµενα, ο ρόλος της υπολογιστικής τεχνολογίας στη 

διδασκαλία των µαθηµατικών έχει ως κύριο άξονα την προσέγγιση των υπολογιστών ως 

αναπαραστασιακών εργαλείων έκφρασης µαθηµατικών εννοιών. Η χρήση των εργαλείων 

αυτών είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τη µαθησιακή διαδικασία και µε τη διαµόρφωση ενός 

σύγχρονου διδακτικού ‘παραδείγµατος’ το οποίο υποστηρίζει την καλλιέργεια 

µεθοδολογικών ικανοτήτων και δεξιοτήτων, τη διερεύνηση µέσα από το πείραµα, την 

οµαδική εργασία και επικοινωνία των µαθητών στα πλαίσια συνεργατικών δραστηριοτήτων. 

Στοχεύει δηλαδή στη δηµιουργία νέων ρόλων για τον εκπαιδευτικό και το µαθητή. 

Επιπρόσθετα, η εξέλιξη της τεχνολογίας των υπολογιστών που αφορά τη µάθηση και τη 

διδασκαλία των µαθηµατικών εµφανίζεται να ενισχύει την άρση παλιών εµποδίων (π.χ. 

αναπαράστασης) και τη διάθεση µέσων που περιλαµβάνουν δυνατότητες για µοντελοποίηση 

από µέρους των µαθητών, για χρήση πολλαπλά διασυνδεόµενων αναπαραστάσεων, για 

δυναµικό χειρισµό και κιναισθητική διαχείριση των εικονιζοµένων στη οθόνη.  Τα ψηφιακά 

εργαλεία είναι εποµένως εργαλεία κυρίως για να κάνει µαθηµατικά µε αυτά ο µαθητής. 

Παράλληλα είναι εργαλεία µε τα οποία ο εκπαιδευτικός µπορεί να σχεδιάσει 

δραστηριότητες για τους µαθητές του. Τέλος µε τα ίδια αυτά εργαλεία ο µαθηµατικός 

µπορεί να ασχοληθεί επιστηµονικά ο ίδιος µε τα µαθηµατικά στο δικό του επίπεδο.  

Σε αυτό το πλαίσιο η πρόσθετη παιδαγωγική αξία της χρήσης ενός λογισµικού στη 

διδασκαλία των µαθηµατικών αναζητείται στις δοµές και στις σχέσεις που διέπουν τις 

ενέργειες των µαθητών µε ψηφιακά αντικείµενα που να είναι σχεδιασµένα να επιδέχονται 

χειρισµό και να ευνοούν ένα πλήθος αλληλεπιδράσεων µεταξύ των υπολογιστικών 

εργαλείων και όλων των εµπλεκοµένων στη διδακτική πράξη.  Τα µαθηµατικά που 

αναδεικνύονται στο πλαίσιο των αλληλεπιδράσεων σε τέτοια περιβάλλοντα µπορεί να 

περιγραφούν ως µια δραστηριότητα διασυνδέσεων µέσα από επαγωγικούς και παραγωγικούς 

συλλογισµούς παρά ως µια άκαµπτη ακολουθία υλοποίησης διδακτικών οδηγιών. Για τους 

παραπάνω λόγους στον επιστηµονικό χώρο της διδακτικής των µαθηµατικών ο όρος 
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‘εκπαιδευτικό λογισµικό’ συχνά αντικαθίσταται από περιγραφές όπως ‘δυναµικά ψηφιακά 

µέσα’, ‘δυναµικά υπολογιστικά περιβάλλοντα’, ‘αλληλεπιδρασιακά µαθησιακά 

περιβάλλοντα’ κλπ.  

Η οπτική αυτή βρίσκεται στον αντίποδα της απλουστευτικής αποδοχής κάθε υπολογιστικής 

εφαρµογής ανεξάρτητα από την απαραίτητη εκτίµηση της παιδαγωγικής της αξίας και της 

επιστηµολογικής της συµβατότητας µε τη µελέτη συγκεκριµένων µαθηµατικών εννοιών. Η 

‘καταλληλότητα’ ενός υπολογιστικού περιβάλλοντος νοείται ως παιδαγωγική συνιστώσα και 

έτσι η εκπαιδευτική αξία και τα παιδαγωγικά χαρακτηριστικά ενός εργαλείου ανακύπτουν 

από την προσαρµογή τους στους στόχους της µάθησης και στις προσπάθειες κατανόησης από 

τη µεριά των µαθητών. Στο επίκεντρο της θεώρησης αυτής βρίσκεται η επιδίωξη ενός τύπου 

µάθησης της οποίας ο χαρακτήρας είναι βιωµατικός και τα αποτελέσµατά της δεν 

αποτιµώνται πάντοτε µε τα παραδοσιακά κριτήρια της παραδοσιακής σχολικής τάξης των 

µαθηµατικών, η οποία κυριαρχείται συχνά από οδηγίες προς τους µαθητές µε σκοπό την 

‘απόκτηση’ τεχνικών επίλυσης ασκήσεων ή απόδειξης.  

Για τους λόγους αυτούς, για το αντικείµενο της διδακτικής των µαθηµατικών, 

χρησιµοποιήθηκε ένας προσεκτικά επιλεγµένος µικρός αριθµός λογισµικών τα οποία θα 

παίξουν το ρόλο των εργαλείων έκφρασης µαθηµατικών εννοιών από τους µαθητές και τους 

εκπαιδευτικούς. Το κάθε τέτοιο εργαλείο είναι σχεδιασµένο ώστε να εµπεριέχει ευρύτατο 

πεδίο µαθηµατικών εννοιών. ∆εν έχει λοιπόν έννοια η ‘κάλυψη συγκεκριµένης ύλης ή ωρών 

διδασκαλίας’ από ένα λογισµικό. Επίσης, το κάθε εργαλείο απαιτεί ειδική εκµάθηση του 

διακειµένου και των λειτουργικοτήτων του τα οπαία συνιστούν τα ίδια αναπόσπαστο µέρος 

της µαθηµατική έκφρασης. ∆εν στέκει λοιπόν στο συγκεκριµένο αντικείµενο η επιλογή 

λογισµικών ‘φιλικών προς το χρήστη’ µε την έννοια της ελαχιστοποίησης της δυσκολίας 

εκµάθησης της χρήσης του. Η ίδια η εκµάθηση της χρήσης του είναι άµεσα συνυφασµένη µε 

τη µάθηση των µαθηµατικών. Τέλος, τα εργαλεία αυτά είναι επιλεγµένα έτσι ώστε για το 

καθένα να υπάρχει σαφής και ευρεία εµπειρία από την εφαρµογή τους σε σχολεία της 

Ελλάδας και του εξωτερικού και επιστηµονική γνώση για τους τρόπους µε τους οποίους 

µπορούν να αξιοποιηθούν διδκατικά.  
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3.1 Κύρια χαρακτηριστικά του εκπαιδευτικού λογισµικού για την 

διδακτική των µαθηµατικών 

Με δεδοµένη την εστίαση σε δυναµικά ψηφιακά περιβάλλοντα, το εκπαιδευτικό λογισµικό 

που χρησιµοποιείται στο πλαίσιο της επιµόρφωσης στοχεύει στην αξιοποίηση της ψηφιακής 

τεχνολογίας σε όλο το εύρος του προγράµµατος σπουδών της Ελληνικής δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης, ενώ αναµένεται να αποτελέσει παιδαγωγικό εργαλείο στα χέρια των 

εκπαιδευτικών και των µαθητών στις νέες συνθήκες ραγδαίας ανάπτυξης της τεχνολογίας. 

Για το λόγο αυτό, έχει ληφθεί υπόψη τόσο η ύπαρξη του διεθνώς πλούσιου και 

αξιοποιήσιµου λογισµικού γενικής χρήσης (όπως π.χ. το excel), όσο και οι ιδιαίτερες 

δυνατότητες σχεδιασµού και αξιοποίησης της σύγχρονης υπολογιστικής τεχνολογίας που 

αφορά τη µάθηση και τη διδασκαλία των µαθηµατικών (Keisoglou & Kynigos, 2006, 

Kynigos & Gavrilis, 2006, Psycharis & Kynigos, 2009).  

Με βάση την οπτική αυτή τα κύρια χαρακτηριστικά του εκπαιδευτικού λογισµικού για την 

επιµόρφωση  αφορούν τόσο τις τεχνολογικές όσο και στις παιδαγωγικές παραµέτρους που θα 

πρέπει να διαθέτει ώστε να µπορεί να αξιοποιηθεί διδακτικά στο µάθηµα των µαθηµατικών. 

Ο όρος ‘τεχνολογικές παράµετροι’ αναφέρεται κυρίως στις προσφερόµενες λειτουργικότητες 

ενός εκπαιδευτικού λογισµικού και εξετάζεται αλληλένδετος µε την παιδαγωγική βαρύτητα 

που αυτές κατέχουν στο πλαίσιο της διδακτικής αξιοποίησή τους στο µάθηµα των 

µαθηµατικών. Τέτοιες παράµετροι αφορούν δυνατότητες όπως:  

Η έκφραση µαθηµατικών ιδεών και νοηµάτων, που σχετίζεται µε τη µελέτη µιας 

γνωστικής περιοχής των µαθηµατικών και µπορεί να αφορά ένα σύνολο µαθηµατικών 

εννοιών. Ο σχεδιασµός των λογισµικών που έχουν επιλεγεί στοχεύει στη δηµιουργία 

ευκαιριών εµπλοκής των µαθητών σε διαδικασίες αυτενεργούς κατασκευής µαθηµατικών 

νοηµάτων. 

Η ύπαρξη πολλαπλών διασυνδεόµενων αναπαραστάσεων µε δυνατότητα δυναµικού 

χειρισµού. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε τη δυνατότητα συµβολικής έκφρασης µέσω 

γλωσσών προγραµµατισµού και την ύπαρξη γραφικών αναπαραστάσεων, όπου οι αλλαγές 

στη µια αναπαράσταση επιφέρουν αλλαγές και στις υπόλοιπες που συνδέονται µε αυτή. Οι 

προσφερόµενες αναπαραστάσεις µπορεί να αφορούν διαφορετικές γνωστικά περιοχές των 

µαθηµατικών (όπως άλγεβρα-ανάλυση, γεωµετρία, στατιστική, πιθανότητες). Η παιδαγωγική 



  

17 

 

αξία τέτοιων αναπαραστάσεων είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τη χρήση της τεχνολογίας ως 

εργαλείου που ευνοεί την αλληλεπίδραση µε το χρήστη µέσα από τη διάθεση 

λειτουργικοτήτων που δεν απαντώνται µε τον ίδιο τρόπο και στα στατικά µέσα. 

∆ιερεύνηση-πειραµατισµός. Το λογισµικό πρέπει να αφήνει περιθώρια ανάπτυξης εικασιών 

και υποθέσεων για όσα συµβαίνουν στη οθόνη, ενισχύοντας παράλληλα τις προϋποθέσεις για 

αφαιρετική σκέψη και αναστοχασµό. Ο µαθητής πρέπει να µπορεί να πειραµατιστεί µε 

διαφορετικές  αναπαραστάσεις της ίδιας έννοιας αλλάζοντας παραµέτρους, αποδοµώντας και 

µετασχηµατίζοντας µαθηµατικά αντικείµενα και κατασκευές, βασιζόµενος κυρίως στην 

ανατροφοδότηση του υπολογιστή. Ο µαθητής έχει έτσι τη δυνατότητα να ελέγχει τις δράσεις 

του και να επαναπροσδιορίζει τις στρατηγικές του, να διερευνά δηλαδή τους τρόπους 

επίτευξης των ζητούµενων µιας εκπαιδευτικής δραστηριότητας.    

Υποστήριξη της συνεργατικής µάθησης και της επικοινωνίας. Το λογισµικό πρέπει να 

υποστηρίζει τη δυνατότητα σχεδιασµού δραστηριοτήτων που ενισχύουν την επικοινωνιακή 

διάσταση της µάθησης των µαθηµατικών µε άξονα τη συνεργατική µάθηση ανάµεσα και 

µεταξύ οµάδων µαθητών.  

3.2 Κατηγορίες εκπαιδευτικού λογισµικού για τη διδακτική των 

µαθηµατικών 

Οι µαθησιακές δραστηριότητες µε το διερευνητικό λογισµικό µπορούν να περιγραφούν µε 

βάση βασικές περιοχές των µαθηµατικών όπως η γεωµετρία, η άλγεβρα, η στατιστική και οι 

πιθανότητες. Σηµαντικό µέρος των δυσκολιών κατανόησης των µαθηµατικών µπορεί να 

εξηγηθεί ενιαία και ανεξάρτητα από τη µαθηµατική περιοχή. Σηµαντικό όµως µέρος των 

δυσκολιών αυτών οφείλεται επίσης στην ιδιοτυπία των εννοιών στις τέσσερις αυτές 

µαθηµατικές περιοχές και των αναπαραστάσεών τους, καθώς και στον τρόπο που 

εµφανίζονται και διδάσκονται στα αναλυτικά προγράµµατα των µαθηµατικών στα σχολεία. 

Επίσης, η πρόσθετη παιδαγωγική αξία από τη χρήση των ψηφιακών εργαλείων έχει 

διαφορετικό χαρακτήρα για την καθεµία από τις περιοχές αυτές που εν µέρει προέρχεται και 

από την αξιοποίηση διαφορετικών λειτουργικοτήτων και χαρακτηριστικών της τεχνολογίας. 

Αυτό ακριβώς δίνει και  τη σκοπιµότητα οργάνωσης των µαθησιακών δραστηριοτήτων µε 

βάση κατηγορίες διερευνητικών δραστηριοτήτων µε διάφορες λειτουργικότητες ψηφιακών 

εργαλείων. Η ταξινόµηση αυτή µας δίνει τις εξής κατηγορίες.  
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• της συµβολικής έκφρασης µέσω του προγραµµατισµού,  

• του δυναµικού χειρισµού γεωµετρικών αντικειµένων,  

• του χειρισµού αλγεβρικών ψηφιακών συστηµάτων  

• της διαχείρισης δεδοµένων και  

• των προσοµοιώσεων µοντέλων και καταστάσεων  

Παράλληλα  η ταξινόµηση αυτή αντανακλά σε κατηγορίες ψηφιακών εργαλείων που 

αναπτύχθηκαν στην πράξη και µε τη χρήση των οποίων έχουµε ερευνητικά δεδοµένα για το 

είδος των µαθησιακών δραστηριοτήτων που αναπτύσσουν οι µαθητές µε αυτά.  

Εκτός από τα βασικά εργαλεία έκφρασης µαθηµατικών εννοιών για τις ανάγκες της 

επιµόρφωσης έχει σηµασία να χρησιµοποιηθούν και λογισµικά που βρίσκονται στο στάδιο 

ανάπτυξης σε εξειδικευµένες ερευνητικές οµάδες ανά τον κόσµο και τα οποία συνιστούν 

επινοήσεις αιχµής για την αξιοποίηση της τεχνολογίας στη διδακτική των µαθηµατικών. Ο 

στόχος είναι να δωθεί µια βαθύτερη γνώση και εποπτεία του χώρου σε σας τους 

εκπαιδευτικούς αλλά και έναυσµα για την υποστήριξη κοινότητας δράσης µεταξύ σας όπου 

θα µπορείτε να παρακολουθείτε τις εξελίξεις και να συνεργάζεστε επιστηµονικά µε κοινό 

στόχο την προετοιµασία για µελλοντική αξιοποίηση της τεχνολογίας αυτής.  

Ας επικεντρωθούµε όµως στα ψηφιακά εργαλεία στα οποία θα βασιστεί η επιµόρφωσή σας. 

Το κάθε ένα από τα εργαλεία αυτά επιλέχθηκε ως ένας καλός και ευρέως διαθέσιµος 

εκπρόσωπος µιας από τις βασικές κατηρογίες που είπαµε. Είναι τα εξής: 

 

Κατηγορία: συµβολική έκφραση µέσω του προγραµµατισµού. 

Λογισµικό: Χελωνόκοσµος (Αβάκιο)  

Εναλλακτικά µπροεί να χρησιµοποιηθεί και το MaLT, η τρισδιάστατη έκδοση του 

Χελωνόκοσµου,  που είναι υπό ανάπτυξη 

 

Κατηγορία: δυναµικός χειρισµός γεωµετρικών αντικειµένων.  

Λογισµικό: Geometer’s Sketchpad ή GSP, Cabri Geometre ή Cabri, Geogebra 

Αυτά τα τρία λογισµικά µπορούν να χρησιµοποιηθούν ισοδύναµα και εναλλακτικά.  
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Κατηγορία: χειρισµός αλγεβρικών ψηφιακών συστηµάτων  

Λογισµικό: Function Probe ή FP 

 

Κατηγορία: διαχείριση δεδοµένων 

Λογισµικό: Ταξινοµούµε (Αβάκιο)  

Εναλλακτικά µπορεί να χρησιµοποιηθεί και το Tabletop, όπου αυτό είανι διαθέσιµο 

 

Κατηγορία: προσοµοιώσεις µοντέλων και καταστάσεων 

Λογισµικό: Modelus,  

Εναλλακτικά µπροεί να χρησιµοποιηθεί και το MoPiX που είναι υπό ανάπτυξη
1
 

 

                                                 

1
 Τα λογισµικά ανοικοτύ κώδικα ‘Χελωνόκοσµος’, ‘Ταξινοµούµε’, ‘Geogebra’, ‘MaLT’ και ‘MoPiX’ είναι 

διαθέσιµα και στο http://etl.ppp.uoa.gr.  
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4. Θεωρητική Επισκόπηση: Συνοπτικά Στοιχεία 

∆ιδακτικής Μαθηµατικών µε τη χρήση Ψηφικών 

Τεχνολογιών2 

4.1 Συνοπτικά στοιχεία εξέλιξης της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών 

Εξελικτικά είναι δύσκολο να προσδιορίσει κανείς από πότε η διδακτική των µαθηµατικών  

(‘∆τΜ’ από δω και εµπρός) διαµορφώθηκε σε επιστηµονικό χώρο µε αυτονοµία και 

ταυτότητα. Μια ενδεικτική ηµεροµηνία θα µπορούσε ίσως να θεωρηθεί το 1976, έτος 

ίδρυσης της κοινότητας "Ψυχολογία της Μαθηµατικής Εκπαίδευσης" και  διεξαγωγής του 

οµώνυµου συνεδρίου,  που από τότε γίνεται κάθε έτος ανελλιπώς µέχρι σήµερα (βλ. το 

Gutierrez & Boero, 2006 για µια σύνοψη της τριακονταετούς έρευνας καθώς και την σχετική  

ιστοσελίδα, http://www.igpme.org). Μέχρι τότε, όσα γνωρίζαµε για τη µάθηση των 

µαθηµατικών βρίσκονταιν κυρίως στις παρυφές γενικότερων θεωριών µάθησης, όπως του 

συµπεριφορισµού ή, αργότερα, του δοµισµού, που  εµφανίζεται κυρίως ως εφαρµογή της 

γνωστικής ψυχολογίας στη µάθηση των µαθηµατικών. Στην µετα-Πιαζετιανή εποχή, το 

κυρίαρχο µοντέλο ήταν αυτό της διάγνωσης των παρανοήσεων των µαθητών για τις 

µαθηµατικές έννοιες και κατά την Πιαζετιανή παράδοση, η επινόηση γενικών διαγνωστικών 

µοντέλων µε άξονα την ηλικιακή ωρίµανση (π.χ. Van Hiele, 1959). Μέσα σε αυτό το πλαίσιο 

η διδακτική αντιµετωπίστηκε ως επιστήµη διάγνωσης και ‘θεραπείας’ των παρανοήσεων 

αυτών και συνειρµικά ο µαθητής αντιµετωπιζόταν ως ‘ασθενής’ ως προς τις έννοιες που δεν 

καταννοούσε (Hart, 1981). Η οπτική αυτή όµως είχε ορισµένα ριζικά προβλήµατα για την 

κατανόηση της µαθησιακής διαδικασίας. Αντιµετώπιζε τα µαθηµατικά ως αυθύπαρκτη 

οντότητα και δεν πρότεινε έτσι τρόπο να µελετηθούν οι έννοιες που οι ίδιοι οι µαθητές 

ανέπτυσσαν. 

Κατά τα µέσα της δεκαετίας του ’80 διατυπώθηκαν οι πρώτες θέσεις για τη δοµική θεώρηση 

της διδακτικής των µαθηµατικών και σηµατοδότησαν την αυτονόµηση του χώρου 

(Freudenthal, 1983). Η θεώρηση αυτή έτυχε έντονης υποστήριξης από την κοινότητα της 

                                                 

2
 Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί σύνοψη µέρους του κεφαλαίου 3 του (Κυνηγός, 2007). 
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∆τΜ (παραδόξως πηγάζει κι αυτή από τον Piaget όπως θα δούµε), κυρίως διότι έθεσε θέµατα 

επιστηµολογίας και  προσέγγισης της µαθησιακής διαδικασίας µέσα από τις επιστήµες της 

αγωγής και όχι στενά της γνωστικής ψυχολογίας. Από πλευράς επιστηµολογίας, η θεώρηση 

αυτή συνεκτιµά τη διαλεκτική φύση των µαθηµατικών, που διατυπώνεται ανάγλυφα από 

τους Davis and Hersh, 1981 και τον Ούγκρο µαθηµατικό και φιλόσοφο Imre Lakatos, 1976 

όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Η θεώρηση για τα µαθηµατικά, που συµβαδίζει µε 

τη δοµική θεωρία µάθησης, προσδιορίζει το γνωστικό αυτό τοµέα ως µια έκφανση του 

ανθρώπινου λογισµού, ως ένα πεδίο της ανθρώπινης διανόησης που -από τη στιγµή που 

είναι ανθρώπινο κατασκεύασµα- ενέχει λάθη. Απορρίπτει δηλαδή οποιαδήποτε 

φαινοµενολογική διάσταση και αδιαµφισβήτητη υπόσταση του αντικειµένου (diSessa, 1987). 

Η θεώρηση αυτή υποδηλώνει οτι τα µαθηµατικά δεν έχουν υπόσταση ως φυσικό αντικείµενο, 

δεν βρίσκονται "κάπου εκεί έξω", ώστε να  ευσταθεί ο ισχυρισµός ότι ο στόχος του 

µαθηµατικού επιστήµονα είναι "να τα καταλάβει" και ότι  εφόσον τα κατανόησε δεν µπορεί 

να αµφισβητηθεί (ούτε ο ίδιος ούτε τα µαθηµατικά). Αντίθετα, αποτελούν κατασκεύασµα 

του καθενός από µας και άρα αυτός που κάνει µαθηµατικά είτε είναι µαθηµατικός 

επιστήµονας είτε µαθητής, κτίζει πάνω στη δική του θεωρία, κάνοντας συνεχώς λάθη, 

πισωγυρίσµατα και διορθώσεις. Βέβαια, υπάρχουν τα µαθηµατικά που όλοι ξέρουµε και τα 

οποία βρίσκονται γραµµένα σε τόσα δοκίµια και έχουν πολυάριθµες εφαρµογές. Αυτά είναι 

τα µαθηµατικά για τα οποία έχουµε συµφωνήσει από κοινού ότι τα εννοούµε µε παραπλήσιο 

τρόπο. Ωστόσο ακόµη και τα µαθηµατικά µε αυτή την έννοια δεν υπάρχουν ως αντικειµενική 

οντότητα. Η δοµική θεώρηση των µαθηµατικών εποµένως βλέπει το µαθητή όπως ακριβώς 

και τον επιστήµονα των µαθηµατικών. Ο µαθητής κατασκευάζει, δοµεί έννοιες µέσα από µια 

διαδικασία εικασιών, υποθέσεων, ανταπόκρισης από το κοινωνικό και φυσικό περιβάλλον, 

διατύπωσης θεωρηµάτων και αναθεώρησής τους, όταν η ορθότητά τους απορρίπτεται στην 

πράξη (Κολέζα, 2006).  

Το κύµα αυτό της δοµικής θεώρησης της µάθησης των µαθηµατικών επηρρέασε και τη 

γνωστική ψυχολογία, καθώς οι εκπρόσωποι και οι υποστηρικτές της διέβλεψαν ότι µε την 

αυστηρή θεώρηση της µάθησης ως παρανόηση εννοιών µόνο ένα µικρό µέρος της 

πραγµατικότητας θα µπορούσε να ερµηνευθεί (Confrey, 1995, Vergnaud, 1987). Ένας 

ευρύτατα διαδεδοµένος όρος της εποχής εκείνης είναι αυτός της εγκαθιδρυµένης µάθησης 

(Lave, 1988), δηλαδή της µάθησης που γεννιέται µέσα από ανθρώπινες καταστάσεις, στις 
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οποίες συµπεριλαµβάνονται η κοινωνικότητα, οι προθέσεις, οι αντιλήψεις για το ρόλο του 

καθενός και η χρήση των εννοιών σε συγκεκριµένες πραγµατικές συνθήκες.  

Η δοµική θεώρηση είχε µια σχετικά γρήγορη εξέλιξη προς τα άκρα στο χώρο της ∆ιδακτικής 

των Μαθηµατικών, που επικρίθηκε έντονα. Η εξέλιξη αυτή ήταν ο ριζικός δοµισµός που 

αρνείται οποιαδήποτε υπόσταση στα µαθηµατικά πέρα από τα δοµήµατα του καθενός από 

µας (von Glasersfeld, 1991). Αυτή η ώθηση επιτάχυνε και την έλευση της επόµενης 

θεώρησης, η οποία -ξεκινώντας από τη θεωρία του Vygotsky (1978,  βλέπε και 

Ράπτης&Ράπτη, 1997)- συνεκτίµησε τις κοινωνικές επιστήµες και ονοµάστηκε κοινωνικό-

δοµική (socio-constructivism). Τρείς είναι οι βασικές σχολές της θεώρησης αυτής: η Γαλλική 

σχολή της θεωρίας διδακτικών καταστάσεων (Chevallard, 1992, Brousseau, 1997), η θεωρία 

δράσης (Kaptelinin, 1997) και το δόµηµα των κοινωνικο-µαθηµατικών νορµών (Cobb et al, 

1996). Κύριο χαρακτηριστικό και των τριών Σχολών είναι ότι θεωρούν κυρίαρχο στοιχείο 

την ανθρώπινη κοινότητα µέσα στην οποία αναπτύσσεται η µαθηµατική νόηση και  

αντιµετωπίζουν την νόηση αυτή ως παράγωγο της ανθρώπινης δραστηριότητας, είτε 

πρόκειται για κοινωνική συµπεριφορά είτε για καθηµερινή πρακτική, δηλαδή τη 

χρησιµοποίηση µαθηµατικών εννοιών για την επίτευξη κάποιου στόχου πρακτικού ή µε 

προσωπκό νόηµα. Το στοιχείο αυτό αντικατοπτρίζεται έντονα και στη χώρα µας όπου ένα 

περίπου χρόνο πριν την έκδοση του παρόντος είχε ιδρυθεί η Ένωση Ερευνητών της 

∆ιδακτικής των Μαθηµατικών από επιστήµονες της Ελλάδας και της Κύπρου (βλ. Κυνηγός, 

2005, http://garme.ppp.gr).  

Στο σηµείο αυτό περίπου βρισκόµαστε ακόµη και σήµερα. Υπάρχουν, δηλαδή, µια σειρά από 

θεωρήσεις για τη µάθηση των µαθηµατικών που εντάσσονται στις τρείς αυτές σχολές, και 

καθεµία είχε τη δική της πορεία ανάπτυξης, ανάλογα µε τον ιδιότυπο πολιτισµικό και 

ερευνητικό περικείµενο µέσα από το οποίο αναδύθηκε. Οι θεωρίες αυτές είναι βέβαια πολύ 

συγκεκριµένες και τα δοµήµατά τους αποκρυσταλλωµένα σε σχέση µε την εποχή των 

γενικών θεωριών µάθησης. Είναι όµως ταυτόχρονα και κατακερµατισµένες,  χωρίς συνοχή ή 

σχέση µεταξύ τους και χωρίς δυνατότητα ευρύτερης αποδοχής και εφαρµογής στην 

εκπαίδευση ακριβώς λόγω της επιρροής του πλαισίου µέσα στο οποίο αναπτύχθηκε καθεµιά 

(Artigue, et al., 2006). Μπορεί κανείς να τις κατατάξει στα τρία πλαίσια που αναφέρθηκαν, 

δηλαδή της Θεωρία ∆ιδακτικών Καταστάσεων (Θ∆Κ), την Θεωρία ∆ράσης (ΑΘ) και αυτή 

των Κοινωνικο-µαθηµατικών Νορµών (ΚΜΝ). Σε αυτές προστίθεται και το πλαίσιο των 

θεωριών που έχουν έναν πιο εξατοµικευµένο χαρακτήρα, δηλαδή θεωρίες που περιγράφουν 
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τη µάθηση του ατόµου, ακόµα κι αν αυτό δρα ως µέλος µιας κοινωνικής οµάδας, όπως η 

θεωρία των Εγκαθιδρυµένων Αφαιρέσεων (Noss and Hoyles, 1996) ως εστίαση της θεωρίας 

της Lave για τη διδακτική των µαθηµατικών και µάλιστα σε περιβάλλοντα όπου 

χρησιµοποιείται η τεχνολογία µε την οπτική του παρόντος βιβλίου, στην οποία θα 

αναφερθούµε εκτενέστερα στη συνέχεια. Αυτό που δεν θα έπρεπε να κάνει κανείς είναι να 

θεωρήσει οτι η τελευταία δεν έχει πια ενδιαφέρον,  αποκλειστικά και µόνο επειδή  είναι 

προγενέστερη των υπόλοιπων. Πώς µπορούµε να µελετήσουµε την µαθησιακή διαδικασία ως 

συλλογικό µόνο φαινόµενο; ∆εν πρέπει να έχουµε θεώρηση για το πώς µαθαίνει το άτοµο, 

αναγνωρίζοντας, βέβαια,  ότι µαθαίνει ως κοινωνικό όν; Η εύλογη αυτή απορία δεν είχε 

διατυπωθεί ρητά την εποχή που γράφτηκε το βιβλίο, όπου υπήρχε µια άρρητη υποβάθµιση 

της σηµασίας της µελέτης του πώς µαθαίνει το άτοµο.  

4.2 Η Εξέλιξη της ∆τΜ µε εργαλεία Ψηφιακής Τεχνολογίας 

Για να κατανοήσει λοιπόν κανείς το τι ξέρουµε για τη µαθησιακή διαδικασία που αφορά τον 

κλάδο των µαθηµατικών σε περιβάλλοντα όπου αξιοποιείται η ψηφιακή τεχνολογία, 

χρειάζεται να τοποθετήσει τις εξελίξεις στο γενικότερο πλαίσιο της εξέλιξης των θεωρίων 

∆τΜ, που αναφέραµε παραπάνω.   

Οι θεωρητικές προσεγγίσεις για τη µαθησιακή διαδικασία των µαθηµατικών σε 

περιβάλλοντα βασισµένα σε εργαλεία σύγχρονης τεχνολογίας αρχίζουν µε τη θεώρηση του 

αµερικανού µαθηµατικού και παιδαγωγού από το Media Lab του ΜΙΤ, S. Papert (1980). Το 

βασικό χαρακτηριστικό της θεώρησης του Papert είναι η σχέση της µε τη θεωρία του J. 

Piaget και η προσέγγιση που προσδίδεται στην αξιοποιήση της σύγχρονης τεχνολογίας, 

καθώς αντιµετωπίζεται ως πολιτισµικό εργαλείο. Ο S. Papert ανέπτυξε τη θεωρία του στα 

µέσα της δεκαετίας του 60 µετά από µια πενταετή περίπου επίσκεψή του στο Πανεπιστήµιο 

της Γενεύης  και τη συνεργασία του µε τον Piaget . Η προσέγγιση του Piaget για τη µελέτη 

της µάθησης ενθουσίασε τον  Papert, ακριβώς διότι αποτελούσε µια εναλλακτική θεώρηση 

σε σχέση µε αυτή του συµπεριφορισµού, που επικρατούσε στις ΗΠΑ εκείνη την εποχή. Ο 

Papert ήθελε να περιγράψει τη µάθηση ως δραστηριότητα που πηγάζει από τη διερευνητική 

και δηµιουργική ανθρώπινη φύση. Προσέγγισε τη εκµάθηση των µαθηµατικών ως µια 

διαδικασία φυσιολογικής εξέλιξης της λογικο-µαθηµατικής σκέψης, παραλληλίζοντάς την µε 

την εκµάθηση της γλώσσας. Τόνισε ότι µαθαίνουµε να µιλάµε και να σκεφτόµαστε λογικά 

πολύ πριν πάµε σχολείο, σε καταστάσεις, όπου η µάθηση αυτή πραγµατοποιείται καθώς 
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αποκτούµε ικανότητες επιβίωσης και επικοινωνίας στο κοινωνικό και φυσικό µας 

περιβάλλον (Papert, 1980).  

Ο Papert συµφώνησε πολύ στενά µε τον πυρήνα της θεωρίας του Piaget, που -σε αντίθεση µε 

τον επικρατούντα τότε συµπεριφορισµό- χαρακτηρίζεται από µια ανθρωποκεντρική 

διάσταση της σκέψης και από µια θεώρηση του ανθρώπου ως αυτο-ρυθµιζόµενης οντότητας. 

Ο Piaget βλέπει την ανθρώπινη σκέψη να επηρρεάζεται από την οργανική φύση του 

ανθρώπου και τον φυσικό και κοινωνικό του περίγυρο. Βλέπει  ως έµφυτες ανθρώπινες 

τάσεις την εξισορρόπηση (equilibration), την αυτο-ρύθµιση (self-regulation) και την 

αυτοεξέταση / αναστοχασµό (reflection). Στο πλαίσιο αυτό θεωρεί ότι η ανθρώπινη σκέψη 

αποτελεί µια περίπλοκη δοµή από γνωστικά σχήµατα (cognitive schemes), δηλαδή δοµικούς 

γνωσιακούς λίθους βασισµένους στην εµπειρία. Κάνει επίσης την πρώτη προσπάθεια 

περιγραφής του τρόπου εξέλιξης ή ανάπτυξης της δοµής αυτής προτείνοντας δύο τρόπους µε 

τους οποίους αυτό συµβαίνει: την αφοµοίωση (assimilation), όπου ένα καινούργιο γνωστικό 

σχήµα εντάσσεται στην υπάρχουσα δοµή και τη συµµόρφωση (accommodation), όπου, 

επειδή το γνωστικό σχήµα δεν µπορεί να ενταχθεί στην  υπάρχουσα γνωσιακή δοµή, 

προκαλείται από τον άνθρωπο κάποια δοµική αλλαγή ή αναπροσαρµογή της δοµής αυτής.  

Ο Papert βασίζεται στη θεώρηση αυτή θεωρώντας την ως τη σηµαντικότερη συνεισφορά του 

Piaget. ∆ιαφοροποιείται όµως σηµαντικά από τον Piaget σχετικά µε τη θεωρία του για τη 

γνωστική ωρίµανση του ανθρώπου, δηλαδή τα στάδια γνωσιακής εξέλιξης, που είναι ίσως το 

πιο γνωστό µέρος της θεωρίας του (για µια εξαιρετική κριτική θώριση της θεωρίας του 

Piaget, βλέπε Donaldson, 1978). Ο Papert ισχυρίστηκε ότι αυτό που δεν έχουν κάνει οι 

επιστήµες της αγωγής είναι να µελετήσουν το τι µπορεί να κάνει το παιδί. Υποστήριξε 

δηλαδή ότι ο Piaget επικεντρώθηκε στο να εξηγήσει τις λογικές διεργασίες που δεν µπορεί να 

κάνει ο άνθρωπος στα διάφορα στάδια ωρίµανσής του. Επιστρέφοντας από τη Γενεύη, ο 

Papert ήταν πεπεισµένος ότι τα παιδιά µπορούν να σκεφτούν µε πολύ ανώτερους τρόπους 

από ό,τι υποστηρίζεται και ότι µπορούν να σχεδιαστούν τεχνητά περιβάλλοντα τα οποία 

να είναι πολύ πιο πλούσια σε δυνατότητες, ώστε να δίνουν στο παιδί εµπειρίες 

δηµιουργίας µαθηµατικών νοηµάτων (Papert, 1980).  

Η προβληµατική του Papert είναι ριζικά αντίθετη µε αυτήν που, προερχόµενη από τη 

γνωστική ψυχολογία, επικράτησε τις δεκαετίες του 70 και του 80, σύµφωνα µε την οποία 

δόθηκε έµφαση στη µελέτη των παρανοήσεων των µαθητών σχετικά µε τις µαθηµατικές 

έννοιες που εµφανίζονταν στα αναλυτικά προγράµµατα εκείνης της εποχής.  Το πρόβληµα µε 
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την προσέγγιση αυτή είναι ότι προσδίδει µια οντολογία στα µαθηµατικά, τα θεωρεί ως κάτι 

που υπάρχει στη φύση και το οποίο ο άνθρωπος το καταλαβαίνει προοδευτικά. Η δοµική 

(constructivist) θεώρηση της µάθησης, που διατυπώθηκε για πρώτη φορά πολύ πριν τον 

Piaget, (π.χ. από τον Dewey, 1933),  την προσεγγίζει  ως µια διαδικασία που συµβαδίζει µε 

την ανθρώπινη έκφραση, δηλαδή ως κάτι  που ο άνθρωπος οικοδοµεί. Αν προσεγγίσουµε µε 

τον τρόπο αυτό την ερµηνεία του πώς µαθαίνουµε µαθηµατικά, τότε πρέπει να εστιάσουµε 

την προσοχή µας στο ποιά νοήµατα δοµεί το παιδί και όχι στο αν ‘καταλαβαίνει ή παρανοεί’ 

νοήµατα που υπάρχουν. Αυτό ακριβώς κάνει ο Papert: ουσιαστικά ‘αναποδογυρίζει’ την 

προσέγγιση και µελετάει τα µαθηµατικά νοήµατα που δοµούν τα παιδιά, δηλαδή τι 

καταλαβαίνουν (αντί για το τι παρανοούν) και πώς η κατανόηση αυτή αναπτύσσεται (αντί 

για το ποιές παρανοήσεις ‘διορθώνονται’).   

Η θεώρηση του Papert έχει και ένα δεύτερο σκέλος, τη φιλοσοφία του για τη χρήση της 

σύγχρονης τεχνολογίας. Αυτή πηγάζει από τη πρωτόγνωρη τότε φιλοσοφία σχεδιασµού και 

χρήσης µιας γλώσσας προγραµµατισµού, που τότε ήταν το βασικό εργαλείο στην εξέλιξη της 

επιστήµης της τεχνητής νοηµοσύνης, την LiSP. Οι χρήστες της LiSP, υψηλά εξειδικευµένοι 

πληροφορικοί επιστήµονες, είχαν θέσει ως στόχο να αναπτύξουν προγράµµατα που 

απαιτούσαν σύλληψη και λύση εξαιρετικά δύσκολων γι’ αυτούς προβληµάτων. Για ένα 

τέτοιο πρόγραµµα συνήθως εργάζονταν αρκετοί επιστήµονες. Πιο συγκεκριµένα, 

χρησιµοποιούσαν τη γλώσσα προγραµµατισµού ως εργαλείο σκέψεων, προτάσεων και 

δηµιουργίας αλλεπάλληλων υπο-προγραµµάτων τα οποία άλλαζαν και διόρθωναν συνεχώς. 

Ο προγραµµατισµός δηλαδή ήταν αναπόσπαστο εργαλείο σκέψης και δηµιουργίας και όχι 

απλώς ένας κώδικας καταχώρησης έτοιµων αλγορίθµων στην µηχανή. Ο Papert σκέφτηκε ότι 

η δραστηριότητα αυτών των επιστηµόνων ήταν µια γνήσια δραστηριότητα µάθησης. Γιατί να 

µην υπάρχει µια γλώσσα προγραµµατισµού κατάλληλη, ώστε να µπορούν ακόµα και µικρά 

παιδιά να εµπλακούν σε τέτοιου είδους δραστηριότητα (στο δικό τους επίπεδο σκέψης, 

φυσικά); Έτσι συνέλαβε την γλώσσα Logo και την ανέπτυξε µαζί µε τους συνεργάτες του 

στο Media Lab (Feurzig & Papert, 1971).  

Στο πλαίσιο αυτό ο προγραµµατισµός ωθεί τους µαθητές να αναπτύξουν διαισθητικές ιδέες 

και να τις εκφράσουν µε τη χρήση συµβόλων, να τις ‘εκτελέσουν’ στον Η/Υ και να 

παρατηρήσουν άµεσα το αποτέλεσµά τους συγκρίνοντάς το µε το αποτέλεσµα που επιδίωκαν 

πριν από την ‘εκτέλεση’. Τους δίνει επίσης τη δυνατότητα να οµαδοποιήσουν ένα σύνολο 

ιδεών και µετά είτε να τις χρησιµοποιήσουν ως ένα αντικείµενο, µε ορισµένη ονοµασία, σε 
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ένα υψηλότερο αφαιρετικό επίπεδο, είτε να στοχαστούν πάνω σε µια συγκεκριµένη ιδέα που 

‘ενυπάρχει’ σ’ αυτό το αντικειµένο. Έτσι µπορούν να χρησιµοποιήσουν µια ιδέα µε 

εναλλακτικούς τρόπους:  ως εργαλείο, αλλά και ως αντικείµενο πάνω στο οποίο 

µπορούν να στοχαστούν (για να χρησιµοποιήσουµε την ορολογία της Douady, 1985).  

Ο προγραµµατισµός για τη ∆τΜ επιµένως προσεγγίζεται ως µέσο έκφρασης, διερεύνησης, 

δόµησης και αποκάλυψης ιδεών, στο πλαίσιο µικρών οµάδων εργασίας οι οποίες 

ασχολούνται µε κάποιο project, µπορεί να δηµιουργήσει σηµαντικές ευκαιρίες για την 

κοινωνική κατασκευή του νοήµατος µέσα στη σχολική τάξη.  

Για να καταλάβει κανείς  τα νοήµατα που αναπτύσσουν οι µαθητές δεν µπορεί να αγνοήσει 

το περιβάλλον στο οποίο εργάζονται και το πώς η αλληλεπίδραση που έχουν µε τα 

συγκεκριµένα εργαλεία επηρρεάζει τη σκέψη τους. Είναι εποµένως ιδιαίτερα χρήσιµη η 

προσέγγιση της εκγαθιδρυµένης µάθησης και ειδικότερα η δουλειά των Άγγλων ερενητών 

Hoyles και Noss οι οποίοι διατύπωσαν ένα θεωρητικό δόµηµα για να περιγράψουν καλύτερα 

αυτή τη διαδικασία της γενίκευσης εννοιών (Noss & Hoyles,  1996). Το δόµηµα αυτό το 

ονόµασαν ‘εγκαθιδρυµένες αφαιρέσεις’ (situated abstractions). Ο όρος αυτός υποδηλώνει 

ότι καταρχήν συµφωνούν µε τον Papert ότι οι µαθητές κάνουν µαθηµατικές αφαιρέσεις και 

ότι έχει ιδιαίτερη σηµασία να βρούµε εργαλεία και τρόπους για να τις περιγράψουµε. 

Ταυτόχρονα όµως δείχνουν ότι οι αφαιρέσεις αυτές είναι µερικές, γιατί αναδύονται µέσα από 

πολύ συγκεκριµένες καταστάσεις, όπως τα συγκεκριµένα τεχνολογικά εργαλεία, τις 

δραστηριότητες, τα κατασκευάσµατα (µοντέλα γεωµετρικών σχηµάτων στη προκειµένη 

περίπτωση), το διάλογο µε τους συµµαθητές τους και την παρέµβαση του διδάσκοντα στις 

δράσεις των µαθητών. Φαίνεται εποµένως ότι συνεκτιµούν την τάση της γνωστικής 

ψυχολογίας, που επικρατούσε τη δεκαετία του ’80, να συµπεριλάβει τέτοιες πτυχές στη 

µελέτη της µαθησιακής διαδικασίας µε την προσέγγιση της εγκαθιδρυµένης µάθησης. Όµως, 

όπως ακριβώς και ο Papert, αντιστρέφουν την στοχοπροσήλωση στις παρανοήσεις εννοιών 

και εστιάζουν στις έννοιες που δηµιουργούν οι ίδιοι οι µαθητές. Μόνο αν καταλάβουµε τις 

έννοιες αυτές και τη διαδικασία µε την οποία παράγονται, θα µπορέσουµε να 

διαµορφώσουµε µαθησιακά περιβάλλοντα που δίνουν πιο πλούσιες ευκαιρίες στους µαθητές 

να τις παράγουν.  

Εδώ πρέπει να συζητηθεί η έννοια της ‘µαθηµατικής έννοιας’. Εάν ακολουθήσουµε το 

παραδοσιακό για τη δεκαετία του ‘80 µοντέλο των παρανοήσεων, τότε δεν χρειάζεται 

συζήτηση: οι µαθηµατικές έννοιες είναι αυτές του αναλυτικού προγράµµατος, οι οποίες 
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έχουν προκύψει από βασικές υπαρκτές έννοιες-οντότητες της µαθηµατικής επιστήµης. Εάν 

όµως χρησιµοποιήσουµε το δοµικό µοντέλο για τη µάθηση, τότε πώς µπορούµε να 

προσδιορίσουµε τι σηµαίνει ‘µαθηµατική έννοια’; Είναι οποιαδήποτε έννοια δοµεί ο µαθητής; 

Πώς µπορούµε να διακρίνουµε µια έννοια, έτσι ώστε να µπορούµε να συνεννοηθούµε γι’ 

αυτήν; Φαίνεται πάντως ορθότερο να αντιµετωπίσουµε τις έννοιες ως κατασκευάσµατα των 

µαθητών µέσα από τη δράση τους σε κοινωνικές οµάδες στο περικείµενο της 

µαθησιακής κατάστασης.  

Σ’ αυτό το σηµείο είναι ιδιαίτερα διαφωτιστικός ο τρόπος που προσδιόρισε την µαθηµατική 

έννοια ο Γάλλος ψυχολόγος G. Vergnaud (1991). Υποστήριξε ότι δεν έχει νόηµα η 

αντίληψη µιας µαθηµατικής έννοιας σε αποµόνωση. Νόηµα έχει η θεώρησή της σε σχέση 

α) µε άλλες έννοιες που συνδέονται στενά µ’ αυτήν, β) µε µία οµάδα καταστάσεων στις 

οποίες µπορεί να χρησιµοποιηθεί και γ) µε µία οµάδα διαθέσιµων αναπαραστάσεών της. Για 

το λόγο αυτό, ο Vergnaud ονόµασε την τριάδα αυτή νοητικό πεδίο και υποστήριξε ότι στη 

διδακτική των µαθηµατικών αυτός πρέπει να είναι ο τρόπος αναφοράς στις µαθηµατικές 

έννοιες. Μετά από χρόνια, οι  Balacheff και Goldin (2002), συµπλήρωσαν την πρόταση του 

Vergnaud, προσθέτοντας µια τέταρτη πτυχή στον ορισµό του νοητικού πεδίου το οποίο 

προσδιόρισαν ως εξής: 

• P ένα σύνολο προβληµατικών καταστάσεων / προβληµάτων  

• R ένα σύνολο πράξεων, σχέσεων και αξιωµάτων  

• L ένα αναπαραστασιακό σύστηµα 

• Σ µία δοµή ελέγχου 

Στην πραγµατικότητα, οι Balacheff και Goldin επεκτείνουν την έννοια του νοητικού  πεδίου 

του Vergnaud, η οποία περιλαµβάνει τα πρώτα τρία στοιχεία, προκειµένου να εντάξουν σ’ 

αυτά ρητά το Σ, το οποίο δηλώνει αυτό που απαιτείται, προκειµένου να γίνουν από τους 

µαθητές κρίσεις, επιλογές, και να ληφθούν αποφάσεις κατά τη διαδικασία επίλυσης ενός 

προβλήµατος. Οι Balacheff και Goldin συνδυάζουν το Σ µε το θεωρητικό δόµηµα των 

‘θεωρηµάτων εν δράσει’ (theorems in action) του Vergnaud, δηλαδή τα συµπεράσµατα που 

παράγουν οι µαθητές, τα οποία αφορούν σταθερές µέσα σε µία οµάδα αντικειµένων σχέσεων 

ή προβληµάτων που συνδέονται µ’ αυτά. Η ανοιχτή αυτή θεώρηση ως προς το τι µπορεί να 

χαρακτηριστεί ‘νόηµα σε χρήση’ (conception in use) διατυπώθηκε αρχικά από το Vergnaud, 

από µία γνωστική οπτική και επικεντρώθηκε σε µαθηµατικές έννοιες περισσότερο, παρά στις 
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γνώσεις των µαθητών (1991). Η προσθήκη των Balacheff και Goldin µετατρέπει τον όρο 

ώστε να είναι κεντρικά χρήσιµος για την περιγραφή της µαθησιακής διαδικασίας µεν αλλά 

σε σχέση µε µαθηµατικές έννοιες.  

Παρότι είναι ιδιαίτερα χρήσιµα τα δοµήµατα αυτά για τη µελέτη της εκµάθησης των 

µαθηµατικών µε τη χρήση εργαλείων ψηφιακής τεχνολογίας, ο Vergnaud δεν τα διατύπωσε 

µε βάση το πλαίσιο αυτό, ενώ και οι Balacheff και Goldin µόνο περιφερειακά το έλαβαν 

υπόψη στην θεωρητική προσέγγιση που προαναφέραµε. Αντίθετα, η Mariotti (2002) παρέχει 

ένα χρήσιµο πλαίσιο κατανόησης της δηµιουργίας νοηµάτων, που πηγάζει από τις έρευνές 

της σε µαθησιακά περιβάλλοντα που αξιοποιούν τα εργαλεία της ψηφιακής τεχνολογίας. Με 

βάση την έννοια της κοινωνικής διαµεσολάβησης του νοήµατος (Vygotsky, 1978), η 

Mariotti εντάσσει τη δραστηριότητα αναπαράστασης µε ψηφιακά εργαλεία στο παραδοσιακό 

ρεπερτόριο µέσων αναπαράστασης της ανθρώπινης νόησης, όπως αυτό της γραπτής και 

προφορικής γλώσσας. Εκλαµβάνει έτσι τη µαθηµατική δραστηριότητα µε ψηφιακά εργαλεία 

ως κοινωνική διαµεσολάβηση του µαθηµατικού νοήµατος που µπορεί να επιτευχθεί 

εναλλακτικά µε αυτά και µε το γραπτό και προφορικό λόγο.  

Για τα εργαλεία αυτά οι Hoyles και Noss χρησιµοποιούν τον όρο εκφραστικά µέσα 

(expressive media, 2003). Βέβαια οι συγκεκριµµένοι ερευνητές του προσδίδουν µια κάπως 

ιδιόµορφη σηµασία σε σχέση µε αυτή που είπαµε. Χρησιµοποιούν τον όρο εκφραστικά µέσα 

για να κάνουν τη διάκριση µεταξύ των διερευνητικών λογισµικών για τα µαθηµατικά και των 

µικρόκοσµων, προκειµένου να υπογραµµίσουν ότι στην περίπτωση των ‘µικρόκοσµων’ 

δίδεται ιδιαίτερη έµφαση στη δραστηριότητα της κατασκευής (Kafai and Resnick, 1996) και 

στον προγραµµατισµό, δηλαδή στη χρήση τυπικού φορµαλισµού για την έκφραση 

µαθηµατικών νοηµάτων.  

Ένα κεντρικό στοιχείο που αφορά στη µάθηση των µαθηµατικών µε τα εκφραστικά ψηφιακά 

µέσα είναι η διερευνητική δραστηριότητα µε ‘µικρόκοσµους’.  Αρχικά ο Papert δανείστηκε 

τον όρο από το χώρο της τεχνητής νοηµοσύνης, του έδωσε όµως ένα ιδιότυπο νόηµα το 

οποίο εξελίχθηκε µέσα στην κοινότητα της διδακτικής των µαθηµατικών. Περιέγραψε τον 

‘µικρόκοσµο’ ως έναν αυτοτελή κόσµο, όπου οι µαθητές µπορούν να ‘µάθουν να 

µεταφέρουν συνήθειες διερεύνησης από την προσωπική τους εµπειρία στο τυπικό χώρο της 

επιστηµονικής δηµιουργίας’ (Papert, 1980, σ. 177). Ένας µικρόκοσµος είναι ένα λογισµικό 

µεν, αλλά επειδή επιδέχεται διερεύνησης, αναδηµιουργίας και επέκτασης µπορεί να 

χαρακτηριστεί ευρύτερα ως ‘υπολογιστικό περιβάλλον’. Είναι λοιπόν ένα υπολογιστικό 
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περιβάλλλον, το οποίο ενσωµατώνει ένα συνεκτικό σύνολο από µαθηµατικές έννοιες και 

σχέσεις, σχεδιασµένο έτσι ώστε συνοδευόµενο από ένα σύνολο κατάλληλων ασκήσεων και 

διδακτικής καθοδήγησης οι µαθητές µπορούν να εµπλακούν σε διερευνητική και 

δηµιουργική δραστηριότητα παραγωγής µαθηµατικών νοηµάτων.  

Η η ανάγκη βέβαια διαχωρισµού των µικρόκοσµων από τα άλλα ψηφιακά εργαλεία για την 

∆τΜ δεν συνεπάγεται οτι οι µικρόκοσµοι δεν συνιστούν µέσα έκφρασης νοηµάτων. Για 

παράδειγµα, σε έρευνα του Εργαστηρίου Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας της Φιλοσοφικής 

Σχολής του ΕΚΠΑ οι µαθητές χρησιµοποίησαν έναν µικρόκοσµο που από την αρχή 

σχεδιάστηκε ως εκφραστικό µέσο, µε την έννοια που δίνει στον όρο η  Mariotti, δηλαδή ως 

µέσο µε το οποίο οι µαθητές εξέφρασαν νοήµατα µέσα σ’ ένα κοινωνικό περιβάλλον, καθώς 

ασχολούνταν µε δραστηριότητες κατασκευής.  Η ιδιαιτερότητα στη µελέτη αυτή είναι ότι οι 

µαθητές χρησιµοποίησαν ένα εργαλείο που σχεδιάστηκε στο εργαστήριο έτσι ώστε οι 

αναπαραστάσεις που θα µπορούσαν να ‘φτιάξουν’ µε το µικρόκοσµο αυτό να περιλαµβάνουν 

συνδυασµένα τόσο τον τυπικό φορµαλισµό όσο και το δυναµικό χειρισµό, όπως φαίνεται 

στην επιστηµολογική ανάλυση του ‘Χελωνόκοσµου’, ενός από τα εργαλεία του αναλυτικού 

σας προγράµµατος σπουδών (Κυνηγός 2007). Εύλογα θα αναρωτηθεί κανείς: αφού τα 

σύγχρονα διακείµενα των ψηφιακών εργαλείων µας επιτρέπουν να απαλλαγούµε από την 

ανάγκη χρήσης κειµενικών χαρακτήρων για να κάνουµε διάφορες δραστηριότητες µε τον 

υπολογιστή, δεν θάπρεπε να είναι πρωταρχικός στόχος να παρακάµψουµε την ανάγκη οι 

µαθητές να µαθαίνουν τον τυπικό µαθηµατικό φορµαλισµό για να εκφράσουν µαθηµατικά 

νοήµατα; Γιατί να µην αρκεί ο δυναµικός χειρισµός των αντίστοιχων εργαλείων (π.χ. του 

Cabri ή του Geometry Sketchpad) για να ασκηθούν στη µαθηµατική σκέψη; Η άποψη οτι η 

εκµάθηση του τυπικού φορµαλισµού όχι µόνο δεν εµποδίζει την ανάπτυξη της µαθηµατικής 

σκέψης αλλά µε τα κατάλληλα εργαλεία, δραστηριότητες και διδακτική υποστήριξη, µπορεί 

να την ενισχύσει, έχει σηµαντικά υπέρ αυτής επιχειρήµατα. Κάθε φορά που επινοείται ένας 

καινούργιο τρόπος αναπαράστασης εννοιών δεν σηµαίνει οτι οι διαθέσιµες µέχρι τότε 

αναπαραστάσεις πρέπει άκριτα να εγκαταλειφθούν. Εάν ήταν έτσι, τότε θα είχαµε 

εγκαταλείψει τον προφορικό λόγο µε την έλευση του γραπτού κ.ο.κ. Όταν καταλαγιάσει το 

φαινόµενο του νεωτερισµού, η καινούργια αναπαράσταση καταλαµβάνει µια θέση ανάµεσα 

στις προηγούµενες και παράλληλα αυτές αναπροσδιορίζονται ώστε να λειτουργούν 

συµπληρωµατικά µε τις καινούργιες. Τα εικονοστραφή διακείµενα έχουν κάνει τον 

προγραµµατισµό να µην είναι ο µόνος ή ο πιο πρόσφατος τρόπος έκφρασης µε τη χρήση 



  

30 

 

ψηφιακών εργαλείων. ∆εν σηµαίνει αυτό όµως οτι δεν είναι χρήσιµος για τον άνθρωπο και 

ειδικότερα για την ανάπτυξη της  µαθηµατικής εκφραστικής του ικανότητας.  

Σύµφωνα µε τον  diSessa (2000) οι διεπιφάνειες συµβολικής γλώσσας στα υπολογιστικά 

εκφραστικά µέσα παρέχουν στους µαθητές πλούσιες ευκαιρίες εµπλοκής σε δραστηριότητες 

όπου ο φορµαλισµός έχει νόηµα. Ο φορµαλισµός θεωρείται ευρέως ως εµπόδιο στις 

προσπάθειες των µαθητών να δηµιουργήσουν και να χρησιµοποιήσουν µαθηµατικές έννοιες, 

ενώ οι µαθητές δεν βρίσκουν κάποιο νόηµα στη χρήση του µαθηµατικού φορµαλισµού. Τον 

θεωρούν απλώς ως επιβεβληµένο κώδικα για τη διεξαγωγή τυπικών, συνηθισµένων 

δραστηριοτήτων χωρίς νόηµα (meaningless routines)  (Dubinsky, 2000). Αντίθετα, οι 

δυναµικές διεπιφάνειες που επιτρέπουν τον εικονο-κεντρικό χειρισµό δίνουν στους µαθητές 

τη δυνατότητα να έχουν πρόσβαση σε µαθηµατικές ιδέες παρακάµπτοντας την τυπική 

αναπαράσταση (Laborde και Laborde, 1995, Laborde et al, 2006). Άραγε αυτό σηµαίνει ότι 

ο φορµαλισµός είναι χρήσιµος µόνο σε καταξιωµένους µαθηµατικούς, οι οποίοι µπορούν, 

µέσω αυτού, να εκφράσουν αφηρηµένες µαθηµατικές έννοιες; Μία βασική παραδοχή στη 

µελέτη µας είναι ότι, όπως η ψηφιακή τεχνολογία παρέχει τα µέσα για να παρακαµφθεί ο 

φορµαλισµός, έτσι µπορεί και να ενισχύσει έναν εντελώς διαφορετικό τρόπο χρήσης του από 

τους µαθητές, δηλαδή η ψηφιακή τεχνολογία παρέχει στους µαθητές τη δυνατότητα να 

εκφράσουν µαθηµατικά νοήµατα χρησιµοποιώντας ως µέσο τον τυπικό φορµαλισµό 

(Kynigos, 2002).  

Μόνο πρόσφατες έρευνες υιοθετούν σαφές κοινωνιο-δοµικό πλαίσιο για τις συνεργατικές 

µαθησιακές διαδικασίες, δηλαδή για την κατανόηση της φύσης της µάθησης σε συνεργατικό 

περιβάλλον, τόσο σε ατοµικό όσο και σε κοινωνικό επίπεδο. Οι θεωρητικές αυτές προοπτικές 

έχουν σηµαντικά επηρεαστεί από προσπάθειες να συνθέσουν τις Πιαζετιανές απόψεις για την 

ατοµική µάθηση µε το κοινωνιοπολιτισµικό παράδειγµα του Vygotsky, ή να τις επεκτείνουν, 

αξιοποιώντας επιµέρους στοιχεία τους  (Light & Mevarech, 1992). Η Confrey, για 

παράδειγµα, προσέγγισε τη µελέτη ενός ζεύγους µαθητών που εργάζονταν στις συναρτήσεις 

µε αναπαραστασιακά µέσα (Smith & Confrey, 1991), συνδυάζοντας ξεκάθαρα Πιαζετιανές 

και Βιγκοτσκιανές θεωρίες και επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον στο µαθηµατικό περιεχόµενο 

και στο υπολογιστικό εργαλείο. Εν τούτοις, τόσο ο Piaget όσο και ο Vygotsky, δεν 

επικεντρώνονται σε µια θεωρία για τη µάθηση µέσω της δράσης και της επικοινωνίας µε 

συνεργάτες, ως µια πολιτισµική δραστηριότητα ενταγµένη σε συγκεκριµένο χωροχρονικό 

πλαίσιο. Μ’ αυτή την έννοια, η απλή προσπάθεια συγκερασµού των θεωριών τους µε σκοπό 
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την κατανόηση της µάθησης από κοινωνιο-δοµική σκοπιά µπορεί να φτάσει µόνο µέχρι ενός 

σηµείου στην κατανόηση του είδους των παραγόντων που επηρεάζουν τη δηµιουργία 

µηνυµάτων σε κοινωνικές συνθήκες. 

Προσπάθειες δηµιουργίας ενός συνθετικού πλαισίου έχουν γίνει από τους Mercer και 

Wegerif, οι οποίοι έχουν µελετήσει την οµιλία σε συνεργασιακά περιβάλλοντα βασισµένα σε 

µια ‘διαλογική’ άποψη της συνεργασίας. Την άποψη αυτή την αντιπαραθέτουν στις 

Πιαζετιανές και Βιγκοτσκιανές θεωρίες, τις οποίες χαρακτηρίζουν ως µονολογικές (Wegerif 

& Mercer, 1996), και προτείνουν τρόπους µε τους οποίους η γλώσσα µπορεί να γίνει 

αντιληπτή και να χρησιµοποιηθεί ως κοινωνικός τρόπος σκέψης (Mercer, 1996). Ειδικότερα 

όσον αφορά την εκµάθηση των Μαθηµατικών, οι Cobb, Yackel & Wood (1995) 

πραγµατοποίησαν µία σειρά διδακτικών πειραµάτων, συγκλίνοντας στην ανάπτυξη ενός 

σαφούς συγκερασµού των αλληλεπιδρασιακών και δοµικών απόψεων ως βάση για την 

ενσωµάτωση της έννοιας των κοινωνικο-µαθηµατικών ρυθµιστικών κανόνων, δηλαδή των 

συµβάσεων στις κοινές δραστηριότητες της τάξης, που έχουν συµφωνηθεί από κοινού από το 

δάσκαλο και τους µαθητές. Υπογραµµίζουν ότι η µαθηµατική δραστηριότητα των µαθητών 

είναι κατ’ εξοχήν κοινωνική, αφού δεν αναπτύσσεται πέρα από τη συµµετοχή σε κοινότητες 

δράσης. Επίσης υιοθετούν δύο αναλυτικές απόψεις, εκ των οποίων η µία λαµβάνει ως σηµείο 

αναφοράς το άτοµο και η άλλη το σύνολο και προσπαθούν να τις συγκεράσουν (Cobb et al, 

1997).  Τέτοιες µελέτες, εντούτοις, διαφοροποιούνται από την κυρίαρχη τάση. Υπάρχει 

ανάγκη να περιγράψουµε συνεργατικές µαθησιακές διαδικασίες, µε σκοπό να 

διαµορφώσουµε θεωρίες που να επικεντρώνονται περισσότερο στη µάθηση µέσα σε 

κοινωνικά περιβάλλοντα. 

Όσον αφορά την τρίτη οπτική των κοινωνικών προτύπων, ένα πρόβληµα στην ενθάρρυνση 

της συνεργασίας  εγείρεται από τη δυναµική της σχολικής τάξης, επειδή η συνήθως απαίτηση 

είναι οι µαθητές να µη µιλούν στους συµµαθητές τους και να απαντούν στις ερωτήσεις του 

δασκάλου γρήγορα και σωστά. Η καθιέρωση στην τάξη προτύπων (Cobb et al., 

1992· Hershkowitz & Schwarz, 1997), τα οποία ενθαρρύνουν και δίνουν αξία στον κοινωνικό 

τρόπο σκέψης (Mercer, 1996) είναι ακόµη κάτι που δεν έχει πραγµατοποιηθεί, και έχει 

σηµειώσει θετικά αποτελέσµατα µόνο σε πειραµατικές καταστάσεις (Chronaki & Kynigos, 

1999). 
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5. Βασικά Στοιχεία ∆ιδακτικής της Άλγεβρας µε τη χρήση 

Ψηφιακών Τεχνολογιών 

Οι ψηφιακές τεχνολογίες που έχουν µέχρι τώρα αναπτυχθεί για τη διδασκαλία και τη µάθηση 

εννοιών της Άλγεβρας µπορούν να χωριστούν σε δύο οµάδες. Η πρώτη αποτελείται από τα 

Ψηφιακά Αλγεβρικά Συστήµατα (Computer Algebra Systems) ή CAS. Χαρακτηριστικός 

εκπρόσωπος είναι το λογισµικό FP. Η δεύτερη οµάδα αποτελείται από τα υπόλοιπα 

λογισµικά, καθώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την διδασκαλία και τη µάθηση 

αλγεβρικών εννοιών τόσο λογισµικά συµβολικής έκφρασης, όπως ο Χελωνόκοσµος, όσο και 

λογισµικά δυναµικού χειρισµού γραφικών παραστάσεων όπως το GSP, το CABRI και το 

Geogebra. Μπορούν ακόµα να χρησιµοποιηθούν και προσοµοιωτές, όπως το Modelus ή το 

MoPiX ή ακόµα και λογισµικά φύλλα όπως το Εxcel. Από το σύνολο των λογισµικών αυτών, 

µόνο τα CAS είναι σχεδιασµένα κατ’ αποκλειστικότητα για τη διδακτική της Άλγεβρας. 

Ποιά µαθησιακά ζητήµατα µπορούν όµως να αντιµετωπιστούν µε τα εργαλεία αυτά;  

5.1 Οι δυσκολίες στην Άλγεβρα 

Η Άλγεβρα αποτελεί µία περιοχή των µαθηµατικών που παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες 

που σχετίζονται µε την κατανόηση των εννοιών της, δυσκολίες που αφορούν τόσο τον 

µαθητή όσο και τον διδάσκοντα. Πού όµως οφείλονται η δυσκολίες αυτές; Ποιά είναι η φύση 

τους; Ποια εµπόδια καλείται να ξεπεράσει ο µαθητής και πώς η τεχνολογία µπορεί να 

υποστηρίξει την διδασκαλία της; 

Η Άλγεβρα, µέσα στο τρέχον αναλυτικό πρόγραµµα του σχολείου και τα εγχειρίδια, 

προβάλλεται ως µία γενίκευση της αριθµητικής και από το σηµείο αυτό εµφανίζονται και οι 

πρώτες δυσκολίες. Η αριθµητική αποτελεί έναν τοµέα µέσα στον οποίο τα µαθηµατικά 

αντικείµενα είναι µια τάξη µεγέθους πιο συγκεκριµένα από την Άλγεβρα. Στο χώρο της 

Άλγεβρας τα αντικείµενα είναι γενικευµένοι αριθµοί και οι σχέσεις είναι σχέσεις µεταξύ 

γενικευµένων αριθµών ή αλλοιώς, ο ρυθµός µε τον οποίο αλλάζουν οι τιµές που µπορεί να 

πάρει ένας γενικευµένος αριθµός σε σχέση µε κάποιον άλλο.  

Ας δώσουµε ένα παράδειγµα ανεπτυγµένου επιπέδου αφαίρεσης. Ένα πολυώνυµο, π.χ ένα 

τριώνυµο, αποτελεί µία έκφραση, µία παράσταση της µορφής P(x) = 2x
2
+3x+1. Η 
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παράσταση αυτή αποτελεί ήδη µία γενίκευση αφού ορίζει µία ισότητα η οποία µπορεί να 

ισχύει για άπειρα ζεύγη αριθµών (x0, P(x0)). Το νόηµα όµως του πολυωνύµου δεν 

περιορίζεται εδώ αφού µπορεί να θεωρηθεί ως ένα στοιχείο του συνόλου των πολυωνύµων, 

το οποίο µπορώ να προσθέσω, να αφαιρέσω και γενικά να εµπλέξω σε αλγεβρική 

επεξεργασία µε άλλα πολυώνυµα.  

Τι συµβαίνει όµως όταν στην θέση των συντελεστών του πολυωνύµου τοποθετήσω 

παραµέτρους; ∆ηλαδή, ποιο είναι το νόηµα της έκφρασης P(x) = αx
2
+βx+γ; Εδώ πλέον 

έχουµε µία πολλαπλότητα πολυωνύµων που εκφράζεται µέσα από έναν γενικευµένο τύπο και 

στο σηµείο αυτό εντοπίζεται η δυσκολία κατανόησης εκ µέρους των µαθητών του Γυµνασίου 

και του Λυκείου.  

Αυτός ο τυπικός, αυστηρός και αφηρηµένος µαθηµατικός συµβολισµός εµφανίζεται στους 

µαθητές ως αυθαίρετος και πολλοί ειδικοί περί την διδακτική των µαθηµατικών 

υπογραµµίζουν τις παρανοήσεις των µαθητών σχετικά µε τα γράµµατα της αλφαβήτου τα 

οποία χρησιµοποιούνται για να δηλώσουν άλλοτε µια µεταβλητή, άλλοτε µία παράµετρο και 

άλλοτε έναν άγνωστο. 

Εάν επιχειρούσαµε να συνοψίσουµε τις δυσκολιες που παρουσιάζονται στην διδασκαλία της 

Άλγεβρας θα έπρεπε να εστιάσουµε στο πρόβληµα της νοηµατοδότησης των αλγεβρικών 

συµβόλων, των αλγεβρικών εκφράσεων και των µετασχηµατισµών που οι µαθητές 

καλούνται να εφαρµόσουν. Συγκεκριµένα το νόηµα που ο µαθητής αποδίδει στις 

µαθηµατικές οντότητες όταν επιχειρεί να λύση ένα πρόβληµα Άλγεβρας, µπορεί να 

προέρχεται είτε αποκλειστικά και µόνο από τον χώρο της Άλγεβρας (π.χ. σωστή εφαρµογή 

των κανόνων σύνταξης) είτε από έναν άλλο χώρο (αριθµητική, γεωµετρία, πραγµατικός 

κόσµος κ.λ.π). Το νόηµα, για παράδειγµα, της ταυτότητας (α+β)
3
=α

3
+β

3
+3αβ(α+β) πηγάζει 

από το γεγονός ότι η σωστή εφαρµογή της επιµεριστικής ιδιότητας και στα δύο µέλη οδηγεί 

στην ίδια αλγεβρική έκφραση, δηλαδή το νοηµα προέρχεται από την σωστή εφαρµογή των 

κανόνων αλγεβρικής επεξεργασίας. Το νόηµα όµως της ταυτότητας αυτής θα µπορούσε να 

προέρχεται από το γεγονός ότι οι αριθµητικές τιµές των δύο µελών της ταυτότητας 

ταυτίζονται κάθε φορά που κάνουµε αντικατάστση των α, β µε συγκεκριµένους αριθµούς. 

Τέλος, η ταυτότητα αυτή θα µπορούσε να αντλήσει νόηµα από µία γεωµετρική παράσταση 

των εκφράσεων που περιέχουν τα δύο µέλη της. Συγκεκριµένα ένας κύβος πλευράς (α+β) θα 

µπορούσε να αναλυθεί σε έναν κύβος πλευράς α, σε έναν κύβο πλευράς β, κα σε τρία ίσα 

ορθογώνια παραλληλεπίπεδα µε διαστάσεις  α, β, (α+β). 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τρεις τρόποι νοηµατοδότησης της ταυτότητας. 

Αλγεβρική προσέγγιση Αριθµητική προσέγγιση Γεωµετρική προσέγγιση 

α β (α+β)
3 

α
3
+β

3
+3αβ(α+β) 

1 2 27 27 

-2 3 1 1 

(α+β)
3
 

 

0 2 8 8 

…. …. ….. …… 

 

 

(α+β)
3
= 

(α+β)(α+β)(α+β)= 

……..=  

α
3
+β

3
+3αβ(α+β) 

….. ….. …… ….. 

α
3
+β

3
+3αβ(α+β) 

 

Η αλγεβρική προσέγγιση αποτελεί και την αυστηρή, τυπική απόδειξη της ταυτότητας ενώ οι 

δύο άλλες αποτελούν διαισθητικές προσεγγίσεις από τις οποίες όµως πηγάζει πλούσιο νόηµα 

για τον µαθητή. 

Έχει θεωρηθεί ότι ένας τρόπος υπέρβασης της δυσκολίας κατανόησης των αλγεβρικών 

συµβόλων και παραστάσεων είναι η επίλυση λεκτικών προβληµάτων η οποία συνδέει τον 

αλγεβρικό συµβολισµό µε πραγµατικές καταστάσεις. Φαίνεται ότι η επίλυση προβληµάτων 

δεν έχει αποδώσει τα επιδιωκόµενα αποτελέσµατα αφού παρατηρήθηκε το φαινόµενο οι 

µαθητές να περιορίζονται σε αποστήθιση κανόνων και µεθόδων αντιµετώπισης των 

προβληµάτων χωρίς να κατανοούν τις έννοιες που χρησιµοποιούν. 

Τον εύλογο ερώτηµα λοιπόν που τίθεται είναι πού οφείλεται αυτή η υστέρηση σε 

αποτελεσµατικότητα και γιατί τα προβλήµατα κατανόησης εκ µέρους των µαθητών 

παραµένουν; Μία απάντηση θα µπορούσε να αναζητηθεί στον χώρο των εργαλείων που 

διαθέτουν οι µαθητές, συγκεκριµένα στο γεγονός ότι τα προ-τεχνολογικά στατικά µέσα 

αναπαράστασης των εννοιών έχουν περιορισµένη διδακτική εµβέλεια. Η χρήση του 

τετραδίου και του πίνακα στην αναπαράσταση των αλγεβρικών εννοιών απαιτεί ιδιαίτερες 

νοητικές και αφαιρετικές δεξιότητες καθώς τα συγκεκριµένα στατικά µέσα δεν διαθέτουν 

διαδραστικά χαρακτηριστικά, δηλαδή δεν αντιδρούν στις ενέργειες του µαθητή. 
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5.2 Η διδασκαλία της Άλγεβρας και η ψηφιακή τεχνολογία 

Η υποστήριξη της διδασκαλίας της Άλγεβρας από τα ψηφιακά εργαλεία θα µπορούσε να 

αποτελέσει µία πρόταση για το ξεπέρασµα πολλών δυσκολιών που σχετίζονται µε τα υψηλά 

επίπεδα αφαίρεσης και τα στατικά µέσα που χρησιµοποιούνται στην παραδοσιακή 

διδασκαλία της. 

Ας δούµε όµως ποια χαρακτηριστικά των λογισµικών που υποστηρίζουν την διδασκαλία της 

Άλγεβρας συµβάλλουν σε µία διαφορετική προσέγγιση της διδασκαλίας της. 

∆ιάδραση 

Τα ψηφιακά εργαλεία για την εκµάθηση µαθηµατικών εννοιών, καθώς διαθέτουν 

δυνατότητες επικοινωνίας µε τον χρήστη, µπορούν επίσης να µετασχηµατίσουν τη διδακτική 

διαδικασία. Η διάδραση, δηλαδή η άµεση ανταπόκριση της µηχανής, και ο δυναµικός 

χαρακτήρας της τεχνολογίας αλλάζουν θεµελιακά αυτά που η διδακτική µπορεί να 

προσφέρει στην υποστήριξη της µαθησιακής διαδικασίας.  

Για παράδειγµα η δυνατότητα να αλλάζουµε δυναµικά τους συντελεστές ενός τριωνύµου και 

η µηχανή να µας αναφέρει άµεσα το πρόσηµο του τριωνύµου ή το πλήθος των ριζών δίνει 

νέα διάσταση στην διδασκαλία της έννοιας. Η διάσταση αυτή ενισχύει µία σηµαντική στάση 

των µαθητών για την µάθηση των µαθηµατικών, αυτήν της διερεύνησης και του 

πειραµατισµού. 

Ο καθηγητής έχει την δυνατότητα τώρα να σχεδιάσει µία διδακτική πορεία η οποία µπορεί 

αφενός να υποστηρίξει το τρέχον αναλυτικό πρόγραµµα και αφετέρου να το επεκτείνει σε 

θέµατα τα οποία δεν είναι δυνατόν να αντιµετωπιστούν µε τα στατικά µέσα που συνήθως 

χρησιµοποιούνται. Για παράδειγµα δεν είναι δυνατόν να γίνει διερεύνηση µέσα σε µία 

παραδοσιακή τάξη για τον τρόπο που µεταβάλλεται η γραφική παράσταση του τριωνύµου 

όταν µεταβάλλεται ο συντελεστής β ή και ο συντελεστής α. 
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Εικόνα 1: Καθώς αλλάζουµε τις τιµές των συντελεστών η µηχανή δίνει όλες τις πληροφορίες 

που αφορούν στο τριώνυµο. 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονίσουµε και ένα άλλο τεχνικό χαρακτηριστικό των 

ψηφιακών µέσων, την ταχύτητα απόκρισης. Αν στο παράδειγµα της διδασκαλίας της 

ταυτότητας (α+β)
3
 θελήσουµε να ακολουθήσουµε την αριθµητική προσέγγιση τότε οι 

αλεπάλληλες αντικαταστάσεις και αριθµητικές πράξεις θα δηµιουργήσουν αρνητική στάση 

των µαθητών. Αν καταφύγουµε σε ένα ψηφιακό µέσον (π.χ το FP) τότε µπορούµε να 

δηµιουργήσουµε στον µαθητή την αντίληψη ότι σε κάθε περίπτωση τα δύο µέλη της 

ταυτότητας δίνουν το ίδιο αριθµητικό αποτέλεσµα µετά από θεωρητικά άπειρες δοκιµές. 
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Πολλαπλές αναπαραστάσεις 

Ας έρθουµε τώρα σε ένα άλλο σηµαντικό χαρακτηριστικό των ψηφιακών µέσων 

υποστήριξης της διδασκαλίας της Άλγεβρας, την δυνατότητα πολλαπλών και δυναµικά 

συνδεδεµένων αναπαραστάσεων µιας αλγεβρικής έννοιας.  

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις µίας µαθηµατικής έννοιας αποτελούν µία δυνατότητα των 

ψηφιακών τεχνολογιών η οποία συµβάλει στον µετασχηµατισµό της αντίληψής µας για την 

έννοια αυτή µε χαρακτηριστικό παράδειγµα την συνάρτηση.  

Η παρουσίαση της έννοιας της συνάρτησης στην σχολική πρακτική βασίζεται σε µία 

αυστηρά καθορισµένη σειρά ενεργειών: Χρήση του τύπου - κατασκευή πίνακα τιµών - 

αναπαράσταση σε άξονες. Τα σύγχρονα λογισµικά για την Άλγεβρα δίνουν την δυνατότητα 

κατάργησης της σειράς αυτής και ενοποίησης όλων των αναπαραστάσεων µιας συνάρτησης.  

Για παράδειγµα στο λογισµικό Function Probe (FP) o πίνακας επικοινωνεί µε το γράφηµα 

και αντιστρόφως, µπορούµε να αποκόψουµε σηµεία από το γράφηµα και να τα στείλουµε 

στον πίνακα. Ο τύπος της συνάρτησης όταν αλλάζει µεταφέρει τις αλλαγές στην γραφική 

παράσταση και αντιστρόφως, όταν επεµβαίνουµε στην γραφική παράσταση προβάλλονται οι 

µεταβολές που υφίσταται ο τύπος της συνάρτησης. 

 

Εικόνα 2: Πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης 
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Εικόνα 3: ∆υναµική διασύνδεση των αναπαραστάσεων της αρχικής και της νέας συνάρτησης 

y=0.5(0.5x^2)  

Τα παραπάνω χαρακτηριστικά ενός αλγεβρικού λογισµικού δίνουν την δυνατότητα 

διερεύνησης και πειραµατισµού µε τις αλγεβρικές έννοιες και µελέτης του τρόπου µε τον 

οποίο συνδέονται. 

Ανάδειξη των πολλαπλών πτυχών µιας έννοιας 

Μία µαθηµατική έννοια συχνά διαθέτει ένα πλήθος από πτυχές οι οποίες περιγράφονται και 

αναλύονται σε διαφορετικά σηµεία του ωρολογίου προγράµµατος ίσως δε και σε 

διαφορετικά εγχειρίδια. Ένα σύγχρονο αλγεβρικό λογισµικό επιτρέπει την ανάδειξη των 

πτυχών αυτών µέσα από διαφορετικές λειτουργικότητες που διαθέτει. Το σηµαντικό λοιπόν 

κατά την χρήση του λογισµικού είναι η αναζήτηση τρόπων διδακτικής αξιοποίησης των 

λειτουργιών του λογισµικού και η εµπλοκή των µαθητών µε τρόπο που αυτές θα τους 

επιτρέψουν την προσέγγιση και σύνδεση των πτυχών της µαθηµατικής έννοιας. 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η έννοια της παραγώγου. Αν επιχειρήσουµε να 

απαριθµήσουµε τις πολλαπλές πτυχές της έννοιας τότε θα έπρεπε να αναφέρουµε ότι η 

παράγωγος είναι: 

Όριο ενός λόγου. 

Κλίση της εφαπτοµένης σε ένα σηµείο της γραφικής παράστασης. 
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Η εικόνα της συνάρτησης κοντά σε ένα σηµείο, δηλαδή η µεγέθυνσή της σε µία περιοχή του 

σηµείου αυτού. 

Τιµή µιας συνάρτησης (της παραγώγου) σε ένα σηµείο x0. 

Ας δούµε τώρα µε ποιον τρόπο, µε ποιες λειτουργικότητες ενός αλγεβρικού λογισµικού, 

όπως είναι το FP, αναδεικνύονται οι πτυχές αυτές. 

Όριο ενός λόγου 

Ο πίνακας τιµών του λογισµικού και η δυνατότητα να εκτελούµε πράξεις µεταξύ των τιµών 

δύο στηλών του επιτρέπει τον υπολογισµό του πηλίκου (ψ2 – ψ1)/(χ2 – χ1) για πολύ κοντινές 

τιµές των χ1 και χ2.      

Κλίση της εφαπτοµένης σε ένα σηµείο της γραφικής παράστασης. 

Το λογισµικό διαθέτει λειτουργία κατασκευής εφαπτοµένης σε ένα σηµείο και στην συνέχεια 

µε άλλη λειτουργικότητα µετρά την κλίση της. 

 

Εικόνα 4: Η εφαπτοµένη και η κλίση της 

Η εικόνα της συνάρτησης κοντά σε ένα σηµείο, δηλαδή η µεγέθυνσή της σε µία περιοχή του 

σηµείου αυτού. 

Το λογισµικό διαθέτει την λειτουργικότητα της µεγέθυνσης (zooming) οπότε ο µαθητής έχει 

την δυνατότητα να διερευνήσει την µορφή της γραφικής παράστασης κοντά σε ένα σηµείο 

της. 
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Εικόνα 5:     0≤χ≤4  και   0≤ψ≤4     1,5≤χ≤2,5 και  1,5≤ψ≤2,5       1,9≤χ≤2,1 και  

1,8≤ψ≤2,2 

Τιµή µιας συνάρτησης (της παραγώγου) σε ένα σηµείο x0. 

Το λογισµικό έχει την δυνατότητα κατασκευής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

αλλά και της παραγώγου της συνάρτησης στο ίδιο σύστηµα αξόνων οπότε δίνεται η 

δυνατότητα στον µαθητή να µελετά τις τιµές της συνάρτησης σε συνδυασµό µε τις 

αντίστοιχες τιµές της παραγώγου. 

 

Εικόνα 6: Γραφική παράσταση της f και της f΄ 

Προφανώς οι δυνατότητες που παρέχει στην διδασκαλία της Άλγεβρας ένα κατάλληλο 

λογισµικό δεν εξαντλούνται στις παραπάνω περιπτώσεις. Αυτό που θα πρέπει να 

υπογραµµιστεί για µία επιπλέον φορά είναι ότι το σηµαντικό κατά την χρήση της ψηφιακής 
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τεχνολογίας στην διδασκαλία είναι οι τρόποι µε τους οποίους οι µαθητές εµπλέκονται σε 

δραστηριότητες µε το λογισµικό και όχι µόνο οι λειτουργικότητες του λογισµικού.  

5.3 Σύνοψη 

Ανακεφαλαιώνοντας την µικρή αυτή αναφορά στην διδασκαλία της Άλγεβρας µε χρήση της 

ψηφιακής τεχνολογίας θα πρέπει να υπογραµµίσουµε ότι: 

Οι διδακτικές δυσκολίες στην κατανόηση των αλγεβρικών εννοιών και προτάσεων εκτός των 

άλλων εντοπίζονται: 

α) Στο υψηλό επίπεδο αφαίρεσης των συµβόλων 

β) Στην έλλειψη σύνδεσης των συµβόλων µε άλλες έννοιες ώστε να αποκτήσουν νόηµα. 

γ) Τα στατικά µέσα που χρησιµοποιούνται κατά την διδασκαλία της άλγεβρας. 

Οι δυνατότητες των ψηφιακών µέσων υποστηρίζουν την διδασκαλία της Άλγεβρας µέσα από 

τα παρακάτω χαρακτηριστικά. 

α) Είναι διαδραστικά, δηλαδή αντιδρούν στις ενέργειες του χρήστη 

β) ∆ίνουν την δυνατότητα πολλαπλών συνδεδεµένων αναπαραστάσεων της ίδιας έννοιας 

γ) ∆ίνουν την δυνατότητα δυναµικού χειρισµού των αναπαραστάσεων της έννοιας. 

δ) ∆ίνουν την δυνατότητα διερεύνησης και πειραµατισµού µε τις αλγεβρικές έννοιες. 

ε) Επιτρέπουν την ανάδειξη πολλαπλών πτυχών της ίδιας µαθηµατικής έννοιας µέσα από τις 

διαφορετικές λειτουργίες που διαθέτουν. 
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6. Βασικά Στοιχεία ∆ιδακτικής της Γεωµετρίας µε τη 

χρήση Ψηφιακών Τεχνολογιών 

 

Οι ψηφιακές τεχνολογίες που µέχρι τώρα έχουν αναπτυχθεί για την διδασκαλία και τη 

µάθηση της Γεωµετρίας µπορούν να χωριστούν σε δυο οµάδες.  Στην πρώτη ανήκουν τα 

λογισµικά της δυναµικής γεωµετρίας, όπως το Cabri II, το Sketchpad  και το Geogebra και 

στη δεύτερη τα λογισµικά της συµβολικής έκφρασης, όπως ο Χελωνόκοσµος.  

Πριν αναλύσουµε τα βασικά στοιχεία της διδακτικής της Γεωµετρίας µε τη χρήση των 

ψηφιακών τεχνολογιών παρουσιάζουµε µερικές βασικές πτυχές των λογισµικών αυτών οι 

οποίες σηµατοδοτούν κατά κάποιο τρόπο και την κατεύθυνση της διδακτικής που 

αναπτύσσεται σ’ αυτά. 

6.1 Τα λογισµικά της δυναµικής γεωµετρίας. 

6.1.1 Τι είναι η δυναµική γεωµετρία. 

Ο όρος δυναµική  γεωµετρία,  αρχικά επινοήθηκε από τους Jackiw και Rasmussen, για να 

χαρακτηρίσει το βασικό χαρακτηριστικό που διακρίνει λογισµικά όπως το Geometer 

Sketchpad και το Cabri II που είναι: ο συνεχής και σε πραγµατικό χρόνο µετασχηµατισµός 

των γεωµετρικών αντικειµένων που συχνά αποκαλείται «σύρσιµο».  

Αυτό το χαρακτηριστικό επιτρέπει στους χρήστες, αφού κάνουν µια κατασκευή, να κινήσουν 

ορισµένα στοιχεία του σχήµατος ελεύθερα για να παρατηρήσουν άλλα στοιχεία του 

σχήµατος πώς αποκρίνονται δυναµικά σε αυτές τις αλλαγές. Καθώς αυτά τα στοιχεία 

µεταβάλλονται το λογισµικό διατηρεί όλες τις σχέσεις που ορίστηκαν ως ουσιαστικοί 

περιορισµοί της αρχικής κατασκευής, και όλες τις σχέσεις που είναι µαθηµατικές συνέπειες 

αυτών. Μερικά από τα πιο γνωστά λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας (DGS) που έχουν 

αναπτυχθεί είναι το Geometer Sketchpad (Jackiw, 1991,2006), το Cabri II (Baulac, 

Bellemain, & J. Μ. Laborde, 1992 ..2006) και το Geogebra ( 2001-2008).   
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6.1.2 Το περιβάλλον των λογισµικών της δυναµικής γεωµετρίας. 

Το περιβάλλον εργασίας στα λογισµικά, GSP, Cabri II και Geogebra, προσοµοιώνει κατά 

κάποιο τρόπο την αξιωµατική της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και από αυτή την άποψη µπορούν 

να είναι κατάλληλα εργαλεία για τη διδασκαλία της. 

Συγκεκριµένα, τα λογισµικά αυτά παρέχουν στον χρήστη ορισµένα αρχικά αντικείµενα, (π.χ. 

σηµείο, ευθεία, ηµιευθεία, ευθ. τµήµα, κύκλο τόξο, πολύγωνο) για να σχεδιάζει τα 

αντίστοιχα γεωµετρικά αντικείµενα, µερικά  βασικά γεωµετρικά εργαλεία (π.χ. σχεδίαση 

κάθετης/παράλληλης από σηµείο σε ευθεία, σχεδίαση διχοτόµου γωνίας, σχεδίαση 

µεσοκαθέτου ευθ. τµήµατος) µε τα οποία µπορεί να σχεδιάζει σύνθετα σχήµατα και εργαλεία 

µέτρησης (π.χ. µέτρηση απόστασης, µέτρηση εµβαδού, µέτρηση κλίσης ευθείας) µε τα οποία 

µπορεί να µετρά µέρη τους σχήµατος και να παρατηρεί τις µεταβολές τους κατά το σύρσιµό 

του. Παρέχει ακόµα εργαλεία µετασχηµατισµών (π.χ. συµµετρίες, περιστροφή, ανάκλαση) 

για διάφορους µετασχηµατισµούς σχηµάτων καθώς και εργαλεία εµφάνισης των 

γεωµετρικών αντικειµένων στην επιφάνεια εργασίας (π.χ. επιλογή χρώµατος, πάχους 

γραµµών, απόκρυψης αντικειµένων) µε τα οποία ο χρήστης διευκολύνεται στο να εστιάζει σε 

ορισµένες πτυχές του σχήµατος που έχει κατασκευάσει.  

6.1.3 Οι λειτουργικότητες των βασικών γεωµετρικών αντικειµένων και εργαλείων. 

Με τον όρο «λειτουργικότητα» ενός αντικειµένου ή ενός εργαλείου εννοούµε τις 

δυνατότητες και τον τρόπο χρησιµοποίησής του από στον χρήστη (εγγενής λειτουργικότητες) 

και την συµπεριφορά του κατά τους χειρισµούς στην επιφάνεια εργασίας (προσαρµοσµένες 

λειτουργικότητες).  

Από αυτή την άποψη οι εγγενείς λειτουργικότητες των βασικών γεωµετρικών αντικειµένων, 

όπως η ευθεία, είναι εκ κατασκευής συµβατές µε τις απαιτήσεις της αξιωµατικής οργάνωσης 

της Ευκλείδειας γεωµετρίας. Για παράδειγµα, η σχεδίαση µιας ευθείας απαιτεί τον 

προσδιορισµό είτε δυο σηµείων είτε ενός σηµείου και της κλίσης (κατεύθυνσης) αυτής, τα 

οποία ορίζουν την θέση της στο επίπεδο. Αυτό έχει σαν συνέπεια οι χειρισµοί της ευθείας για 

να µεταβληθεί η κατεύθυνσή της να γίνονται από τα σηµεία ορισµού της ενώ µπορεί να 

κινηθεί παράλληλα µε τον εαυτόν της αν συρθεί η ίδια και όχι τα σηµεία ορισµού της.  

Οι προσαρµοσµένες λειτουργικότητες προκύπτουν από τις δεσµεύσεις των αντικειµένων 

κατά την κατασκευή του σχήµατος. Για παράδειγµα, όταν ένα σηµείο σχεδιαστεί ώστε να 
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είναι σηµείο ενός κύκλου, οι λειτουργικότητές τους προσαρµόζονται στον κύκλο µε την 

έννοια ότι οι εγγενείς του λειτουργικότητες περιορίζονται ενώ το ίδιο ακολουθεί τις 

µεταβολές του κύκλου. Αντίστοιχα οι λειτουργικότητες ενός ευθυγράµµου τµήµατος που θα 

σχεδιαστεί να έχει τα άκρα του σε ένα κύκλο, προσαρµόζονται ώστε να µπορεί να 

µεταβάλλεται µόνο ως χορδή του κύκλου.  

Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η περιγραφή της διάκρισης των λειτουργικοτήτων των 

αντικειµένων της δυναµικής γεωµετρίας, καθιερώθηκε ο όρος βαθµός ελευθερίας των 

αντικειµένων. Και επειδή τα περισσότερα, αν όχι όλα, αντικείµενα κατασκευάζονται µε την 

βοήθεια των σηµείων, η λειτουργικότητα «βαθµός ελευθερίας» αφορά κυρίως αυτά. Έτσι, αν 

ένα σηµείο µπορεί να κινείται χωρίς καµία δέσµευση στην επιφάνεια εργασίας λέµε ότι έχει 

δυο (2) βαθµούς ελευθερίας. Αν ένα σηµείο έχει κατασκευαστεί να ανήκει σε ένα άλλο 

αντικείµενο (π.χ. σε ένα κύκλο) λέµε ότι έχει ένα (1) βαθµό ελευθερίας. Τέλος αν ένα σηµείο 

έχει κατασκευαστεί ως τοµή δυο γεωµετρικών αντικειµένων λέµε ότι έχει µηδέν (0) βαθµούς 

ελευθερίας. Στα λογισµικά GSP, Cabri II και Geogebra οι τρείς αυτές λειτουργικότητες 

επιτυγχάνονται µε τις εντολές «Σηµείο», «Σηµείο σε αντικείµενο» και «Σηµείο τοµής». 

Συνεπώς και τα αντικείµενα που προκύπτουν από τα σηµεία έχουν αντίστοιχα 2 ή 1 ή 0 

βαθµούς ελευθερίας. Ακόµα, τα αντικείµενα µε 2 βαθµούς ελευθερίας έχουν τις βασικές 

λειτουργικότητες ενώ αυτά που έχουν 1 ή 0 βαθµούς ελευθερίας έχουν προσαρµοσµένες 

λειτουργικότητες.  

 

Εικόνα 7: Σηµεία µε διάφορες λειτουργικότητες. 
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6.1.4 Ο δυναµικός µετασχηµατισµός των κατασκευών  

Το κύριο χαρακτηριστικό των λογισµικών της δυναµικής γεωµετρίας είναι το γεγονός ότι 

επιτρέπουν στον χρήστη να µετασχηµατίζει τα γεωµετρικά αντικείµενα που σχεδιάζει 

συνεχώς και σε πραγµατικό χρόνο. 

1. Οι µετασχηµατισµοί των κατασκευών 

Οι λειτουργικότητες ενός γεωµετρικού αντικειµένου Α µε βαθµό ελευθερίας 0 ή 1 

επιτρέπουν στον χρήστη να το µετακινεί ελεύθερα στο αναπαριστάµενο από την επιφάνεια 

εργασίας επίπεδο συµπαρασύροντας και όσα άλλα αντικείµενα εξαρτώνται από αυτό, 

µεταβάλλοντας και τη δική τους θέση. Αυτή η διαδικασία συχνά αισθητοποιείται ως µια 

απεικόνιση µεταξύ ενός αρχικού (ελεύθερου) αντικειµένου και ενός εξαρτώµενου από αυτό, 

η οποία στη γλώσσα της γεωµετρίας περιγράφεται ως µετασχηµατισµός του αρχικού στο 

εξαρτώµενο αντικείµενο. Για παράδειγµα, στην εικόνα 2α το σηµείο Α είναι ένα αρχικό 

σηµείο ενώ το Α΄ είναι εξαρτώµενο από αυτό. Έτσι η αλλαγή της θέσης του Α προκαλεί 

αλλαγή στη θέση του Α΄. Αυτή η διαδικασία εκλαµβάνεται από τον χρήστη ως ένας 

µετασχηµατισµός του Α στο Α΄.   

     

Α

Α΄
 

Εικόνα 8: (α) Το ίχνος των διαδοχικών θέσεων του σηµείου Α΄ αισθητοποιεί τις εικόνες του 

σηµείου Α σε σχέση µε την απεικόνιση που προκαλεί σ’ αυτό το σταθερό ευθ. τµήµα ΑΑ΄ . 

(β) Το ίχνος των διαδοχικών θέσεων του σηµείου Α΄ αισθητοποιεί τις εικόνες του σταθερού 

σηµείου Α σε σχέση τις απεικονίσεις που δηµιουργεί η περιστροφή του «ελαστικού» 

ευθύγραµµου τµήµατος γύρω από αυτό. Και στις δυο περιπτώσεις οι διαδοχικές θέσεις του 

ευθ. τµήµατος αναπαριστούν τους διαδοχικούς µετασχηµατισµού του σε σχέση µε τον χρόνο.    
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2. Οι κανονικότητες και τα αναλλοίωτα στις µεταβολές των κατασκευών 

Όπως αναφέρθηκε ήδη το σύρσιµο ενός µέρος ενός σχήµατος συµπαρασύρει και τα υπόλοιπα 

µέρη του, διατηρώντας ωστόσο τις δεσµεύσεις µε τις οποίες κατασκευάστηκαν.  Στο σχήµα 3, 

για παράδειγµα, το σηµείο Α είναι σταθερό ενώ το σηµείο Β κινείται στον κύκλο Ο. Το µέσο 

Μ του ευθ. τµήµατος ΑΒ ακολουθεί τις µεταβολές του Β ενώ το ίχνος των διαδοχικών του 

θέσεων δηλώνει την δοµή της εξαρτηµένης κίνησής του. Αυτή η δοµή είναι πηγή 

διατύπωσης εικασιών  για την κίνηση του σηµείου Μ και άρα για το σχήµα που γράφει 

(δηλαδή για τον γεωµετρικό τόπο του σηµείου Μ) (εικόνα 9α).  

      

Α

Β

Γ

∆

ΕΑΒ=5,50 εκ.

ΑΓ=8,23 εκ.

Α∆=2,87 εκ.

ΑΕ=4,30 εκ.Α∆/ΑΒ= 0,52
ΑΕ/ΑΓ= 0,52

 

Εικόνα 9: (α) Οι οπτικές πληροφορίες του ίχνους του σηµείου Μ και η δοµή  τους 

δηµιουργούν στον χρήστη την αίσθηση της ύπαρξης µιας σταθερής σχέσης µετασχηµατισµού 

του Β στο Μ. (β) Οι ίσοι λόγοι των µετρήσεων των πλευρών του τριγώνου και των τµηµάτων 

που ορίζει σε αυτές η παράλληλη δηµιουργούν στον χρήστη την αίσθηση της ύπαρξης µιας 

σταθερής σχέσης µεταξύ των µεγεθών των δυο τριγώνων κατά τον µετασχηµατισµό του ενός 

στο άλλο. 

Σε µια άλλη πηγή πληροφοριών για ανάπτυξη εικασιών και διατύπωση υποθέσεων συχνά 

προέρχεται από τις µετρήσεις µεταξύ των µεγεθών ενός σχήµατος κατά τον µετασχηµατισµό 

του. Για παράδειγµα, στην εικόνα 9β η ευθεία ∆Ε έχει σχεδιαστεί ώστε να είναι παράλληλη 

προς την πλευρά ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ. Έτσι σε κάθε µετασχηµατισµό του τριγώνου ή της 

ευθείας ∆Ε η παραλληλία διατηρείται. Παρατηρώντας ο χρήστης τους λόγους των τµηµάτων 

Α∆/ΑΒ και ΑΕ/ΑΓ µπορεί να διαπιστώσει ότι παραµένουν ίσοι σε κάθε µετασχηµατισµό του 

σχήµατος. Αυτή η κανονικότητα είναι η κρίσιµη πληροφορία για την κατασκευή και 

διατύπωση εικασιών και υποθέσεων που αφορούν τα ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζει στις 

πλευρές του τριγώνου η παράλληλη στην βάση.  

3. Οι αποδείξεις των συµπερασµάτων στο περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας 
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Ένα από τα ερωτήµατα που συχνά αναδύονται σε όσους εκπαιδευτικούς εργάζονται στο 

περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας αναφέρεται στην σχέση που έχουν οι εικασίες και οι 

υποθέσεις που αναδύονται στο περιβάλλον αυτό µε τα θεωρήµατα και την θεωρητική λογική 

της Ευκλείδειας γεωµετρίας (αξιώµατα, θεωρήµατα και αποδείξεις).  

Στο περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας, µόλις µια γεωµετρική κατασκευή «περάσει» τη 

δοκιµή του συρσίµατος (δηµιουργία εικασιών και υποθέσεων), δηµιουργείται η ανάγκη να 

αιτιολογηθεί γιατί η συγκεκριµένη κατασκευή «δουλεύει». Αυτή η ανάγκη ενισχύεται ακόµα 

περισσότερο κατά τη διάρκεια της συλλογικής συζήτησης προκειµένου να εξηγηθεί γιατί και 

πώς λειτουργεί. Μια περαιτέρω θεωρητική επικύρωση της κατασκευής αφορά τη διαδικασία 

της κατασκευής παρά το σχήµα που κατασκευάστηκε. Κάθε βήµα της διαδικασίας 

κατασκευής αντιστοιχεί σε µια γεωµετρική ιδιότητα, και ολόκληρο το σύνολο των ιδιοτήτων 

που δίνονται από τη διαδικασία αποτελεί µια παρουσίαση της απόδειξης της ακριβούς 

κατασκευής (του θεωρήµατος). ∆ηλαδή, υπάρχει µια σταδιακή µετατόπιση της εστίασης από 

την περιγραφή των αποτελεσµάτων του συρσίµατος στη περιγραφή της διαδικασίας της 

κατασκευής και µέσω αυτής η µετατόπιση κατευθύνεται στη θεωρητική γεωµετρία. Για 

παράδειγµα, η εγγραφή τετραγώνου σε τρίγωνο µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια του 

συρσίµατος και της ευθείας που ορίζουν οι διαδοχικές θέσεις του σηµείου Μ. Αρχικά ο 

χρήστης µπορεί να κατασκευάσει ένα τετράγωνο ΚΛΜΝ µε πλευρά την ΚΛ ώστε το Κ να 

κινείται ελεύθερα στην ΒΓ και το Λ να ανήκει στην πλευρά ΑΒ. Σέρνοντας το σηµείο Κ στη 

ΒΓ µπορεί να παρατηρήσει ότι οι διαδοχικές θέσεις του σηµείου Μ ανήκουν σε µια ευθεία η 

οποία διέρχεται από το Β και το σηµείο Σ που ορίζεται όταν η ΚΛ γίνει ίση µε το ύψος του 

τριγώνου.  Έτσι, για την κατασκευή του τετραγώνου δεν έχει παρά να κατασκευάσει το 

σηµείο Σ, να ορίσει την ευθεία ΒΣ και στη συνέχεια την τοµή της Ρ µε την ΑΓ. Το 

τετράγωνο µε πλευρά την ΡΤ είναι το ζητούµενο.  
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Εικόνα 10: H διαδικασία της εγγραφή τετραγώνου σε τρίγωνο υποδηλώνεται εύγλωττα από 

το ίχνος της κορυφής Μ, όταν το σηµείο Κ κινείται στη ΒΓ. Τα άκρα του ίχνους, το σηµείο Β 

και το ακραίο σηµείο Σ που ορίζεται όταν η πλευρά ΚΛ γίνει ίση µε το ύψος του τριγώνου, 

ορίζουν το ευθύγραµµο τµήµα ΒΝ το οποίο τέµνει την πλευρά ΑΓ στο ζητούµενο σηµείο 

Η διαδικασία κατασκευής τους τετραγώνου ΚΛΜΝ και εν συνεχεία του ζητούµενου 

τετραγώνου δηλώνουν την ορθότητα της κατασκευής µε αποτέλεσµα η θεωρητική απόδειξη 

να περιορίζεται µόνο στην ύπαρξη της ευθείας ΒΣ. Αλλά και στην περίπτωση αυτή οι 

οπτικές πληροφορίες του τελικού σχήµατος δηλώνουν την οµοιότητά των τριγώνων ΒΚΛ και 

ΒΑ∆ εκ των οποίων οι προκύπτει η ισότητα των λόγων ΚΛ/ΒΛ=Α∆/ΑΒ και ΒΚ/ΚΛ=Β∆/Α∆. 

Αυτό σηµαίνει ότι οι λόγοι ΚΛ/ΒΛ και ΒΚ/ΚΛ είναι σταθεροί σε κάθε µετακίνηση του 

σηµείου Μ. Αυτό έχει ως συνέπεια το σηµείο Μ να ανήκει στην ευθεία ΒΣ µέσω της οποίας 

ορίζεται και το ζητούµενο σηµείο Ρ.      

6.2 Τα λογισµικά της συµβολικής έκφρασης 

Η δεύτερη οµάδα λογισµικών που χρησιµοποιούνται στην διδασκαλία και στη µάθηση της 

Γεωµετρίας είναι τα λογισµικά της συµβολικής έκφρασης, που κατά κύριο λόγο βασίζονται 

στην γλώσσα προγραµµατισµού «Logo» και στην µαθηµατική οντότητα που αποκαλέστηκε 

από τον S. Papert «χελώνα». Στο όλο σύστηµα δόθηκε η ονοµασία ‘Γεωµετρία της Χελώνας’. 

Το κύριο λογισµικό που θα µας απασχολήσει εδώ είναι ο «Χελωνόκοσµος» και 

δευτερεύοντος το «MaLT», µια έκδοση του πρώτου σε τρείς διαστάσεις.  

6.2.1 Τι είναι η ‘Γεωµετρία της Χελώνας’ 

Είναι ένα σύστηµα όπου, µέσω µια γλώσσας προγραµµατισµού ειδικά σχεδιασµένης ώστε η 

σύνταξη η δοµή και οι κανόνες της να προσεγγίζουν το µαθηµατικό φροµαλισµό, ο µαθητής 

πλοηγεί µια οντότητα µε θέση και διεύθυνση (τη ‘χελώνα’) στο επίπεδο (ή και στο χώρο µε 

το MaLT). Σε κάθε αλλαγή θέσης η χελώνα αφήνει γραµµικό ίχνος µεταξύ του σηµείου 

εκκίνησης και άφιξης (εκτός κι αν ο µαθητής δώσει εντολή γα το αντίθετο). Έτσι, η 

πλοήγηση της χελώνας µπορεί να δηµιουργήσει γεωµετρικά σχήµατα. Ο µαθητής σκέφτεται 

µαθηµατικές έννοιες και τις αναπαριστά σε πολλά επίπεδα. Σκέφτεται τις ιδιότητες των 

σχηµάτων που θέλει να κατασκευάσει και τον τρόπο µε τον οποίο θα ορίσει παραµετρικές 

διαδικασίες (ή προγράµµατα) κατασκευής γεωµετρικών σχηµάτων όπου οι παράµετροι θα 

έχουν άµεση σχέση µε τις ιδιότητες των σχηµάτων αυτών. Έτσι συνδυάζει έννοιες 
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γεωµετρικών ιδιοτήτων µε αλγεβρικές όπως η µεταβλητή και οι συναρτησιακές σχέσεις 

µεταξύ µεταβλητών. Αφού εκτελέσει µια παραµετρικη διαδικασία µε συγκεκριµένες τιµές, 

µπορεί να ενεργοποιήσει το µονοδιάστατο ή τον δι-διάστατο ‘µεταβολέα’, εργαλεία µε τα 

οποία δίνει συνεχή κίνηση στα σχήµατα τα οπί αµετασχηµατίζονται καθώς αλλάζουν οι τιµές 

των παρµέτρων. Μπορεί π.χ. να κατασκευάσει ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε µια παράµετρο για 

τις τρείς του γωνίες και στη συνέχεια να σύρει το δροµέα του µεταβολέα ώστε να 

παρατηρήσει ένα δυναµικά µεταλλασσόµενο σχήµα που διατηρεί όµως τη γωνιακή ιδιότητα 

του ισοπλεύρου. Σκέφτεται έτσι για την ισότητα των γωνιών ταυτόχρονα ως γεωµετρική 

ιδιότητα και ως αλγεβρική ισότητα µεταξύ τριών µεταβλητών. Μπορεί εξίσου να 

κατασκευάσει ένα παραλληλόγραµµο µε παραµέτρους που διασφαλίζουν τις ιδιότητές του, 

δηλαδή το µέτρο της µιας γωνίας (µιας και η κάθε µια από τις υπόλοιπες είναι συνάρτησή της) 

και τα µήκη των δύο πλευρών. Στην εικόνα 11 φαίνεται ο ορισµός και η εκτέλεση της 

διδικασίας ‘παραλληλόγραµµο’ µε τιµές που κατασκευάζουν ένα ορθογώνιο µε µήκη 

πλευρών 60 και 150 ‘βήµατα χελώνας’ (Pixel δηλαδή). Στη διαδικασία της εκόνας 11 

υπάρχει και µια τέταρτη παράµετρος: η χελώνα στρίβει πριν αρχίσει να κατασκευάζει το 

σχήµα. Η διαδικασία έχει βέβαια εκτελεστεί µε τιµή της αρχικής στροφής µηδέν. Όµως, 

κύληση του σντίστοιχου δροµέα του µεραβολέα µπορεί να προκαλέσει στριφογύρισµα όλου 

του παραλληλογράµµου! 

Όσο αφορά στη γλώσσα προγραµµατισµού Logo, αυτή είναι µια πλήρης συναρτησιακή, 

δοµηµένη γλώσσα προγραµµατισµού µε δοµές δεδοµένων τις λίστες. Η Logo ιστορικά είναι 

ένα παράγωγο της LiSP η οποία παραδοσιακά  ήταν η βασική γλώσσα για την ανάπτυξη 

προγραµµάτων που σχετίζονταν µε την τεχνητή νοηµοσύνη. Οι αλλαγές που έκανε ο Papert 

που την επινόησε εδώ και πολλά χρόνια στο Media Lab του MIT έδωσαν ένα συντακτικό της 

γλώσσας που προσεγγίζει διαισθητικά τον τυπικό µαθηµατικό φορµαλισµό. Άλλαξε δηλαδή 

τις ατέρµονες παρενθέσεις της Lisp, έδωσε τη δυνατότητα ορισµού και επεξεργασίας 

διαδικασιών (προγραµµάτων), έδωσε τον ορισµό της µεταβλητής – άνω κάτω τελεία –  κ.α.  

Η συνύπαρξη της γλώσσας προγραµµατισµού «Logo» και της οντότητας «Χελώνα» στο ίδιο 

περιβάλλον συνέδεσε στενά τον προγραµµατισµό µε την γεωµετρία καθώς οι διαδικασίες 

που ορίζονται στη Logo, όταν εκτελούνται  έχουν ως γραφικό αποτέλεσµα από την κίνηση 

της χελώνας ένα γεωµετρικό σχήµα.  
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Εικόνα 11: Η διαδικασία παραλληλόγραµµο στη Logo έχει ως γραφικό αποτέλεσµα από την  

εκτέλεσης των εντολών από την «χελώνα» ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.   

Στη Γεωµετρία της Χελώνας, η οντότητα «Χελώνα» έχει ένα ρόλο ανάλογο µε αυτόν του 

µοναδιαίου διανύσµατος µε την έννοια ότι προσδιορίζεται από τη θέση της στην επιφάνεια 

εργασίας και τη διεύθυνσή της. Η κατάσταση της χελώνας (δηλαδή το διατεταγµένο ζεύγος 

της θέσης και της  διεύθυνσή της) ορίζεται σε σχέση µε την αµέσως προηγούµενη κατάσταση. 

Ο ορισµός αυτός καθιστά τη Γεωµετρία της Χελώνας ουσιαστικά µια διαφορική γεωµετρία. 

Ο µαθητής, δουλεύοντας µε το Χελωνόκοσµο κάνει ασυναίσθητα συνεχώς διασυνδέσεις 

µεταξύ εννοιών της διαφορικής γεωµετρίας και της Ευκλείδιας επιπεδοµετρίας, µιας και 

ορίζει αλληλουχίες αλλαγής της κατάστασης της χελώνας για να δηµιουργήσει σχήµατα στο 

επίπεδο.  

Στο περιβάλλον της «Logo» η σύνταξη προγραµµάτων (διαδικασιών) βασίζεται σε αρχέτυπες 

(βασικές) εντολές που συντάσσονται µε ορισµένο τρόπο καθώς και σε νέες εντολές 

(διαδικασίες) που ορίζει ο χρήστης. Οι εντολές αλλαγής θέσης και διεύθυνσης της χελώνας 

(«µπροστά  _», «πίσω _», «δεξιά _», «αριστερά_»). Υπάρχουν όµως και Κερτεσιανές 

εντολές προσδιορισµού θέσης µέσω των αντίστοιχων συντεταγµένων (π.χ. «θέσεθέση [_,_]»). 

Όταν χρησιµοποιούνται αυτές βέβαια το όλο σύστηµα µετατρέπεται σε Καρτεσιανή 

γεωµετρία µε εύκολη προέκταση στην ανάλυση. Μερικές ακόµα εντολές όπως η εντολή 

«επανάλαβε _(µια η περισσότερες εντολές)», συγκροτούν τις βασικές (primitives) εντολές 

της γλώσσας προγραµµατισµού Logo.  
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Μια ακόµα δυνατότητα της γλώσσας προγραµµατισµού «Logo» είναι επιλογή µιας 

µεταβλητής αντί ενός αριθµού ως όρισµα σε µια εντολή. Στην εικόνα 11, στη εντολή δ (δεξιά) 

αντί να δοθεί ως όρισµα ένας αριθµός (π.χ. δ 90) δόθηκε µια µεταβλητή (δ :δ) έτσι ώστε να 

µπορεί ο χρήστης µέσω του µεταβολέα να εισάγει όποια τιµή θέλει στη θέση της µεταβλητής 

και να παρατηρεί το γραφικό αποτέλεσµα. Με αυτόν τον τρόπο µπορεί να χειρίζεται (να 

µετασχηµατίζει) δυναµικά το γραφικό αποτέλεσµα.  

6.2.2 Οι εγγενείς ιδιότητες των γεωµετρικών σχηµάτων. 

Μια σηµαντική διαφορά µεταξύ της γεωµετρίας της Χελώνας και της καρτεσιανής 

γεωµετρίας στηρίζεται στην έννοια των εγγενών ιδιοτήτων των γεωµετρικών σχηµάτων. Μια 

εγγενής ιδιότητα είναι µια ιδιότητα που εξαρτάται µόνο από τον εν λόγω σχήµα, όχι από τη 

σχέση του σχήµατος µε ένα πλαίσιο της αναφοράς. Για παράδειγµα, στη γλώσσα της 

Γεωµετρίας της Χελώνας το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο έχει τέσσερις διαδοχικές γωνίες 

ίσες. Επίσης η κάθε πλευρά είναι κάθετη στην επόµενη.  

Η «χελώνα» προτιµά τις εγγενείς περιγραφές των σχηµάτων. Για παράδειγµα, η διαδικασία 

«ορθογώνιο» στην εικόνα 13 σχεδιάζει ένα ορθογώνιο µε διαστάσεις 50 και 100 µονάδες. Η 

χελώνα µπορεί να εκτελέσει την ίδια διαδικασία και να γράψει το ίδιο ορθογώνιο εκκινώντας 

από οποιαδήποτε θέση και µε οποιοδήποτε προσανατολισµό, καθώς ο ορισµός του δεν 

εξαρτάται από τα εξωγενή χαρακτηριστικά του πλαισίου.  Αντίθετα, η διαδικασία 

«καρτ.ορθογώνιο» σχεδιάζει µεν το ίδιο ορθογώνιο αλλά τώρα ο ορισµός του εξαρτάται από 

εξωγενή στοιχεία του πλαισίου (τη θέση των κορυφών στο πλαίσιο). Αυτή έχει ως 

αποτέλεσµα ο σχεδιασµός του ορθογωνίου να µην εξαρτάται από την αρχική θέση και τον 

προσανατολισµό της χελώνας. 

 

 

για ορθογώνιο 

τέλος 

επανάλαβε 2 [µ 50 δ 90 µ 100 δ 

90] 

ορθογώνιο 

 

Εικόνα 12 
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για καρτ.ορθογώνιο 

θεσεθέση [0 0] 

θεσεθέση [100 0] 

θεσεθέση [100 50] 

θεσεθέση [0 50] 

θέσεθέση [0 0] 

τέλος 

καρτ.ορθογώνιο 

 

Εικόνα 13 

Ένα ακόµα χαρακτηριστικό παράδειγµα της προτίµησης της χελώνας στις εγγενείς ιδιότητες 

των σχηµάτων είναι ο κύκλος. Στο παρακάτω πρόγραµµα «κύκλος» η χελώνα κινείται λίγο 

µπροστά (µ 1) και λίγο δεξιά (δ 1) και αυτό το επαναλαµβάνει για 360 φορές. Ο ορισµός του 

κύκλου µε αυτόν τον τρόπο διαφέρει από τον Ευκλείδειο ορισµό (κέντρο και ακτίνα) που 

απαιτεί εξωγενή στοιχεία όπως τη θέση του κέντρου. Πρόκειται δηλαδή για µια πολυγωνική 

προσέγγιση του κύκλου όπου αυτός ορίζεται ως το πολύγωνο το µήκος της πλευράς του 

οποίου τείνει στο µηδέν. Το ίδιο ισχύει και για τον ορισµό του σε ένα καρτεσιανό επίπεδο 

όπου απαιτείται η εξίσωση   καθώς και τα εξωγενή στοιχεία, άξονες και αρχή των αξόνων. 

για κύκλος 

επανάλαβε 360 [µ 1 δ 1] 

τέλος 

κύκλος 
 

Εικόνα 14 

Η οποιαδήποτε µεταβολή στα στοιχεία του ορισµού του ορίζει επίσης ένα κύκλο-πολύγωνο 

όπως αν στην εντολή µ 1 µεταβάλουµε την τιµή 1 σε 2. ∆εν ισχύει το ίδιο αν µεταβάλλουµε 

την καρτεσιανή εξίσωση του κύκλου. Η τελευταία αντιστοιχεί σε µια έλλειψη καθώς 

µετεβλήθησαν εξωγενή στοιχεία του ορισµού του κύκλου (µετεβλήθη η µονάδα στον ένα 

άξονα).   
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Οι συνέπειες της προτίµησης της χελώνας στα εγγενή χαρακτηριστικά των γεωµετρικών 

σχηµάτων είναι δυο. Η πρώτη αφορά την ίδια την έννοια των γεωµετρικών σχηµάτων, όπου 

κάθε σχήµα ορίζεται µέσω µιας διαδικασίας παρά µέσω µιας κατασκευής µε κανόνα και 

διαβήτη ή µέσω µιας εξίσωσης. Η δεύτερη συνέπεια αφορά την γεωµετρική συµπεριφορά της 

χελώνας η οποία τείνει να αποκτήσει τοπικά χαρακτηριστικά σε σχέση µε την κατασκευή του 

κύκλου στο Ευκλείδειο ή στο καρτεσιανό επίπεδο. Για παράδειγµα, κατά τη σχεδίαση του 

κύκλου, η χελώνα συµπεριφέρεται γεωµετρικά µόνο τοπικά αγνοώντας τα στοιχεία του 

περιβάλλοντος. Αντίθετα στον ορισµό του κύκλου από κέντρο και ακτίνα ή µέσω της 

εξίσωσης απαιτείται µια σφαιρικότερη αντίληψη καθώς απαιτείται η επιλογή εξωγενών 

στοιχείων.  

6.2.3 Η εντολή «Αναδροµή» (Recursion)  

Η εντολή «επανάλαβε _ [    ]» κάνει την χελώνα να εκτελέσει τις εντολές που είναι µέσα 

στην αγκύλη τόσες φορές όσος είναι ο αριθµός (το όρισµα) _ της εντολής. Με αυτή την 

εντολή η χελώνα εκτελεί µια επαναληπτική διαδικασία. Ανάλογη διαδικασία εκτελείται και 

στην περίπτωση που η χελώνα εκτελεί µια διαδικασία στην οποία περιέχεται ως µια εντολή ο 

εαυτός της. Έτσι η χελώνα κάνει αναδροµή (ένα βρόγχο) εκτελώντας τον εαυτόν της πολλές 

φορές. Για παράδειγµα στην παρακάτω παραµετρική διαδικασία «µυστήριο» η χελώνα 

εκτελεί τον εαυτόν της κάθε φορά προσθέτοντας στην µεταβλητή χ, το 3, στην µεταβλητή ψ, 

το 1 και αφαιρεί από την µεταβλητή ν,  το 1. Η εντολή «αν :ν<1 [σταµάτησε]» τερµατίζει την 

διαδικασία όταν η τιµή του ν γίνει 1. 

 Παρατηρώντας προσεκτικά την διαδικασία και την διαδροµή της χελώνας εύκολα 

διαπιστώνουµε ότι η χελώνα εκτέλεσε την διαδικασία «µυστήριο» 19 φορές και σε κάθε 

επανάληψη αύξανε το µήκος της διαδροµής κατά 3 µονάδες ενώ αύξανε την γωνία στροφής 

κατά 1 µονάδα. Στο γραφικό αποτέλεσµα αυτό δηλώνεται µε αλλαγή της καµπυλότητας του 

σχήµατος. Ως καµπυλότητα ορίζεται ο λόγος της γωνίας στροφής προς το µήκος που 

διανύθηκε  εν προκειµένω(ψ/χ). Στο παρακάτω σχήµα η εντολή «τύπωσε :ψ/:χ» έδωσε τις 

τιµές  

0.42857142857142855, 0.4339622641509434, 0.44, 0.44680851063829785, 

0.45454545454545453, 0.4634146341463415, 0.47368421052631576, 0.4857142857142857, 

0.5, 0.5172413793103449, 0.5384615384615384, 0.5652173913043478, 0.6, 

0.6470588235294118, 0.7142857142857143, 0.8181818181818182, 1, 1.4 και 3 
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για µυστήριο :χ :ψ :ν 

αν :ν<2 [σταµάτησε] 

µ :χ 

δ :ψ 

µυστήριο :χ+3 :ψ+1 :ν-1 

τέλος 

µυστήριο 2 6 20 

 

Εικόνα 15 

Η ιδιότητα της καµπυλότητας είναι επίσης µια εγγενής ιδιότητα των σχηµάτων που 

δηµιουργεί η χελώνα. Η τεχνική της ανδροµής µπορεί αν δώσει έδαφος για πολύ 

ενδιαφέροντα µαθηµατικά πέρα από τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση όπως τα fractals.  

6.3 Βασικά στοιχεία της διδακτικής της Γεωµετρίας.  

Η διδασκαλία της Γεωµετρίας χαρακτηρίζεται από τις ιδιαίτερες πτυχές των αντικειµένων 

που διαπραγµατεύεται και που αφορούν την µελέτη του χώρου. Ερωτήµατα, όπως αυτά που 

αφορούν τη φύση των αντικειµένων της γεωµετρίας, αν δηλαδή είναι αντικείµενα 

απαλλαγµένα από την εµπειρική θεώρηση του χώρου, αλλά και του ίδιου του χώρου, 

συνδέθηκαν µε την αξιωµατική θεµελίωση της επιστήµης της γεωµετρίας (Laborde et al, 

2006). Από την άλλη, ερωτήµατα για το πώς µπορούν να αξιοποιηθούν οι εµπειρίες και οι 

διαισθητικές αντιλήψεις των µαθητών για το φυσικό χώρο στη µάθηση και στη διδασκαλία 

της γεωµετρίας φάνηκαν να απασχολούν έντονα τους παιδαγωγούς και τους ερευνητές αλλά 

και να έχουν θετικό αντίκτυπο στην πράξη. Η αντιφατικότητα των ερωτηµάτων για τη φύση 

των γεωµετρικών αντικειµένων αποδείχτηκε µια συνεχής πηγή ιδεών και κινητήρια δύναµη 

για µεταρρυθµίσεις τόσο στην µαθησιακή όσο και στην διδακτική προσέγγιση της ίδιας της 

γεωµετρίας αλλά και στον προσδιορισµό του περιεχοµένου και των στόχων του σχετικού 

προγράµµατος σπουδών. 

Αν και το βασικό στοιχείο της θεωρητικής γεωµετρίας είναι η παραγωγική της µαθηµατικής 

επιχειρηµατολογίας, η οποία αναπτύσσεται στα γεωµετρικά αντικείµενα (γεωµετρικές 

έννοιες και σχέσεις), συζητείται και µαθαίνεται πάνω στα διαγράµµατα των γεωµετρικών 

αντικειµένων που είναι αναπαραστάσεις των γεωµετρικών εννοιών και σχέσεων. Με άλλα 
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λόγια στη µάθηση και στη διδασκαλία της γεωµετρίας κυριαρχούν τα γεωµετρικά σχήµατα 

και οι αναπαραστάσεις τους στο χαρτί ή στην οθόνη του υπολογιστή.  

Ωστόσο οι απαιτήσεις των παραγωγικών συλλογισµών και γενικότερα της µάθησης της 

γεωµετρίας είναι υψηλότερες. Κάθε µαθητής καλείται να διαπραγµατευτεί µια γεωµετρική 

έννοια ή ένα γεωµετρικό συλλογισµό «ανεξάρτητα» και «µακριά» από την αναπαράσταση 

του σχήµατος που έχει µπροστά του. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να δρα ταυτόχρονα και 

εµπειρικά – διαισθητικά, αξιοποιώντας τις πληροφορίες που αντλεί από την αναπαράσταση 

του γεωµετρικού αντικειµένου και θεωρητικά, αποστασιοποιούµενος από τις εµπειρικές και 

διαισθητικές αντιλήψεις που αναπτύσσει από αυτή. Αυτή η διττή απαίτηση είναι η κύρια 

πηγή δυσκολιών τόσο της µάθησης όσο και της διδασκαλίας της γεωµετρίας. Μπορεί αυτή η 

δυσκολία να ξεπεραστεί  ή να βελτιωθεί όταν στη διδασκαλία της γεωµετρίας εµπλέκονται 

τα ψηφιακά µέσα;  

Ένα από τα σηµαντικά στοιχεία που έφεραν στο προσκήνιο τα λογισµικά της δυναµικής 

γεωµετρίας είναι η διάκριση του γεωµετρικού σχεδίου από το γεωµετρικό σχήµα που έκανε ο 

Parzysz (1988). Ένα γεωµετρικό σχέδιο ήταν µια εικόνα, ένα γεωµετρικό σχήµα ήταν µια 

κλάση (συχνά άπειρη) σχεδίων σχετικών µε κάποια ελλοχεύοντα κοινά χαρακτηριστικά 

(Goldenberg & Cuoco, 1998). Έτσι, στην παραδοσιακή γεωµετρία ενώ διαπραγµατευόµαστε 

το γεωµετρικό σχέδιο απαιτείται να συλλογιζόµαστε µε το γεωµετρικό σχήµα.  

Αυτή η απαίτηση ικανοποιείται ευκολότερα στο περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας, όπου 

ο συνεχής µετασχηµατισµός των γεωµετρικών σχεδίων αναδύει τα ελλοχεύοντα κοινά τους 

χαρακτηριστικά (κανονικότητες και αναλλοίωτα). Η ερµηνεία που δίνουν οι µαθητές σε αυτά 

τα κοινά χαρακτηριστικά αποτελεί την γενίκευση που, όπως υποστηρίχτηκε από τον 

Ολλανδό θεωρητικό της διδακτικής των µαθηµατικών Freudenthal (1973), είναι απαραίτητη 

για την κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών.  

Η ανάδυση όµως των κοινών χαρακτηριστικών των σχεδίων απαιτεί από τους µαθητές την 

ικανότητα να µπορούν να οπτικοποιούν τα χωρικά στοιχεία τους (να συγκροτούν νοητικές 

εικόνες αυτών) και να µπορούν να παλινδροµούν µεταξύ αυτών και των θεωρητικών 

γεωµετρικών τους γνώσεων. Αυτή η εσωτερική – νοητική παλινδρόµηση ενισχύεται όταν η 

οπτικοποίηση είναι πλούσια και συγκροτείται από πολλά στιγµιότυπα, από ειδικές και 

ακραίες περιπτώσεις. Η συγκρότηση αυτή είναι συχνά τόσο πλούσια που επιτρέπει στους 

µαθητές να µπορούν να συνεχίζουν τον δυναµικό χειρισµό νοερά και να κάνουν γενικεύσεις 
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ορίζοντας τα χαρακτηριστικά των γεωµετρικών σχεδίων ως ιδιότητες των γεωµετρικών 

σχηµάτων και προβλέψεις για το αν έχουν αυτές τις ιδιότητες όλα τα σχέδια της κλάσης 

αυτής.   

Ο δυναµικός χειρισµός των γεωµετρικών σχεδίων λοιπόν, είτε αυτός γίνεται στο περιβάλλον 

της δυναµικής γεωµετρίας είτε στο περιβάλλον της γεωµετρίς της χελώνας εµπλέκει τους 

µαθητές σε νοητικές δραστηριότητες που έχουν γεωµετρικά χαρακτηριστικά. Οι 

ιδιαιτερότητες των δυο κατηγοριών των λογισµικών που παρουσιάστηκαν στις προηγούµενες 

παραγράφους αναδεικνύουν τον τρόπο που εµπλέκονται στη διδακτική διαδικασία και 

ενισχύουν τη µάθηση της Γεωµετρίας.  

Ο προγραµµατισµός ως µαθησιακή δραστηριότητα είναι άρρηκτα συνδεδεµένος µε τη 

µαθηµατική δραστηριότητα όπως διατυπώθηκε από τον Papert στο βιβλίο του ‘Νοητικές 

Θύελλες’. Αν και η διαδεδοµένη αντίληψη ως προς τη φύση της δραστηριότητας του 

προγραµµατισµού είναι ότι αυτή περιορίζεται στο χώρο της πληροφορικής, όταν η γλώσσα 

προγραµµατισµού προσεγγίζει τον τυπικό µαθηµατικό φορµαλισµό και όταν αυτά που 

µπορεί να κάνει κανείς µε τη γλώσσα έχουν σχέση µε τα µαθηµατικά, η δραστηριότητα του 

προγραµµατισµού µπορεί να είναι από τη φύση της µαθηµατική δραστηριότητα. Τα κύρια 

χαρακτηριστικά αυτής της δραστηριότητας είναι τα εξής: 

• Η βασική µαθηµατική οντότητα – η χελώνα – η οποία ορίζεται από τη θέση και την 

διεύθυνσή της, µπορεί να αλλάζει δίνοντας εντολές ο ίδιος ο µαθητής. 

• Οι βασικές εντολές που απευθύνονται στη χελώνα, δηλαδή οι εντολές αλλαγής θέσης 

και διεύθυνσης και  οι εντολές µε τις οποίες η χελώνα τοποθετείται σε θέση 

προσδιορισµένη από καρτεσιανές συντεταγµένες και διεύθυνση από πολικές  

συντεταγµένες αντίστοιχα είναι βασικές γεωµετρικές έννοιες.  

Για να σχηµατίσει η χελώνα ένα γεωµετρικό σχέδιο πρέπει ο µαθητής να δώσει κατάλληλες 

εντολές µε τον τυπικό κώδικα. Παράλληλα, παρατηρώντας τα αποτελέσµατα των εντολών σε 

µορφή γραφικής αναπαράστασης, οπτικοποιεί τα βασικά χαρακτηριστικά του σχήµατος ενώ 

ταυτόχρονα έχει και την συµβολική τους έκφραση. Εµπλέκοντας και τις µεταβλητές ως 

ορίσµατα των εντολών µπορεί να χειρίζεται δυναµικά στο γεωµετρικό σχέδιο και να 

παρατηρεί στα πολλά σχέδια τα κοινά τους χαρακτηριστικά, όπως και στο περιβάλλον της 

δυναµικής γεωµετρίας. 
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Θεωρώντας την περιγραφή των επιπέδων van Hieles ως ένα µέσο µε το οποίο  µπορεί να  

γίνει κατανοητή η ανάπτυξη των γνωστικών ικανοτήτων των µαθητών στη γεωµετρία 

παρουσιάζουµε µια αντιστοιχία αυτής της περιγραφής µε την περιγραφή της ανάπτυξης που 

µπορεί να γίνει στα  περιβάλλοντα γεωµετρίας της χελώνας (Olson, Kieran & Ludwig , 1987).            

Επίπεδο 0: Στη επίπεδη γεωµετρία, ένας µαθητής αναγνωρίζει τα γεωµετρικά αντικείµενα 

από τη σφαιρική τους εµφάνισή. ∆εν υπάρχει καµία αναγνώριση των ιδιοτήτων των 

γεωµετρικών σχηµάτων ατοµικά. Αντίστοιχα, στη γεωµετρία της χελώνας, µια αρχέτυπη 

εντολή χρησιµοποιείται ως ανεξάρτητη οντότητα σε αυτό το επίπεδο. Παραδείγµατος χάριν, 

ένα παιδί µπορεί να χρησιµοποιήσει την εντολή "ΜΠΡΟΣΤΑ 50" επανειληµµένα για να δει 

τι συµβαίνει. Οι ιδιότητες αυτών των εντολών δεν έχουν γίνει αντιληπτές. 

Επίπεδο 1: Στη επίπεδη γεωµετρία, οι σπουδαστές µπορούν να αναγνωρίσουν τις ιδιότητες 

των σχηµάτων αλλά δεν συσχετίζουν αυτές τις ιδιότητες ή τα σχήµατα. Στη γεωµετρία 

χελωνών, τα σχήµατα κατασκευάζονται µε τη χρησιµοποίηση µιας ακολουθίας αρχέτυπων 

εντολών. Οι ιδιότητες των εντολών αυτών είναι γνωστές και έτσι είναι υπό τον έλεγχο του 

µαθητή. Π.χ. η ακολουθία των εντολών για τη σχεδίαση ενός τετραγώνου. Οι οµοιότητες 

µεταξύ των ακολουθιών για να κατασκευάσουν τα τετράγωνα και τα ορθογώνια δεν 

παρατηρούνται σε αυτό το επίπεδο. Υπάρχουν ως ευδιάκριτες ακολουθίες αρχέτυπων 

εντολών. Η δηµιουργία της ακολουθίας των αρχέτυπων εντολών για έναν σχήµα 

µεσολαβείται µόνο από την οπτική εικόνα που εµφανίζεται καθώς µια λογική ανάλυση των 

εντολών δεν είναι ακόµα διαθέσιµη. 

Επίπεδο 2: Στη επίπεδη γεωµετρία, οι σπουδαστές που φθάνουν σε αυτό το επίπεδο µπορούν 

να καθιερώσουν τις σχέσεις µεταξύ των ιδιοτήτων ενός σχήµατος και µεταξύ των ίδιων των 

σχηµάτων. Οι ιδιότητες ενός σχήµατος µπορούν να διαταχθούν λογικά όπως επίσης και οι 

κατηγορίες των γεωµετρικών σχηµάτων. Στη γεωµετρία της χελώνας, οι διαδικασίες 

γράφονται ώστε να παράγουν τα γεωµετρικά σχήµατα. Παραδείγµατος χάριν, µια διαδικασία 

για να δηµιουργήσει ένα ορθογώνιο γράφεται από µια ανάλυση των απαιτήσεων που είναι 

απαραίτητες για να παραχθεί ένα ορθογώνιο. Οι απαραίτητες εντολές δεν προκύπτουν από 

ένα οπτικά συγκρατηµένο πείραµα αλλά µάλλον από µια βάση γνώσεων που καθορίζει τα 

ορθογώνια. Αρχικά, η εντολή " ΕΠΑΝΑΛΑΒΕ" δεν χρησιµοποιείται στη δηµιουργία των 

διαδικασιών καθώς οι αρχέτυπες εντολές εισάγονται σε µια εξατοµικευµένη γραµµική 

διάταξη. Αργότερα, η εντολή "ΕΠΑΝΑΛΑΒΕ" χρησιµοποιείται είτε ως αποτέλεσµα της 
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παρατήρησης των σχεδίων στην ακολουθία αρχέτυπων εντολών είτε ως αποτέλεσµα της 

ανάλυσης του γεωµετρικού σχήµατος που προκύπτει. 

Επίπεδο 3: Στη επίπεδη γεωµετρία, οι σπουδαστές που φθάνουν σε αυτό το επίπεδο 

καταλαβαίνουν την απαγωγή ως µέσο ανάπτυξης της θεωρίας όλης της γεωµετρίας κάτω από 

την αιτιολόγηση. Για αυτούς τους µαθητές ο παραγωγικός συλλογισµός είναι σηµαντικός 

υπό µια σφαιρική έννοια. Στη γεωµετρία της χελώνας οι µεµονωµένες διαδικασίες του 

προηγούµενου επιπέδου οµαδοποιούνται και σχετίζονται µε περισσότερους περιεκτικούς 

τρόπους που οδηγούν τελικά στις σφαιρικές οργανωτικές δοµές. Παραδείγµατος χάριν, όλα 

τα κανονικά πολύγωνα, από το ισόπλευρο τρίγωνο στο 360-γωνο κανονικό πολύγωνο (µια 

πεπερασµένη προσέγγιση στον κύκλο), µπορούν να δηµιουργηθούν από την ίδια διαδικασία  

χρησιµοποιώντας τις κατάλληλες τιµές για τις σχετικές µεταβλητές. Επιπλέον, οι µαθητές 

γνωρίζουν όχι µόνο ότι η διαδικασία παράγει τα κλειστά κανονικά σχήµατα αλλά είναι σε 

θέση να παρουσιάσουν και γιατί είναι έτσι. Η απαγωγή έχει γίνει ένα µέρος της εργασίας 

τους στη γεωµετρία χελωνών. Η Logo  έχει διάφορα γλωσσικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 

που απαιτούν τη λογική αφαίρεση για την κατάλληλη εφαρµογή. Η αναδροµή είναι ένα 

παράδειγµα ενός τέτοιου χαρακτηριστικού γνωρίσµατος. 

Επίπεδο 4: Στη επίπεδη γεωµετρία, οι σπουδαστές σε αυτό το επίπεδο της ανάπτυξης 

µπορούν να εκτιµήσουν σύγχρονα µοντέλα αυστηρής προσέγγισης της γεωµετρικής θεωρίας 

(αξιωµατική θεµελίωση) όπως εξηγούνται από τον Hilbert. Οι µαθητές είναι σε θέση σε αυτό 

το επίπεδο να αναπτύξουν µια θεωρία χωρίς κάποιες συγκεκριµένες ερµηνείες. Στη 

γεωµετρία της χελώνας η ανάγνωση µιας διαδικασίας που περιέχει πολλαπλά επίπεδα 

εσωτερικών αναδροµών ή η σύνταξη µιας τέτοιας διαδικασίας και η πρόβλεψη για το 

γεωµετρικό σχήµα που θα κάνει η χελώνα, θα απαιτούσε πιθανώς την ανάπτυξη σε αυτό το 

επίπεδο. Πέρα από αυτό η αναγνώριση των κοινών επαναλαµβανόµενων δοµών στις 

διαφορετικές διαδικασίες Logo πιθανώς θα απαιτούσε επίσης αυτό το επίπεδο ανάπτυξης. 

Τέλος, δραστηριότητες της γεωµετρίας χελωνών, όπως αυτές που εξηγούνται από τους 

Abelson και DiSessa στο βιβλίο τους “Turtle Geometry”, π.χ. κίνηση της χελώνας στην 

επιφάνεια µιας σφαίρας, θα ήταν επίσης κατάλληλες για αυτό το επίπεδο ανάπτυξης. 
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7. Βασικά Στοιχεία ∆ιδακτικής της Στατιστικής και των 

Πιθανοτήτων µε τη χρήση Ψηφιακών Τεχνολογιών 

Το ενδιαφέρον για τη διδακτική των εννοιών της στατιστικής αυξάνεται σταδιακά από τα 

µέσα της προηγούµενης δεκαετίας. H συζήτηση που αναπτύσσεται στην κοινότητα της 

διδακτικής των µαθηµατικών χαρακτηρίζεται από πολλαπλότητα απόψεων αναφορικά τόσο 

µε το ρόλο των αντίστοιχων γνωστικών περιοχών στο σχολικό πρόγραµµα όσο και των 

τρόπων µε τους οποίους θα µπορούσαν να αναπτυχθούν κατάλληλες διδακτικές παρεµβάσεις 

(Lipson & Jones, 1996, Cobb, 1999, NCTM, 2000). Παρότι από το τέλος της δεκαετίας του 

80 η στατιστική και οι πιθανότητες έχουν ενταχθεί επίσηµα στα αναλυτικά προγράµµατα 

πολλών χωρών, δεν είχαν µέχρι πρόσφατα αναπτυχθεί οι παιδαγωγικοί στόχοι αναφορικά µε 

τη διδασκαλία των συγκεκριµένων αντικειµένων στη γενική παιδεία. Οι αντίστοιχες 

µαθηµατικές έννοιες έχουν διαφορετική υφή από τις υπόλοιπες περιοχές των µαθηµατικών 

και παραµένουν δυσνόητες για πολλούς µαθητές καθώς αποτελούν τρόπους µε τους οποίους 

µπορούµε να χειριστούµε καταστάσεις αβεβαιότητας και να βγάλουµε συµπεράσµατα µέσα 

από το χειρισµό µεγάλου αριθµού και ποικιλίας δεδοµένων. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι το 

είδος και η έκταση των δεδοµένων στο πεδίο αυτό των µαθηµατικών αποτελεί για τους 

περισσότερους µαθητές µια αφηρηµένη διαδικασία µακριά από τη σφαίρα της εµπειρίας τους.  

Τα τελευταία χρόνια ο όρος διαχείριση δεδοµένων (data handling) προτείνεται ως συνδετικός 

κρίκος µέσω του οποίου επιχειρείται η διδακτική προσέγγιση των εννοιών των πιθανοτήτων 

και της στατιστικής στο σχολείο. Σε αυτή την εξέλιξη συνέβαλλε καθοριστικά η ανάπτυξη 

ειδικών εργαλείων ψηφιακής τεχνολογίας µε τη βοήθεια των οποίων µπορούµε να 

διαχειριστούµε µεγάλες ποσότητες δεδοµένων και να κάνουµε ποικίλων ειδών καταχωρήσεις, 

ταξινοµήσεις και παρουσιάσεις τους. Μπορούµε επίσης να κάνουµε ποσοτικές αναλύσεις 

των δεδοµένων αυτών και άρα να τις επεξεργαστούµε στατιστικά. Έτσι, η ενσωµάτωση των 

αντικειµένων της στατιστικής και των πιθανοτήτων στο αναλυτικό πρόγραµµα αποτελεί 

ευκαιρία  

να καλλιεργηθούν οι στατιστικές διαισθήσεις των µαθητών,  

να έρθουν στο προσκήνιο οι µαθηµατικές έννοιες που εµπλέκονται στις στατιστικές τεχνικές 

και  



  

60 

 

να δηµιουργηθούν πεδία διασύνδεσης των συγκεκριµένων εννοιών µε ευρύτερες πτυχές της 

µάθησης των µαθηµατικών όπως η συµβολική χρήση, η επαγωγική σκέψη και η λογική 

επεξεργασία.   

7.1 Κατασκευή νοηµάτων από τα δεδοµένα.  

Οι περισσότερες έννοιες της στατιστικής, και αντίστοιχα των πιθανοτήτων, σχετίζονται 

συχνά µε ένα σύνολο δεδοµένων και τις ενδείξεις που ανακύπτουν κατά την επεξεργασία του. 

Έτσι, στη σχετική συζήτηση στην κοινότητα της διδακτικής των µαθηµατικών, τα δεδοµένα 

αποτελούν τον κεντρικό άξονα µε βάση τον οποίο διαρθρώνονται οι νέες προτάσεις που 

αφορούν τη διδασκαλία των αντίστοιχων µαθηµατικών εννοιών. Από παιδαγωγική σκοπιά, οι 

διαδικασίες κατασκευής νοηµάτων από τους µαθητές µέσα από την επεξεργασία δεδοµένων 

έχουν αποτελέσει κεντρική πτυχή και της αντίστοιχης έρευνας στο πεδίο της διδακτικής των 

πιθανοτήτων και της στατιστικής.  

Σε αυτό το πλαίσιο ο ρόλος της τεχνολογίας είναι κρίσιµος. Τα ειδικά υπολογιστικά εργαλεία 

που σχεδιάζονται για τις πιθανότητες και τη στατιστική παρέχουν στους µαθητές 

δυνατότητες αναπαράστασης και χειρισµού των δεδοµένων µε βάση κλασικές 

αναπαραστάσεις (π.χ. γραφήµατα διαφόρων τύπων, διαγράµµατα Venn, ραβδογράµµατα) και 

είναι σχεδιασµένα να λειτουργούν ως µέσα υποστήριξης των µαθησιακών διαδικασιών αλλά 

ταυτόχρονα και ως µέσα ανάλυσης και επεξεργασίας των δεδοµένων (Gravemeijer et al. 

2000). H συγκεκριµένη οπτική σχεδιασµού βασίζεται στην άποψη ότι η σταδιακή ανάπτυξη 

εξειδικευµένων τρόπων επεξεργασίας των δεδοµένων και, συνακόλουθα, αντίστοιχων 

συλλογισµών συνδέεται άρρηκτα µε την δυνατότητα εξειδικευµένων τρόπων εγγραφής και 

περαιτέρω χρήσης των δεδοµένων (Macclain & Cobb, 2001). Ο διαµεσολαβητικός ρόλος της 

τεχνολογίας σε αυτή την περίπτωση βρίσκεται στο ότι παρέχει λειτουργικότητες που ευνοούν 

την εστίαση στα νοήµατα που κατασκευάζουν οι µαθητές για αντικείµενα που δεν υπάρχουν 

στα δεδοµένα αλλά αποτελούν δικές τους νοητικές κατασκευές. Η τεχνολογία προσφέρει 

χειροπιαστές αναπαραστάσεις και δυνατότητες χειρισµού τους στους µαθητές 

διευκολύνοντας την ανάπτυξη αφαιρετικών διαδικασιών και γενίκευσης.    

Τα περιβάλλοντα αυτής της κατηγορίας έχουν λοιπόν συνδεθεί µε την ανάπτυξη του 

ρεύµατος που καλείται ∆ιερευνητική Επεξεργασία ∆εδοµένων (∆Ε∆, Εxploratory Data 

Handling) και χαρακτηρίζεται από την οργάνωση, την περιγραφή, την αναπαράσταση και 

την ανάλυση δεδοµένων από τους µαθητές µέσα τη χρήση ειδικά σχεδιασµένων οπτικών 
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αναπαραστάσεων σε υπολογιστικά περιβάλλοντα. Στο παιδαγωγικό πλαίσιο, η ∆Ε∆ 

επικεντρώνεται στην ενεργό εµπλοκή των µαθητών στη συλλογή και το χειρισµό δεδοµένων 

που περιλαµβάνει αναγνώριση ιδιοτήτων κατά την αναπαράστασή τους (π.χ. αναγνώρισης 

της τάσης κατά τη γραφική αναπαράσταση σηµείων), διάκριση φαινοµένων και ανάπτυξη 

µαθηµατικών νοηµάτων µέσα από εικασίες, πειραµατισµό και υποθέσεις. Παρότι έχει 

επισηµανθεί ότι οι µαθητές κατασκευάζουν κάποια αρχικά νοήµατα κατά την καταγραφή 

ενός συνόλου δεδοµένων (π.χ. σε µια βάση) –ιδιαίτερα όταν οι µαθητές συµµετέχουν στην 

παραγωγή τους- η κύρια εστίαση των ερευνητών αφορά την περαιτέρω επεξεργασία τους 

από τους µαθητές (McClain & Cobb, 2001). Έτσι, προτείνεται ως αναγκαίο να ζητηθεί από 

τους µαθητές να αναπτύξουν νοήµατα σχετικά µε συγκεκριµένα στατιστικά χαρακτηριστικά 

των δεδοµένων, όπως για παράδειγµα ο µέσος, η τάση (trend), η διασπορά (dispersion) και η 

κατανοµή (distribution).   

Στα περιβάλλοντα ∆Ε∆ το είδος των δεδοµένων µπορεί να προκύψει από µετρήσεις 

πειραµάτων που εκτελούν οι ίδιοι οι µαθητές ή από στοιχεία που προσφέρονται σε βιβλία ή 

σχετικές διαθέσιµες ιστοσελίδες (π.χ. στατιστικών  ή ακαδηµαϊκών φορέων). Η επακόλουθη 

επεξεργασία των δεδοµένων δεν επικεντρώνεται απλά στη χρήση στατιστικών τεχνικών για 

τον υπολογισµό συγκεκριµένων αποτελεσµάτων. Αντίθετα, θεωρείται ότι τα νοήµατα 

κατασκευάζονται ενώ οι µαθητές ξεκινούν από τα δεδοµένα και πειραµατίζονται µε αυτά, 

συχνά χωρίς την αναφορά σε συγκεκριµένους µαθηµατικούς τύπους. Στην κατεύθυνση αυτή 

έχει υποδειχτεί ότι τα δεδοµένα που θα γίνουν αντικείµενο επεξεργασίας από τους µαθητές 

είναι χρήσιµο να µην υπακούουν πάντοτε σε κάποιο γενικό κανόνα αλλά οι µαθητές να 

εκτίθενται στην ‘ακαταστασία’ που χαρακτηρίζει τα δεδοµένα που συλλέγονται στο πλαίσιο 

ενός τυχαίου πειράµατος ή µιας έρευνας για τη διερεύνηση ενός φαινοµένου. Η διερευνητική 

επεξεργασία των δεδοµένων σε αυτές τις περιπτώσεις αναφέρεται ευθέως στη 

νοηµατοδότηση των δεδοµένων που µπορεί να περιγραφεί συνοπτικά µε τα σλόγκαν: 

κοιτάζω ‘στα’ δεδοµένα (αρχική ανάλυση), κοιτάζω ‘µεταξύ’ των δεδοµένων (σύγκριση), 

κοιτάζω ‘πέρα’ από τα δεδοµένα (ανεπίσηµα συµπεράσµατα) και κοιτάζω ‘πίσω’ από τα 

δεδοµένα (πλαίσιο) (Shaughnessy et al., 1996). 

Με βάση τα παραπάνω και στο πλαίσιο µιας συγκεκριµένης δραστηριότητας µια µαθηµατική 

έννοια της στατιστικής, όπως π.χ. η έννοια του µέσου όρου, δεν είναι απαραίτητο να 

συνδεθεί µε ένα φορµαλιστικό ορισµό µέσω ενός τύπου. Στο µάθηµα µπορεί να δοθεί η 

δυνατότητα υπολογισµού µέσων όρων σε ένα υπολογιστικό περιβάλλον χωρίς να γίνεται 
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εµφανές το πώς προκύπτουν (µαύρο κουτί) και ακολούθως να ζητηθεί από τους µαθητές να 

διερευνήσουν τη σχέση µεταξύ του µέσου όρου, όπως υπολογίζεται από τον υπολογιστή, µε 

σύνολα δεδοµένων που πρέπει να συγκριθούν. Αποδίδοντας έµφαση στη συµπεριφορά του 

µέσου όρου ως µαθηµατικού νοήµατος -και λιγότερη στην τεχνική µε την οποία 

υπολογίστηκε- ο εκπαιδευτικός µπορεί υλοποιήσει την ευκαιρία ο µαθητής να κατανοήσει 

γιατί και πώς ο µέσος όρος µπορεί να είναι χρήσιµος στην επεξεργασία και τη 

νοηµατοδότηση των δεδοµένων.  

Αντίστοιχα, σε µια δραστηριότητα πιθανοτήτων η ψηφιακή τεχνολογία µας δίνει τις 

δυνατότητες να αναπαραστήσουµε µοντέλα πιθανοτήτων τα οποία παράγουν µεγάλο αριθµό 

προσοµοιωµένων ‘πειραµάτων’, όπως το ρίξιµο του ζαριού, του νοµίσµατος ή της σβούρας, 

και να µας δώσουν σε συνοπτική µαθηµατική µορφή τα αποτελέσµατα. Υπάρχει βέβαια ένας 

επιστηµολογικός διάλογος όπου η µια πλευρά αµφισβητεί τη γνησιότητα των ‘πειραµάτων’, 

καθώς από πλευράς υπολογιστικής τεχνολογίας δεν µπορεί να είναι τελείως τυχαία τα 

πειράµατα λόγω της φύσης της ίδιας της τεχνολογίας. Όµως µε τη χρήση ειδικά 

σχεδιασµένων εφαρµογών και εργαλείων, όπως είναι η γλώσσα παράλληλου 

προγραµµατισµού NetLogo και το εργαλείο µε την επωνυµία ‘chance-maker’ (Pratt & Noss, 

2002), µπορούν οι µαθητές να µπουν στη θέση του δηµιουργού τέτοιων προσοµοιώσεων και, 

εποµένως, να εµπλακούν µε τις έννοιες των πιθανοτήτων που χρειάζονται για να 

κατασκευάσουν τις ίδιες τις προσοµοιώσεις.  

Από παιδαγωγική σκοπιά, λοιπόν, στα περιβάλλοντα ∆Ε∆ παρέχεται ένα πλαίσιο ανοιχτής 

διερεύνησης από τους µαθητές στο οποίο προηγείται η εµπλοκή των µαθητών µε την 

επεξεργασία των δεδοµένων και ακολουθεί η ενασχόληση µε το όποιο µαθηµατικό µοντέλο 

και τη χρήση π.χ. εννοιών της περιγραφικής στατιστικής. Σε αυτό το πλαίσιο και 

λαµβάνοντας υπόψη τον ‘ακατάσταστο’ χαρακτήρα των δεδοµένων στο χώρο της εµπειρικής 

επιστήµης έχει υποδειχτεί ότι η κατανόηση εννοιών της στατιστικής εµφανίζεται 

περισσότερο θεµελιώδης και πρωταρχική σε σχέση µε τις πιθανότητες.  

7.2 Τοπική και συνολική κατανόηση των δεδοµένων και των αναπαραστάσεών τους.  

Η γενική διάκριση ανάµεσα στον τοπικό και το συνολικό χαρακτήρα που διακρίνει τη 

µάθηση των µαθηµατικών εννοιών έχει χρησιµοποιηθεί και προκειµένου να περιγραφούν οι 

τρόποι µε τους οποίους οι µαθητές κατανοούν τα δεδοµένα ενώ τα καταγράφουν και τα 

επεξεργάζονται στο πλαίσιο της ∆Ε∆. Η τοπική κατανόηση (local understanding) σε αυτή 
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την περίπτωση αναφέρεται στην εστίαση των µαθητών σε µια συγκεκριµένη τιµή από ένα 

σύνολο δεδοµένων, π.χ. µια συγκεκριµένη εγγραφή σε µια βάση δεδοµένων ή ένα σηµείο σε 

ένα γράφηµα, χωρίς εµβάθυνση στο τι αντιπροσωπεύει η συγκεκριµένη τιµή ή σηµείο στο 

γενικότερο σύνολο. Η σφαιρική κατανόηση (global understanding), από την άλλη, 

περιλαµβάνει την ικανότητα της αναζήτησης, της αναγνώρισης, της περιγραφής και της 

ερµηνείας γενικών κανονικοτήτων (patterns) σε ένα σύνολο δεδοµένων (π.χ. αλλαγή µε βάση 

το χρόνο, τάση των δεδοµένων) είτε µε παρατήρηση ‘µε το µάτι’ της διασποράς των 

δεδοµένων είτε µε υπολογισµό στατιστικών παραµέτρων. Η έρευνα έχει καταγράψει τις 

δυσκολίες που αντιµετωπίζουν πολλοί µαθητές κατά την προσπάθεια σφαιρικής 

αντιµετώπισης και ερµηνείας ενός συνόλου δεδοµένων. Ακόµη και µετά από πολλά χρόνια 

µαθηµάτων στατιστικής πολλοί µαθητές τείνουν να εστιάζουν την προσοχή τους σε ιδιότητες 

µεµονωµένων περιπτώσεων παρά σε σύνολα δεδοµένων. Ο Pratt (2000) περιέγραψε πώς 

νεαροί µαθητές που εργάστηκαν σε ειδικά σχεδιασµένο υπολογιστικό περιβάλλον µπόρεσαν 

να διακρίνουν τη συµπεριφορά των µεµονωµένων αποτελεσµάτων σε πειράµατα ρίψης 

νοµίσµατος και ζαριών που εικονίζονταν στον υπολογιστή και τους µαθηµατικούς τρόπους 

µε τους οποίους µπορούσαν να ελέγχουν τις παραµέτρους των αντίστοιχων πειραµάτων µέσω 

ειδικών λειτουργικοτήτων.  

7.3 Τα υπολογιστικά περιβάλλοντα διερευνητικής επεξεργασίας των δεδοµένων.  

Τα εργαλεία διαχείρισης δεδοµένων σχεδιασµένα για τη διδακτική των µαθηµατικών είναι 

λίγα στον αριθµό και έχουν χαρακτηριστικά που τα διακρίνουν σαφώς από τις κλασσικές 

γενικής χρήσης βάσεις δεδοµένων όπως η Access, η Lotus, η SQL κ.α. ευρέως γνωστές. Οι 

βασικές διαφορές είναι ότι είναι εξαιρετικά υποβαθµισµένη αν όχι ανύπαρκτη η 

λειτουργικότητα της διαβαθµισµένης πρόσβασης στην πληροφορία καθώς και αυτή του 

σχεδιασµού καρτελών. Τα εργαλεία της διδακτικής έχουν το χαρακτηριστικό της άµεσης 

ανταπόκρισης οποιασδήποτε καταχώρησης ή ανάλυσης των δεδοµένων και κυρίως της 

ποικιλίας και του δυναµικού χαρακτήρα των αναπαραστάσεων της πληροφορίας και των 

τρόπων ανάλυσής της. Τα βασικά εργαλεία είναι το ‘Tabletop’ του Hankock (1995) και 

µετέπειτα το ‘Fathom’ και το ‘Tinkerplots’ του εκδοτικού οίκου ‘Key Curriculum Press’ που 

εκδίδει και το Geometry Sketchpad. Το πρώτο από αυτά αποτελείται από µια εύχρηστη 

σχεσιακή βάση δεδοµένων µε βασική αναπαράσταση τον πίνακα, υποστηρίζοντας την 

αλφαριθµητική, την αριθµητική και την διττή (αληθές/ψευδές) δοµή δεδοµένων. Τα ίδια τα 

δεδοµένα αναπαριστώνται και µε τη µορφή των στοιχείων συνόλων που εµφανίζονται µε 
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διαγράµµατα του Venn πάνω σε µια ιδεατή επιφάνεια τραπεζιού (εξ’ ου και το όνοµα του 

λογισµικού).  

 

Εικόνα 16. Ανάλυση πληροφοριών για τις γάτες µε το Tabletop 

 Ο χρήστης µπορεί να κάνει ερωτήµατα τύπου άλγεβρας του Boole και το λογισµικό 

τοποθετεί τα στοιχεία της βάσης στα αντίστοιχα σύνολα. Επίσης ο χρήστης µπορεί να κάνει 

τις βασικές πράξεις της περιγραφικής στατιστικής και επιπλέον να τοποθετήσει τα στοιχεία 

σε µονοαξονική ή διαξονική κατανοµή.  

Το ‘Fathom’ περιέχει περισσότερες δυνατότητες στατιστικής ανάλυσης και δικτυακής 

συµπεριφοράς και προορίζεται για µεγαλύτερους µαθητές από το Λύκειο και µετά, ενώ 

αντίθετα το ‘Tinkerplots’ περιέχει εξαιρετική ευρηµατικότητα στην αξιοποίηση του 

διακείµενου και του δυναµικού χαρακτήρα της τεχνολογίας που επιτρέπει σε µικρούς 

µαθητές την πρόσβαση σε βασικές έννοιες της διαχείρισης δεδοµένων. Και τα τρία αυτά 

εργαλεία θεωρούνται κατάλληλα για τη διδασκαλία της στατιστικής και των πιθανοτήτων, 

συνδυάζοντας έννοιες από τα αντικείµενα αυτά µε έννοιες διαχείρισης δεδοµένων από την 

επιστήµη των υπολογιστών.  

Τo ‘Ταξινοµούµε’, που σχεδιάστηκε στο Εργαστήριο Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας, αποτελεί 

µια σχεσιακή βάση δεδοµένων µε δυνατότητα απλών στατιστικών πράξεων, ερωτηµάτων µε 

τη µορφή της Άλγεβρας του Boole, αναπαράσταση των δεδοµένων µε διαγράµµατα του 

Venn, ραβδογράµµατα και γραφήµατα σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων. Το 

‘Ταξινοµούµε’ ενσωµατώνει µικρά κοµµάτια λογισµικού, που ονοµάζονται «ψηφίδες», 
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συνδέονται µεταξύ τους και εκτελούν συγκεκριµένες λειτουργίες. Το ‘Ταξινοµούµε’ 

αποτελείται από πέντε ψηφίδες: Βάση ∆εδοµένων, Σύνολο, Ερώτηση, Ραβδόγραµµα και 

Γράφηµα.  

Η Βάση ∆εδοµένων παρέχει στο χρήστη τη δυνατότητα εγγραφής και ταξινόµησης 

πληροφοριών που διαρθρώνονται µε βάση κατηγορίες (που λέγονται Πεδία) και αντίστοιχες 

Εγγραφές. Στο συγκεκριµένο περιβάλλον υπάρχουν πεδία αλφαριθµητικού τύπου (λέξεις – 

όπως τα πεδία κράτος και πρωτεύουσα), αριθµητικού (όπως τα πεδία έκταση και πληθυσµός), 

καθώς και πεδία τύπου αληθές/ψευδές (όπως το σεισµογενές). Γενικότερα,  οι τύποι 

δεδοµένων που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε είναι πολλοί: λέξεις, αριθµοί, εικόνα, 

αληθές/ψευδές, ώρα κ.τ.λ. Ο τρόπος επεξεργασίας των δεδοµένων, περιλαµβάνει τη 

διατύπωση ερωτήσεων στην ψηφίδα Ερώτηση και τη µελέτη των απαντήσεων είτε µέσα από 

διαγράµµατα Venn (κουκίδες µέσα σε ελλείψεις) που εµφανίζονται στην ψηφίδα Σύνολο, 

είτε µέσα από ραβδογράµµατα που εµφανίζονται στην ψηφίδα Ραβδόγραµµα, είτε µέσα από 

γραφήµατα στο καρτεσιανό επίπεδο που εµφανίζονται στην ψηφίδα Γράφηµα.  

Οι λειτουργικότητές του Ταξινοµούµε έχουν τις ρίζες τους στο ‘Tabletop’, που σχεδιάστηκε 

µια δεκαετία νωρίτερα. Ο χρήστης έχει δυνατότητα να θέσει ένα ερώτηµα, να αναζητήσει 

πληροφορίες σχετικές µ’ αυτό, να διατυπώσει υποθέσεις και να αναπτύξει στρατηγικές για 

την αντιµετώπισή του. Επιπρόσθετα, το λογισµικό παρέχει δυνατότητες εκτέλεσης όλων των 

πράξεων των σχεσιακών βάσεων δεδοµένων µεταξύ πινάκων, πράγµα που δεν ισχύει µε το 

Tabletop.  

 

Εικόνα 17: Το περιβάλλον του Ταξινοµούµε µε πέντε διασυνδεόµενες ψηφίδες 
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Κύριο χαρακτηριστικό του ‘Ταξινοµούµε’ είναι ότι είναι επεκτάσιµο λογισµικό. Μια από τις 

πιο δηµοφιλείς επεκτάσεις είναι η προσθήκη γεωγραφικών χαρτών και η διασύνδεση των 

δεδοµένων µε τη γεωγραφική πληροφορία και ταξινόµηση. Μπορεί, για παράδειγµα, να 

φτιάξει κανείς διαφορετικές στιβάδες δεδοµένων, η κάθε µια να αντιστοιχεί σε ένα πίνακα 

της βάσης. Η κάθε στοιβάδα µπορεί να εµφανίζεται στο χάρτη µε βάση κάποιο κριτήριο 

όπως αυτό της χρονολογίας.  

Όλες οι εφαρµογές που προέκυψαν από το εργαλείο περιέχουν την υποδοµή των 

ερωτηµάτων µέσω της Άλγεβρας Boole και των συνόλων µέσω της αναπαράστασης των 

διαγραµµάτων του Venn. ∆εν υπάρχει περιορισµός στη συνθετότητα των ερωτήσεων. Το 

παράδειγµα που φαίνεται στην Εικόνα 2 αφορά τη µελέτη των χαρακτηριστικών του 

πληθυσµού των µεταναστών στην Ελλάδα µέσα από την επεξεργασία δεδοµένων για το είδος 

της απασχόλησής τους µε βάση τα χαρακτηριστικά µιας περιοχής. Η ερώτηση που έχει γίνει 

στην ψηφίδα Ερώτηση είναι της µορφής ‘Αγροτική περιοχή, false’ και ‘Αριθµός 

απασχολούµενων µεταναστών  > 20.000’.   
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8. Τα Σενάρια ως σχέδια αξιοποίησης των ψηφιακών 

εργαλείων στη διδακτική των µαθηµατικών 

 

8.1 Η προβληµατική σχετικά µε τους τρόπους αξιοποίησης των ψηφιακών 

εργαλείων στη διδακτική πράξη  

Οι τρόποι αξιοποίησης των ψηφιακών εργαλείων στη σχολική τάξη των µαθηµατικών και 

ιδιαίτερα η φύση και τα χαρακτηριστικά των δραστηριοτήτων στις οποίες θα κληθούν να 

εµπλακούν µαθητές και εκπαιδευτικοί έχει αποτελέσει εδώ και χρόνια κεντρικό σηµείο 

αιχµής στο πλαίσιο του ευρύτερου προβληµατισµού που αφορά την ένταξη της ψηφιακής 

τεχνολογίας στο σχολείο (diSessa, Hoyles & Noss, 1995, Goldenberg, 1999, Hoyles, 2001). 

Ο σχετικός διάλογος, εκκινώντας από την επανεξέταση των παγιωµένων µετωπικών 

διδακτικών πρακτικών, έχει οδηγήσει στην ιδέα οι εκπαιδευτικές δραστηριότητες για τα 

µαθηµατικά µε τη χρήση ψηφιακών εργαλείων να δοµούνται µε τη µορφή των παιδαγωγικών 

πλάνων δραστηριότητας που αποκαλούνται σενάρια. Τα σενάρια θα πρέπει να γίνουν 

αντιληπτά ως σχέδια δραστηριότητας που περιγράφουν πτυχές του µαθήµατος στην τάξη που 

στο παρελθόν δεν υπήρχε ανάγκη να ληφθούν υπόψη. Τέτοιες είναι η σχέση των 

δραστηριοτήτων των µαθητών µε τα υπολογιστικά εργαλεία, η περιγραφή της αλληλουχίας 

µε την οποία εφαρµόζονται οι δραστηριότητες, ο απαιτούµενος χρόνος, ο ρόλος του 

εκπαιδευτικού και ο τρόπος που οργανώνει το µάθηµα (παρεµβάσεις, συζητήσεις τάξης κ.λπ).   

 Η εξέλιξη αυτή βασίστηκε σε δύο παραµέτρους: πρώτον, στη διαπίστωση ότι ειδικά 

σχεδιασµένα υπολογιστικά περιβάλλοντα ενισχύουν την άρση παλιών εµποδίων (π.χ. 

αναπαράστασης) προσφέροντας εργαλεία (Kaput, 1992) στα οποία η ίδια µαθηµατική έννοια 

εκφράζεται µέσα από πολλαπλές διασυνδεόµενες αναπαραστάσεις, όπου οι αλλαγές στη µια 

αναπαράσταση επιφέρουν αλλαγές και στις υπόλοιπες που συνδέονται µε αυτή˙ δεύτερον στο  

γεγονός ότι η εµπειρία διεξεγωγής ενός µαθήµατος στην τάξη µε χρήση υπολογιστικών 

εργαλείων υποδεικνύει την ανάγκη εντοπισµού και καταγραφής των προσδοκώµενων 

δραστηριοτήτων των µαθητών και των εκπαιδευτικών στην τάξη. Η προοπτική χρήσης της 

τεχνολογίας στο µάθηµα, σε αντίθεση µε την ευρέως θεωρούµενη αυταπόδεικτη αξία της, 
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φέρνει στο προσκήνιο όλες τις παραµέτρους που σχετίζονται µε τους ρόλους και τις 

δραστηριότητες των συµµετεχόντων στη διδακτική πράξη (Κυνηγός & ∆ηµαράκη, 2002), 

την ανάγκη µελέτης των µαθηµατικών εννοιών που ευνοεί ένα υπολογιστικό περιβάλλον 

(Sutherland & Balacheff, 1999), το είδος των ανατιθέµενων στους µαθητές έργων (Hoyles, 

2001) και, γενικότερα, το πλαίσιο στο οποίο λαµβάνει χώρα η διδασκαλία (Nardi, 1996). Η 

προσέγγιση αυτή υπαγορεύεται από την καταλυτική επιρροή της χρήσης της τεχνολογίας σε 

όλα τα επίπεδα της σχεδίασης και της εξέλιξης του µαθήµατος στην τάξη στα οποία 

συµπεριλαµβάνονται στοιχεία όπως η συνεργατική µάθηση σε οµάδες, η αλλαγή των 

παραδοσιακών ρόλων δασκάλων και µαθητών και η ενίσχυση της ανάπτυξης 

µαθητοκεντρικών διδακτικών µοντέλων, όπου ο δάσκαλος έχει τη δυνατότητα να 

παρεµβαίνει στη µαθησιακή διαδικασία ενεργά, ως σύµβουλος και συνεργάτης των παιδιών 

(Ηοyles & Noss, 1992).  

Τα ερωτήµατα που αναδύονται είναι πολλά και κρίσιµα: Ποια µορφή είναι σκόπιµο να έχουν 

οι δραστηριότητες στις οποίες θα κληθούν να εµπλακούν οι µαθητές στη διάρκεια ενός 

µαθήµατος µε χρήση ψηφιακών εργαλείων στην τάξη; Ποιες είναι οι παράµετροι µε βάση τις 

οποίες καθορίζεται ο ρόλος της υπολογιστικής τεχνολογίας στη µαθησιακή διαδικασία σε 

αυτή την περίπτωση; Τι αλλάζει στο µάθηµα όταν αυτό περιλαµβάνει τη χρήση υπολογιστών; 

Τι µπορεί να κάνει ο µαθητής και ο εκπαιδευτικός µε την τεχνολογία αυτή που είτε είναι 

αδύνατο είτε πολύ δύσκολο πρακτικά όταν δεν την διαθέτει; Τι είδους δραστηριότητες 

λαµβάνουν χώρα και πώς αυτό επηρεάζει τους ρόλους των συµµετεχόντων στη διδακτική 

πράξη;  

Παρόλο που η έννοια του σχεδιασµού της µαθησιακής δραστηριότητας δεν είναι κάτι νέο 

αλλά υπήρχε και εξακολουθεί να υπάρχει µε πολλούς τρόπους στην εκπαίδευση οι 

δυνατότητες παιδαγωγικής αξιοποίησης της ψηφιακής τεχνολογίας έχουν αποτελέσει ένα 

καίριο όχηµα για τον τρόπο µε τον οποίο εξελίχθηκε η προσέγγιση της έννοιας ‘σενάριο’. 

Από τη µια, τα καινοτοµικά χαρακτηριστικά των ψηφιακών εργαλείων ευνοούν το σχεδιασµό 

διερευνητικών δραστηριοτήτων που αφορούν όχι µόνο το πεδίο της µάθησης όσο και το 

πεδίο της επικοινωνίας και της διαπραγµάτευσης σε ένα κοινωνικό πλαίσιο που συνιστά η 

σχολική τάξη. Από την άλλη, οι καίριες αλλαγές στη µορφή του µαθήµατος ενισχύουν τις 

δυνατότητες για µια πολύ µεγαλύτερη ποικιλία δραστηριοτήτων στην τάξη σε σχέση µε 

εκείνες που παρέχονται µε τη συνηθισµένη µετωπική διδασκαλία. Σ’ αυτό το πλαίσιο η 

ανάπτυξη σεναρίων, µακριά από τις παραδοχές που χαρακτηρίζουν την παραδοσιακή 
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διδασκαλία, έχει θεωρηθεί αλληλένδετη µε τη διαµόρφωση ενός σύγχρονου διδακτικού 

‘παραδείγµατος’ το οποίο υποστηρίζει την καλλιέργεια µεθοδολογικών ικανοτήτων και 

δεξιοτήτων, τη διερεύνηση µέσα από το πείραµα, την οµαδική εργασία και επικοινωνία των 

µαθητών στα πλαίσια συνεργατικών δραστηριοτήτων, τη δηµιουργία, δηλαδή, νέων ρόλων 

για τον εκπαιδευτικό και το µαθητή. 

8.2 Η έννοια του σεναρίου  

8.2.1 Τι είναι ένα σενάριο 

Ως σενάριο εννοούµε ένα σύνθετο εργαλείο περιγραφής της διδασκαλίας για µια 

συγκεκριµένη περιοχή ενός γνωστικού αντικειµένου µε τη χρήση εργαλείων ψηφιακής 

τεχνολογίας. Η υλοποίηση ενός σεναρίου περιλαµβάνει την εφαρµογή µιας σειράς 

εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων στην τάξη που µε τη σειρά τους µπορεί να εξειδικεύονται σε 

φύλλα εργασίας για τους µαθητές. Τόσο ο σχεδιασµός δραστηριοτήτων όσο και η διαδικασία 

εφαρµογής τους αποτελούν κύρια αντικείµενα του σεναρίου που τεκµηριώνουν τόσο τις 

επιλογές των δραστηριοτήτων (“τι σχεδιάζεται, γιατί-πού-πώς-για πόσο”) όσο και τις 

αναµονές από την εφαρµογή τους στην πράξη (“τι αναµένεται να γίνει”). Έτσι, µια 

πολλαπλότητα πτυχών της διδακτικής πράξης όπως οι δράσεις των µαθητών και ο ρόλος του 

διδάσκοντα, η χωροχρονική οργάνωση του µαθήµατος και η διδακτική διαχείριση της 

εφαρµογής των δραστηριοτήτων στην πράξη περιγράφονται στο σενάριο. Ένα σενάριο, 

λοιπόν, δεν αναφέρεται σε ένα απλό κοµµάτι του αναλυτικού προγράµµατος αλλά αποτελεί 

ένα “σύνθετο” εργαλείο που µπορεί να εστιάζει στη διδασκαλία µιας ή περισσότερων 

εννοιών συνδυάζοντας περισσότερα διδακτικά µέσα όπως π.χ. περισσότερα του ενός 

λογισµικά, σηµειώσεις, ιστοσελίδες, όργανα (π.χ. πίνακας, διαβήτης), προκειµένου να 

επιτευχθεί ένα µαθησιακό αποτέλεσµα (Μακρή κ.α., 2006).  

8.2.2 Τα χαρακτηριστικά ενός σεναρίου µαθηµατικών  

Ο σχεδιασµός ενός σεναρίου εκλαµβάνεται ως µία πρόκληση να σκεφτεί ο εκπαιδευτικός 

καινούριους τρόπους διδακτικής προσέγγισης των µαθηµατικών εννοιών που περιλαµβάνουν 

την προσωπική εµπλοκή του µαθητή σε δραστηριότητες µε πρόσθετη παιδαγωγική αξία. Σε 

αντίθεση µε τα σχέδια µαθήµατος και τα επίσηµα έγγραφα του αναλυτικού προγράµµατος 

που αποτελούν συνήθως τεχνικά κείµενα µε λεπτοµερείς διδακτικές οδηγίες προς το 

διδάσκοντα (Φλουρής 1992), τα σενάρια διακρίνονται για τον επιτελικό τους χαρακτήρα και 
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τα περιθώρια επιλογών στο διδάσκοντα να ενσωµατώσει την εφαρµογή των προτεινόµενων 

δραστηριοτήτων στη δική του εκπαιδευτική στρατηγική και στόχους. Με αυτή την έννοια 

ένα σενάριο µπορεί να λειτουργήσει ως ένας στρατηγικός καταλύτης, που στοχεύει να 

εµπλέξει τους συµµετέχοντες σε καινοτόµες δράσεις οι οποίες τους παρέχουν τη δυνατότητα 

να γνωρίσουν απρόσµενες µαθησιακές και διδακτικές καταστάσεις (Κυνηγός, 2007). 

Εκτός από τις συνήθεις αναφορές σε συγκεκριµένους εκπαιδευτικούς στόχους και ύλη, ένα 

σενάριο λαµβάνει υπόψη και τις κοινωνικές διαστάσεις και παραµέτρους του µαθησιακού 

περιβάλλοντος καθώς και τους περιορισµούς που προέρχονται από το σχολικό ή το ευρύτερο 

πολιτισµικό πλαίσιο. Για παράδειγµα, ο χρόνος που απαιτείται για την εφαρµογή των 

δραστηριοτήτων και οι απαραίτητες δράσεις των συµµετεχόντων προδιαγράφονται µε 

σαφήνεια ώστε να µπορεί ο εκπαιδευτικός να κρίνει αν και σε ποια µέρη της διδασκαλίας 

µιας έννοιας θα εστιάσει κατά την εφαρµογή ανάλογα µε το συνολικό διδακτικό σχεδιασµό 

της ύλης. Επιπρόσθετα, η εµπειρία εφαρµογής µπορεί να δώσει χρήσιµες ενδείξεις τόσο για 

την επέκταση µιας δραστηριότητας όσο και για την επαναχρησιµοποίησή της σε διαφορετικό 

κοινό, ηλικία και εκπαιδευτικό πλαίσιο.  

Ένα ακόµη χαρακτηριστικό του σεναρίου είναι η τεκµηρίωση των λειτουργικοτήτων της 

τεχνολογίας µε αποκλειστική έµφαση στους µαθησιακούς στόχους που αφορούν τη 

διδασκαλία των εµπλεκόµενων µαθηµατικών εννοιών. Τα υπολογιστικά εργαλεία, δηλαδή, 

δεν θεωρείται ότι προάγουν τη µάθηση επειδή διαθέτουν κάποια ιδιαίτερα ‘οντολογικά’ 

χαρακτηριστικά. Αντίθετα, η παιδαγωγική τους αξία καθορίζεται µέσα από τη χρήση τους 

και στο πλαίσιο συγκεκριµένων εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων. Αυτή η έµφαση στη χρήση 

επιτρέπει την αναφορά στην κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης που πηγάζει από την 

δυνατότητα ανάπτυξης διαφορετικών ρόλων για τον εκπαιδευτικό και τους µαθητές, που 

διαφέρουν ριζικά από το παραδοσιακό σχήµα του ‘ποµπού-δέκτη’. 

8.2.3 Η δοµή ενός σεναρίου 

Ένα σενάριο δεν κατατάσσεται σε κάποιο συγκεκριµένο κειµενικό ή αφηγηµατικό είδος και 

έτσι δεν υπάρχει κάποια αυστηρή δοµή µε βάση την οποία οφείλει να γραφτεί . Παρόλ’ αυτά 

και µε βάση τα όσα προηγήθηκαν είναι προφανές ότι ένα σενάριο οφείλει να ενσωµατώνει 

ένα σύνολο παραµέτρων που αφορούν αφενός το σχεδιασµό του µαθήµατος και τις 

παιδαγωγικές αρχές στις οποίες βασίστηκε όσο και στην τεκµηριωµένη περιγραφή του 
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τρόπου µε τον οποίο αναµένεται να αξιοποιηθούν τα χρησιµοποιούµενα υπολογιστικά 

εργαλεία κατά την εφαρµογή των εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων στην τάξη.   

Για την περιγραφή των σεναρίων-προτύπων που παρατίθενται στο επόµενο κεφάλαιο  

χρησιµοποιήσαµε µια συγκεκριµένη δοµή που βασίστηκε στη σύνθεση αντίστοιχων 

προτάσεων από ερευνητικές οµάδες διαφορετικών χωρών µε εµπειρία στη γραφή σεναρίων 

για τη διδακτική των µαθηµατικών
3

. Η δοµή αυτή βασίζεται στην οµαδοποίηση των 

ακόλουθων βασικών αξόνων: την ταυτότητα του σεναρίου, το σκεπτικό της δηµιουργίας του 

σεναρίου, το πλαίσιο εφαρµογής, την ανάλυση των δραστηριοτήτων, την αξιολόγηση του 

σεναρίου και την δυνατότητα επέκτασής του.   

8.3 Τα προτεινόµενα σενάρια ως εργαλεία διδακτικής παρέµβασης και 

αναστοχασµού   

Τα δέκα σενάρια-πρότυπα που περιγράφονται στο επόµενο κεφάλαιο αποτελούν µέρος του 

επιµορφωτικού υλικού των ΚΣΕ έχουν σχεδιαστεί µε την επιδίωξη να λειτουργήσουν (α) ως 

προτάσεις διδασκαλίας που αφορούν την καθηµερινή σχολική πραγµατικότητα (β) ως 

εναύσµατα για την εµπλοκή των ίδιων των εκπαιδευτικών µε το διδακτικό σχεδιασµό και (γ) 

ως αντικείµενα για αναστοχασµό των εκπαιδευτικών µε στόχο να συµβάλλουν στην 

αναβάθµιση της διδακτικής πρακτικής. Τα σενάρια αυτά αποτελούν σχέδια δραστηριότητας 

δοµηµένα µε τρόπο ώστε να µπορούν αφενός να αποτελέσουν ένα χειροπιαστό υλικό για τη 

διεξαγωγή µαθηµάτων στις σχολικές τάξεις και αφετέρου να γίνουν αντικείµενα 

                                                 

I. ‘ESCALATE’ Enhancing SCience Appeal in Learning through Argumentative inTEraction FP6-2004-

Science-and-Society-11, 020790 (2006-2008), 

http://www.escalate.org.il/engsite/home/default.asp .   

II. ‘ReMath’ - Representing Mathematics with Digital Media FP6, IST-4, STREP 026751 (2005 – 

2008). http://remath.cti.gr/default_remath.asp  

III. ‘Kaleidoscope’ - Concepts and Methods for Exploring the Future of Learning with Digital 

Technologies, # 507838, ‘TEL’ - ‘Technology-enhanced Learning and Access to Cultural Heritage’, 

Network of Excellence, FP6-2002-IST Action line.3.1.12 (2004-2007). http://www.noe-

kaleidoscope.org/ και http://telma.noe-kaleidoscope.org.  
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επικοινωνίας και αναστοχασµού µεταξύ εκπαιδευτικών και ερευνητών ή επιµορφωτών. Ο 

απώτερος στόχος να αποτελέσουν τη ‘µαγιά’ της δηµιουργίας νέων σεναρίων από τους 

εκπαιδευτικούς.  

Από την πλευρά του γνωστικού αντικειµένου, τα συγκεκριµένα σενάρια οριοθετούν την 

αφετηρία της µελέτης µιας σειράς µαθηµατικών εννοιών του αναλυτικού προγράµµατος και 

έχουν βασιστεί στη χρήση µιας οµάδας υπολογιστικών περιβαλλόντων αντιπροσωπευτικών 

της ποικιλίας των λογισµικών που έχουν αναπτυχθεί στη χώρα µας αλλά και διεθνώς για τη 

διδακτική των µαθηµατικών. Έτσι, δεν προτείνεται να ειδωθούν ως αντικείµενα υλικού προς 

επεξήγηση στους µαθητές, αλλά να λειτουργήσουν ως γεννήτορες ιδεών για τη δηµιουργική 

εµπλοκή των ίδιων των εκπαιδευτικών στο σχεδιασµό νέων εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων 

για τη διερεύνηση µιας ποικιλίας µαθηµατικών εννοιών του αναλυτικού προγράµµατος από 

τους µαθητές.  

Στην παρούσα µορφή τους τα σενάρια-πρότυπα περιλαµβάνουν υποδείξεις σχετικά µε 

εναλλακτικές δυνατότητες διδακτικής αξιοποίησης ή επέκτασης των εκπαιδευτικών 

δραστηριοτήτων, χωρίς όµως αυστηρή καθοδήγηση που θα περιόριζε τη δηµιουργικότητα 

των εκπαιδευτικών. Βασικός στόχος είναι οι καταρτιζόµενοι εκπαιδευτικοί να 

υποστηριχθούν µε τρόπο ώστε να καλλιεργηθούν ο αναστοχασµός πάνω στη σχέση 

µαθηµατικών εννοιών, υπολογιστικών εργαλείων και διδακτικής πρακτικής µέσα από το 

διάλογο, τη διερεύνηση και την άµεση εµπλοκή µε το σχεδιασµό καινοτόµων εκπαιδευτικών 

δραστηριοτήτων. 
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9. Παραδείγµατα σεναρίων µε βάση τις κατηγορίες 

λογισµικού   

 

9.1 Συµβολική έκφραση µέσω του προγραµµατισµού. 

9.1.1 Σενάριο 1. Σκιτσάροντας µε Παραλληλόγραµµα  

Γνωστική περιοχή:  Γεωµετρία (και σχέσεις µεταξύ γενικευµένων αριθµών).  

Θέµα: 

Η διερεύνηση µερικών βασικών ιδιοτήτων των παραλληλογράµµων από τους µαθητές µε 

χρήση εργαλείων συµβολικής έκφρασης και δυναµικού χειρισµού γεωµετρικών αντικειµένων. 

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Χελωνόκοσµος.  

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα 

Σύµφωνα µε το σενάριο αυτό οι µαθητές θα εµπλακούν σε διαδικασίες κατασκευής 

παραλληλογράµµων και µετέπειτα χρήσης τους για την κατασκευή δυναµικών σκίτσων. Το 

κύριο µέρος της διερεύνησης των µαθητών για την κατασκευή παραλληλογράµµων θα 

βασιστεί σε απλές διαδικασίες σε γλώσσα Logo οι οποίες όταν εκτελούνται έχουν ως 

αποτέλεσµα τη δηµιουργία τεθλασµένων γραµµών. Οι µαθητές θα κληθούν να κάνουν 

πειράµατα για το πότε το αποτέλεσµα της εκτέλεσής τους σχεδιάζει παραλληλόγραµµο. Για 

τον πειραµατισµό αυτό, θα εκτελούν τις διαδικασίες µε διαφορετικές τιµές πλευρών ή 

γωνιών τις οποίες παράλληλα θα µπορούν να µεταβάλλουν δυναµικά χρησιµοποιώντας τα 

διαθέσιµα υπολογιστικά εργαλεία. Ο στόχος είναι να ανακαλύψουν οι ίδιοι οι µαθητές τις 

βασικές ιδιότητες των παραλληλογράµµων και να ‘διορθώσουν’ τις διαδικασίες ώστε να 

φτιάχνουν πάντοτε παραλληλόγραµµα. Στο τέλος θα χρησιµοποιήσουν τα διορθωµένα 

προγράµµατα για να φτιάξουν σχέδια δικής τους επιλογής βασισµένα στο παραλληλόγραµµο 
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ως δοµικό λίθο στα σχέδιά τους. Τα σχέδια αυτά µπορούν να τα ‘ζωντανέψουν’ δίνοντας 

τους κίνηση µε το εργαλείο δυναµικού χειρισµού (µεταβολέας). 

Προστιθέµενη αξία 

Η διδασκαλία των ιδιοτήτων των γεωµετρικών σχηµάτων στην παραδοσιακή τάξη γίνεται µε 

τη µορφή της παρουσίασής τους από το διδάσκοντα. Οι µαθητές καλούνται έτσι να “µάθουν” 

την αντίστοιχη γεωµετρική γνώση µέσα από την παρατήρηση ή το σχεδιασµό γεωµετρικών 

σχηµάτων µε στατικά µέσα αναπαράστασης τα οποία µπορεί να προσφέρουν περιορισµένες 

δυνατότητες εµπλοκής τους σε διαδικασίες διερεύνησης των ιδιοτήτων και των σχέσεων που 

διέπουν την κατασκευή τους. Στα λογισµικά συµβολικής έκφρασης για τη γεωµετρία όπως ο 

Χελωνόκοσµος οι µαθητές θα χρησιµοποιήσουν συνδυασµό αναπαραστάσεων των 

αντίστοιχων µαθηµατικών εννοιών, δηλαδή θα τις διατυπώσουν υπό τη µορφή εντολών σε 

συµβολική γλώσσα, θα παρατηρήσουν το γραφικό αποτέλεσµα των εντολών στο µηχάνηµα 

και θα χειριστούν δυναµικά τις γεωµετρικές τους κατασκευές αλλάζοντας µε συνεχή τρόπο 

τις τιµές των µεταβλητών µεγεθών τους. Με τη βοήθεια της προτεινόµενης δραστηριότητας 

θα εµπλακούν σε διαδικασίες εικασίας, κατασκευής υποθέσεων, εξαγωγής συµπερασµάτων 

και σταδιακής γενίκευσης και διατύπωσης κανόνων για τις ιδιότητες των 

παραλληλογράµµων. 

Πλαίσιο εφαρµογής 

Σε ποιους απευθύνεται 

Το σενάριο προτείνεται να εφαρµοστεί στην Α΄ Γυµνασίου.  

Χρόνος υλοποίησης 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 6 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών, ώστε οι 

µαθητές να µοιράζονται τους υπολογιστές και να µπορούν να πειραµατίζονται οι ίδιοι, 

χωρισµένοι σε µικρές οµάδες. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις 
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Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν τις βασικές λειτουργικότητες του Χελωνόκοσµου, τις απλές 

εντολές της γλώσσας Logo και τις έννοιες της παραλληλίας ευθειών, του τετραπλεύρου και 

της γωνίας. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους).  

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον/την διδάσκοντα/διδάσκουσα και έχουν ως στόχο 

να καθοδηγούν τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. Πριν την 

διεξαγωγή της δραστηριότητας ο/η διδάσκων/διδάσκουσα µπορεί, µέσω απλών 

δραστηριοτήτων, να συζητήσει µε τους µαθητές για τις βασικές εντολές της Logo, τις 

λειτουργικότητες του Χελωνόκοσµου αλλά και τις µαθηµατικές έννοιες που απαιτούνται ως 

υπόβαθρο για την διεξαγωγή της.  

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

εξερευνήσουν τις προϋποθέσεις κατασκευής παραλληλογράµµων χρησιµοποιώντας 

παραµετρικές διαδικασίες που τους έχουν δοθεί από τον/την διδάσκοντα/διδάσκουσα. Η 

διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο/η 

διδάσκων/διδάσκουσα θα πρέπει να ελέγχει τα συµπεράσµατα των µαθητών, να διευκολύνει 

την επιχειρηµατολογία και να προκαλεί συζητήσεις µε όλη την τάξη όταν θεωρεί ότι τα 

συµπεράσµατα κάποιων οµάδων θα είναι χρήσιµα για τη διερεύνηση και των υπολοίπων. 

Στόχοι 

Βασικός διδακτικός στόχος είναι η  ανακάλυψη, κατανόηση και εφαρµογή βασικών 

ιδιοτήτων των παραλληλογράµµων και η µελέτη ορισµένων ειδικών περιπτώσεων 

παραλληλογράµµων (ορθογώνιο, ρόµβος, τετράγωνο) µέσα από το δυναµικό τρόπο 

χειρισµού και κατασκευής τους. Απώτερος στόχος είναι να δοθεί στους µαθητές η 

δυνατότητα να εµβαθύνουν στις ιδιότητες ενός γεωµετρικού σχήµατος και παράλληλα να 

διερευνήσουν το πώς µπορούν να χρησιµοποιήσουν τις συγκεκριµένες ιδιότητες για να 

φτιάξουν και να κινήσουν άλλα δικά τους σχέδια. Ειδικότερα, οι επιδιωκόµενοι στόχοι µέσα 

από τη συγκεκριµένη διερεύνηση είναι: 
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Ως προς το γνωστικό αντικείµενο 

Να ‘ανακαλύψουν’ οι µαθητές ότι : 

• Στα παραλληλόγραµµα οι απέναντι γωνίες είναι ίσες  

• Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες 

• Το άθροισµα των γωνιών είναι 360 µοίρες 

• Οι προσκείµενες σε µια πλευρά γωνίες είναι παραπληρωµατικές 

• Να µελετήσουν ειδικές περιπτώσεις παραλληλογράµµων και τις ιδιότητές τους. Π.χ. 

να ανακαλύψουν ότι:  

- το ορθογώνιο έχει και τις τέσσερις γωνίες του ορθές 

- το τετράγωνο έχει και τις τέσσερις πλευρές του ίσες και τις τέσσερις γωνίες του 

ορθές 

- ο ρόµβος έχει και τις τέσσερις πλευρές του ίσες. 

Ως προς τη χρήση νέων τεχνολογιών 

∆ηµιουργία, ερµηνεία και διόρθωση απλών προγραµµάτων σε γλώσσα Logo που περιέχουν 

παραµετρικές διαδικασίες (διαδικασίες µε µεταβλητές) για την κατασκευή 

παραλληλογράµµων. 

Χρήση του εργαλείου δυναµικού χειρισµού (Μεταβολέας) για το χειρισµό αριθµητικών 

δεδοµένων προκειµένου να προκύψουν κλειστά σχήµατα και ειδικότερα παραλληλόγραµµα. 

Ως προς τη µαθησιακή διαδικασία 

Άσκηση στη διεξαγωγή πειραµάτων προκειµένου να ‘κλείσει’ ένα παραλληλόγραµµο. 

∆ιατύπωση υποθέσεων και εξαγωγή συµπερασµάτων για τις ιδιότητες των 

παραλληλογράµµων. 

Σταδιακή γενίκευση των συµπερασµάτων τους µέχρι να καταλήξουν στη διατύπωση κανόνα 

για τις ιδιότητες των παραλληλογράµµων. 

Ανάλυση του σεναρίου 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 
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Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε τρεις φάσεις: 

1η Φάση: Κατασκευή ορθογωνίου. 

∆ίνεται στους µαθητές η παρακάτω παραµετρική διαδικασία:  

για µυστήριο1 :α :β :γ :δ 

µ :α δ 90 µ :β δ 90 µ :γ δ 90 µ :δ δ 90 

τέλος 

Ζητείται να την εκτελέσουν δίνοντας τυχαίες τιµές στις µεταβλητές α, β, γ και δ. Η 

διαδικασία αυτή θα κατασκευάσει (για τυχαίες τιµές των µεταβλητών) µία τεθλασµένη 

γραµµή µε ορθές γωνίες. Στην εικόνα 18 φαίνεται η γραµµή για τις τιµές 70, 80,90, 100 

αντιστοίχως.  

 

Εικόνα 18 

Ζητείται από την κάθε οµάδα µαθητών να κάνει πειράµατα προσπαθώντας να βρει ποια 

σχέση πρέπει να υπάρχει µεταξύ των τεσσάρων τιµών των µεταβλητών ώστε να προκύψει 

ορθογώνιο και να διατυπώσει τον κανόνα. Στην εικόνα 19 φαίνεται το ορθογώνιο που 

κατασκευάζεται από την προηγούµενη διαδικασία για α=γ=100 και β=δ=80.  
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Εικόνα 19 

Τους ζητείται δηλαδή να πειραµατισθούν χρησιµοποιώντας διάφορες αριθµητικές τιµές, να 

χρησιµοποιήσουν τον µεταβολέα για να δουν µε ποιο τρόπο µεταβάλλεται το σχήµα καθώς 

αυξοµειώνεται µια τιµή, να συζητήσουν και να καταγράψουν τα συµπεράσµατα τους.  

Η εµπειρία αυτή αναµένεται να τροφοδοτήσει σχετική συζήτηση τόσο στα πλαίσια της κάθε 

οµάδας όσο και στην τάξη συνολικά µε στόχο να διατυπώσουν µαθητές συµπεράσµατα όπως: 

οι απέναντι πλευρές του ορθογωνίου είναι ίσες 

όταν όλες οι πλευρές του ορθογωνίου είναι ίσες έχουµε τετράγωνο. 

Για το σκοπό αυτό, κατά την διάρκεια του πειραµατισµού στον υπολογιστή, ο/η 

εκπαιδευτικός περιφέρεται στις οµάδες των µαθητών κάνοντας ερωτήσεις και  

παροτρύνοντας τους µαθητές να δοκιµάσουν διάφορες αριθµητικές τιµές ώστε κρίσιµες 

πτυχές του γνωστικού αντικειµένου να έρχονται στο προσκήνιο (π.χ. πότε ‘κλείνει’ το σχήµα; 

∆οκιµάστε µε διαφορετικές γωνίες) αξιοποιώντας ενέργειες και δράσεις των µαθητών κατά 

την αλληλεπίδρασή τους µε τα κατασκευαζόµενα σχήµατα. 

Στη συνέχεια, οι µαθητές χρησιµοποιούν τον κανόνα, που πρέπει να συνδέει τις µεταβλητές 

για να κατασκευάζεται ορθογώνιο, για να διορθώσουν την παραµετρική διαδικασία ώστε 

αυτή να περιέχει δύο µόνο µεταβλητές. Αναµένεται να προκύψουν διαδικασίες της µορφής: 

για ορθογώνιο :χ :ψ 
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µ :χ δ 90 µ :ψ δ 90 µ :χ δ 90 µ :ψ δ 90  

τέλος 

2η Φάση: Κατασκευή παραλληλογράµµου.  

∆ίνεται στους µαθητές η ακόλουθη παραµετρική διαδικασία: 

για µυστήριο2 :ε :ζ :η :θ 

µ 50 δ :ε µ 100 δ :ζ µ 50 δ :η µ 100 δ :θ  

τέλος 

Ζητείται να την εκτελέσουν δίνοντας τυχαίες τιµές στις µεταβλητές ε, ζ, η και θ. Η 

διαδικασία αυτή θα κατασκευάσει (για τυχαίες τιµές των µεταβλητών) µία τεθλασµένη 

γραµµή  (στην εικόνα 20 φαίνεται η γραµµή για τις τιµές 30, 40,50, και 60 αντιστοίχως).  

 

Εικόνα 20 

  Ζητείται από την κάθε οµάδα µαθητών να κάνει πειράµατα προσπαθώντας να βρει: 

ποια σχέση πρέπει να υπάρχει µεταξύ των τεσσάρων τιµών των µεταβλητών για να είναι το 

σχήµα παραλληλόγραµµο. Στην εικόνα 21 φαίνεται το παραλληλόγραµµο που 

κατασκευάζεται από την προηγούµενη διαδικασία για ε=η=70 και ζ=θ=110. 
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Εικόνα 21 

Όπως και στην προηγούµενη φάση γίνεται η ίδια διαδικασία πειραµατισµού και συζήτησης 

µε στόχο να κατανοήσουν οι µαθητές ότι: 

Το άθροισµα των γωνιών του παραλληλογράµµου είναι 360 µοίρες 

Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες 

Οι διαδοχικές γωνίες είναι παραπληρωµατικές 

Το ορθογώνιο και το τετράγωνο είναι ειδικές περιπτώσεις παραλληλογράµµου 

Αφού οι µαθητές βρουν τον κανόνα που πρέπει να συνδέει τις µεταβλητές για να 

κατασκευάζεται παραλληλόγραµµο τους ζητείται να διορθώσουν τη διαδικασία ώστε να 

περιέχει µία µόνο µεταβλητή. Αναµένεται να προκύψουν διαδικασίες της µορφής: 

για Απαραλληλόγραµµο :ε 

µ 50 δ :ε µ 100 δ :180- :ε µ 50 δ :ε µ 100 δ :180- :ε  

τέλος 

Τέλος, η διαδικασία διερεύνησης καταλήγει στο να ορίσουν όλες οι οµάδες την διαδικασία 

που κατασκευάζει παραλληλόγραµµο µε τρεις µεταβλητές [δύο για τις πλευρές και µία για τη 

γωνία]: 

για Βπαραλληλόγραµµο :χ :ψ :ε 
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µ :χ δ :ε µ :ψ δ 180 - :ε µ :χ δ :ε µ :ψ δ 180 - :ε 

τέλος  

3η  Φάση: Κατασκευή σχεδίων µε βάση το παραλληλόγραµµο.  

Στη φάση αυτή ζητείται από τους µαθητές να κατασκευάσουν ένα δικό τους σκαρίφηµα ή 

σχέδιο βασισµένο σε πολλά διαφορετικά παραλληλόγραµµα που θα µπορούν να ‘κινήσουν’ 

µε το µεταβολέα. Με στόχο να βιώσουν την ισχύ του γενικευµένου -χάρη στα µαθηµατικά – 

εργαλείου, προτείνεται στους µαθητές να χρησιµοποιήσουν ως δοµικό λίθο τη διαδικασία 

κατασκευής παραλληλογράµµων διαφορετικής µορφής και µεγέθους που έχουν ήδη έχουν 

φτιάξει στην προηγούµενη φάση (Βπαραλληλογραµµο). Για παράδειγµα, η κατασκευή ενός 

ανεµόµυλου µπορεί να ολοκληρωθεί µε τον καθορισµό της παραµετρικής διαδικασίας που θα 

κατασκευάζει ν παραλληλόγραµµα (µε τη διαδικασία Βπαραλληλογραµµο) που θα 

στρέφονται κατά γωνία 360/ν (Εικόνα 22). 

για ανεµόµυλο :χ :ψ :ε :ν 

επαναλαβε :ν [Βπαραλληλόγραµµο :χ :ψ :ε δ 360/:ν] 

τέλος 

 

Εικόνα 22 

Σε αυτό το σηµείο µπορεί να τεθούν ερωτήµατα όπως: 

Πότε ο ανεµόµυλος στρέφεται γρηγορότερα καθόσον κινείται ο µεταβολέας;  

Πώς επηρεάζει το σχήµα του ανεµόµυλου η αλλαγή κάθε µεταβλητής;  
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Η φάση αυτή ολοκληρώνεται µε την παρουσίαση της δουλειάς κάθε οµάδας στην τάξη και 

διάλογο πάνω στις εργασίες των µαθητών. 

Επέκταση του σεναρίου 

Οι µαθητές µπορούν να χρησιµοποιήσουν το Χελωνόκοσµο και τις γνώσεις που αποκόµισαν 

από την διεξαγωγή της δραστηριότητας για να πειραµατιστούν µε τη διερεύνηση των 

γεωµετρικών ιδιοτήτων της κατασκευής συνθετότερων γεωµετρικών σχηµάτων, όπως 

κανονικών πολυγώνων.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 

τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που σχετίζονται µε τις ιδιότητες των παραλληλογράµµων.  

 Ως προς τα εργαλεία 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Στο Χελωνόκοσµο ευνοείται ο συµβολισµός µεταβαλλόµενων µεγεθών και 

ο χειρισµός τους µε το ‘σύρσιµο’ µιας αριθµογραµµής, που είναι καινούριες αναπαραστάσεις 

για τους µαθητές. Για παράδειγµα, οι διασυνδέσεις µιας µεταβλητής µε το µέγεθος που 

αναπαριστά και την δυναµική αλλαγή των τιµών της στον αντίστοιχο µεταβολέα είναι προς 

διερεύνηση. Κάθε διδάσκων οφείλει να λάβει υπόψη τις όποιες δυσκολίες και να 

επανασχεδιάσει την εφαρµογή εκ νέου (επιλέγοντας π.χ. κατάλληλες δραστηριότητες για την 

εισαγωγή των µαθητών στη χρήση των εργαλείων).  

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Για παράδειγµα, 

πόσο εύκολο ήταν για τους µαθητές να κατασκευάσουν συνθέσεις γεωµετρικών κατασκευών 

στην 3η φάση µε βάση τα παραλληλόγραµµα που κατασκεύασαν; Ο διδάσκων µπορεί να 

κρατάει σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων ώστε να 
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είναι σε θέση στο µέλλον, ανάλογα µε το διαθέσιµο χρόνο ή το γνωστικό επίπεδο 

συγκεκριµένων µαθητών, να προβεί σε αλλαγές στη ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων, 

στη διατύπωσή τους ή ακόµα και στα εκάστοτε ζητούµενα.  

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Το σενάριο είναι σχεδιασµένο έτσι ώστε η υλοποίησή του να σχετίζεται τόσο µε τη χρήση 

του υπολογιστικού περιβάλλοντος όσο και µε τις εµπλεκόµενες µαθηµατικές έννοιες που 

αφορούν τις ιδιότητες της κατασκευής παραλληλογράµµων. Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε 

εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και 

επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο προσφέρει περιθώρια διαφοροποιηµένης διδακτικής 

ανέλιξης και επιλογής σηµείων εστίασης, καθώς το µαθηµατικό µέρος που καλύπτει µπορεί 

να συµπεριλάβει π.χ. τη µελέτη της χρήσης µεταβλητών, της έννοιας της γωνίας/στροφής 

κ.λπ.   

Σχεδίαση φύλλου εργασίας 

Στην ανάλυση του σεναρίου περιγράφονται οι επιµέρους δραστηριότητες µε τις οποίες 

προτείνεται να εµπλακούν οι µαθητές καθώς και η χρονική σειρά µε την οποία αυτό θα γίνει. 

Εποµένως, η σύνταξη του φύλλου εργασίας από τον εκπαιδευτικό που θα διδάξει το σενάριο 

πρέπει να συµπεριλάβει τις δραστηριότητες αυτές µε την ίδια ροή και τις κατάλληλες 

ερωτήσεις – προβλήµατα προς τους µαθητές. Τα ερωτήµατα θα πρέπει να είναι συµβατά µε 

την διαδικασία που είναι πιθανό να ακολουθήσουν οι µαθητές. Για παράδειγµα, τα 

ερωτήµατα θα µπορούσαν να έχουν την εξής σειρά:  

• Ερωτήµατα σύνταξης του προγράµµατος και παρατήρησης (για εστίαση σε 

συγκεκριµένες πτυχές των αλλαγών στο σχήµα) 

• Ερωτήµατα διατύπωσης (για εικασίες, υποθέσεις και γενικεύσεις) 

• Ερωτήµατα ελέγχου (για ερµηνείες, επεξηγήσεις, αποδείξεις, κτλ)    

9.1.2 Σενάριο 2. Κατασκευή δυναµικής γραµµατοσειράς  

Γνωστική περιοχή:   

Γεωµετρία.  

Θέµα: 
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Η διερεύνηση της αυξοµείωσης γεωµετρικών κατασκευών µε χρήση εργαλείων συµβολικής 

έκφρασης και δυναµικού χειρισµού γεωµετρικών αντικειµένων. Ο όρος αυξοµείωση 

αναφέρεται στη δυνατότητα µεγέθυνσης-σµίκρυνσης δυναµικά µεταβαλλόµενων 

γεωµετρικών σχηµάτων, η κατασκευή των οποίων βασίζεται σε σχέσεις αναλογίας µεταξύ 

των µεταβλητών µεγεθών τους που µπορεί να εκφραστούν στη µορφή y = αx. Παρότι στο 

επίκεντρο του σεναρίου βρίσκονται οι µαθηµατικές έννοιες λόγου και αναλογίας, παράλληλα, 

δίνονται δυνατότητες εξοικείωσης των µαθητών µε τη χρήση µεταβλητών για κατασκευές 

γεωµετρικών σχηµάτων και διερεύνησης του ρόλου τους στην κατασκευή αυξοµειούµενων 

µοντέλων τους.  

Τεχνολογικά εργαλεία 

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Χελωνόκοσµος.  

Σκεπτικό 

Βασική ιδέα 

Σύµφωνα µε το σενάριο αυτό µια σχολική τάξη αναλαµβάνει την κατασκευή µε το 

Χελωνόκοσµο µια γραµµατοσειράς µε όλα τα κεφαλαία γράµµατα του αλφαβήτου, ώστε 

µετέπειτα να µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τη γραφή λέξεων και φράσεων διαφορετικών 

µεγεθών. Γι’ αυτό το λόγο τα γράµµατα πρέπει να είναι δυνατό να αυξοµειωθούν µε τον ίδιο 

τρόπο όταν τοποθετούνται το ένα δίπλα στο άλλο. Επειδή στις κατασκευές στο 

Χελωνόκοσµο τα εµπλεκόµενα µεγέθη είναι συνεχή και αναπαριστούν τα µεταβαλλόµενα 

µεγέθη ενός σχήµατος οι µαθητές επιδιώκεται να πειραµατιστούν µε τον έλεγχο της µορφής 

και του µεγέθους κάθε γράµµατος χρησιµοποιώντας µεταβλητές για τα µήκη και τις γωνίες 

του. Η κατασκευή µιας τέτοιας γραµµατοσειράς –που λόγω της δυνατότητας αλλαγής 

µεγέθους των γραµµάτων χαρακτηρίζεται δυναµική- εξασφαλίζεται µε τη χρήση της ίδιας 

µεταβλητής, που αντιστοιχεί στο κατακόρυφο ύψος κάθε γράµµατος, ενώ οι γωνίες των 

γραµµάτων παραµένουν σταθερές. Για την κατασκευή τέτοιων σχηµάτων απαιτείται η 

συναρτησιακή έκφραση όλων των µηκών των γραµµάτων µε την ίδια µεταβλητή.  

Προστιθέµενη αξία 

Οι έννοιες λόγου και αναλογίας στα γεωµετρικά σχήµατα βρίσκονται ενσωµατωµένες σε 

διαφορετικές περιοχές του 1ου κεφαλαίου της γεωµετρίας της Γ΄ γυµνασίου.  Στην §1.4 του 

αντίστοιχου σχολικού βιβλίου, για παράδειγµα, η έννοια της οµοιότητας δύο γεωµετρικών 
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σχηµάτων εισάγεται µέσα από την περιγραφή των απαραίτητων σχέσεων αναλογίας µεταξύ 

των πλευρών τους και της ισότητας των γωνιών τους. Στο παράδειγµα αυτό αναφέρεται ότι 

τα συγκεκριµένα σχήµατα “σχεδιάστηκαν ώστε (ενν. οι εν λόγω σχέσεις) να ισχύουν”. 

 Ανάλογα, στην §1.5 του ίδιου βιβλίου η έννοια του λόγου οµοιότητας συνδέεται µε την 

κλίµακα ενός γεωγραφικού χάρτη µέσα από ένα παράδειγµα στο οποίο περιγράφεται λεκτικά 

η µετάβαση από ένα µέγεθος του χάρτη στο αντίστοιχο πραγµατικό.  

 Η έλλειψη κατάλληλων αναπαραστασιακών µέσων οδηγεί συχνά στην διδακτική 

προσέγγιση των παραπάνω εννοιών µέσα από την περιγραφή κανόνων και τύπων, ενώ δεν 

δίνεται στους µαθητές η δυνατότητα να διερευνήσουν τη διασύνδεση γεωµετρικών ιδιοτήτων 

και αριθµητικών/αλγεβρικών σχέσεων που διέπουν τη διαδικασία µεγέθυνσης-σµίκρυνσης 

ενός γεωµετρικού σχήµατος. Το παρόν σενάριο επιδιώκει να προκαλέσει καινοτοµικές 

διδασκαλίες αναφορικά µε τις έννοιες λόγου και αναλογίας στα γεωµετρικά σχήµατα που 

καθορίζονται από τις παρακάτω παραµέτρους:    

Πειραµατισµός για την έκφραση των συµµεταβαλόµενων µεγεθών σε κάθε γράµµα. Οι 

µαθητές καλούνται να ανακαλύψουν τις απαραίτητες σχέσεις ώστε να επιτευχθεί η 

αυξοµείωση µιας γεωµετρικής κατασκευής µέσα από πειραµατισµό και διερεύνηση. Το 

συγκεκριµένο υπολογιστικό περιβάλλον ευνοεί την εστίαση των µαθητών στις µαθηµατικές 

ιδιότητες αυτής της διαδικασίας καθώς κάθε γεωµετρική κατασκευή στο Χελωνόκοσµο 

προαπαιτεί πειραµατισµό για το χτίσιµο και την έκφραση των απαραίτητων συναρτησιακών 

σχέσεων από τους µαθητές. Αυτή ακριβώς η δυνατότητα πειραµατισµού έχει µία ιδιαίτερη 

διδακτική αξία αφού στην συνήθη διδακτική πρακτική αποτελεί την κατάληξη και όχι την 

αφετηρία για την επίτευξη της µεγέθυνσης-σµίκρυνσης των γεωµετρικών σχηµάτων.  

Νοηµατοδότηση της κατασκευής γραµµατοσειράς. Οι µαθητές αναµένεται να εµπλακούν 

σε µια δραστηριότητα που έχει σχεδιαστεί ώστε να αποδίδεται νόηµα στην έννοια της 

µεγέθυνσης-σµίκρυνσης καθώς η κατασκευή των κεφαλαίων γραµµάτων αποτελεί 

χαρακτηριστική κατασκευαστική δραστηριότητα στην οποία το νόηµα της αυξοµείωσης 

συνδέεται άµεσα µε τη χρήση των γραµµάτων µιας γραµµατοσειράς. Η διατήρηση του 

σχήµατος κάθε  γράµµατος για διαφορετικά µεγέθη αποτελεί κοινό τόπο για οποιονδήποτε 

έχει –έστω ελάχιστη- εµπειρία χρήσης επεξεργαστή κειµένου.  

Μελέτη των πολλαπλών αναπαραστάσεων των σχέσεων αναλογίας. Το υπολογιστικό 

περιβάλλον, λόγω σχεδιασµού, ευνοεί τις αλληλεπιδράσεις µε διαφορετικές αναπαραστάσεις 



  

86 

 

των αναλογικών σχέσεων που στην προκειµένη περίπτωση είναι δυναµικά συνδεδεµένες 

δηλαδή οι αλλαγές στη µια επιφέρουν αλλαγές και στις υπόλοιπες που συνδέονται µε αυτή.  

Ανάπτυξη συνεργατικών και επικοινωνιακών πρακτικών. Οι µαθητές θα έχουν την 

ευκαιρία να εργαστούν σε οµάδες για την κατασκευή ενός συλλογικού προϊόντος της τάξης 

τους έχοντας ευκαιρίες ανταλλαγής των εργασιών τους µε άλλες οµάδες και άρα ανάπτυξης 

επικοινωνιακών πρακτικών και επιχειρηµατολογίας.  

Γνωστικά – διδακτικά προβλήµατα 

Από την έρευνα προκύπτει ότι οι πλέον συνηθισµένες στρατηγικές των µαθητών για την 

επίλυση των προβληµάτων µεγέθυνσης–σµίκρυνσης είναι οι προσθετικές, σύµφωνα µε 

οποίες όµοιο σχήµα προς ένα αρχικό προκύπτει όταν προστεθούν στα µήκη των πλευρών του 

κατάλληλα µήκη, µέχρι αυτά να εξισωθούν µε εκείνα των αντίστοιχων πλευρών του αρχικού 

σχήµατος. Οι µαθητές δυσκολεύονται να διακρίνουν ότι για τη µεγέθυνση-σµίκρυνση ενός 

σχήµατος απαιτούνται πολλαπλασιαστικές σχέσεις.  

Στη συνήθη διδασκαλία των προβληµάτων µεγέθυνσης-σµίκρυνσης στο σχολείο η κυριαρχία 

των ακολουθούµενων από τα παιδιά προσθετικών στρατηγικών επιτείνεται από τρεις 

παράγοντες:   

Η αύξηση των πλευρών ενός αρχικού σχήµατος δηµιουργεί συχνά ένα σχήµα της ίδιας 

κατηγορίας (π.χ. ορθογώνιο) και έτσι οι µαθητές, δυσκολεύονται να διακρίνουν το λάθος της 

προσθετικής µεθόδου.  

Στα προβλήµατα µεγέθυνσης–σµίκρυνσης η αριθµητική-αλγεβρική επεξεργασία του 

προβλήµατος εµφανίζεται αποκοµµένη από το τελικό γεωµετρικό αποτέλεσµα καθώς η 

επίλυσή τους προϋποθέτει τη διασύνδεση γεωµετρικών ιδιοτήτων και 

αριθµητικών/αλγεβρικών σχέσεων.  

Η στατικότητα των µέσων που έχουν στη διάθεσή τους οι µαθητές δεν ευνοεί την 

αναπαράσταση του δυναµικού χαρακτήρα της µεγέθυνσης-σµίκρυνσης ενός σχήµατος. 

Πλαίσιο εφαρµογής 

Σε ποιους απευθύνεται 

Το σενάριο προτείνεται να εφαρµοστεί στη Γ΄ Γυµνασίου. Παρόλ’ αυτά αναφορές στις 

έννοιες λόγου και αναλογίας εµφανίζονται και στα αναλυτικά προγράµµατα της Α΄ και της 
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Β΄ Γυµνασίου. Για παράδειγµα, η αναφορά σε λόγους και αναλογίες στην Α΄ Γυµνασίου 

γίνεται στο πλαίσιο των αναλόγων ποσών και των ιδιοτήτων τους. Αναφορές στα ίδια θέµατα 

περιλαµβάνονται επίσης και στην ύλη της Β΄ Γυµνασίου, όπου τα ανάλογα ποσά µελετώνται 

στο πλαίσιο της συνάρτησης y=αx. Έτσι, ο διδάσκων µπορεί να επιλέξει τη εφαρµογή µέρους 

των δραστηριοτήτων του σεναρίου και στις τάξεις αυτές ανάλογα µε το σηµείο εστίασης που 

θα επιλέξει να έχει από πλευράς γνωστικού αντικειµένου (Π.χ. ανάλογα ποσά για την  Α΄ 

Γυµνασίου, γραµµική συνάρτηση y=αx για τη Β΄ Γυµνασίου). 

Χρόνος υλοποίησης 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 7-8 διδακτικές ώρες. Είναι όµως 

επιλογή του διδάσκοντα να µην ολοκληρώσει όλες τις φάσεις που περιγράφονται στο 

σενάριο (βλ. στην Ανάλυση του σεναρίου) αλλά να κάνει επιλογή ανάλογα (α) µε τις έννοιες 

του αναλυτικού προγράµµατος στις οποίες σκοπεύει να επικεντρωθεί µέσω της εφαρµογής, 

(β) µε τη σχολική τάξη που θα επιλέξει και (γ) µε το διαθέσιµο χρόνο.  

Χώρος υλοποίησης 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Η 

ολοκλήρωση όλων των φάσεων του σεναρίου διευκολύνεται αν υπάρχουν τουλάχιστον 10 

θέσεις ώστε να µπορούν οι µαθητές να εργαστούν σε οµάδες των δύο. Η υλοποίηση στην 

τάξη µε τη χρήση βιντεοπροβολέα δεν συνίσταται καθώς ακυρώνεται το διερευνητικό µέρος 

των δραστηριοτήτων κατασκευής που αφορά αποκλειστικά την εµπλοκή των µαθητών µε τη 

χρήση των υπολογιστικών εργαλείων.    

Προαπαιτούµενες γνώσεις 

Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Την έννοια της µεταβλητής και της γραµµικής συνάρτησης   

Στοιχειώδεις ιδιότητες βασικών γεωµετρικών σχηµάτων  

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τη δηµιουργία, ερµηνεία και διόρθωση απλών προγραµµάτων σε γλώσσα προγραµµατισµού 

Logo που εµπεριέχουν παραµετρικές διαδικασίες (χρήση µεταβλητών). 

Να είναι εξοικειωµένοι µε την λειτουργία του µεταβολέα και τη χρήση του για τον δυναµικό 

χειρισµό µεταβλητών ποσοτήτων. 
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Επειδή, πάντως,  ο βαθµός εξοικείωσης των µαθητών µε τα υπολογιστικά εργαλεία είναι 

κρίσιµος για την µετέπειτα πορεία εφαρµογής των δραστηριοτήτων του σεναρίου µια 

ενδεικτική πορεία εισαγωγής στο Χελωνόκοσµο µπορεί να περιλαµβάνει:  

Κατασκευή µεταβλητού τετραγώνου. Στόχος: η χρήση µεταβλητής και εντολής ‘επανάλαβε’.  

Κατασκευή µεταβλητού ορθογωνίου. Στόχος: η χρήση περισσότερων από µία µεταβλητών 

για µια γεωµετρική κατασκευή.  

Εστίαση στη δυνατότητα µετακίνησης της χελώνας σε διάφορα σηµεία της οθόνης µε 

εντολές. 

Κατασκευή ηµικυκλίου και κύκλου µε τη διαδικασία  

για τοξο :α :β :γ 

επαναλαβε :α [ µ :β δ :γ ] 

τελος 

Στόχος: Η εξοικείωση µε την απαραίτητη διερεύνηση της κατασκευής καµπύλων µερών στα 

αντίστοιχα γράµµατα. Αν η εµπειρία των µαθητών µε τη Logo είναι περιορισµένη τότε 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί µεταβλητή µόνο για το βήµα της χελώνας (µεταβλητή β) ενώ είναι 

σκόπιµο για µετέπειτα διευκόλυνση η στροφή (µεταβλητή γ) να παραµείνει σταθερή και ίση 

µε 1. Μια διαδικασία κατασκευής ηµικυκλίου είναι  

για ηµικυκλιο :β 

επαναλαβε 180 [µ :β δ 1] 

τελος 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για  την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους).  

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον καθηγητή και έχουν ως στόχο να καθοδηγούν 

τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 

Είναι χρήσιµο οι µαθητές να έχουν µπροστά τους σε πίνακα τις βασικές εντολές µετακίνησης 

και στροφής της χελώνας όπως και οδηγίες γραφής µιας διαδικασίας, ορισµού της και 

εκτέλεσής της αλλά και ενεργοποίησης του µεταβολέα.  
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Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες καθόλη τη διάρκεια της δραστηριότητας, καλούνται να 

κατασκευάσουν αυξοµειούµενα µοντέλα των κεφαλαίων γραµµάτων του ελληνικού 

αλφαβήτου. Καθώς η εφαρµογή της δραστηριότητας προβλέπει την κατασκευή 

συγκεκριµένων γραµµάτων από συγκεκριµένες οµάδες όπως και την ανταλλαγή τους µεταξύ 

των οµάδων στην τελευταία φάση της εφαρµογής, είναι αναγκαίο από την αρχή ο διδάσκων 

να υπογραµµίσει τη σηµασία της συνεργασίας  όλων των οµάδων για ένα κοινό στόχο: τη 

δηµιουργία µιας δυναµικής γραµµατοσειράς από την τάξη τους. Έτσι, είναι σκόπιµο οι 

µαθητές καθοδηγούνται µέσα από κατάλληλα φύλλα εργασίας σχετικά µε τα χαρακτηριστικά 

αλλά και τους περιορισµούς που θα πρέπει να έχουν οι κατασκευές τους. 

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να διευκολύνει την επιχειρηµατολογία και να προκαλεί 

συζητήσεις µε όλη την τάξη όταν θεωρεί ότι τα συµπεράσµατα κάποιων οµάδων θα είναι 

χρήσιµα για τη διερεύνηση και τω υπολοίπων. 

Στόχοι 

Από πλευράς γνωστικού αντικειµένου οι κύριοι διδακτικοί στόχοι της δραστηριότητας 

σχετίζονται µε την κατανόηση των εννοιών λόγου και αναλογίας από τους µαθητές κατά την 

εµπλοκή τους σε διαδικασίες διερεύνησης των ιδιοτήτων και της κατασκευής γραµµάτων 

ώστε το µέγεθός τους να µεταβάλλεται αναλογικά. Συγκεκριµένα σηµεία εστίασης: 

η συσχέτιση µεγεθών για τη διάκριση των αναλογικών σχέσεων που διέπουν την κατασκευή 

αυξοµειούµενων γεωµετρικών σχηµάτων 

η διερεύνηση του ρόλου των µεταβλητών στο πώς µεταβάλλεται ένα γεωµετρικό σχήµα όταν 

µεταβάλλονται τα γεωµετρικά στοιχεία  του (πλευρές, γωνίες) 

η διερεύνηση του πώς δύο αλληλεξαρτώµενα µεγέθη µπορούν να εκφραστούν µε µια 

µεταβλητή 

η αναγνώριση ότι η απαραίτητη συνθήκη για την κατασκευή ενός αυξοµειούµενου σχήµατος 

είναι να υπάρχει αλληλεξάρτηση όλων των µηκών του µε βάση την ίδια µεταβλητή 

η αναγνώριση ότι η σχέση από την οποία προκύπτει αυξοµείωση είναι πολλαπλασιαστική και 

όχι προσθετική  

η παρατήρηση ότι τα µήκη των πλευρών ενός γράµµατος που αυξοµειώνεται είναι ανάλογα 
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η διάκριση της διατήρησης της αναλογικής σχέσης σε όλα τα δυναµικά µοντέλα του 

αυξοµειούµενου σχήµατος 

η «ανακάλυψη» ότι οι γωνίες στο σχήµα ενός αυξοµειούµενου γράµµατος σε διαφορετικά 

µεγέθη παραµένουν ίσες 

η γενίκευση των συµπερασµάτων για όλα τα γράµµατα και τα όµοια σχήµατα. 

Από δε την παιδαγωγική πλευρά οι προτεινόµενες δραστηριότητες έχουν ως στόχο να 

εµπλέξουν τους µαθητές  

στη διερεύνηση και τον πειραµατισµό µέσα από την ανάπτυξη και τον έλεγχο εικασιών και 

υποθέσεων χωρίς να κατέχει σε αυτές ο διδάσκοντας την κεντρική ‘πηγή’ γνώσης όπως 

συνήθως συµβαίνει στα µετωπικά διδακτικά µοντέλα 

στην ανάπτυξη συνεργατικών και επικοινωνιακών ανάµεσα και µεταξύ των οµάδων  

Ανάλυση του σεναρίου 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε τρεις φάσεις: 

1η Φάση: Κατασκευή δύο γραµµάτων από κάθε οµάδα.  

Η πρώτη φάση αφορά: 

στην ενηµέρωση των µαθητών για τις γενικές γραµµές του  σεναρίου και του 

προβληµατισµού που πρόκειται να τους απασχολήσει, 

στην κατασκευή δύο γραµµάτων που αυξοµειώνονται από κάθε οµάδα µε µία µεταβλητή  

Στην πρώτη φάση τα 24 γράµµατα του αλφαβήτου µοιράζονται ανά δύο στις οµάδες. Επειδή 

κατασκευαστικά είναι δυσκολότερη η σχεδίαση γραµµάτων που περιλαµβάνουν και καµπύλα 

µέρη προτείνεται κάθε οµάδα να αναλάβει ένα ‘εύκολο’ και ένα ‘δύσκολο’ γράµµα (π.χ. Γ 

και Ρ). Από τις οµάδες ζητείται να κατασκευάσουν αυξοµειούµενα γράµµατα 

χρησιµοποιώντας ως µοναδική µεταβλητή το ύψος τους. Σε περιπτώσεις χρήσης 

περισσότερων µεταβλητών σε µια κατασκευή ο/η εκπαιδευτικός παρεµβαίνει παροτρύνοντας 

τα παιδιά να πειραµατιστούν µε όσο το δυνατόν λιγότερες µεταβλητές µε στόχο τη χρήση 

µιας. Τέτοιες σχέσεις µπορούν να προκύψουν µέσα από τη συσχέτιση της µοναδικής 

µεταβλητής µε το λόγο των µηκών ενός σταθερού µοντέλου κάθε γράµµατος. Σε περίπτωση 
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χρήσης περισσότερων της µιας µεταβλητών το σταθερό µοντέλο που θα αυξοµειωθεί µπορεί 

να επιλεγεί από τους µαθητές για συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές των µεταβλητών. Για 

παράδειγµα, το αυξοµειούµενο µοντέλο του γάµα που φαίνεται στην εικόνα 23 (δεξιά) 

µπορεί να προέλθει από τη συσχέτιση των σταθερών µηκών: κατακόρυφο=90, οριζόντιο=30 

ή κατακόρυφο=60, οριζόντιο=20 κοκ. Βέβαια, στην τάξη δεν δίνεται κάποια διαδικασία 

έτοιµη στους µαθητές αλλά τους αφήνουµε να προσπαθήσουν να προτείνουν οι ίδιοι 

διαδικασίες για τα γράµµατα που θα αναλάβουν να κατασκευάσουν. Ο διδάσκων µέσα από 

κατάλληλες παρεµβάσεις και σχετικές συζητήσεις στην τάξη µε αντικείµενο τις ιδιότητες των 

γραµµάτων και των κανόνων κατασκευής τους επιδιώκει την εξειδίκευση των περιορισµών 

που διέπουν τις ζητούµενες κατασκευές.    

 

Εικόνα 23 Το Γ ως δυναµικό µοντέλο µε δύο µεταβλητές (αριστερά) και ως 

αυξοµειούµενο µοντέλο µε λόγο 3:1 (δεξιά) 

Η ολοκλήρωση κάθε αυξοµειούµενης κατασκευής είναι αναγκαίο να συνοδεύεται από την 

τοποθέτηση της χελώνας στο κάτω δεξιά άκρο του νοητού ορθογωνίου µέσα στο οποίο 

σχεδιάζεται το γράµµα, ώστε να είναι έτοιµη η κατασκευή του επόµενου γράµµατος (Εικόνα 

24). Παράλληλα, για την γραφή των αυξοµειούµενων γραµµάτων στην ίδια διαδικασία 

(δίπλα-δίπλα) είναι σκόπιµο να προβλεφθεί µια µεταξύ τους απόσταση που πρέπει επίσης να 

είναι µεταβλητή. Στην εφαρµογή του σεναρίου στην τάξη έχει δοκιµαστεί µε επιτυχία η 

µεταβλητή απόσταση µεταξύ των γραµµάτων να είναι ίση µε χ/3 (Εικόνα 24).  
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Εικόνα 24: Το αυξοµειούµενο ρο µε µία µεταβλητή. 

Ένα ακόµη ζήτηµα που εµπεριέχεται στην κατασκευή γραµµάτων σε αυτή τη φάση αφορά 

την αναγνώριση της συµµετρίας κάποιων γραµµάτων και του ρόλου γωνιών και µηκών στη 

σχεδιαστική επίτευξή τους. Για παράδειγµα, στην κατασκευή του Ν, αλλά και του Ζ, οι 

γωνίες στα σηµεία τοµής πλάγιου και κατακόρυφων µηκών είναι ίσες. Το ∆ µπορεί να 

ειδωθεί από τα παιδιά ως ισοσκελές ή ισόπλευρο τρίγωνο. Επίσης, η διάκριση αξόνων 

συµµετρίας µπορεί να διευκολύνει την κατασκευή των περισσότερων γραµµάτων από τα 

παιδιά µέσα από την επανάληψη διαδικασιών και σχέσεων που έχουν βρει για άλλα µέρη 

µιας κατασκευής. Η παρατήρηση αυτή καλύπτει το µεγαλύτερο µέρος των γραµµάτων καθώς 

είκοσι από τα εικοσιτέσσερα γράµµατα του αλφαβήτου έχουν τουλάχιστον έναν άξονα 

συµµετρίας. Πιο συγκεκριµένα:  

Γράµµατα µε έναν άξονα συµµετρίας: Α, Β, ∆, Ε, Κ, Λ, Μ, Π, Σ, Τ, Υ, Ψ, Ω. 

Γράµµατα µε δύο άξονες συµµετρίας: Η, Θ, Ξ, Φ, Χ. 

Γράµµατα µε περισσότερους από δύο άξονες συµµετρίας: Ο.  

Γράµµατα µε κανέναν άξονα συµµετρίας: Γ, Ζ, Ν, Ρ.  

Η εφαρµογή της δραστηριότητας στην τάξη έχει δείξει ότι συχνά είναι σκόπιµο ο 

εκπαιδευτικός να ξεκινήσει τη δραστηριότητα µε ένα φύλλο εργασίας που αφορά την 

διερεύνηση της αυξοµείωσης του ίδιου γράµµατος µε ευθύγραµµα µήκη από όλες τις οµάδες 

σε µια διαδικασία µε πολλές µεταβλητές για τις πλευρές του (ή και τις γωνίες του) ώστε οι 
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µαθητές να εξοικειωθούν (α) µε την διερεύνηση της αλλαγής της µορφής του γράµµατος 

µέσω των µεταβολέων και (β) την ανάγκη πολλαπλασιαστικής συσχέτισης των τιµών των 

µεταβλητών για την κατασκευή αυξοµειούµενου γράµµατος. Η διερεύνηση αυτή βοηθάει 

τους µαθητές να εµπλακούν αποτελεσµατικά µε δυσκολότερες συσχετίσεις που 

περιλαµβάνονατι στην κατασκευή άλλων γραµµάτων (ιδιαίτερα αυτών που περιέχουν 

καµπύλα µέρη). Το ακόλουθο φύλλο εργασίας είναι ενδεικτικό.  

Ενδεικτικό φύλλο εργασίας 1 

α) Αντιγράψτε στο περιβάλλον του Χελωνόκοσµου τη διαδικασία γραµµαΝ που δίνεται 

ακολούθως και έπειτα εκτελέστε την εντολή γραµµαΝ 50 60 70 

για γραµµαΝ :χ :ψ :ζ 

µ :χ δ 135 µ :ψ α 135 µ :ζ 

τέλος 

β) Πειραµατιστείτε µε τη µετακίνηση των µεταβολέων ώστε να φτιάξετε ένα µοντέλο του 

γράµµατος Ν για χ=100. Για ποιες τιµές των υπολοίπων µεταβλητών κατασκευάζεται το 

συγκεκριµένο µοντέλο του Ν;  

γ) Θέλουµε να κατασκευάσουµε το µοντέλο του Ν που φτιάξετε στο προηγούµενο ερώτηµα 

αλλά µε διαφορετικό µέγεθος. ∆οκιµάστε να το κατασκευάσετε για χ=50 και χ=30.  

Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα τις τιµές των µεταβλητών µε τις οποίες ολοκληρώσατε 

τις κατασκευές σας. ∆ιακρίνετε κάποια σχέση µεταξύ των τιµών αυτών;  

χ ψ ζ 

100   

50   

30   

 

δ) ∆οκιµάστε να κατασκευάσετε το προηγούµενο µοντέλο του Ν µε χρήση µόνο µιας 

µεταβλητής ώστε να µπορεί να αυξοµειωθεί µε ένα µόνο µεταβολέα.    
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2η Φάση: Κατασκευή των δύο γραµµάτων κάθε οµάδας στην ίδια διαδικασία. 

Στη δεύτερη φάση οι µαθητές θα κληθούν να γράψουν σε µια διαδικασία –το ένα δίπλα στο 

άλλο- τα γράµµατα που κατασκεύασαν στην πρώτη φάση. Η δραστηριότητα αυτή στοχεύει 

στο να εµπλακούν οι µαθητές σε διαδικασίες 

συσχέτισης όλων των µεταβαλλόµενων µηκών και των δύο γραµµάτων και έκφρασης µε την 

ίδια µεταβλητή   

διόρθωσης των αρχικών κατασκευών τους σε περίπτωση που έχουν επιλέξει µε διαφορετικό 

τρόπο τη µοναδική µεταβλητή µε βάση την οποία γίνεται η αυξοµείωση σε διαφορετικά 

γράµµατα  

3η Φάση: Ανταλλαγή γραµµάτων µεταξύ των οµάδων.  

Στην τρίτη φάση γίνεται ανταλλαγή των γραµµάτων που ήδη κατασκευάστηκαν µεταξύ των 

οµάδων. Κάθε οµάδα δανείζεται δύο γράµµατα από µια άλλη και διαπιστώνει µε δοκιµές 

αρχικά αν οι κώδικες δουλεύουν σωστά και στη συνέχεια αν µπορεί να τα ‘κολλήσει’ δίπλα 

στα δικά της για τη γραφή λέξεων. Για να γίνει κάτι τέτοιο θα πρέπει να έχει χρησιµοποιηθεί 

η ίδια µεταβλητή για το ύψος των γραµµάτων. Σε περίπτωση που αυτό δεν συµβαίνει η κάθε 

οµάδα κάνει τις αντίστοιχες διορθώσεις. Σε αυτό το στάδιο δίνεται η δυνατότητα στα παιδιά 

να συγκρίνουν τις εργασίες τους και τους να διδαχτούν από τις δουλειές των άλλων ή να 

προτείνουν εκείνα σχετικές διορθώσεις.  

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Το προτεινόµενο σενάριο είναι σχεδιασµένο µε τέτοιο τρόπο, ώστε η υλοποίησή του να 

σχετίζεται τόσο µε τη χρήση των προσφερόµενων υπολογιστικών εργαλείων όσο και µε τις 

εµπλεκόµενες µαθηµατικές έννοιες. Για την ολοκλήρωση των κατασκευών είναι απαραίτητη 

η χρήση µεταβλητών για το συµβολισµό των µεταβαλλόµενων µεγεθών όσο και του 

µεταβολέα για το δυναµικό χειρισµό τους.  

Αναφορικά µε τη χρήση µεταβλητών ο Χελωνόκοσµος δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές:  

Να διερευνήσουν το ρόλο των διαστάσεων διαφόρων µεγεθών που περικλείει µια 

γεωµετρική κατασκευή και µπορεί να είναι ανοµοιογενή (π.χ. βήµα χελώνας, µήκη, στροφές).   

Να εκφράσουν την ισότητα δύο µεγεθών µε χρήση της ίδιας µεταβλητής  
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Να διερευνήσουν το πώς η χρήση µεταβλητών σε συναρτησιακές σχέσεις επηρεάζει την 

εµφάνιση των αντίστοιχων µεγεθών αλλά και συνολικά και το γεωµετρικό σχήµα στο οποίο 

ανήκουν. Π.χ. ο πολλαπλασιασµός µιας µεταβλητής µε έναν φυσικό αριθµό οδηγεί στην 

αύξηση του µεγέθους που εκφράζει, ενώ ο πολλαπλασιασµός µε έναν δεκαδικό µεταξύ του 0 

και του 1 στην ελάττωσή του. 

Στο πλαίσιο αυτό η χρήση του µεταβολέα µπορεί να συνεισφέρει στον πειραµατισµό των 

µαθητών σε µια σειρά από ζητήµατα που περικλείονται σε µια γεωµετρική κατασκευή όπως 

τα παρακάτω:  

 Συσχέτιση αριθµητικών τιµών και µεταβλητών. Η χρήση του µεταβολέα µπορεί να προσφέρει 

τη βάση του πειραµατισµού για την εύρεση κατάλληλων αριθµητικών τιµών διαφόρων 

γωνιών, µηκών ή αριθµητικών παραγόντων για τις οποίες σχεδιάζεται ένα µοντέλο του 

γράµµατος. Για παράδειγµα, στην περίπτωση του ρο µπορεί οι µαθητές να χρησιµοποιήσουν 

καταρχάς δύο µεταβλητές για το κατακόρυφο µήκος και το βήµα της χελώνας και, 

µετακινώντας κάθε µεταβολέα χωριστά, να επιλέξουν κατόπιν δοκιµών τις τιµές για τις 

οποίες φτιάχνεται ένα µοντέλο του ρο που στη συνέχεια θα προσπαθήσουν να αυξοµειώσουν. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι τέτοιου τύπου προσεγγιστικές διαδικασίες διευκολύνονται από το 

γεγονός ότι ο µεταβολέας παρέχει πρόσβαση σε δεκαδικές τιµές όλων των 

χρησιµοποιούµενων µεταβλητών αλλά και του βήµατος της µεταβολής τους. Σε άλλες 

περιπτώσεις οι κατασκευές γραµµάτων µε γωνίες διαφορετικές από τις 90
o
 περιλαµβάνουν 

διερεύνηση για την εύρεση των άγνωστων γωνιών, που διευκολύνεται µε τη χρήση 

µεταβλητής για την  αντίστοιχη γωνία και τον πειραµατισµό µε τη µετακίνηση του 

µεταβολέα (όπως π.χ. στην κατασκευή των γραµµάτων ∆, Κ, Λ, Μ, Ν, Σ, Υ, Χ).  

Εντοπισµός λαθών στις αντιστοιχίσεις µεταβλητών-µεγεθών. Αν για παράδειγµα κάποιος 

µαθητής χρησιµοποιήσει την ίδια µεταβλητή για να συµβολίσει το πλάγιο και τα 

κατακόρυφα µήκη του νι η µετακίνηση του µεταβολέα σε διάφορες τιµές θα συνοδευτεί από 

την εξεικόνιση της µη ορθότητας της κατασκευής για όλες τις τιµές της µοναδικής 

µεταβλητής.   
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Εικόνα 25: H αλλοίωση του νι. 

Εντοπισµός λαθών σε σχέσεις. Σε περιπτώσεις χρήσης προσθετικών σχέσεων για την 

αυξοµείωση  ενός γράµµατος µε µία µεταβλητή το σχήµα χαλάει για κάποιες αριθµητικές 

τιµές στο µεταβολέα. Αν σε µια κατασκευή του νι για παράδειγµα, η προσθετική συσχέτιση 

κατακόρυφων και πλάγιου τµήµατος είναι προσθετική (χ και χ+30 αντίστοιχα), τότε η 

µετακίνηση του µοναδικού µεταβολέα οδηγεί στη σταδιακή αλλοίωση της µορφής του 

γράµµατος (Εικόνα 25).  

Επέκταση 

Μια ενδιαφέρουσα επέκταση του σεναρίου αναφορικά µε την ίδια γνωστική περιοχή των 

µαθηµατικών αποτελεί η µελέτη της συµµεταβολής δύο µηκών σε συγκεκριµένα γράµµατα 

µε τη χρήση του δισδιάστατου µεταβολέα. Η δραστηριότητα αυτή µπορεί να επικεντρωθεί 

στην ανακάλυψη του είδους της γραφικής παράστασης που προκύπτει κατά τη συµµεταβολή 

δύο πλευρών ενός σχήµατος που συµβολίζονται µε µεταβλητές µε στόχο την αυξοµείωσή του 

(ευθεία).   

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 
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τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 

Ως προς τα εργαλεία 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Στο Χελωνόκοσµο ευνοείται ο συµβολισµός µεταβαλλόµενων µεγεθών και 

ο χειρισµός τους µε το ‘σύρσιµο’ µιας αριθµογραµµής, που είναι καινούριες αναπαραστάσεις 

για τους µαθητές. Για παράδειγµα, οι διασυνδέσεις µιας µεταβλητής µε το µέγεθος που 

αναπαριστά και την δυναµική αλλαγή των τιµών της στον αντίστοιχο µεταβολέα είναι προς 

διερεύνηση. Κάθε διδάσκων οφείλει να λάβει υπόψη τις όποιες δυσκολίες και να 

επανασχεδιάσει την εφαρµογή εκ νέου (επιλέγοντας π.χ. κατάλληλες δραστηριότητες για την 

εισαγωγή των µαθητών στη χρήση των εργαλείων).  

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων, η προτεινόµενη αλληλουχία  και τα ερωτήµατα που 

τίθενται στους µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. 

Για την αποτελεσµατική υλοποίηση του σεναρίου έχει µεγάλη σηµασία ο συντονισµός όλης 

της τάξης κατά τη ροή εφαρµογής από µια φάση στην επόµενη. Ο διδάσκων έχει ευθύνη να 

καταγράψει τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων από µαθητές ή τους 

περιορισµούς του χρόνου που απαιτήθηκε. Στην συνέχεια, µπορεί να τροποποιήσει τόσο το 

αν θα ολοκληρώσει όλες τις φάσεις όσο και το χρόνο που θα αφιερώσει για καθεµιά. Για 

παράδειγµα, αν η κατασκευή δύο γραµµάτων απαιτήσει παραπάνω από τον προβλεπόµενο 

χρόνο σε πολλές οµάδες µπορεί να αποφασίσει ότι δεν προχωράει στην διαδικασία 

ανταλλαγής (3η Φάση) και εστιάζεται στην κατασκευή δύο αυξοµειούµενων κατασκευών 

από κάθε οµάδα. Μπορεί επίσης να προτείνει η/ο ίδιος/α την κατασκευή νέων γραµµάτων σε 

οµάδες που ολοκλήρωσαν την εργασία τους.  

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Το σενάριο είναι σχεδιασµένο έτσι ώστε η υλοποίησή του να σχετίζεται τόσο µε τη χρήση 

του υπολογιστικού περιβάλλοντος όσο και µε τις εµπλεκόµενες µαθηµατικές έννοιες λόγου 

και αναλογίας στα γεωµετρικά σχήµατα. Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του 

σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. 

Το συγκεκριµένο σενάριο είναι σχεδιασµένο ώστε να προσφέρει περιθώρια 
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διαφοροποιηµένης διδακτικής ανέλιξης και επιλογής σηµείων εστίασης, καθώς το 

µαθηµατικό µέρος που καλύπτει είναι ευρύ και περιλαµβάνει τη µελέτη λόγου, αναλογιών, 

συναρτησιακών σχέσεων και χρήσης µεταβλητών. 

Σχεδίαση φύλλου εργασίας: 

Στην ανάλυση του σεναρίου περιγράφονται οι επιµέρους δραστηριότητες µε τις οποίες 

προτείνεται να εµπλακούν οι µαθητές καθώς και η χρονική σειρά µε την οποία αυτό θα γίνει. 

Εποµένως, η σύνταξη του φύλλου εργασίας από τον εκπαιδευτικό που θα διδάξει το σενάριο 

πρέπει να συµπεριλάβει τις δραστηριότητες αυτές µε την ίδια ροή και τις κατάλληλες 

ερωτήσεις – προβλήµατα προς τους µαθητές. Τα ερωτήµατα θα πρέπει να είναι συµβατά µε 

την διαδικασία που είναι πιθανό να ακολουθήσουν οι µαθητές. Για παράδειγµα, τα 

ερωτήµατα θα µπορούσαν να έχουν την εξής σειρά:  

• Ερωτήµατα σύνταξης του προγράµµατος και παρατήρησης (για εστίαση σε 

συγκεκριµένες πτυχές των αλλαγών στο σχήµα) 

• Ερωτήµατα διατύπωσης (για εικασίες, υποθέσεις και γενικεύσεις) 

• Ερωτήµατα ελέγχου (για ερµηνείες, επεξηγήσεις, αποδείξεις, κτλ)    

9.2 ∆υναµικός χειρισµός γεωµετρικών αντικειµένων. 

9.2.1 Σενάριο 3. Τα µέσα των πλευρών τριγώνου  

Γνωστική περιοχή:   

Γεωµετρία Γ’ Γυµνασίου  

Παραλληλία πλευρών,  

αναλογίες γεωµετρικών µεγεθών,  

οµοιότητα τριγώνων, 

τριγωνοµετρικοί αριθµοί 

περίµετρος και εµβαδόν.    

Θέµα: 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την µελέτη των ιδιοτήτων του τριγώνου που προκύπτει όταν 

ενώσουµε τα µέσα των πλευρών του αρχικού τριγώνου. 
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Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του Cabri Geometry II ή του Geometers 

Sketchpad ή του Geogebra. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Οι µαθητές µε τη βοήθεια της ψηφιακής τεχνολογίας θα διερευνήσουν και θα ανακαλύψουν 

τις ιδιότητες που έχουν τα στοιχεία του τριγώνου που θα δηµιουργηθεί αν ενώσουν τα µέσα 

των πλευρών ενός αρχικού τριγώνου.  

Προστιθέµενη αξία.  

Το προτεινόµενο εκπαιδευτικό σενάριο δεν αποτελεί µόνο µια καινοτοµία στο παραδοσιακό 

πλαίσιο της διδασκαλίας της συγκεκριµένης ενότητας των Μαθηµατικών αλλά φιλοδοξεί να 

έχει και ευρύτερες επιρροές. Συγκεκριµένα: 

Φιλοδοξεί να συµβάλει στην αλλαγή - βελτίωση της στάσης των µαθητών απέναντι στα 

Μαθηµατικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους.  

Οι µαθητές αναµένεται να συνειδητοποιήσουν ότι τα Μαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν 

αντικείµενο διερεύνησης και µάλιστα κάθε µαθητής µπορεί να δοκιµάσει στο πλαίσιο αυτό 

τις δικές του ιδέες και να καταλήξει στα δικά του συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν 

την ανάλογη κοινωνική αποδοχή (στο πλαίσιο της τάξης) και την επιστηµονική τεκµηρίωση. 

Η χρήση των τεχνολογικών εργαλείων αναµένεται να διευκολύνει σηµαντικά προς αυτή τη 

κατεύθυνση.  

Η εργασία των µαθητών σε οµάδες και η στενή, συνεχής και συγκροτηµένη συνεργασία 

µεταξύ των µαθητών της κάθε οµάδας προφανώς θα συµβάλει στην αλλαγή της στάσης τους 

απέναντι στη µάθηση.  

Ο εκπαιδευτικός που θα εντάξει στην διδασκαλία του το προτεινόµενο σενάριο θα έχει την 

ευκαιρία να δοκιµάσει σύγχρονες διδακτικές και παιδαγωγικές µεθόδους οι οποίες θα 

συµβάλουν στην βελτίωση της στάσης του απέναντι στη καθηµερινή σχολική διαδικασία.  

Θα διδάξει σηµαντικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο του σεναρίου το οποίο 

προβλέπει ατµόσφαιρα ερευνητικού εργαστηρίου.  
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Η συµβολή του σ' αυτό απαιτεί αλλαγή του ρόλου του και από παραδοσιακός καθηγητής 

µετωπικών διδασκαλιών και αυθεντία της γνώσης, καλείται να γίνει συνεργάτης των 

µαθητών του, σηµείο αναφοράς της τάξης του ως προς την καθοδήγηση της έρευνας και την 

επιστηµονική εγκυρότητα των συµπερασµάτων των µαθητών αλλά και ερευνητής ο ίδιος.  

Σ' ένα σχολείο στο οποίο εφαρµόζονται εκπαιδευτικά σενάρια όπως το προτεινόµενο 

απαιτείται απ' όλη τη σχολική κοινότητα µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων των 

µαθητών και των εκπαιδευτικών.  

Η διεύθυνση του σχολείου θα πρέπει να γνωρίζει ότι η εφαρµογή σύγχρονων µεθόδων 

διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας απαιτεί µια άλλη στάση απέναντι 

στη λειτουργία του σχολείου. Για παράδειγµα ίσως χρειαστεί µερικές οµάδες µαθητών να 

συναντηθούν και να εργαστούν στο σχολείο πέραν του κλασικού ωραρίου. Αυτό πρέπει κατά 

κάποιο τρόπο να διασφαλιστεί και οι µαθητές να ενθαρρυνθούν σε κάθε προσπάθεια χρήσης 

των τεχνολογικών µέσων προς την κατεύθυνση της µάθησης και της διδασκαλίας. Έτσι 

βελτιώνεται η σχολική ζωή και το σχολείο αποκτά ένα πιο συγκεκριµένο ρόλο στο πλαίσιο 

της κοινωνίας. Η εφαρµογή του προτεινόµενου εκπαιδευτικού σεναρίου αναµένεται να 

συµβάλει προς αυτή τη κατεύθυνση. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Γ’ Γυµνασίου.  

Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 4-6 διδακτικές ώρες. Εναλλακτικά 

µπορεί να διατεθεί 1 – 2 διδακτικές ώρες για την υλοποίηση µέρους του σεναρίου και οι 

υπόλοιπες δραστηριότητες να δοθούν ως εργασία στον ελεύθερο χρόνο των µαθητών. 

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ωστόσο 

αν ο εκπαιδευτικός αποφασίσει να διδάξει ένα µέρος του στο εργαστήριο και το υπόλοιπο 

στην σχολική αίθουσα µε τη χρήση ενός υπολογιστή και βιντεοπροβολέα ή το υπόλοιπο να 

δοθεί υπό τη µορφή εργασίας στον ελεύθερο χρόνο θα πρέπει να προσαρµόσει ανάλογα τις 

δραστηριότητες και να εκπονήσει τα κατάλληλα φύλλα εργασίας.  
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Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν: 

Τα περί των γωνιών δυο παραλλήλων ευθειών που τέµνονται από τρίτη ( εντός εναλλάξ, 

εντός εκτός και επί τα αυτά κτλ). 

Την έννοια του λόγου ευθ. τµηµάτων. 

Στοιχειώδη χειρισµό του προγράµµατος  Cabri Geometry II ή The Geometer’s Sketchpad ή  

Geogebra. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Στους µαθητές θα δοθούν κατάλληλα φύλλα εργασίας που θα εκπονήσει ο διδάσκων και 

αναλυτικές οδηγίες (προφορικά ή γραπτά) για την υλοποίηση του σεναρίου. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Από την εφαρµογή του συγκεκριµένου σεναρίου οι µαθητές θα µάθουν να ανακαλύπτουν τη 

γνώση συνεργατικά.  

Επίσης µε τη βοήθεια των προτεινόµενων εργαλείων θα µάθουν να διερευνούν µε δυναµικό 

τρόπο τα γεωµετρικά σχήµατα που οι ίδιοι κατασκευάζουν και θα µπορούν έτσι να κάνουν 

διάφορες εικασίες και υποθέσεις σχετικές µε τα υπό διερεύνηση θέµατα. 

Πιο συγκεκριµένα οι µαθητές µετά την ολοκλήρωση αυτής της διδασκαλίας:  
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Θα έχουν διερευνήσει τις ιδιότητες που έχει το ευθ. τµήµα που ενώνει τα µέσα δυο πλευρών 

τριγώνου.  

Θα έχουν εξετάσει τη σχέση των γωνιών, των περιµέτρων και των εµβαδών των δύο 

τριγώνων, του αρχικού και αυτού που δηµιουργείται από τα µέσα των πλευρών του. 

Θα έχουν εξετάσει τη σχέση µεταξύ των µεγεθών των δυο τριγώνων, ενός αρχικού και αυτού 

που ορίζονται από σηµεία στις πλευρές του που ορίζουν ανάλογα τµήµατα. 

Θα έχουν εµπλακεί µε την έννοια και τα χαρακτηριστικά της οµοιότητας δυο τριγώνων και 

θα την έχουν συνδέσει µε τις προηγούµενες διερευνήσεις.  

Θα  έχουν εφαρµόσει τα συµπεράσµατα από την προηγούµενη διερεύνηση σε ορθογώνιο 

τρίγωνο για να οδηγηθούν στην κατανόηση των τριγωνοµετρικών αριθµών.  

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Οι µαθητές κατά την εκτέλεση αυτού του σεναρίου θα εµπλακούν στις παρακάτω  

δραστηριότητες: 

∆ραστηριότητα 1: Θα διαπραγµατευτούν την έννοια της παραλληλίας και του λόγου δυο 

γεωµετρικών µεγεθών.  

Στόχος της δραστηριότητας είναι οι µαθητές να επαναλάβουν τις δυο έννοιες της 

παραλληλίας και του λόγου και να τις επεκτείνουν. Οι µαθητές θα επαναλάβουν όσα έχουν 

µάθει στις προηγούµενες τάξεις σχετικά την έννοια της παραλληλίας δυο ευθειών καθώς και 

τις ιδιότητες που έχουν δυο παράλληλες ευθείες όταν τέµνονται από τρίτη µέσα από 

συγκεκριµένα προβλήµατα. Τέτοια προβλήµατα είναι τα εξής: 

Χαράξτε δυο ευθείες κάθετες σε µια τρίτη σε τυχαία σηµεία. Μπορείτε να απαντήσετε αν 

αυτές είναι παράλληλες; 

Με τη βοήθεια του The Geometer's Sketchpad κατασκευάστε µια ευθεία (δ) και δυο σηµεία 

αυτής. Στη συνέχεια κατασκευάστε δυο ευθείες κάθετες στη (δ) και εξετάστε αν αυτές είναι 

παράλληλες. 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_1.gsp».  
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∆ραστηριότητα 2: Θα διαπραγµατευτούν τη σχέση: «Το ευθ. τµήµα που ενώνει τα µέσα δυο 

πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο και ισούται µε το µισό της τρίτης πλευράς». 

Ε∆

Α

Β
Γ

 

Εικόνα 26 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_2.gsp».  

∆ραστηριότητα 3: Θα διαπραγµατευτούν την παραλληλία των πλευρών των δυο τριγώνων, 

του αρχικού και αυτού που προκύπτει όταν συνδεθούν και τα τρία µέσα των πλευρών του 

αρχικού. 

Ζ

∆

Ε

Β

Α

Γ

 

Εικόνα 27 
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Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_3.gsp».  

∆ραστηριότητα 4: Θα διαπραγµατευτούν την επέκταση των συµπερασµάτων στα τρίγωνα που 

δηµιουργούνται όταν οι παράλληλες προς τις πλευρές τριγώνου διέρχονται από σηµεία που 

διαιρούν τις πλευρές του σε ίσους λόγους. 

ΗΘ

ΒΓ
 = 0,54

ΒΓ = 7,09 εκ.

ΗΘ = 3,85 εκ.

ΑΘ

ΑΓ
 = 0,54

ΑΓ = 6,04 εκ.

ΑΘ = 3,28 εκ.

ΑΗ

ΑΒ
 = 0,54

ΑΒ = 6,71 εκ.

ΑΗ = 3,64 εκ.

Θ

Β

Α

Γ

Η

 

Εικόνα 28 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_4.gsp».  

 

∆ραστηριότητα 5: Θα διαπραγµατευτούν τη σχέση που έχουν οι περίµετροι και τα εµβαδά 

των δύο τριγώνων των προηγούµενων δραστηριοτήτων 1, 2 και 3. 
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ΗΘ

ΒΓ
 = 0,54

ΒΓ = 7,09 εκ .

ΗΘ = 3,85 εκ.

ΑΘ

ΑΓ
 = 0,54

ΑΓ = 6,04 εκ.

ΑΘ = 3,28 εκ .

ΑΗ

ΑΒ
 = 0,54

ΑΒ = 6,71 εκ.

ΑΗ = 3,64 εκ.

Εµβαδόν ΑΗΘ( )

Εµβαδόν ΑΒΓ( )
 = 0,30

Περίµετρος ΑΗΘ( )

Περίµετρος ΑΒΓ( )
 = 0,54

Θ

Β

Α

Γ

Η

 

Εικόνα 29 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_4.gsp».  

∆ραστηριότητα 6: Θα διαπραγµατευτούν την κατασκευή δυο όµοιων τριγώνων και τη 

διαπίστωση ότι όλες οι ιδιότητες που διαπιστώθηκαν στα προηγούµενα ισχύουν στα όµοια 

τρίγωνα. 

Β'

∆'

Γ'

Γ

Β

∆

Α

 

Εικόνα 30 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να κατασκευάσει από πριν τα αρχεία λογισµικού και να ζητήσει από 

τους µαθητές να τα χρησιµοποιήσουν.  Π.χ. το αρχείο «Μέσα_5.gsp».  
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Οι εικασίες που θα κάνουν στα παραπάνω θέµατα θα δώσουν την αφορµή να παρουσιαστούν 

διεξοδικά οι αποδείξεις των σχετικών προτάσεων µέσα στη τάξη και φυσικά ο ρόλος της 

απόδειξης στα Μαθηµατικά. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του Cabri Geometry II ή του Geometers 

Sketchpad ή του Geogebra. Μέσω των επιµέρους εργαλείων κατασκευής παραλλήλων 

ευθειών, κατασκευής του µέσου των πλευρών των τριγώνων, των εργαλείων µέτρησης 

αποστάσεων, γωνιών εµβαδών και του εργαλείου υπολογισµού του λόγου αυτών οι µαθητές 

θα κάνουν πειράµατα και θα διατυπώσουν εικασίες και υποθέσεις.  

Επέκταση:  

Ως προς την επέκταση των παραπάνω στα τετράπλευρα οι µαθητές θα διαπιστώσουν ότι όταν 

συνδεθούν τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου δεν ισχύει ακριβώς κάτι ανάλογο µε αυτά 

που θα διαπιστώσουν στα τρίγωνα. Ωστόσο η οµοιότητα, οι σταθεροί λόγοι και οι άλλες 

διαπιστώσεις εξακολουθούν να ισχύουν. Φυσικά µπορούν να διερευνήσουν αν ισχύουν 

ανάλογα συµπεράσµατα στο πεντάγωνο, στο εξάγωνο κτλ.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου και εξετάζει του 

λόγους για τους οποίους κάποιοι δεν επιτεύχθηκαν ώστε να παρέµβει ανάλογα στο σενάριο. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του 

προτεινόµενου λογισµικού σε συνδυασµό µε την σαφήνεια των οδηγιών του και των 

περιγραφών των φύλλων εργασίας. Αφού αξιολογήσει  τα δεδοµένα του  επεµβαίνει ανάλογα 

στο σενάριο για την επόµενη εφαρµογή. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Ο εκπαιδευτικός αξιολογεί την διαδικασία υλοποίησης του σεναρίου αξιολογώντας τα 

στοιχεία που δεν δούλεψαν καλά και προσαρµόζει το σενάριο. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 
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Η δυνατότητα επέκτασης του σεναρίου και η ευκολία προσαρµογής σε ένα σχολικό 

περιβάλλον ή στην διδακτική ατζέντα ενός εκπαιδευτικού ή στην κουλτούρα µιας σχολικής 

τάξης είναι ένα από τα στοιχεία που το καθιστούν σηµαντικό. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να 

λάβει σοβαρά υπόψη του αυτές τις παραµέτρους και να προσαρµόσει το σενάριο ανάλογα. 

Ιδιαίτερα όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικές τάξεις ή ανταλλάξει 

ιδέες µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί να κάνει 

ουσιαστικές προσαρµογές. 

Σχεδίαση φύλλου εργασίας: 

Στην ανάλυση του σεναρίου περιγράφονται οι επιµέρους δραστηριότητες µε τις οποίες 

προτείνεται να εµπλακούν οι µαθητές καθώς και η χρονική σειρά µε την οποία αυτό θα γίνει. 

Εποµένως, η σύνταξη του φύλλου εργασίας από τον εκπαιδευτικό που θα διδάξει το σενάριο 

πρέπει να συµπεριλάβει τις δραστηριότητες αυτές µε την ίδια ροή και τις κατάλληλες 

ερωτήσεις – προβλήµατα προς τους µαθητές. Τα ερωτήµατα θα πρέπει να είναι συµβατά µε 

την διαδικασία που είναι πιθανό να ακολουθήσουν οι µαθητές. Για παράδειγµα, τα 

ερωτήµατα θα µπορούσαν να έχουν την εξής σειρά:  

• Ερωτήµατα σχεδίασης και παρατήρησης (για εστίαση σε συγκεκριµένες πτυχές των 

αλλαγών στο σχήµα) 

• Ερωτήµατα διατύπωσης (για εικασίες, υποθέσεις και γενικεύσεις) 

• Ερωτήµατα ελέγχου (για ερµηνείες, επεξηγήσεις, αποδείξεις, κτλ)    

9.2.2 Σενάριο 4. Η µέτρηση του εµβαδού ενός παραβολικού οικοπέδου  

Γνωστική περιοχή:   

Μαθηµατικά  Γ΄ Λυκείου.  

Παραβολή.  

Τετραγωνική συνάρτηση.  

Εµβαδόν. 

Ορισµένο ολοκλήρωµα    

Θέµα: Οι τέσσερις πλευρές ενός οικοπέδου προσδιορίζονται από την ευθύγραµµη κοίτη ενός 

ποταµού, τις κάθετες στην κοίτη σε απόσταση 5 µέτρων κάθετες σε αυτή και την τέταρτη 
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πλευρά που είναι τµήµα της παραβολής ψ=κχ
2
+µ, όπως δείχνει το παρακάτω σχήµα. 

Μπορείτε να βρείτε µια µέθοδο µέτρησης του εµβαδού του για τις διάφορες τιµές των 

παραµέτρων κ και µ και για τις διάφορες θέσεις των Γ και ∆ στην καµπύλη; 

 

Εικόνα 31 

 Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του λογισµικού Geogebra. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Η έννοια του ολοκληρώµατος, όπως διδάσκεται σήµερα στο Λύκειο, έχει δυο πλευρές. 

Αφενός εµφανίζεται ως µια συνάρτηση αρχική µιας δοθείσας και αφετέρου ως εµβαδόν του 

χωρίου που ορίζεται από δοθείσα συνάρτηση, τον άξονα χχ’ και τις ευθείες χ=α και χ=β.  

Αλλά για τους µαθητές οι δυο αυτές έννοιες, της αρχικής συνάρτησης και του εµβαδού δεν 

συνδέονται µε σαφή και κατανοητό τρόπο. Η προσπάθεια του βιβλίου να συνδέσει αυτά 

µέσω ενός θεωρήµατος, που µάλιστα εισάγεται χωρίς αιτιολόγηση και απόδειξη, απαιτεί από 

τους µαθητές να έχουν κατανοήσει σε βάθος τις δυο έννοιες που συνιστούν το ολοκλήρωµα – 

εµβαδόν χωρίου και αρχική συνάρτηση – αλλά και να τις συνδέσουν µεταξύ τους. Το 

αποτέλεσµα της δυσκολίας αυτής είναι οι µαθητές που διδάσκονται µε αυτόν τον τρόπο τις 

παραπάνω έννοιες να καταφεύγουν στην παπαγαλία µεθόδων που τις εφαρµόζουν χωρίς να 

τις κατανοούν πλήρως.  
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Με το προτεινόµενο σενάριο, οι µαθητές µπορούν να συνδέσουν αυτές τις δυο έννοιες µε ένα 

απτό και δυναµικά χειριζόµενο από τους ίδιους τρόπο. Καλούνται:  

Να ορίσουν το χωρίο, του οποίου θέλουν να µετρήσουν το εµβαδόν, και να το µετρήσουν 

µέσω της διαδικασίας εξάντλησης.   

Να βρουν τη συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που έχει τετµηµένη το δεξί άκρο του 

χωρίου και τεταγµένη το εµβαδόν.  

Με την παραπάνω διαδικασία, οι µαθητές θα µάθουν ότι το σηµείο που ορίζεται από τις δυο 

συντεταγµένες ανήκει στην αρχική της δοθείσας συνάρτησης.  

Προστιθέµενη αξία.  

Το προτεινόµενο εκπαιδευτικό σενάριο δεν αποτελεί µόνο µια καινοτοµία στο παραδοσιακό 

πλαίσιο της διδασκαλίας της συγκεκριµένης ενότητας των Μαθηµατικών αλλά φιλοδοξεί να 

έχει και ευρύτερες επιρροές. Συγκεκριµένα: 

Φιλοδοξεί να συµβάλει στην αλλαγή - βελτίωση της στάσης των µαθητών απέναντι στα 

Μαθηµατικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους.  

Οι µαθητές αναµένεται να συνειδητοποιήσουν ότι τα Μαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν 

αντικείµενο διερεύνησης και µάλιστα κάθε µαθητής µπορεί να δοκιµάσει στο πλαίσιο αυτό 

τις δικές του ιδέες και να καταλήξει στα δικά του συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν 

την ανάλογη κοινωνική αποδοχή (στο πλαίσιο της τάξης) και την επιστηµονική τεκµηρίωση. 

Η χρήση των τεχνολογικών εργαλείων αναµένεται να διευκολύνει σηµαντικά προς αυτή τη 

κατεύθυνση.  

Η εργασία των µαθητών σε οµάδες και η στενή, συνεχής και συγκροτηµένη συνεργασία 

µεταξύ των µαθητών της κάθε οµάδας προφανώς θα συµβάλει στην αλλαγή της στάσης τους 

απέναντι στη µάθηση.  

Ο εκπαιδευτικός που θα εντάξει στην διδασκαλία του το προτεινόµενο σενάριο θα έχει την 

ευκαιρία να δοκιµάσει σύγχρονες διδακτικές και παιδαγωγικές µεθόδους οι οποίες θα 

συµβάλουν στην βελτίωση της στάσης του απέναντι στη καθηµερινή σχολική διαδικασία.  

Θα διδάξει σηµαντικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο του σεναρίου το οποίο 

προβλέπει ατµόσφαιρα ερευνητικού εργαστηρίου.  
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Η συµβολή του σ' αυτό απαιτεί αλλαγή του ρόλου του και από παραδοσιακός καθηγητής 

µετωπικών διδασκαλιών και αυθεντία της γνώσης, καλείται να γίνει συνεργάτης των 

µαθητών του, σηµείο αναφοράς της τάξης του ως προς την καθοδήγηση της έρευνας και την 

επιστηµονική εγκυρότητα των συµπερασµάτων των µαθητών αλλά και ερευνητής ο ίδιος.  

Σ' ένα σχολείο στο οποίο εφαρµόζονται εκπαιδευτικά σενάρια όπως το προτεινόµενο 

απαιτείται απ' όλη τη σχολική κοινότητα µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων των 

µαθητών και των εκπαιδευτικών.  

Η διεύθυνση του σχολείου θα πρέπει να γνωρίζει ότι η εφαρµογή σύγχρονων µεθόδων 

διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας απαιτεί µια άλλη στάση απέναντι 

στη λειτουργία του σχολείου. Για παράδειγµα ίσως χρειαστεί µερικές οµάδες µαθητών να 

συναντηθούν και να εργαστούν στο σχολείο πέραν του κλασικού ωραρίου. Αυτό πρέπει κατά 

κάποιο τρόπο να διασφαλιστεί και οι µαθητές να ενθαρρυνθούν σε κάθε προσπάθεια χρήσης 

των τεχνολογικών µέσων προς την κατεύθυνση της µάθησης και της διδασκαλίας. Έτσι 

βελτιώνεται η σχολική ζωή και το σχολείο αποκτά ένα πιο συγκεκριµένο ρόλο στο πλαίσιο 

της κοινωνίας. Η εφαρµογή του προτεινόµενου εκπαιδευτικού σεναρίου αναµένεται να 

συµβάλει προς αυτή τη κατεύθυνση. 

Γνωστικά – διδακτικά προβλήµατα 

Είναι ερευνητικά διαπιστωµένο ότι οι µαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν την έννοια 

του ορισµένου και του αόριστου ολοκληρώµατος και να τις συνδέουν µε σαφή τρόπο. Προς 

την κατεύθυνση αυτή το GeoGebra τους διευκολύνει να κατανοήσουν σταδιακά την έννοια 

του ορισµένου ολοκληρώµατος µέσω του χωρισµού σε όσο το δυνατόν περισσότερα ίσα 

τµήµατα και να ορίσουν την συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που ορίζεται από το 

ένα άκρο του χωρίου και το εµβαδόν του.  

Επίσης στη διδασκαλία µε παραδοσιακά µέσα δεν είναι εύκολη η σύνδεση του ορισµένου 

ολοκληρώµατος µε το αόριστο (µόνο θεωρητικά) καθώς δεν δίνεται η δυνατότητα στους 

µαθητές να κάνουν πειράµατα µε τον προσδιορισµό του εµβαδού αλλά και τον προσδιορισµό 

της καµπύλης η οποία προσδιορίζει αυτό το εµβαδόν. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Γ' Λυκείου.  
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Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες. Εναλλακτικά 

µπορεί να διατεθεί λιγότερος χρόνος αν επιλεγεί να γίνει παρουσίαση του σεναρίου στην 

τάξη µε τη χρήση βιντεοπροβολέα.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ωστόσο 

αν ο εκπαιδευτικός αποφασίσει να διδάξει ένα µέρος του στο εργαστήριο και το υπόλοιπο 

στην σχολική αίθουσα µε τη χρήση ενός υπολογιστή και βιντεοπροβολέα ή το υπόλοιπο να 

δοθεί υπό τη µορφή εργασίας στον ελεύθερο χρόνο θα πρέπει να προσαρµόσει ανάλογα τις 

δραστηριότητες και να εκπονήσει τα κατάλληλα φύλλα εργασίας.  

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν: 

Την έννοια του χωρίου κάτω από καµπύλη. 

Την τετραγωνική συνάρτηση. 

Τις απαιτούµενες λειτουργικότητες και χειρισµούς του προγράµµατος Geogebra. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για  την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους). 

Βιβλίο (για να ανατρέχουν σε αυτό για ήδη διδαγµένες έννοιες). 

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον καθηγητή και έχουν ως στόχο να καθοδηγούν 

τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 

Απλοποιηµένες οδηγίες χρήσης του χρησιµοποιούµενου λογισµικού που θα δοθούν από τον 

εκπαιδευτικό. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 
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κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι προτεινόµενες δραστηριότητες σε συνδυασµό µε τις προβλεπόµενες µεθόδους διδακτικής 

που περιγράφονται παρακάτω έχουν ως στόχο να παρέχουν στους µαθητές τη δυνατότητα 

από µεν την πλευρά του γνωστικού αντικειµένου:  

Να κατανοήσουν την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος και να το συνδέσουν µε την 

έννοια της αρχικής συνάρτησης. 

Να κατανοήσουν τον τρόπο µέτρησης του χωρίου που ορίζεται από την δεδοµένη συνάρτηση.  

Να κατανοήσουν τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται το εµβαδόν καθώς µεταβάλλονται τα 

άκρα ορισµού του χωρίου.  

Να κατανοήσουν τον τρόπο συµµεταβολής των δυο µεγεθών – του δεξιού άκρου του χωρίου 

και του εµβαδού και να περιγράψουν αλγεβρικά την συµµεταβολή αυτή. 

Από δε την παιδαγωγική πλευρά: 

Να µάθουν να πειραµατίζονται µε τις περιεχόµενες µαθηµατικές έννοιες (εµβαδόν χωρίου, 

διαίρεση σε ίσα τµήµατα, προσέγγιση µέσω του πλήθους διαίρεσης, συµµεταβολή, 

συνάρτηση κτλ.) θέτοντας ερωτήµατα και κάνοντας διάφορες εικασίες 

Να τους δοθεί η ευκαιρία να οργανώσουν τα δεδοµένα τους από τη διερεύνηση ώστε να 

διευκολυνθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων.  

Να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας για να συζητήσουν τις 

παρατηρήσεις τους, να οργανώσουν τα συµπεράσµατά τους, να διατυπώσουν κανόνες, να 

καταχωρίσουν τα δεδοµένα τους, να κατασκευάσουν σχέσεις που συνδέουν µεγέθη, να 

παρουσιάσουν την εργασία τους στις άλλες οµάδες. 
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Να οικοδοµήσουν κώδικες επικοινωνίας ώστε να γίνονται αντιληπτοί από τα άλλα µέλη της 

οµάδας, από όλους τους συµµαθητές τους και από τον καθηγητή τους. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Ο σχεδιασµός των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε δυο φάσεις: 

Η πρώτη φάση αφορά: 

στην ενηµέρωση των µαθητών για τις γενικές γραµµές του  σεναρίου και του 

προβληµατισµού που πρόκειται να τους απασχολήσει, 

στην σχεδίαση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης και του χωρίου του οποίου θα 

µετρηθεί το εµβαδόν, 

στην επιλογή του χωρισµού του ολοκληρώµατος σε ίσα τµήµατα µε τον χωρισµό της βάσης 

του, 

στη µέτρηση του εµβαδού των τµηµάτων στα οποία χωρίζεται το χωρίο. 

Προτείνεται οι µαθητές: 

Να σχεδιάσουν την γραφική παράσταση της παραµετρικής συνάρτησης f(x) = κ*x^2+µ 

επιλέγοντας οι παράµετροι να έχουν τιµές από -5 έως 5.  

Να σχεδιάσουν τις ευθείες µε τις οποίες θα σχεδιάσουν τα άκρα του χωρίου, χ=a και x=b  

Να σχεδιάσουν τον µεταβολέα για το πλήθος n των τµηµάτων στα οποία θα χωριστεί το 

χωρίο.  

Να κάνουν χρήση των εντολών UpperSum[f, x(A), x(B) και LowerSum[f, x(A), x(B), n] 

προκειµένου να ορίσουν τα τµήµατα στα οποία θα χωριστεί το χωρίο.  

Να ορίσουν τον τρόπο και το εύρος µεταβολής των µεταβλητών κ, µ και n. 

Να ορίσουν τις αναγκαίες τιµές των υπόλοιπων παραµέτρων εµφάνισης και µέτρησης του 

µικρόκοσµου. 

Στη συνέχεια οι µαθητές κάνουν πειράµατα µε τις τιµές της µεταβλητής n και παρατηρούν το 

εµβαδόν των τµηµάτων στα οποία χωρίζεται το χωρίο. Κάνουν εκτιµήσεις και εικασίες για το 

εµβαδόν του χωρίου. 
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Η δεύτερη φάση αφορά  

στην κατασκευή του σηµείου που ορίζει το ένα άκρο και το εµβαδόν του χωρίου καθώς και 

στην σχεδίαση της καµπύλης στην οποία ανήκει το σηµείο αυτό,  

στο σχεδιασµό του γεωµετρικού τόπου του σηµείου αυτού,  

τον προσδιορισµό της συνάρτησης στην οποία ανήκει το σηµείο,  

στην εξαγωγή συµπερασµάτων για την συνάρτηση στην οποία ανήκει το σηµείο που 

προσδιορίζει του εµβαδόν. 

Όπως προαναφέρθηκε στις στρατηγικές εφαρµογής, θεωρείται σκόπιµο στο τέλος κάθε 

φάσης, όλες οι οµάδες να κάνουν µία σύντοµη παρουσίαση των συµπερασµάτων τους. 

Προτείνεται οι µαθητές : 

Με τη βοήθεια των εντολών "Άνω Άθροισµα = " + Ss και "Κάτω άθροισµα = " + Si 

εµφανίζουν τα δυο αθροίσµατα στην επιφάνεια εργασίας. 

Να ορίσουν ένα σηµείο Μ µε τετµηµένη το ένα άκρο Μ του χωρίου και τεταγµένη ένα από 

τα δυο αθροίσµατα. Π.χ. Μ(x(B), Si) 

Να επιλέξουν την εντολή “trace on” για το σηµείο Μ. 

Να πληκτρολογήσουν την κατάλληλη συνάρτηση ώστε το σηµείο Β να ανήκει στην γραφική 

της παράσταση. 

Στη συνέχεια οι µαθητές κάνουν πειράµατα µε τις τιµές της µεταβλητής n και παρατηρούν 

τον γεωµετρικό τόπο του σηµείου Β όταν µεταβάλλουν το ένα άκρο του χωρίου. Κάνουν 

εκτιµήσεις και εικασίες για το εµβαδόν του χωρίου. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Το προτεινόµενο λογισµικό Geogebra επελέγη µε κριτήριο την εξυπηρέτηση των αναγκών 

των προτεινόµενων δραστηριοτήτων και ανταποκρίνεται στις δεσµεύσεις που απορρέουν από 

τα ερευνητικά ευρήµατα.  

Το GeoGebra δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές: 

Να επιλέγουν την συνάρτηση της οποίας θα µελετήσουν τον εµβαδόν του χωρίου. 

Να ορίζουν το χωρίου επιλέγοντας τα άκρα του. 



  

115 

 

Να ορίζουν το πλήθος των τµηµάτων στα οποία θα χωρίζουν το χωρίου και θα µετρούν το 

εµβαδόν τους. 

Θα ορίζουν το σηµείο µε συντεταγµένες το ένα άκρο του χωρίου (το δεξιό) και το εµβαδόν 

του χωρίου και να παρατηρούν την καµπύλη στην οποία ανήκει.  

Να εκφράζουν την συνάρτηση στην οποία ανήκει το εν λόγω σηµείο. 

Επέκταση:  

Ως προς την επέκταση των παραπάνω οι µαθητές µπορούν να µετρήσουν τα εµβαδά 

διαφόρων χωρίων που ορίζονται από διάφορες συναρτήσεις καθώς και εµβαδά που ορίζονται 

µεταξύ δυο συναρτήσεων.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου και εξετάζει του 

λόγους για τους οποίους κάποιοι δεν επιτεύχθηκαν ώστε να παρέµβει ανάλογα στο σενάριο. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του 

προτεινόµενου λογισµικού σε συνδυασµό µε την σαφήνεια των οδηγιών του και των 

περιγραφών των φύλλων εργασίας. Αφού αξιολογήσει  τα δεδοµένα του  επεµβαίνει ανάλογα 

στο σενάριο για την επόµενη εφαρµογή. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Ο εκπαιδευτικός αξιολογεί την διαδικασία υλοποίησης του σεναρίου αξιολογώντας τα 

στοιχεία που δεν δούλεψαν καλά και προσαρµόζει το σενάριο. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Η δυνατότητα επέκτασης του σεναρίου και η ευκολία προσαρµογής σε ένα σχολικό 

περιβάλλον ή στην διδακτική ατζέντα ενός εκπαιδευτικού ή στην κουλτούρα µιας σχολικής 

τάξης είναι ένα από τα στοιχεία που το καθιστούν σηµαντικό. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να 

λάβει σοβαρά υπόψη του αυτές τις παραµέτρους και να προσαρµόσει το σενάριο ανάλογα. 

Ιδιαίτερα όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικές τάξεις ή ανταλλάξει 
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ιδέες µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί να κάνει 

ουσιαστικές προσαρµογές. 

Σχεδίαση φύλλου εργασίας: 

Στην ανάλυση του σεναρίου περιγράφονται οι επιµέρους δραστηριότητες µε τις οποίες 

προτείνεται να εµπλακούν οι µαθητές καθώς και η χρονική σειρά µε την οποία αυτό θα γίνει. 

Εποµένως, η σύνταξη του φύλλου εργασίας από τον εκπαιδευτικό που θα διδάξει το σενάριο 

πρέπει να συµπεριλάβει τις δραστηριότητες αυτές µε την ίδια ροή και τις κατάλληλες 

ερωτήσεις – προβλήµατα προς τους µαθητές. Τα ερωτήµατα θα πρέπει να είναι συµβατά µε 

την διαδικασία που είναι πιθανό να ακολουθήσουν οι µαθητές. Για παράδειγµα, τα 

ερωτήµατα θα µπορούσαν να έχουν την εξής σειρά:  

• Ερωτήµατα σχεδίασης και παρατήρησης (για εστίαση σε συγκεκριµένες πτυχές των 

αλλαγών στο σχήµα) 

• Ερωτήµατα διατύπωσης (για εικασίες, υποθέσεις και γενικεύσεις) 

• Ερωτήµατα ελέγχου (για ερµηνείες, επεξηγήσεις, αποδείξεις, κτλ)    

9.2.3 Σενάριο 5. Συµµεταβολές στο ισοσκελές τρίγωνο  

Γνωστική περιοχή:   

Γεωµετρία Β΄ Λυκείου.  

Συµµεταβολή µεγεθών. 

Εµβαδόν ισοσκελούς τριγώνου.  

Σύστηµα συντεταγµένων.  

Γραφική παράσταση συνάρτησης. 

Μέγιστη – ελάχιστη τιµή.  

Θέµα: 

Στο περιβάλλον του λογισµικού Cabri Geometry II σχεδιάστε ένα ισοσκελές τρίγωνο. 

Μελετήστε πώς µεταβάλλεται το εµβαδόν του όταν µεταβάλλεται η βάση του και οι ίσες 

πλευρές του παραµένουν σταθερές. Πότε το εµβαδόν γίνεται µέγιστο; 
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Εικόνα 32.  

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί µε τη χρήση του Cabri Geometry II. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Με το προτεινόµενο σενάριο, οι µαθητές της Β΄  Λυκείου καλούνται:  

Να διερευνήσουν και να κατανοήσουν την συµµεταβολή εµβαδού και βάσης ισοσκελούς 

τριγώνου του οποίου οι ίσες πλευρές παραµένουν σταθερές. 

Να περιγράψουν τον τρόπο συµµεταβολής των δυο µεγεθών του ισοσκελούς τριγώνου.    

Να εκφράσουν αλγεβρικά την συµµεταβολή αυτή.  

Να διερευνήσουν και να εκφράσουν την µέγιστη τιµή για το εµβαδόν. 

Με την παραπάνω διαδικασία, οι µαθητές θα µελετήσουν την έννοια της συµµεταβολής, της 

συνάρτησης και θα συνδυάσουν γνώσεις και εµπειρίες της γεωµετρίας µε αυτές της άλγεβρας 

και των συναρτήσεων.  

Προστιθέµενη αξία.  
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Το προτεινόµενο εκπαιδευτικό σενάριο δεν αποτελεί µόνο µια καινοτοµία στο παραδοσιακό 

πλαίσιο της διδασκαλίας της συγκεκριµένης ενότητας των Μαθηµατικών αλλά φιλοδοξεί να 

έχει και ευρύτερες επιρροές. Συγκεκριµένα: 

Φιλοδοξεί να συµβάλει στην αλλαγή - βελτίωση της στάσης των µαθητών απέναντι στα 

Μαθηµατικά και στη διαδικασία προσέγγισής τους.  

Οι µαθητές αναµένεται να συνειδητοποιήσουν ότι τα Μαθηµατικά µπορούν να αποτελέσουν 

αντικείµενο διερεύνησης και µάλιστα κάθε µαθητής µπορεί να δοκιµάσει στο πλαίσιο αυτό 

τις δικές του ιδέες και να καταλήξει στα δικά του συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να έχουν 

την ανάλογη κοινωνική αποδοχή (στο πλαίσιο της τάξης) και την επιστηµονική τεκµηρίωση. 

Η χρήση των τεχνολογικών εργαλείων αναµένεται να διευκολύνει σηµαντικά προς αυτή τη 

κατεύθυνση.  

Η εργασία των µαθητών σε οµάδες και η στενή, συνεχής και συγκροτηµένη συνεργασία 

µεταξύ των µαθητών της κάθε οµάδας προφανώς θα συµβάλει στην αλλαγή της στάσης τους 

απέναντι στη µάθηση.  

Ο εκπαιδευτικός που θα εντάξει στην διδασκαλία του το προτεινόµενο σενάριο θα έχει την 

ευκαιρία να δοκιµάσει σύγχρονες διδακτικές και παιδαγωγικές µεθόδους οι οποίες θα 

συµβάλουν στην βελτίωση της στάσης του απέναντι στη καθηµερινή σχολική διαδικασία.  

Θα διδάξει σηµαντικές έννοιες των Μαθηµατικών στο πλαίσιο του σεναρίου το οποίο 

προβλέπει ατµόσφαιρα ερευνητικού εργαστηρίου.  

Η συµβολή του σ' αυτό απαιτεί αλλαγή του ρόλου του και από παραδοσιακός καθηγητής 

µετωπικών διδασκαλιών και αυθεντία της γνώσης, καλείται να γίνει συνεργάτης των 

µαθητών του, σηµείο αναφοράς της τάξης του ως προς την καθοδήγηση της έρευνας και την 

επιστηµονική εγκυρότητα των συµπερασµάτων των µαθητών αλλά και ερευνητής ο ίδιος.  

Σ' ένα σχολείο στο οποίο εφαρµόζονται εκπαιδευτικά σενάρια όπως το προτεινόµενο 

απαιτείται απ' όλη τη σχολική κοινότητα µια ευρύτερη αποδοχή της αλλαγής των ρόλων των 

µαθητών και των εκπαιδευτικών.  

Η διεύθυνση του σχολείου θα πρέπει να γνωρίζει ότι η εφαρµογή σύγχρονων µεθόδων 

διδασκαλίας µε την βοήθεια της Ψηφιακής Τεχνολογίας απαιτεί µια άλλη στάση απέναντι 

στη λειτουργία του σχολείου. Για παράδειγµα ίσως χρειαστεί µερικές οµάδες µαθητών να 

συναντηθούν και να εργαστούν στο σχολείο πέραν του κλασικού ωραρίου. Αυτό πρέπει κατά 
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κάποιο τρόπο να διασφαλιστεί και οι µαθητές να ενθαρρυνθούν σε κάθε προσπάθεια χρήσης 

των τεχνολογικών µέσων προς την κατεύθυνση της µάθησης και της διδασκαλίας. Έτσι 

βελτιώνεται η σχολική ζωή και το σχολείο αποκτά ένα πιο συγκεκριµένο ρόλο στο πλαίσιο 

της κοινωνίας. Η εφαρµογή του προτεινόµενου εκπαιδευτικού σεναρίου αναµένεται να 

συµβάλει προς αυτή τη κατεύθυνση. 

Η εµπλοκή των µαθητών µε ένα ανοικτό πρόβληµα που απαιτεί διερεύνηση και 

πειραµατισµό είναι διαπιστωµένο ότι ενισχύει από τη µεριά τους την δηµιουργία εικασιών 

και τον έλεγχό τους, την διατύπωση κανόνων και γενικεύσεων, την αξιοποίηση ενός µεγάλου 

εύρους και ποικιλίας γνώσεων και εµπειριών µέσω των οποίων αναπτύσσουν στρατηγικές 

επίλυσης του προβλήµατος.       

Επίσης στη διδασκαλία των σχέσεων µεταξύ συµµεταβαλλόµενων µεγεθών µε παραδοσιακά 

µέσα δεν δίνεται η δυνατότητα στους µαθητές να κάνουν πειράµατα µε τον προσδιορισµό 

του τρόπου συµµεταβολής και των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της. Για παράδειγµα, ο 

τρόπος συµµεταβολής της βάσης και του εµβαδού του ισοσκελούς τριγώνου δεν µπορεί να 

αποτυπωθεί ταυτόχρονα και µε πολλαπλούς τρόπους µε τον παραδοσιακό τρόπο, όπως 

συµβαίνει µε τα λογισµικά της δυναµικής γεωµετρίας. Η χρήση των λογισµικών δυναµικής 

γεωµετρίας, όπως το Cabri geometry II, δίνει τη δυνατότητα στον µαθητή να χειρίζεται 

δυναµικά το σχήµα και να παρακολουθεί πώς συµµεταβάλλονται τα δυο µεγέθη που 

µελετώνται. Ακόµα, το ίδιο το λογισµικό του επιτρέπει να καταγράφει και τις αριθµητικές 

τιµές των δυο µεγεθών και έτσι να έχει την δυνατότητα να περιγράφει µε πολλαπλούς 

τρόπους αυτή την συµµεταβολή.  



  

120 

 

 

Εικόνα 32 

 Γνωστικά – διδακτικά προβλήµατα 

Για τους περισσότερους µαθητές το εµβαδόν τριγώνου είναι απλά ένας τύπος που 

χρησιµοποιείται στον αριθµητικό υπολογισµό του εµβαδού και τίποτα περισσότερο.  

Μάλιστα ο τύπος αυτός συνδέεται µε συγκεκριµένα µεγέθη του τριγώνου, την βάση του και 

το ύψος του. Ερωτήµατα, όπως, πως µεταβάλλεται το εµβαδόν ισοσκελούς τριγώνου όταν 

µεταβάλλεται ένα από τα στοιχεία που το ορίζουν, όπως για παράδειγµα οι ίσες πλευρές του 

ενώ τα άλλα στοιχεία του παραµένουν σταθερά είναι ασυνήθιστο να τίθενται αλλά και 

δύσκολο ν’ απαντηθούν. Τα λογισµικά της δυναµικής γεωµετρίας όπως το Cabri Geometry II, 

το The Geometers' Sketchpad και το Geogebra επιτρέπουν την µελέτη τέτοιων ερωτηµάτων, 

όπως αυτό που τίθεται στην παρούσα διερεύνηση.  

Στο σενάριο που προτείνεται εδώ, οι µαθητές ερευνούν τον τρόπο µεταβολής του εµβαδού 

ισοσκελούς τριγώνου όταν µεταβάλλεται η µια από τις ίσες πλευρές του. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Β΄ Λυκείου.  
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Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες. Εναλλακτικά 

µπορεί να διατεθεί λιγότερος χρόνος αν επιλεγεί να γίνει παρουσίαση του σεναρίου στην 

τάξη µε τη χρήση βιντεοπροβολέα.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ωστόσο 

αν ο εκπαιδευτικός αποφασίσει να διδάξει ένα µέρος του στο εργαστήριο και το υπόλοιπο 

στην σχολική αίθουσα µε τη χρήση ενός υπολογιστή και βιντεοπροβολέα ή το υπόλοιπο να 

δοθεί υπό τη µορφή εργασίας στον ελεύθερο χρόνο θα πρέπει να προσαρµόσει ανάλογα τις 

δραστηριότητες και να εκπονήσει τα κατάλληλα φύλλα εργασίας.  

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν: 

Την έννοια του εµβαδού και τον τύπο του εµβαδού ισοσκελούς τριγώνου. 

Την έννοια της συµµεταβολής δυο µεγεθών. 

Την έννοια της γραφικής παράστασης της συµµεταβολής δυο µεγεθών. 

Τις απαιτούµενες λειτουργικότητες και χειρισµούς του προγράµµατος Cabri Geometry II ή 

του The Geometers' Sketchpad. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για  την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους) 

Βιβλίο (για να ανατρέχουν σε αυτό για ήδη διδαγµένες έννοιες) 

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον καθηγητή και έχουν ως στόχο να καθοδηγούν 

τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων. 

Οδηγίες χρήσης του χρησιµοποιούµενου λογισµικού που θα δοθούν από τον εκπαιδευτικό 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 
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υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι προτεινόµενες δραστηριότητες έχουν ως στόχο να παρέχουν στους µαθητές τη 

δυνατότητα από µεν την πλευρά του γνωστικού αντικειµένου:  

Να κατανοήσουν και να περιγράψουν την συµµεταβολή της βάσης και του εµβαδού 

ισοσκελούς τριγώνου του οποίου οι ίσες πλευρές παραµένουν σταθερές. 

Να συνδέσουν µε την έννοια της συµµεταβολής µε την έννοια της συνάρτησης.  

Να διερευνήσουν και να εκφράσουν την περίπτωση που το εµβαδόν γίνεται µέγιστο. 

Από δε την παιδαγωγική πλευρά: 

Να µάθουν να πειραµατίζονται µε τις περιεχόµενες µαθηµατικές έννοιες (συµµεταβολή, 

ανεξάρτητη – εξαρτηµένη µεταβλητή, συνάρτηση, κτλ.) θέτοντας ερωτήµατα και κάνοντας 

διάφορες εικασίες 

Να τους δοθεί η ευκαιρία να οργανώσουν τα δεδοµένα τους από τη διερεύνηση ώστε να 

διευκολυνθούν στην εξαγωγή συµπερασµάτων.  

Να αξιοποιήσουν τα δεδοµένα που προκύπτουν από την διερεύνησή τους για να µελετήσουν 

και να εκφράσουν την συµµεταβολή των δυο µεγεθών. 

Να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας για να συζητήσουν τις 

παρατηρήσεις τους, να οργανώσουν τα συµπεράσµατά τους, να διατυπώσουν κανόνες, να 

κατασκευάσουν σχέσεις που συνδέουν µεγέθη, να παρουσιάσουν την εργασία τους στις 

άλλες οµάδες. 

Να οικοδοµήσουν κώδικες επικοινωνίας ώστε να γίνονται αντιληπτοί από τα άλλα µέλη της 

οµάδας, από όλους τους συµµαθητές τους και από τον καθηγητή τους. 
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Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Ο σχεδιασµός των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε δυο φάσεις: 

• Η πρώτη φάση αφορά: 

στην ενηµέρωση των µαθητών για τις γενικές γραµµές του  σεναρίου και του 

προβληµατισµού που πρόκειται να τους απασχολήσει, 

στην κατασκευή του ισοσκελούς τριγώνου ώστε οι ίσες πλευρές του να παραµένουν 

σταθερές. 

Προτείνεται οι µαθητές: 

Να σχεδιάσουν ένα ευθύγραµµο τµήµα ως βάση του ισοσκελούς τριγώνου και ένα δεύτερο 

σταθερό ευθύγραµµο τµήµα ως µήκος των ίσων πλευρών του ισοσκελούς τριγώνου. 

Να σχεδιάσουν το ισοσκελές τρίγωνο µε βάση και ίσες πλευρές τα παραπάνω ευθύγραµµα 

τµήµατα µε τη βοήθεια της εντολής «Πολύγωνο». 

Ένας τρόπος κατασκευής του ισοσκελούς τριγώνου είναι ο σχεδιασµός ενός κύκλου µε 

ακτίνα το σταθερό ευθύγραµµο τµήµα και µια χορδή του ίση µε τη βάση του ισοσκελούς 

τριγώνου. Το ισοσκελές µε κορυφή το κέντρο του κύκλου και βάση τη χορδή ικανοποιεί τις 

απαιτήσεις τουπροβλήµατος. 

Στη συνέχεια οι µαθητές κάνουν πειράµατα µεταβάλλοντας την βάση του ισοσκελούς 

τριγώνου. 

• Η δεύτερη φάση αφορά  

στην µέτρηση της βάσης και του εµβαδού του τριγώνου,  

στην µεταφορά της µέτρησης των δυο µεγεθών στο καρτεσιανό σύστηµα αξόνων, 

στην πινακοποίηση των µετρήσεων 

στην εξαγωγή συµπερασµάτων για τον τρόπο συµµεταβολής των δυο µεγεθών. 

Προτείνεται οι µαθητές: 

Να επιλέξουν τις κατάλληλες εντολές ώστε να µετρήσουν το µήκος της βάσης και το 

εµβαδόν του τριγώνου. 
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Να εµφανίσουν το σύστηµα συντεταγµένων και να κάνουν µεταφορά µέτρησης, του µήκους 

της βάσης στον άξονα χχ’ και του εµβαδού στον κατακόρυφο άξονα ψψ’ µε την εντολή 

«Μεταφορά µέτρησης». 

Να σχεδιάσουν τις κάθετες στους δυο άξονες στα σηµεία που ορίστηκαν και το σηµείο τοµής 

αυτών. 

Να σχεδιάσουν τον γεωµετρικό τρόπο του σηµείου τοµής όταν µεταβάλλεται το ένα άκρο 

της βάσης του ισοσκελούς τριγώνου.  

Με τη βοήθεια της εντολής «Πινακοποίηση» να πινακοποιήσουν τις τιµές των δυο 

µεταβλητών. 

Να περιγράψουν τον τρόπο µεταβολής του εµβαδού σε σχέση µε την µεταβολή του µήκους 

της βάσης. 

Να εκφράσουν λεκτικά και αλγεβρικά τον τρόπο συµµεταβολής των δυο µεγεθών. 

Να εκφράσουν λεκτικά και αλγεβρικά το µέγιστο της συµµεταβολής. 

Θεωρείται σκόπιµο στο τέλος κάθε φάσης, όλες οι οµάδες να κάνουν µία σύντοµη 

παρουσίαση των συµπερασµάτων τους. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Το προτεινόµενο λογισµικό επελέγη µε κριτήριο την εξυπηρέτηση των αναγκών των 

προτεινόµενων δραστηριοτήτων.  

Το Cabri Geometry II δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές: 

Να επιλέγουν από ένα πλήθος εργαλείων αυτά που θεωρούν κατάλληλα για τις διερευνήσεις 

τους. 

Να αξιοποιούν τις γνώσεις τους και τις εµπειρίες τους προκειµένου να κατανοήσουν την 

διαδικασία συµµεταβολής των γεωµετρικών µεγεθών του ισοσκελούς τριγώνου. 

Να αναπτύσσουν  στρατηγικές διερεύνησης και αξιοποίησης των εµπειριών τους και των 

εργαλείων του λογισµικού.  

Να επιλέγουν τα κατάλληλα εργαλεία για να κάνουν τις διερευνήσεις τους. 

Να εκφράζουν την συνάρτηση των δυο µεγεθών. 
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Επέκταση:  

Ως προς την επέκταση των παραπάνω οι µαθητές µπορούν να µελετήσουν την συµµεταβολή 

µεγεθών και άλλων γεωµετρικών σχηµάτων όπως της πλευράς και του εµβαδού ενός 

ισόπλευρου τριγώνου και να συνδέσουν βαθύτερα την έννοια της συνάρτησης µε την 

συµµεταβολή µεγεθών γεωµετρικών σχηµάτων ως παράδειγµα.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου και εξετάζει του 

λόγους για τους οποίους κάποιοι δεν επιτεύχθηκαν ώστε να παρέµβει ανάλογα στο σενάριο. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του 

προτεινόµενου λογισµικού σε συνδυασµό µε την σαφήνεια των οδηγιών του και των 

περιγραφών των φύλλων εργασίας. Αφού αξιολογήσει  τα δεδοµένα του  επεµβαίνει ανάλογα 

στο σενάριο για την επόµενη εφαρµογή. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Ο εκπαιδευτικός αξιολογεί την διαδικασία υλοποίησης του σεναρίου αξιολογώντας τα 

στοιχεία που δεν δούλεψαν καλά και προσαρµόζει το σενάριο. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Η δυνατότητα επέκτασης του σεναρίου και η ευκολία προσαρµογής σε ένα σχολικό 

περιβάλλον ή στην διδακτική ατζέντα ενός εκπαιδευτικού ή στην κουλτούρα µιας σχολικής 

τάξης είναι ένα από τα στοιχεία που το καθιστούν σηµαντικό. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να 

λάβει σοβαρά υπόψη του αυτές τις παραµέτρους και να προσαρµόσει το σενάριο ανάλογα. 

Ιδιαίτερα όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικές τάξεις ή ανταλλάξει 

ιδέες µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί να κάνει 

ουσιαστικές προσαρµογές. 

Σχεδίαση φύλλου εργασίας: 

Στην ανάλυση του σεναρίου περιγράφονται οι επιµέρους δραστηριότητες µε τις οποίες 

προτείνεται να εµπλακούν οι µαθητές καθώς και η χρονική σειρά µε την οποία αυτό θα γίνει. 

Εποµένως, η σύνταξη του φύλλου εργασίας από τον εκπαιδευτικό που θα διδάξει το σενάριο 
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πρέπει να συµπεριλάβει τις δραστηριότητες αυτές µε την ίδια ροή και τις κατάλληλες 

ερωτήσεις – προβλήµατα προς τους µαθητές. Τα ερωτήµατα θα πρέπει να είναι συµβατά µε 

την διαδικασία που είναι πιθανό να ακολουθήσουν οι µαθητές. Για παράδειγµα, τα 

ερωτήµατα θα µπορούσαν να έχουν την εξής σειρά:  

• Ερωτήµατα σχεδίασης και παρατήρησης (για εστίαση σε συγκεκριµένες πτυχές των 

αλλαγών στο σχήµα) 

• Ερωτήµατα διατύπωσης (για εικασίες, υποθέσεις και γενικεύσεις) 

• Ερωτήµατα ελέγχου (για ερµηνείες, επεξηγήσεις, αποδείξεις, κτλ)    

9.3 Χειρισµός αλγεβρικών ψηφιακών συστηµάτων. 

9.3.1 Σενάριο 6. Η γραµµική συνάρτηση ψ=αχ 

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου.  

Η γραµµική συνάρτηση ψ=αχ  

Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας. 

Θέµα: 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την αναζήτηση συνευθειακών σηµείων στο καρτεσιανό 

επίπεδο µέσω του λόγου των συντεταγµένων τους. Η γραµµική συνάρτηση θα αποτελέσει 

ένα εργαλείο αναζήτησης ίσων λόγων άρα και συνευθειακών σηµείων. 

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Function Probe. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Αν διαθέτουµε έναν πολύ µεγάλο αριθµό σηµείων στο καρτεσιανό επίπεδο µπορούµε να 

δηµιουργήσουµε έναν πίνακα µε δύο στήλες. Η πρώτη στήλη θα περιέχει την τετµηµένη και 

η άλλη την τεταγµένη. Η απεικόνιση των ζευγών θα µπορούσε να υποδείξει τον τρόπο µε τον 
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οποίο µπορούµε να οµαδοποιήσουµε τις γραφικές παραστάσεις γραµµικών συναρτήσεων 

µέσω των συνευθειακών σηµείων τα οποία θα δηµιουργούσαν.  

Οι γραµµικές συναρτήσεις αναπαριστώνται πλέον µέσω συνευθειακών σηµείων ενώ η κλίση 

της ευθείας πάνω στην οποία ανήκουν προσδιορίζει τον σταθερό συντελεστή α σε κάθε µία 

συνάρτηση.  

Προστιθέµενη αξία.  

Ο κατακερµατισµός της ύλης σε βιβλία, κεφάλαια και παραγράφους δηµιουργεί την 

αντίληψη ότι τα µαθηµατικά αποτελούν ένα σύνολο διακριτών και πολλές φορές ασύνδετων 

εννοιών και προτάσεων οι οποίες εφαρµόζονται σε πολύ συγκεκριµένα και εστιασµένα 

προβλήµατα και ασκήσεις. Από την άλλη η κατανόηση µιας έννοιας είναι ανάλογη προς το 

πλήθος των συνδέσεων που διαθέτει µε άλλες έννοιες µέσα στον χώρο των µαθηµατικών. Η 

προστιθέµενη αξία του συγκεκριµένου σεναρίου στηρίζεται στο γεγονός ότι µέσω του 

σεναρίου δύο φαινοµενικά ξένες περιοχές των µαθηµατικών, η γραµµική συνάρτηση και τα 

όµοια τρίγωνα, θα αλληλοεµπλακούν και θα συνδεθούν µέσα από τις δυνατότητες που 

παρέχει η τεχνολογία. Συγκεκριµένα, µέσω του σεναρίου θα δοθεί η δυνατότητα στους 

µαθητές: 

Να δηµιουργήσουν οι ίδιοι σταδιακά µία διαδικασία ελέγχου και ταξινόµησης οµοίων 

τριγώνων. Η διαδικασία αυτή µπορεί να επαναλαµβάνεται ταχύτατα ενώ, συγχρόνως, θα 

µπορούν να δηµιουργούν µεγάλο πλήθος από συνευθειακά σηµεία.  

Οι µαθητές θα συνδέσουν περιοχές των µαθηµατικών οι οποίες όχι µόνο βρίσκονται σε 

διαφορετικές παραγράφους αλλά και σε βιβλία διαφορετικών γνωστικών αντικειµένων 

(Άλγεβρα – Γεωµετρία) 

Η γραφική παράσταση της γραµµικής συνάρτησης θα µετατραπεί σε ένα αντικείµενο πάνω 

στο οποίο οι µαθητές θα εφαρµόσουν µετασχηµατισµούς οι οποίοι καταγράφονται 

αυτοµάτως από το λογισµικό. Αυτή ακριβώς η δυνατότητα µετασχηµατισµού της γραφικής 

παράστασης έχει µία ιδιαίτερη διδακτική αξία αφού στην συνήθη πρακτική o 

µετασχηµατισµός αυτός είναι η κατάληξη και όχι η αφετηρία της διερεύνησης µίας 

συνάρτησης.  
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Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από τη µία 

στην άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων.   

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά της συνάρτησης 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Α΄ Λυκείου.  

Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ’ όλα εργαστήριο µε 

10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από 

τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα 

θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας.   

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν: 

Την έννοια του πίνακα τιµών και της γραφικής παράστασης συνάρτησης. 

Την γραφική παράσταση αναλόγων ποσών. 

Την έννοια του συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ψ=αχ  

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Την λειτουργία του πίνακα τιµών του λογισµικού FP και ιδιαίτερα την συµπλήρωση µιας 

στήλης µέσω µιας άλλης.  

Την αλλαγή κλίµακας σε ένα γράφηµα. 

Την δηµιουργία γραφικών παραστάσεων 
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Την λειτουργία της οριζόντιας παραµόρφωσης µιας γραφικής παράστασης και της 

µεταφοράς.  

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα 

έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να 

διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

επινοήσουν τρόπους αξιοποίησης των δυνατοτήτων του ψηφιακού εργαλείου το οποίο 

διαθέτουν. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να υπάρχει κοινός στόχος 

και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα κοινό φύλλο εργασίας 

που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο εργασίας θα πρέπει να αφήνει 

µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να 

απαντούν σ’ αυτά. Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να 

ελέγχει τα συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  

να αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν 

την διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού σύνδεση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών  εννοιών και συγκεκριµένα: 

Οι µαθητές θα µάθουν να χρησιµοποιούν τις ιδιότητες της γραµµικής συνάρτησης ώστε να 

εντοπίζουν συνευθειακά σηµεία στο καρτεσιανό επίπεδο. 

Θα συνδέσουν την κλίση της ευθείας ψ=αχ µε την τιµή µονάδας στα ανάλογα ποσά. 

Θα χρησιµοποιήσουν την γραµµική συνάρτηση ψ=αχ για να δηµιουργήσουν την γραφική 

παράσταση της ψ=αχ+β και να κατανοήσουν την ιδιαίτερη σχέση των δύο αυτών 

συναρτήσεων. 

Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 
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Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Ο διδάσκων θα πρέπει να έχει ετοιµάσει έναν πίνακα µε αριθµούς σε 2 στήλες και 20 

γραµµές. Θα έχει φροντίσει τα σηµεία µε συντεταγµένες τα ζεύγη των αριθµών να 

δηµιουργούν τρεις οµάδες ευθειών, δηλαδή οι λόγοι των συντεταγµένων θα παρουσιάζουν 

συνολικά 3 διαφορετικά αποτελέσµατα. Ακόµη ένα από τα ζεύγη τιµών θα αντιστοιχεί σε ένα 

σηµείο που δεν θα ανήκει σε καµία από τις τρεις προηγούµενες ευθείες. 

1
η 
Φάση 

Στην αρχή ο διδάσκων επιχειρεί να κινητοποιήσει τους µαθητές επισηµαίνοντας ότι στην 

δραστηριότητα αυτή εκτός από το αποτέλεσµα έχει σηµασία και ο χρόνος υλοποίησης ο 

οποίος θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί µε την βοήθεια των υπολογιστικών εργαλείων που 

διαθέτουν. Στην συνέχεια θέτει στους µαθητές το παρακάτω πρόβληµα:  

«Ένας πωλητής είναι υπεύθυνος για την πώληση τριών προϊόντων Α, Β, Γ τα οποία διαθέτει 

σε διαφορετικές τιµές. Κάθε φορά που κάνει µία πώληση καταγράφει την ποσότητα π (σε 

κιλά) και δίπλα το ποσόν τ που εισέπραξε. Όταν είχε ολοκληρώσει είκοσι πωλήσεις 

παρέδωσε τον πίνακα που είχε κατασκευάσει στον προϊστάµενό του ο οποίος αµέσως πέρασε 

τις τιµές των δύο στηλών στον πίνακα του λογισµικού FP και θέλησε να ελέγξει δύο 

πράγµατα α) Πόσες πωλήσεις είχε κάνει από κάθε προϊόν και β) αν σε κάποια πώληση είχε 

γίνει λάθος στον υπολογισµό. Με ποιους τρόπους µπορεί να το ελέγξει;»    

Στο σηµείο αυτό ο διδάσκων ζητά από τους µαθητές να περάσουν στις στήλες του πίνακα 

τιµών του λογισµικού τα 20 έτοιµα ζεύγη τιµών που αντιστοιχούν σε 20 διαφορετικές 

πωλήσεις. Ενδεικτικά, θα µπορούσαν να ζητήσουν από το λογισµικό να συµπληρώσει µία 

επιπλέον στήλη µε το πηλίκο των τιµών των δύο άλλων στηλών. Ο διδάσκων συζητά µε κάθε 

οµάδα την δυνατότητα αυτή ή οποιαδήποτε άλλη λύση προτείνουν τα µέλη της οµάδας.  
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Πίνακας 1: Τα ζεύγη (ποσότητα, τιµή). 

Αν οι µαθητές κατασκευάσουν µια τρίτη στήλη η οποία να υπολογίζει το πηλίκο τ/π τότε θα 

παρατηρήσουν ότι το πηλίκο αυτό παίρνει τρεις διαφορετικές τιµές 0,6,  2,1 και 1,2. Οι τιµές 

αυτές καθορίζουν και τις τρεις διαφορετικές οµάδες συνευθειακών σηµείων. Ένας όµως από 

τους λόγους δίνει διαφορετικό αποτέλεσµα οπότε οι µαθητές συνδέουν το µεµονωµένο αυτό 

σηµείο µε τον λανθασµένο υπολογισµό. 

Στην συνέχεια ο διδάσκων θέτει το ερώτηµα αν τα ζεύγη τιµών µεταφερόµενα στους άξονες 

του πίνακα γράφηµα παρουσιάσουν κάποια κανονικότητα. Η συζήτηση πάνω στο ερώτηµα 

αυτό θα µπορούσε να καταλήξει στο συµπέρασµα ότι τα σηµεία µάλλον θα παρουσιάσουν 

τρεις διαφορετικές κανονικότητες, µια για κάθε οµάδα σηµείων. Εδώ τίθεται πλέον το 

ερώτηµα πως θα ανακαλυφθούν οι τρεις οµάδες µε τις δυνατότητες που µας παρέχει ο 

πίνακας γράφηµα. 

Οι αναλογίες θα πρέπει να παραπέµψουν τους µαθητές σε γραµµικές σχέσεις οι οποίες 

εκφράζονται από εξισώσεις της µορφής y=α.χ. 

Στο σηµείο αυτό θα ήταν σκόπιµο να γίνει διαπραγµάτευση για το εύρος των τιµών σε κάθε 

ένα από τους άξονες αλλά και η απαιτούµενη ακρίβεια ώστε οι µαθητές να επιλέξουν την 

κατάλληλη κλίµακα µε το αντίστοιχο εργαλείο. 

Στη συνέχεια οι µαθητές αποστέλλουν τα σηµεία στους άξονες και κατασκευάζουν την 

ευθεία y=χ. Στη συνέχεια µε το εργαλείο του ελαστικού χειρισµού περιστρέφουν την ευθεία 

ώστε να προσαρµοστεί πάνω στα σηµεία. 
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Μέσω της περιστροφής της ευθείας µε εξίσωση y=χ οι µαθητές ανακαλύπτουν τρεις οµάδες 

συνευθειακών σηµείων ενώ συγχρόνως το λογισµικό τους δίνει τη δυνατότητα να εντοπίσουν 

και τις εξισώσεις των τριών ευθειών που προκύπτουν: y=2,1x     y=0,6x     y=1,2x. 

 

Εικόνα 34: Αποστολή σηµείων στο γράφηµα Εικόνα 35: Περιστροφές της ψ=χ 

Στην συνέχεια οι µαθητές διαπραγµατεύονται τους δύο τρόπους µε τους οποίους πλέον 

µπορούν να απαντήσουν στα αρχικά ερωτήµατα. Ο ένας τρόπος είναι ο αριθµητικός (πίνακας 

τιµών) και ο άλλος τρόπος είναι µέσω της γραφικής παράστασης και του µεµονωµένου 

σηµείου (γεωµετρικός). Μία σύνδεση θα µπορούσε να είναι το γεγονός ότι οι λόγοι που είχαν 

εντοπίσει µε τον πίνακα τιµών εµφανίζονται ως συντελεστές διεύθυνσης στις 3 ευθείες . Εδώ 

ο διδάσκων έχει την δυνατότητα να οδηγήσει τους µαθητές στην ανάκληση της έννοιας της 

κλίσης ευθείας η οποία µπορεί να διερευνηθεί µέσα από τις δυνατότητες του λογισµικού. 
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Εικόνα 36: Η κλίση κάθε ευθείας µπορεί να εντοπιστεί µε τη βοήθεια του κατάλληλου 

εργαλείου που υποδεικνύει και το οποίο λειτουργεί εφόσον έχει επιλεγεί µια συγκεκριµένη 

ευθεία. 

Εδώ το σηµαντικό είναι ότι το ορθογώνιο τρίγωνο το οποίο κατασκευάζει το λογισµικό έχει 

πλευρές των οποίων τα µέτρα είναι ανάλογα προς τις συντετεγµένες των σηµείων της οµάδας. 

2
η
 Φάση 

Από το σηµείο αυτό ο διδάσκων ζητά από τους µαθητές να κατασκευάσουν πίνακες τιµών 

για τα τρία αυτά προϊόντα ώστε ο υπάλληλος να έχει έτοιµη την τιµή πώλησης και να µην 

χρειάζεται να κάνει πράξεις κατά την πώληση των προϊόντων.  

Το σηµαντικό κατά την φάση αυτή είναι να διαπραγµατευτούν οι µαθητές µε πόσους 

τρόπους µπορούν να κατασκευάσουν τέτοιους πίνακες και να υλοποιήσουν µία τουλάχιστον 

τέτοια κατασκευή. 

Συγκεκριµένα ένα τρόπος θα µπορούσε να είναι η χρήση της αριθµοµηχανής µέσω της 

οποίας θα κατασκευάσουν τρία κουµπιά µε τα οποία θα παράγουν ζεύγη τιµών για κάθε ένα 

από τα τρία προϊόντα. 

 

Εικόνα 37: Η κατασκευή των τριών κουµπιών 

Ένας άλλος τρόπος κατασκευής πινάκων µπορεί να υλοποιηθεί µε την χρήση του παραθύρου 

του πίνακα αν οι µαθητές γεµίσουν µία στήλη µε τιµές π.χ. από 0,5 µέχρι 10 µε αύξηση 0,5. 

Στην συνέχεια θα ‘γεµίσουν’ τις τρεις επόµενες στήλες µε την βοήθεια των τύπων των τριών 

συναρτήσεων. Εδώ είναι σηµαντικό να υπογραµµιστεί η σηµασία του συντελεστή α (τιµή 

µονάδας) της συνάρτησης ψ=αχ όταν το χ εκφράζει ποσότητα και το ψ τιµή. 
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Τέλος, ένας άλλος τρόπος κατασκευής πινάκων είναι η κατασκευή των γραφικών 

παραστάσεων των τριών συναρτήσεων και στην συνέχεια η αποκοπή σηµείων από τις 

γραφικές παραστάσεις µε βήµα το οποίο θα αποφασίσουν οι µαθητές. 

Οι δραστηριότητες της δεύτερης φάσης έχουν στόχο να οικειοποιηθούν οι µαθητές τις 

πολλαπλές αναπαραστάσεις της γραµµικής συνάρτησης η οποία γίνεται πλέον εργαλείο 

επίλυσης πρακτικών προβληµάτων. 

Τρίτη φάση 

Η φάση αυτή θα µπορούσε να αποτελέσει µία επέκταση του σεναρίου ώστε να γίνει 

µετάβαση από την γραµµική συνάρτηση στην ψ=αχ+β. 

Στην αρχή ο διδάσκων περιγράφει στους µαθητές µία νέα κατάσταση για το πρόβληµα που 

ήδη έχουν λύσει. Συγκεκριµένα πληροφορεί τους µαθητές ότι ειδικά για το προϊόν µε τιµή 

µονάδος 0,6 είναι απαραίτητη µία ορισµένη συσκευασία η οποία, για οποιαδήποτε ποσότητα 

αγοράς, χρεώνεται 0,5Є επιπλέον. Από τους µαθητές ζητείται να διαπραγµατευτούν ποιες 

µετατροπές θα πρέπει να κάνουν στην γραφική παράσταση της συνάρτησης ψ=0,6χ και στον 

πίνακα τιµών της ίδιας συνάρτησης ώστε να περιγράφουν σωστά τα καινούργια δεδοµένα. 

Εδώ οι µαθητές θα πρέπει, µε την βοήθεια του διδάσκοντα, να οδηγηθούν στο συµπέρασµα 

ότι είναι απαραίτητο η γραφική παράσταση να µετακινηθεί παράλληλα ώστε να µη 

µεταβληθεί η τιµή µονάδος (το α) και προς τα επάνω ώστε να αυξηθούν οµοιόµορφα όλες οι 

τιµές. 

 

Εικόνα 38: Η νέα συνάρτηση. 

Τέλος  οι µαθητές θα µετασχηµατίσουν την στήλη των τιµών της συνάρτησης ψ=0,6χ 

προσθέτοντας στον τύπο της συνάρτηση το 0,5. Αυτή η τελευταία ενέργεια θα µπορούσε να 

οδηγήσει από την µεριά του διδάσκοντα στον ορισµό της συνάρτησης ψ=αχ+β η οποία στην 
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συνέχεια θα αποτελέσει αντικείµενο διαπραγµάτευσης σχετικά µε την σχέση της µε την 

συνάρτηση ψ=0,6χ. 

Ενδεικτικό Φύλλο εργασίας  

Ο καθηγητής των Μαθηµατικών σε ένα σχολείο δεν βαθµολογεί µόνο την ικανότητα να 

λύσει κάποιος ένα πρόβληµα αλλά και το πόσο γρήγορα το λύνει. Έδωσε στους µαθητές το 

παρακάτω πρόβληµα: 

«Ένας πωλητής είναι υπεύθυνος για την πώληση τριών προϊόντων Α, Β, Γ τα οποία διαθέτει 

σε διαφορετικές τιµές. Κάθε φορά που κάνει µία πώληση καταγράφει την ποσότητα π (σε 

κιλά) και δίπλα το ποσόν τ που εισέπραξε. Όταν είχε ολοκληρώσει είκοσι πωλήσεις 

παρέδωσε στον πίνακα που είχε κατασκευάσει στον προϊστάµενό του ο οποίος αµέσως 

πέρασε τις τιµές των δύο στηλών στον πίνακα του λογισµικού Function Probe και θέλησε να 

ελέγξει δύο πράγµατα α) Πόσες πωλήσεις είχε κάνει από κάθε προϊόν και β) αν σε κάποια 

πώληση είχε γίνει λάθος στον υπολογισµό. Με ποιους τρόπους µπορεί να το ελέγξει;»  

Προϊόν  ποσότητα  τιµή Λόγος 

 0,8 1,68  

 0,2 0,24  

 1,6 1,92  

 1,3 0,78  

 5,5 11,55  

 1,9 3,99  

 11,5 6,9  

 3,8 4,56  

 3,4 2,04  

 6,2 4,96  

 2,2 2,64  

 3,5 7,35  

 5,3 3,18  

 6,8 4,08  

 5,7 6,84  

 4,7 9,87  

 15 9  

 
3 6,3  
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 8,1 9,72  

 5 3  

Πίνακας 2 

Να συζητήσετε και να απαντήσετε τις παρακάτω ερωτήσεις. 

1) ∆ιαθέτουµε 3 σηµεία στο καρτεσιανό επίπεδο και θέλουµε να ελέγξουµε αν αυτά είναι 

συνευθειακά µε την αρχή των αξόνων πως µπορεί να γίνει αυτό; 

2) Αν περάσουµε τις τιµές των συντεταγµένων των σηµείων σε δυο στήλες του πίνακα τιµών 

του FP, πώς µπορούµε να διακρίνουµε ποια είναι συνευθειακά; 

3) Αν περάσουµε τα ζεύγη των συντεταγµένων στον πίνακα γράφηµα και κατασκευάσουµε 

την γραφική παράσταση της συνάρτησης y=χ, πως µπορούµε να εντοπίσουµε τις οµάδες των 

συνευθειακών σηµείων;  

4) Πως συνδέονται οι απαντήσεις στις δύο προηγούµενες ερωτήσεις; 

Σύνοψη των δραστηριοτήτων και αξιολόγηση. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Κρατώντας 

σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων µπορεί να 

εκτιµήσει τα σηµεία στα οποία οι µαθητές δήλωναν ή εκδήλωναν δυσκολίες κατανόησης ή 

εφαρµογής. Στην συνέχεια, µε κατάλληλες επεµβάσεις στις δραστηριότητες, επιχειρεί να 

θεραπεύσει τα προβλήµατα που προέκυψαν απλοποιώντας διαδικασίες ή περιγράφοντας µε 

µεγαλύτερη σαφήνεια τις ερωτήσεις των δραστηριοτήτων. 

Πιο συγκεκριµένα, µετά την ολοκλήρωση των φάσεων της δραστηριότητας οι µαθητές 

περιγράφουν γραπτώς την πορεία και τα αποτελέσµατά της. 

Ο διδάσκων θα ζητήσει από τους µαθητές να απαντήσουν σε συγκεκριµένα ερωτήµατα ώστε 

να τα χρησιµοποιήσουν ως βάση διαπραγµάτευσης. 

Τα ερωτήµατα αυτά θα µπορούσαν να έχουν την παρακάτω δοµή και σειρά: 

Να περιγράψετε τον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιήσατε το λογισµικό για να εντοπίσετε 

συνευθειακά σηµεία και να αναφέρετε τις µαθηµατικές έννοιες µε τις οποίες αξιοποιήσατε το 

λογισµικό. 
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Να τεκµηριώσετε την αξιοπιστία των αποτελεσµάτων σας, για ποιό λόγο δηλαδή µπορεί να 

είναι κάποιος βέβαιος ότι οι στήλες έχουν συµπληρωθεί µε τα σωστά αριθµητικά δεδοµένα. 

Να αναφέρετε και να σχολιάσετε τυχόν νέα µαθηµατικά δεδοµένα που προέκυψαν κατά την 

διάρκεια της δραστηριότητας. Συγκεκριµένα, να περιγράψετε τις συνδέσεις που έχετε κάνει 

µεταξύ µαθηµατικών εννοιών οι οποίες δεν ήταν φανερές στο σχολικό βιβλίο και τα 

µαθήµατα που είχατε µέχρι στιγµής παρακολουθήσει στο σχολείο. 

Να αναφέρετε τυχόν δυσκολίες τις οποίες συναντήσατε και τον τρόπο µε τον οποίο τις 

ξεπεράσατε. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Οι δυσκολίες που θα παρουσιαστούν θα καταγραφούν από τον διδάσκοντα 

ο οποίος θα είτε θα βελτιώσει τις απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει µια περισσότερο 

κατευθυνόµενη πορεία εφαρµογής του ίδιου σεναρίου. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου 

και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να 

αποτελέσει την βάση πάνω στην οποία είναι δυνατόν να οργανωθεί η διδασκαλία της 

ψ=αχ+β.   

9.3.2 Σενάριο 7. Μελέτη της συνάρτησης f(x) = αx
2
+βx+γ 

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου.  

Η συνάρτηση ψ= αχ
2
+βχ+γ (γραφική παράσταση, µονοτονία, ακρότατα). 

Θέµα: 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την κατασκευή της γραφικής παράστασης της συνάρτησης του 

τριωνύµου µέσα από δύο βασικές µεταφορές της γραφικής παράστασης της βασικής 

συνάρτησης  ψ= αχ
2
. Επιπλέον αφορά τους µετασχηµατισµούς της γραφικής παράστασης 

όταν µεταβάλλεται ο συντελεστής α. Με βάση τα προηγούµενα µπορεί να γίνει η µελέτη των 

συναρτησιακών ιδιοτήτων του τριωνύµου.  



  

138 

 

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Geogebra. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα 

Η κατασκευή της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ψ= αχ
2
+βχ+γ και η µελέτη των 

συναρτησιακών ιδιοτήτων της θα µπορούσε να υλοποιηθεί µέσα από τις µεταφορές της 

βασικής δευτεροβάθµιας συνάρτησης  ψ= αχ
2
. Οι µεταφορές αυτές είναι δυνατόν να 

οπτικοποιηθούν και να γίνουν δυναµικές αν η διδασκαλία υποστηριχτεί από ένα διερευνητικό 

λογισµικό το οποίο να έχει χαρακτηριστικά CAS. Επιπλέον, θα µπορούσαν οι µαθητές να 

διερευνήσουν την σηµασία των συντελεστών α, β, γ όταν αυτοί µεταβάλλονται δυναµικά.  

Προστιθέµενη αξία.  

Η διδασκαλία της συνάρτησης ψ= αχ
2
+βχ+γ, µε βάση το σχολικό εγχειρίδιο, στηρίζεται 

αρχικά στους αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς τους οποίους εφαρµόζουµε στο τριώνυµο 

ώστε να έρθει στην µορφή 
2

2 2

2

4
( )

2 4

β β αγ
αχ βχ γ α χ

α α

−
+ + = + − . Στην συνέχεια 

παρουσιάζεται η µετατόπιση της γραφικής παράστασης της ψ= αχ
2
 µε βάση την µορφή που 

έχει το µετασχηµατισµένο τριώνυµο. Σύµφωνα µε το εγχειρίδιο η τελική µορφή του 

τριωνύµου ‘αποκαλύπτει’ κατά κάποιον τρόπο τις απαραίτητες γενικές µεταφορές που θα 

πρέπει να υποστεί η γραφική παράσταση της ψ=αχ
2
 η οποία έχει ήδη µελετηθεί σε 

προηγούµενη παράγραφο. Καθώς δεν υπάρχουν εργαλεία δυναµικής αναπαράστασης των 

γραφικών παραστάσεων το εγχειρίδιο περιορίζεται στην παρουσίαση µικρού αριθµού 

στατικών εικόνων για το αποτέλεσµα των µεταφορών και την κατασκευή της γραφικής 

παράστασης του τριωνύµου. 

Με το παρόν σενάριο οι µαθητές θα αποδώσουν κατ’ αρχήν κιναισθητικό νόηµα στις 

µεταφορές της βασικής γραφικής παράστασης καθώς θα πραγµατοποιούν τις µεταφορές 

αυτές οι ίδιοι. Επιπλέον οι µαθητές θα έχουν την δυνατότητα να διερευνήσουν ειδικές 

περιπτώσεις γραφικών παραστάσεων τριωνύµων όπως για παράδειγµα τριώνυµο µε β=0 ή 

γ=0 ή ∆=0 κ.λ.π.  

Ακόµη θα συνδέσουν τις µεταβολές των τιµών των συντελεστών α, β, γ µε τους 

µετασχηµατισµούς που υφίσταται η γραφική παράσταση (αλλαγή καµπυλότητας, κίνηση στο 



  

139 

 

επίπεδο, µεταφορές). Αυτή ακριβώς η δυνατότητα µετασχηµατισµού της γραφικής 

παράστασης έχει µία ιδιαίτερη διδακτική αξία αφού στην συνήθη πρακτική η 

µετασχηµατισµός αυτός είναι η κατάληξη και όχι η αφετηρία της διερεύνησης µίας 

συνάρτησης.  

 

Εικόνα 38: Απόσπασµα από το σχολικό εγχειρίδιο. 

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από την µία 

στην άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων.   

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά της συνάρτησης 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Α΄ Λυκείου.  
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Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ’ όλα εργαστήριο µε 

10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από 

τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα 

θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας.   

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τον µετασχηµατισµό του τριωνύµου στην µορφή 
2

2

2

4
( )

2 4

β β αγ
α χ

α α

−
+ − . 

Τις µεταφορές τις οποίες υφίσταται η γραφική παράσταση της f(x) όταν αυτή 

µετασχηµατίζεται σε f(x+κ) ή σε f(x)+λ. 

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Την δηµιουργία ενός σηµείου στην οθόνη όταν είναι γνωστές οι συντεταγµένες του.  

Την δηµιουργία του σηµείου τοµής δύο ευθειών. 

Την δηµιουργία γραφικών παραστάσεων. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα 

έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να 

διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

επινοήσουν τρόπους αξιοποίησης των δυνατοτήτων του ψηφιακού εργαλείου το οποίο 

διαθέτουν. Εποµένως, η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να υπάρχει κοινός 

στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα κοινό φύλλο 

εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο εργασίας θα πρέπει 
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να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να θέτουν τα δικά τους 

ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού σύνδεση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών  εννοιών και συγκεκριµένα: 

Οι µαθητές θα µάθουν να κατασκευάζουν την γραφική παράσταση ενός τριωνύµου µέσα από 

κατάλληλες µεταφορές.  

Θα µπορούν να περιγράφουν την µονοτονία και τις άλλες συναρτησιακές ιδιότητες της 

συνάρτησης f(x)=αx
2
+βx+γ. 

Θα συνδέσουν τις µεταβολές των συντελεστών α, β, γ µε τους µετασχηµατισµούς της 

γραφικής παράστασης.  

Θα συνδέσουν την γραµµική συνάρτηση µε την οµοιότητα των τριγώνων. 

Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών  τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Ο διδάσκων θα πρέπει να έχει ετοιµάσει ένα αρχείο λογισµικού µε κατάλληλους δροµείς και 

διανύσµατα µεταφοράς ώστε οι µαθητές να επικεντρωθούν περισσότερο στην διερεύνηση 

και λιγότερο στις τεχνικές κατασκευής των εργαλείων µεταφοράς. 

Το αρχείο αυτό προτείνεται  να περιέχει: 

• Τρεις δροµείς α, β, γ για τους συντελεστές του τριωνύµου. 

• ∆ύο διανύσµατα, ένα οριζόντιο και ένα κατακόρυφο, µε τα οποία θα γίνει η µεταφορά 

των γραφικών παραστάσεων. 
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Εικόνα 39: Τα βασικά εργαλεία που θα έχει στην διάθεσή του ο µαθητής. 

Οι δραστηριότητες του σεναρίου θα υλοποιηθούν σε τρεις φάσεις. 

1
η
 Φάση 

Στην αρχή ο διδάσκων ζητά από τους µαθητές να κατασκευάσουν την γραφική παράσταση 

της ψ=αχ
2
 +βχ +γ επιλέγοντας τιµές β=0 και γ=0 στους αντίστοιχους δροµείς. 

Στην συνέχεια ζητά να αλλάξουν τις τιµές στον δροµέα α και να µελετήσουν τις µεταβολές 

της γραφικής παράστασης. Ακολούθως ζητά από τους µαθητές να κατασκευάσουν την 

γραφική παράσταση του τριωνύµου χ
2
+2χ+1 και να περιγράψουν τον τρόπο µε τον οποίο θα 

πρέπει να κινηθεί η γραφική παράσταση της ψ=χ
2
 ώστε να ταυτιστεί µε την γραφική 

παράσταση της ψ=χ
2
+2χ+1. Στο σηµείο αυτό οι µαθητές χρησιµοποιούν το οριζόντιο 

διάνυσµα κ για να υλοποιήσουν την µεταφορά και την ταύτιση. 

Στη συνέχεια ζητά να κατασκευάσουν την γραφική παράσταση της ψ=χ
2
+2χ-3 αφού πρώτα 

τους υποδείξει να µετασχηµατίσουν το τριώνυµο σε (χ+1)
2
–4. Ο στόχος της δραστηριότητας 

αυτής είναι να αναγνωρίσουν οι µαθητές ότι µε τον µετασχηµατισµό αυτό µπορούν να 
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διακρίνουν τις δύο µεταφορές που θα πρέπει να υλοποιήσουν στην γραφική παράσταση της 

ψ=χ
2
. 

Τέλος, ζητά από τους µαθητές να ανακαλέσουν τον µετασχηµατισµό της γενικής µορφής του 

τριωνύµου 
2

2 2

2

4
( )

2 4

β β αγ
αχ βχ γ α χ

α α

−
+ + = + −  και να περιγράψουν σε βήµατα την 

διαδικασία µε την οποία θα µπορούν πλέον να κατασκευάσουν την γραφική παράσταση 

οποιουδήποτε τριωνύµου µε την βοήθεια της ψ=αχ
2
 και τους δροµείς α, κ, λ. 

Ένα ενδεικτικό φύλλο εργασίας θα µπορούσε να ήταν παρακάτω: 

Φύλλο εργασίας 1. 

1) Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της f(x)=αx
2
. Να µεταβάλλεται τις τιµές του α 

µε την βοήθεια του δροµέα. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα. 

τιµές του α α<0 α=0 α>0 

µορφή της  

γραφικής παράστασης. 

   

2) Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της ψ=χ
2
+2χ+1 εισάγοντας τον τύπο της 

απευθείας στο λογισµικό. Να περιγράψετε τις µεταφορές που θα πρέπει να γίνουν στην 

γραφική παράσταση της f(x)=αx
2
 καθώς και την τιµή του α που θα πρέπει να επιλέξετε. Με 

την βοήθεια των διανυσµάτων κ και λ να υλοποιήσετε τις µεταφορές αυτές. 

3) Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της ψ=χ
2
+2χ-3 µεταφέροντας κατάλληλα την 

γραφική παράσταση της ψ=χ
2
+2χ+1. Ποιες µεταφορές θα πρέπει να γίνουν στην ψ=χ

2
 ώστε 

να προκύψει η ψ=χ
2
+2χ-3; 

4) Θέλουµε τώρα να βρούµε µία γενικευµένη διαδικασία µε την οποία θα µπορούµε να 

κατασκευάσουµε την γραφική παράσταση οποιασδήποτε συνάρτησης της µορφής 

f(x)=αx
2
+βx+γ µε κατάλληλες µεταφορές της ψ=αχ

2
. Να περιγράψετε µία τέτοια διαδικασία 

µε βάση τον τύπο 

 

2
2 2

2

4
( )

2 4

β β αγ
αχ βχ γ α χ

α α

−
+ + = + −

. 
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5) Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις τριών τυχαίων τριωνύµων της δικής σας επιλογής µε 

βάση την διαδικασία που περιγράψατε στην προηγούµενη ερώτηση. 

2
η
 Φάση 

Στη φάση αυτή οι µαθητές µε την βοήθεια του λογισµικού θα µελετήσουν συναρτησιακές 

ιδιότητες της f(x)=αx
2
+βx+γ. Εδώ οι µαθητές θα πρέπει να µελετήσουν αρχικά την 

µονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=αx
2
 για τις διάφορες τιµές του α. 

Στην συνέχεια θα κατασκευάσουν την γραφική παράσταση µίας συγκεκριµένης συνάρτησης 

π.χ. 2χ
2

 -8χ+5 µε µεταφορές. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να κατασκευάσουν το σηµείο Ο(0, 0) 

και να το µεταφέρουν κατά τα διανύσµατα κ (αρχικά) και στην συνέχεια λ. 

Ο διδάσκων ζητά από τους µαθητές να µεταφέρουν την µονοτονία και της άλλες 

συναρτησιακές ιδιότητες της f(x)=2x
2
 στην καινούργια θέση οπότε αναµένεται να 

αναγνωρίσουν οι µαθητές ότι η κορυφή της καµπύλης αποτελεί το ακρότατο της συνάρτησης 

µε συντεταγµένες ( , )
2 4

β

α α

−∆
− .  

Τέλος η ύπαρξη άξονα συµµετρίας θα µπορούσε να αναδειχτεί αν οι µαθητές µεταφέρουν 

τον άξονα χ΄χ κατά διάνυσµα κ . 

 

Εικόνα 40: Οι µεταφορές της ψ=2χ
2
 και ο άξονας συµµετρίας της καµπύλης. 
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3η Φάση 

Στην φάση αυτή οι µαθητές θα µελετήσουν τους µετασχηµατισµούς της γραφικής 

παράστασης ενός τριωνύµου καθώς µεταβάλλονται οι τιµές των συντελεστών α, β, γ. 

Συγκεκριµένα ο διδάσκων ζητά αρχικά από τους µαθητές να ανακαλέσουν τους 

µετασχηµατισµούς της γραφικής παράστασης του τριωνύµου όταν µεταβάλλεται ο 

συντελεστής α και προτείνει να διαπραγµατευτούν τις µεταβολές των β και γ. 

Στην συνέχεια οδηγεί σταδιακά τους µαθητές στην κατασκευή της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης  f(x)=αx
2
+βx+γ µε την βοήθεια των δροµέων α, β, γ. Τώρα πλέον ζητά από τους 

µαθητές να αποκρύψουν τις δύο καµπύλες που προκύπτουν µέσω µεταφοράς και να δώσουν 

µη µηδενικές τιµές στα β και γ. 

Η καµπύλη που αποµένει στην οθόνη αποτελεί πλέον το αντικείµενο µελέτης και 

διερεύνησης των µαθητών. 

Μερικές από τις δραστηριότητες που µπορεί να ζητήσει από τους µαθητές ο διδάσκων είναι 

οι εξής: 

α) Να κατασκευάσουν το σηµείο Κ= ( , )
2 4

β

α α

−∆
− και να παρατηρήσουν ότι αυτό παραµένει 

πάντα στην κορυφή της καµπύλης για οποιεσδήποτε τιµές των α, β, γ. 

β) Να κατασκευάσουν τα σηµεία Α=
2 4

( ,0)
2

β β αγ

α

− − −
και Β=

2 4
( ,0)

2

β β αγ

α

− + −
και να 

παρατηρήσουν ότι τα σηµεία αυτά εµφανίζονται εκεί που η γραφική παράσταση τέµνει τον 

άξονα χ΄χ (όταν αυτό πραγµατοποιείται). 

γ) Μία ενδιαφέρουσα διερεύνηση – που προτάθηκε και στο πλαίσιο σεναρίου από τον 

επιµορφωτή Σπύρο Μαυρουδή στο ΠΑΚΕ 7 - θα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί µε βάση 

τους µετασχηµατισµούς της γραφικής παράστασης όταν µεταβάλλεται ο συντελεστής β. 

Συγκεκριµένα, ο διδάσκων µπορεί να διαπραγµατευτεί µε τους µαθητές στην αρχή την 

καµπύλη πάνω στην οποία φαίνεται να κινείται η κορυφή Κ. Στην συνέχεια θα ζητήσει από 

τους µαθητές να εµφανίσουν το ίχνος της κορυφής Κ και να αλλάξουν τις τιµές του δροµέα β. 

Η καµπύλη που θα εµφανιστεί θα αποτελέσει αντικείµενο συζήτησης µε τους µαθητές καθώς 

παραπέµπει έντονα σε παραβολή. 
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Εικόνα 41: Ο γεωµετρικός τόπος της κορυφής Κ. 

Εδώ το σηµαντικό είναι να ακολουθήσει διαπραγµάτευση ώστε να εξηγηθεί µε µαθηµατικό 

τρόπο γιατί η κορυφή ακολουθεί την συγκεκριµένη διαδροµή. Τέλος, θα µπορούσε ο 

διδάσκων να ζητήσει από τους µαθητές τον γεωµετρικό τόπο του Κ όταν µεταβάλλεται ο 

συντελεστής α ή όταν µεταβάλλεται ο συντελεστής γ. 

Επέκταση 

Μία επέκταση των δραστηριοτήτων θα µπορούσε να είναι η παρακάτω: 

Ο διδάσκων ζητά από τους µαθητές να κατασκευάσουν µία ευθεία κάθετη στον άξονα χ΄χ σε 

ένα σηµείο του Ρ.  

Πάνω στην ευθεία να κατασκευάσουν ένα σηµείο Σ και πάνω στην γραφική παράσταση ενός 

συγκεκριµένου τριωνύµου (π.χ. 2χ
2
-3χ-2)  ένα σηµείο Τ.  

Να κατασκευάσουν το τµήµα ΣΤ και το µέσον του Μ στο οποίο να εµφανίσουν το ίχνος. 

Μετακινώντας το σηµείο Τ πάνω στην γραφική παράσταση του τριωνύµου, το σηµείο Μ 

γράφει µία καµπύλη. Οι µαθητές καλούνται να βρουν την σχέση της καµπύλης του ίχνους 

προς την αρχική καµπύλη. 

Το σηµαντικό σε αυτή τη διερεύνηση είναι να εντοπίσουν οι µαθητές µία ή περισσότερες 

κανονικότητες αλλάζοντας τόσο της θέση της κατακόρυφης ευθείας όσο και την θέση του 

σηµείου Σ πάνω στην ευθεία αυτή. Η διερεύνηση αυτή µπορεί να γίνει µε τον δροµέα α και 
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τα διανύσµατα κ και λ µε τα οποία οι µαθητές θα προσαρµόζουν την καµπύλη ψ=αχ
2
 πάνω 

στην καµπύλη του ίχνους ώστε να βρουν τα στοιχεία της καµπύλης του ίχνους. 

 

Εικόνα 42:  Ο γεωµετρικός τόπος του Μ. 

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει κατά πόσο επιτεύχθηκαν οι στόχοι του σεναρίου όπως για 

παράδειγµα αν οι µαθητές µπορούν να κατασκευάζουν την γραφική παράσταση 

οποιουδήποτε τριωνύµου µε κατάλληλες µεταφορές. Σε περίπτωση που διαπιστωθεί ότι κάτι 

τέτοιο δεν υλοποιήθηκε εξετάζει του λόγους για τους οποίους συνέβη αυτό ώστε να παρέµβει 

ανάλογα στο σενάριο. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Ο εκπαιδευτικός ελέγχει την ευκολία µε την οποία οι µαθητές αξιοποίησαν τα εργαλεία του 

προτεινόµενου λογισµικού σε συνδυασµό µε την σαφήνεια των οδηγιών του και των 

περιγραφών των φύλλων εργασίας. Αφού αξιολογήσει  τα δεδοµένα του  επεµβαίνει ανάλογα 

στο σενάριο για την επόµενη εφαρµογή. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 
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Ο εκπαιδευτικός αξιολογεί την διαδικασία υλοποίησης του σεναρίου αξιολογώντας τα 

στοιχεία που δεν δούλεψαν καλά και προσαρµόζει το σενάριο. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Η δυνατότητα επέκτασης του σεναρίου και η ευκολία προσαρµογής σε ένα σχολικό 

περιβάλλον ή στην διδακτική ατζέντα ενός εκπαιδευτικού ή στην κουλτούρα µιας σχολικής 

τάξης είναι ένα από τα στοιχεία που το καθιστούν σηµαντικό. Ο εκπαιδευτικός πρέπει να 

λάβει σοβαρά υπόψη του αυτές τις παραµέτρους και να προσαρµόσει το σενάριο ανάλογα. 

Ιδιαίτερα όταν εφαρµόσει το σενάριο πολλές φορές και σε διαφορετικές τάξεις ή ανταλλάξει 

ιδέες µε άλλους συναδέλφους του θα έχει δεδοµένα µε τα οποία θα µπορεί να κάνει 

ουσιαστικές προσαρµογές. 

9.3.3 Σενάριο 8. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα Β΄ Λυκείου.  

Η συνάρτηση ψ= ρ·ηµ(λχ+κ) 

Γραφική παράσταση τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

Γραφική επίλυση τριγωνοµετρικής εξίσωσης. 

Θέµα: 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την µελέτη της συνάρτησης f(x)=ρ⋅ηµ(λx+κ) και συγκεκριµένα 

την περίοδο, τα ακρότατα και το χαρακτηριστικό της περιττής συνάρτησης. Η γραφική 

παράσταση θα αποτελέσει ένα επιπλέον θέµα µελέτης.   

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Function Probe. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Οι µαθητές µε τη βοήθεια της ψηφιακής τεχνολογίας θα µελετήσουν την συµπεριφορά της 

συνάρτησης f(x)=ηµx σε τρεις βασικούς µετασχηµατισµούς της.  

α) όταν η εξαρτηµένη µεταβλητή πολλαπλασιαστεί επί έναν αριθµό y → ρ·x 
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β) όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή πολλαπλασιαστεί επί έναν αριθµό x → λ·x 

γ)  όταν στην ανεξάρτητη µεταβλητή προστεθεί ένας αριθµός x → x+κ. 

Προστιθέµενη αξία.  

Ο τρόπος µε τον οποίο παρουσιάζεται η συνάρτηση f(x)= ρ⋅ηµ(λx+κ) στην διδασκαλία της 

τριγωνοµετρίας µε τα συµβατικά µέσα είναι λίγο έως πολύ γνωστός.  

Το παρακάτω απόσπασµα είναι χαρακτηριστικό. 

 

Η έλλειψη αναπαραστασιακών εργαλείων υποχρεώνει τους συγγραφείς να καταφύγουν σε 

µία περιγραφή των µετασχηµατισµών η οποία στηρίζεται κυρίως σε αλγεβρική επεξεργασία 

των συµβόλων  

Η περιγραφή αυτή συνήθως παρουσιάζεται από τον διδάσκοντα στον πίνακα. 

Με τις δραστηριότητες του σεναρίου οι µαθητές: 

Θα δηµιουργήσουν οι ίδιοι σταδιακά την γραφική παράσταση της συνάρτησης µε ένα µεγάλο 

πλήθος σηµείων. Η διαδικασία αυτή µπορεί να επαναλαµβάνεται ταχύτατα ώστε να 

δηµιουργείται πύκνωση των ήδη υπαρχόντων σηµείων κατά βούληση.  

Οι µαθητές θα πραγµατοποιήσουν ένα πέρασµα από την έννοια των τριγωνοµετρικών 

αριθµών στην έννοια της τριγωνοµετρικής συνάρτησης κάτι που συνήθως, στην 

παραδοσιακή διδασκαλία, γίνεται βίαια µέσω ενός άλµατος από τις µοίρες στα ακτίνια.  

Η γραφική παράσταση τους συνάρτησης θα µετατραπεί σε ένα αντικείµενο πάνω στο οποίο 

οι µαθητές θα εφαρµόσουν µετασχηµατισµούς οι οποίοι καταγράφονται αυτοµάτως από το 

λογισµικό. Αυτή ακριβώς η δυνατότητα µετασχηµατισµού τους γραφικής παράστασης έχει 

µία ιδιαίτερη διδακτική αξία αφού στην συνήθη πρακτική η µετασχηµατισµός τους είναι η 

κατάληξη και όχι η αφετηρία τους διερεύνησης τους συνάρτησης.  
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Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις τους συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από την µία 

στην άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων.   

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά τους συνάρτησης 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται τους µαθητές τους Β΄ Λυκείου.  

Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2-3 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ’ όλα εργαστήριο µε 

10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από 

τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα 

θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας.   

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Ως τους τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν: 

Τους µονάδες µέτρησης γωνίας και τον τύπο που συνδέει τους µονάδες αυτές. 

Την έννοια του πίνακα τιµών και τους γραφικής παράστασης συνάρτησης. 

Την γραφική επίλυση τους εξίσωσης. 

Ως τους την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν: 

Την λειτουργία του πίνακα τιµών του λογισµικού fp και ιδιαίτερα την συµπλήρωση µιας 

στήλης µέσω µιας τους. 

Την δηµιουργία γραφικών παραστάσεων 

Την λειτουργία τους οριζόντιας παραµόρφωσης µιας γραφικής παράστασης.  
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Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα 

έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να 

διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση τους τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία τους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια τους υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού προσέγγιση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών  εννοιών και 

συγκεκριµένα: 

• την µετάβαση από την έννοια του τριγωνοµετρικού αριθµού, που προσεγγίστηκε σε 

µικρότερες τάξεις, στην έννοια της τριγωνοµετρικής συνάρτησης πραγµατικής 

µεταβλητής 

• την έννοια άρτιας-περιττής συνάρτησης 

• την έννοια της κυκλικής συνάρτησης 

• την έννοια της περιόδου και τους παράγοντες που την καθορίζουν 

• την έννοια του µεγίστου - ελαχίστου συνάρτησης. 

• τους µετασχηµατισµούς της ηµιτονοειδούς καµπύλης  όταν µετασχηµατίζεται ο τύπος 

της. 
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Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών  τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

1η δραστηριότητα: Αντιστοιχία µοιρών - πραγµατικών αριθµών 

Πριν από την συγκεκριµένη δραστηριότητα καλό θα ήταν ο διδάσκων να διαπραγµατευτεί µε 

τους µαθητές τις δύο βασικές µονάδες µέτρησης τόξων (µοίρες – ακτίνια) και την 

χρησιµότητα των ακτινίων στην περίπτωση που θέλουµε να ορίσουµε την συνάρτηση  

f(x)=ηµχ. Στην συνέχεια ζητά να δηµιουργήσουν έναν πίνακα µετατροπής των ακτινίων σε 

µοίρες (ή και το αντίστροφο).  

 

Εικόνα 33 Με τη βοήθεια του πίνακα τιµών οι µαθητές εξοικειώνονται στην αντιστοιχία 

µοιρών-πραγµατικών αριθµών (ακτίνια). 

Στον παραπάνω πίνακα χρησιµοποιείται ως βήµα µεταβολής το π/8 (η τιµή του υπολογίζεται 

µε την αριθµοµηχανή), το αντίστοιχο, δηλαδή, των 22,5
ο
. Εκτυπώνουµε και αναπαράγουµε 

τον πίνακα και ενθαρρύνουµε τους µαθητές να προσέξουν και να σηµειώσουν µερικές 

βασικές αντιστοιχίες (π.χ. π�3,14�180, π/2�1,57�90 κ.τ.λ.). 

2η δραστηριότητα: ∆ηµιουργία του πίνακα τιµών 
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Στην αρχή της δραστηριότητας αυτή ο διδάσκων καλό είναι να αναφέρει την χρησιµότητα 

ενός πίνακα ηµιτόνων καθώς και το γεγονός ότι ιστορικά η ανάγκη για αστρονοµικούς 

υπολογισµούς κατασκευάστηκαν τέτοιοι συστηµατικοί πίνακες πρίν από 2000 τουλάχιστον 

χρόνια. Στην συνέχεια προτείνει στους µαθιητές να περιορίσουν την µελέτη στο διάστηµα [-π, 

π], «γεµίζοντας» (Table/Fill) τη στήλη του x µε τιµές που µεταβάλλονται µε βήµα 

υποπολλαπλάσιο του π, για παράδειγµα  π/8. 

Οι «ακριβείς» τιµές των π και π/8 υπολογίζονται και εισάγονται µε τη βοήθεια της 

αριθµοµηχανής (calculator). 

 

Εικόνα 34 

  

 

Στη διπλανή στήλη (του y) οι µαθητές θα γράψουν 

τον τύπο y=sinx,  οπότε συµπληρώνεται 

αυτοµάτως ο πίνακας τιµών. 

Προτείνουµε και πάλι να αναζητήσουν και να 

σηµειώσουν οι µαθητές τις τιµές µε τις οποίες 

έχουν εξοικειωθεί σε προηγούµενες χρονιές   

 

Εικόνα 35 
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3η δραστηριότητα: ∆ηµιουργία γραφήµατος- γραφικής παράστασης 

Το γράφηµα των σηµείων που αντιστοιχούν στον πίνακα τιµών δίνει µια πρώτη ιδέα της 

ηµιτονοειδούς καµπύλης. Στο µέτρο του διαθέσιµου χρόνου παροτρύνουµε τους µαθητές να 

δηµιουργήσουν κι άλλο, πιο «πυκνό» πίνακα τιµών και το αντίστοιχο γράφηµα (φροντίζουµε 

προηγουµένως να σώσουµε τον αρχικό πίνακα, µε όνοµα π.χ. sin.tbl). 

Τέλος, υποδεικνύουµε τον τρόπο κατασκευής της γραφικής παράστασης για χЄR, στο 

παράθυρο γραφικών. 

4η δραστηριότητα: Μελέτη της καµπύλης y=ηµχ 

α) κυκλική συνάρτηση:  

Ζητάµε από τους µαθητές να επισηµάνουν πάνω σε αντίτυπο της γραφικής παράστασης σε 

χαρτί, σηµεία της καµπύλης που έχουν την ίδια τιµή και την ίδια φάση. Επιβεβαιώνουµε την 

ορθότητα του δείγµατος µε τη βοήθεια της αριθµοµηχανής (µπορούµε να κατασκευάσουµε 

αντίστοιχο πλήκτρο). 

Αναζητούµε τη σχέση που συνδέει τα σηµεία αυτά. Επιβεβαιώνουµε την ορθότητα του τύπου 

µε δοκιµές στον πίνακα τιµών. 

β) περιττή (συµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων): 

Ο πειραµατισµός µπορεί να γίνει και αλγεβρικά (µε τη βοήθεια του πίνακα τιµών) και 

γραφικά µε µετασχηµατισµούς 

5η δραστηριότητα: Μελέτη της y=ρηµχ 

Στον πίνακα sin.tbl συµπληρώνουµε στήλες µε τους τύπους y=2sinx και y=3sinx. 

Συγκρίνουµε τις νέες τιµές µε αυτήν της στήλης y=sinx προσπαθώντας να ανακαλύψουµε τις 

νέες αντιστοιχίες, τα νέα µέγιστα και ελάχιστα και να ερµηνεύσουµε το φαινόµενο. 

∆ηµιουργούµε τις γραφικές παραστάσεις των τριών συναρτήσεων στο ίδιο γραφικό 

παράθυρο, µε διαφορετικά χρώµατα (η συµφωνία χρωµάτων στις γραφικές παραστάσεις και 

στις αντίστοιχες στήλες τιµών του πίνακα ενισχύει την εποπτεία). 

Ζητάµε από  τους µαθητές να µαντέψουν τη γραφική παράσταση των y=0.5sinx, y=0.3sinx 

κ.τ.λ. Καλό είναι να έχουµε ετοιµάσει φύλλο εργασίας, όπου θα  σχεδιάσουν πρόχειρα και τις 

καµπύλες των συναρτήσεων, µαζί µε την καµπύλη της y=sinx. 
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Ζητάµε να διατυπώσουν συµπεράσµατα, σχετικά µε το ρόλο του ρ στη µελέτη της 

συνάρτησης. 

 

Εικόνα 36 

6η δραστηριότητα: Μετασχηµατισµός καµπύλης µε το εργαλείο κατακόρυφης στρέβλωσης 

Με το εργαλείο κατακόρυφης στρέβλωσης µεταβάλλουµε το ύψος της καµπύλης κατά ένα-

δύο τετραγωνάκια προς τα πάνω ή προς τα κάτω (αλλάζουµε την τιµή του µέγιστου-

ελάχιστου), παρακολουθώντας το µετασχηµατισµό του τύπου της.  

Συνεχίζουµε τον πειραµατισµό µε κατακόρυφες στρεβλώσεις τυχαίου ύψους. 

Η εµφάνιση του «ιστορικού» του παραθύρου γραφικών βοηθά  στον αναλογισµό του 

φαινοµένου της κατακόρυφης παραµόρφωσης. 

Η ονοµασία (define) κάθε καµπύλης µας βοηθά να κάνουµε συγκεκριµένες αναφορές σε 

προηγούµενα στάδια.  

Η δυνατότητα δηµιουργίας πλήκτρου στην αριθµοµηχανή για τον τύπο συγκεκριµένης 

συνάρτησης επιτρέπει τις επαληθεύσεις. 

7η δραστηριότητα: Μελέτη της y=ηµ(λ·χ) 
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Ενδεικτικό φύλλο εργασίας. 

1) Να κατακσευάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης του ηµιτόνου f(x)=sin(x). 

Χωρίς να χρησιµοποιήσετε τις δυνατότητες τπου λογισµικού να διαπραγµατευτείται το 

ερώτηµα: «Τι κοινό θα έχει η γραφική παράσταση της συνάρτηση f(x)=sin(2·x) µε την 

f(x)=sin(x) και σε τι θα διαφέρουν;» 

2) Με το εργαλείο οριζόντιας παραµόρφωσης να µεταβάλλετε την καµπύλη µέχρις ότου το 

πλάτος της γίνει το µισό του αρχικού. Να συγκρίνεται τις εικασίες που είχατε διατυπώσει 

στην πρώτη ερώτηση µε τα αποτελέσµατα που προέκυψαν. 

3) Να επαναλάβετε την διερεύνηση µε αρκετές τιµές µεγαλύτερες του 1 αλλά και µικρότερες 

του 1. Να διατυπώσετε έναν κανόνα για τους µετασχηµατισµούς της συνάρτησης  f(x)=sin(x) 

όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή x υφίσταται τον µετασχηµατισµό x → κ·x. 

Αναµενόµενες δράσεις. 

Στο πρώτο ερώτηµα οι µαθητές θα κάνουν εικασίες για το τι µπορεί να συµβεί στην γραφική 

παράσταση της ηµιτονοειδούς καµπύλης όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή πολλαπλασιαστεί µε 

έναν αριθµό. Την συζήτηση θα ενθαρρύνει ο διδάσκων προτρέποντας τους µαθητές να 

δίνουν µία εξήγηση για αυτά που υποστηρίζουν. 

Στο δεύτερο ερώτηµα οι µαθητές θα πειραµατιστούν µε το εργαλείο αυξοµείωσης ώστε να 

εντοπίσουν τους µετασχηµατισµούς της γραφικής παράστασης σε συνδυασµό µε τον 

συντελεστή του x. 

 

Εικόνα 37 
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Με αντίστοιχα βήµατα και πειραµατισµούς οδηγούµε τους µαθητές σε συµπεράσµατα για το 

ρόλο που παίζει γενικά το λ στην περίοδο της συνάρτησης. 

8η δραστηριότητα: Μελέτη της y=ηµ(χ+κ) 

Με αντίστοιχα βήµατα και µε τη βοήθεια του εργαλείου οριζόντιας µετατόπισης µελετάµε 

και αυτό τον τύπο συνάρτησης, σε σχέση πάντα µε την y=ηµχ. 

 

Εικόνα 38 

9η δραστηριότητα: Μελέτη της εξίσωσης ηµχ=α 

Στο παράθυρο γραφικών ζητάµε την κατασκευή της y=ηµχ και στη συνέχεια της τέµνουσας 

ευθεία y=α.. Με κατάλληλες ερωτήσεις κινητοποιούµε τους µαθητές να σκεφτούν σχετικά µε 

την τιµή του α. 

Με τη βοήθεια του εργαλείου συντεταγµένων, ελέγχουµε τις συντεταγµένες των σηµείων στα 

οποία  η ευθεία τέµνει την καµπύλη. 

Με την κατακόρυφη µετακίνηση της ευθείας y=α διερευνούµε την επίλυση της εξίσωσης 

ηµχ=α. 

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Για την υλοποίηση του σεναρίου θα χρησιµοποιηθεί το λογισµικό function probe. Το 

συγκεκριµένο λογισµικό διαθέτει τρία παράθυρα Το γράφηµα, τον πίνακα τιµών και τον 

υπολογιστή. Κάθε ένα από τα παραπάνω εργαλεία διαθέτει µία σειρά από λειτουργικότητες 

ορισµένες από τις οποίες είναι απαραίτητες για τις δραστηριότητες. Για παράδειγµα το 
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γέµισµα µιας στήλης µε την βοήθεια του υπολογιστή ή η παραµόρφωση µιας γραφικής 

παράστασης. 

Επέκταση:  

Οι δραστηριότητες θα µπορούσαν να επεκταθούν στην µελέτη των άλλων τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων όπως της ψ=ρ⋅συν(λχ+κ) ή ψ=ρ⋅εφ(λχ+κ). Το σηµαντικό είναι οι 

δραστηριότητες του παρόντος σεναρίου να µετασχηµατιστούν σε µέθοδο διερεύνησης 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων εν γένει. 

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 

τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 

Ως προς τα εργαλεία: 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Οι δυσκολίες που θα παρουσιαστούν θα καταγραφούν από τον διδάσκοντα 

ο οποίος θα είτε θα βελτιώσει τις απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει µια περισσότερο 

κατευθυνόµενη πορεία εφαρµογής του ίδιου σεναρίου. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Κρατώντας 

σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων µπορεί να 

εκτιµήσει τα σηµεία στα οποία οι µαθητές δήλωναν ή εκδήλωναν δυσκολίες κατανόησης ή 

εφαρµογής. Στην συνέχεια, µε κατάλληλες επεµβάσεις στις δραστηριότητες, επιχειρεί να 

θεραπεύσει τα προβλήµατα που προέκυψαν απλοποιώντας διαδικασίες ή περιγράφοντας µε 

µεγαλύτερη σαφήνεια τις ερωτήσεις των δραστηριοτήτων. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 
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Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου 

και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να 

αποτελέσει την βάση πάνω στην οποία είναι δυνατόν να οργανωθεί η λύση µιας 

οποιασδήποτε τριγωνοµετρικής εξίσωσης της µορφής ρ⋅συν(λχ+κ) = c. Ακόµη θα µπορούσε 

να γίνει µελέτη σύνθετων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων της µορφής: f(x)=ρ1⋅συν(λ1χ+κ1) +  

ρ2⋅συν(λ2χ+κ2).    

9.4 ∆ιαχείριση δεδοµένων. 

9.4.1 Σενάριο 9. Μελέτη του πληθυσµού των µεταναστών στην Ελλάδα  

Γνωστική περιοχή:   

Στατιστική.   

Θέµα: 

Η χώρα µας όπως πολλές άλλες έχει δεχτεί τα τελευταία χρόνια µεγάλο αριθµό µεταναστών 

από διαφορετικές χώρες. Στην ιστοσελίδα της Εθνικής Στατιστικής Υπηρεσίας 

(http://www.statistics.gr,  Στατιστικά στοιχεία →  Απογραφή →  Απογραφές 2000-2001 → 

Στοιχεία αλλοδαπών) µπορείτε να βρείτε δεδοµένα σχετικά µε την απογραφή του πληθυσµού 

των µεταναστών που δήλωσαν ότι εγκαταστάθηκαν στην Ελλάδα για εργασία κατά την 

τελευταία απογραφή του πληθυσµού το 2001.  

Μπορείτε να συλλέξετε πληροφορίες σχετικές την κατανοµή των µεταναστών σε 

γεωγραφικές περιοχές της χώρας µας και να συντάξετε µια µικρή αναφορά σχετική µε τα 

στατιστικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων; Συζητείστε στην τάξη για τα κριτήρια επιλογής 

συγκεκριµένων γεωγραφικών περιοχών ως τόπων διαµονής για τους µετανάστες. Υπάρχουν 

δεδοµένα που σας εκπλήσσουν;  

Μπορείτε να συλλέξετε περισσότερα δεδοµένα που θα σας βοηθήσουν να διερευνήσετε πώς 

και µε ποιο τρόπο η επιλογή του τόπου διαµονής σχετίζεται µε το είδος της απασχόλησης 

των µεταναστών στη χώρα µας;  

Συζητήστε γενικότερα για τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι µετανάστες σε µια χώρα.  

Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Ταξινοµούµε.   
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Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα 

Η χώρα µας όπως πολλές άλλες έχει δεχτεί τα τελευταία χρόνια µεγάλο αριθµό µεταναστών 

από διαφορετικές χώρες. Καθώς η ύπαρξη των µεταναστών σε µια χώρα επηρεάζει 

σηµαντικά την οικονοµική και κοινωνική διάρθρωση, τα τελευταία χρόνια το φαινόµενο της 

µετανάστευσης έχει αποτελέσει, πέρα από κοινωνική πραγµατικότητα, και αντικείµενο 

έρευνας στον επιστηµονικό χώρο. Οι σχετικές έρευνες στη χώρα µας επικεντρώνονται στην 

καταγραφή του πληθυσµού των µεταναστών µέσα από βασικά χαρακτηριστικά του (χώρα 

προέλευσης, περιοχή διαµονής, τύπος απασχόλησης κ.λπ.) αλλά και τη διερεύνηση των 

επιπτώσεων της µετανάστευσης στο κοινωνικό και οικονοµικό πεδίο. Καθώς ένα πλήθος 

µαθηµατικών εννοιών διέπει τις σχετικές δραστηριότητες η προβληµατική του παρόντος 

σεναρίου εκκινεί από τη παιδαγωγική τους αξιοποίηση στο πλαίσιο της διδασκαλίας των 

µαθηµατικών µε τη χρήση ειδικά σχεδιασµένων υπολογιστικών εργαλείων.  

Το προτεινόµενο σενάριο έχει σκοπό να εµπλέξει τους µαθητές σε διερευνητικές 

δραστηριότητες διαχείρισης στατιστικών δεδοµένων και επεξεργασίας τους µε άξονα τη 

µελέτη των χαρακτηριστικών του πληθυσµού των µεταναστών στην Ελλάδα. Η εφαρµογή 

του σεναρίου και γενικότερα η επεξεργασία του από τους µαθητές θα βασιστεί σε 

πραγµατικά δεδοµένα που αφορούν τον πληθυσµό των µεταναστών στην Ελλάδα και των 

χαρακτηριστικών του όπως καταγράφηκαν κατά τηn τελευταία απογραφή και έγιναν 

αντικείµενο επεξεργασίας από δηµόσιες υπηρεσίες και ακαδηµαϊκούς φορείς.  

Προστιθέµενη αξία 

Η διδασκαλία της στατιστικής και των πιθανοτήτων στην παραδοσιακή τάξη γίνεται µε τη 

µορφή της παρουσίασής τους από το διδάσκοντα µέσω τύπων και δεδοµένων που οι µαθητές 

καλούνται να “ερµηνεύσουν” παρατηρώντας στατικές αναπαραστάσεις, όπως πίνακες ή 

διαγράµµατα. Ωστόσο, τα συγκεκριµένα µέσα αναπαράστασης προσφέρουν περιορισµένες 

δυνατότητες εµπλοκής τους σε διαδικασίες διερεύνησης πραγµατικών δεδοµένων και άρα 

στον τρόπο µε τον οποίο αυτά µπορεί να “ταξινοµηθούν” ή να “διαβαστούν” και να 

προκύψουν αντίστοιχα συµπεράσµατα. Η έρευνα έχει δείξει ότι η εµπλοκή των µαθητών µε 

ένα ανοιχτό πρόβληµα που εκπορεύεται από µια κατάσταση της καθηµερινής ζωής ευνοεί 

την ανάπτυξη δραστηριοτήτων διερεύνησης, ανάπτυξης εικασιών και ελέγχου τους, 

διατύπωσης κανόνων και γενικεύσεων. 



  

161 

 

Το πρόβληµα που ζητείται να µελετηθεί στο πλαίσιο του παρόντος σεναρίου απαιτεί την 

εγγραφή στατιστικών δεδοµένων που αφορούν τον πληθυσµό των µεταναστών στην Ελλάδα 

σε πίνακα και τη συσχέτιση των δεδοµένων αυτών µε τη χρήση κατάλληλα σχεδιασµένων 

εργαλείων διαχείρισης και επεξεργασίας τους προκειµένου να εξαχθούν αντίστοιχα 

συµπεράσµατα.  

Με το προτεινόµενο σενάριο, οι µαθητές καλούνται:  

Να χρησιµοποιήσουν τα προσφερόµενα υπολογιστικά εργαλεία του προγράµµατος 

Ταξινοµούµε για την αναπαράσταση των δεδοµένων σε µορφή πίνακα.  

Να αποφασίσουν ποιες παράµετροι κατά τη γνώµη τους χαρακτηρίζουν τα δεδοµένα που 

καλούνται να µελετήσουν. 

Να διακρίνουν τα είδη των κατηγοριών (πεδίων) µιας βάσης δεδοµένων και τα είδη των 

τιµών που αυτές λαµβάνουν µε σκοπό την αξιοποίησή τους στη διερεύνηση ερωτηµάτων.   

Να θέτουν ερωτήµατα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών και να 

δηµιουργούν νέες παραµέτρους για τη διερεύνησή τους. 

Να χρησιµοποιήσουν τα προσφερόµενα υπολογιστικά εργαλεία για την διατύπωση 

ερωτηµάτων συσχέτισης µεταξύ διαφορετικών παραµέτρων του πίνακα.  

Να χρησιµοποιήσουν τα εργαλεία γραφικής αναπαράστασης για να αναπαραστήσουν τα 

αποτελέσµατα των ερωτήσεων που διατυπώνουν  

Να βγάλουν συµπεράσµατα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών 

ανά νοµό ή γεωγραφική περιφέρεια.  

Πλαίσιο εφαρµογής 

Σε ποιους απευθύνεται 

Το σενάριο προτείνεται να εφαρµοστεί στη Γ΄ Λυκείου (Μαθηµατικά Γενικής Παιδείας). 

Χρόνος υλοποίησης 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 4-5 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης 
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Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών, ώστε οι 

µαθητές να µοιράζονται τους υπολογιστές και να µπορούν να πειραµατίζονται οι ίδιοι, 

χωρισµένοι σε µικρές οµάδες. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις 

Οι µαθητές πρέπει να γνωρίζουν τις βασικές λειτουργικότητες του Ταξινοµούµε αναφορικά 

µε την καταχώριση, ταξινόµηση και χειρισµό στοιχείων στην ψηφίδα Βάση ∆εδοµένων, 

αλλά και τη συνδυαστική χρήση των υπολοίπων ψηφίδων του λογισµικού (διατύπωση 

ερωτήσεων, διαγράµµατα Venn, δµιουργία ραβδογραµµάτων).  

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Τετράδιο (για να κρατούν σηµειώσεις για  την πορεία της διερεύνησης και να καταγράφουν 

τα συµπεράσµατά τους).  

Φύλλα εργασίας τα οποία δίνονται από τον καθηγητή και έχουν ως στόχο να καθοδηγούν 

τους µαθητές στη διερεύνηση των διαφόρων ερωτηµάτων.  

Οδηγίες χρήσης του χρησιµοποιούµενου λογισµικού που θα δοθούν από τον εκπαιδευτικό. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

εξερευνήσουν δεδοµένα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών 

στην Ελλάδα. Η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Στη διάρκεια της υλοποίησης του 

σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα συµπεράσµατα των µαθητών, να 

διευκολύνει την επιχειρηµατολογία και να προκαλεί συζητήσεις µε όλη την τάξη όταν θεωρεί 

ότι τα συµπεράσµατα κάποιων οµάδων θα είναι χρήσιµα για τη διερεύνηση και των 

υπολοίπων. 

Στόχοι 

Από την πλευρά του γνωστικού αντικειµένου, οι προτεινόµενες δραστηριότητες που 

περιγράφονται παρακάτω έχουν ως στόχο να παρέχουν στους µαθητές δυνατότητες:  

να συσχετίσουν τη µελέτη ενός πραγµατικού προβλήµατος (όπως π.χ. τη µελέτη του 

πληθυσµού των µεταναστών) µε τη δηµιουργία πεδίων εγγραφών στα οποία καταγράφονται 

συγκεκριµένοι τύποι  δεδοµένων  

να κατανοήσουν τον τρόπο αναπαράστασης των δεδοµένων κάθε πεδίου 
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να κατανοήσουν τη διαφοροποίηση του τιµών κάθε πεδίου µε βάση το είδος των δεδοµένων 

να κατανοήσουν την έννοια των βασικών µεγεθών της περιγραφικής στατιστικής που 

αφορούν τα πεδία αριθµητικών δεδοµένων  

να κάνουν συσχετίσεις µεταξύ των τιµών των πεδίων και να εξαγάγουν συµπεράσµατα 

σχετικά µε τον τρόπο που αυτά συσχετίζονται 

να κάνουν ερωτήµατα σχετικά µε τον τρόπο παρουσίασης και συσχέτισης των δεδοµένων µε  

διαγράµµατα Venn. 

Από την παιδαγωγική πλευρά, οι προτεινόµενες δραστηριότητες έχουν ως στόχο να 

παρέχουν στους µαθητές δυνατότητες:  

να µάθουν να συλλέγουν και να εισαγάγουν δεδοµένα στο Ταξινοµούµε  

να µάθουν να αναπαριστούν δεδοµένα µε διαφορετικούς τρόπους  

να µάθουν να κάνουν κατάλληλες ερωτήσεις για να διερευνήσουν τον τρόπο που 

συσχετίζονται τα δεδοµένα των διαφορετικών πεδίων  

να µάθουν να διερευνούν τη συσχέτιση πραγµατικών στατιστικών δεδοµένων και να 

εξαγάγουν χρήσιµα συµπεράσµατα διαπιστώνοντας σε αυτό το πλαίσιο τη χρησιµότητα των 

µαθηµατικών 

να µάθουν να συνεργάζονται µε τα άλλα µέλη της οµάδας σε όλα τα στάδια της συλλογής 

και επεξεργασίας των δεδοµένων 

να αναπτύξουν διαλογικές και επιχειρηµατολογικές πρακτικές επικοινωνίας µε τους 

συνεργάτες τους ώστε να γίνονται αντιληπτοί από τα υπόλοιπα µέλη της οµάδας αλλά και 

από το σύνολο των συµµετεχόντων στην τάξη.  

Ανάλυση του σεναρίου 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε δύο φάσεις: 

1η Φάση: Καταγραφή δεδοµένων. 

Η πρώτη φάση αφορά τη γενική περιγραφή του πλαισίου και των ζητηµάτων που 

ανακύπτουν µέσα από τη συγκεκριµένη δραστηριότητα. Πιο συγκεκριµένα περιλαµβάνει:   
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την ενηµέρωση των µαθητών για τις γενικές γραµµές του σεναρίου και του προβληµατισµού 

που πρόκειται να τους απασχολήσει (το φαινόµενο της µετανάστευσης, αριθµός µεταναστών 

στη χώρα µας, γεωγραφική κατανοµή του πληθυσµού, κ.λπ.),  

την εγγραφή πραγµατικών δεδοµένων στην ψηφίδα Βάση του Ταξινοµούµε σχετικά µε τον 

πληθυσµό των µεταναστών στην χώρα µας µε βάση την τελευταία απογραφή του πληθυσµού  

την αναζήτηση δεδοµένων µε βάση χαρακτηριστικά που σχετίζονται µε τη µελέτη 

συγκεκριµένων ζητηµάτων για το συγκεκριµένο πληθυσµό  

Προτείνεται οι µαθητές: 

Να συζητήσουν σχετικά µε το ζήτηµα της µετανάστευσης, την ποικιλία των αιτίων που το 

προκαλούν, τις δυσκολίες, τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι µετανάστες σε µια χώρα 

κ.λπ. και τη ανάγκη χρησιµοποίησης στοιχείων από την απογραφή του πληθυσµού για τη 

µελέτη χαρακτηριστικών τους.    

Να επισκεφτούν την ιστοσελίδα της Εθνικής Στατιστικής Υπηρεσίας και να αναζητήσουν 

στοιχεία σχετικά µε τον πληθυσµό των µεταναστών στην Ελλάδα κατά τη τελευταία 

απογραφή (2001). Το πλήθος των δεδοµένων θα πρέπει να γίνει αντικείµενο συζήτησης και 

να αποτελέσει έναυσµα για την εξοικείωση των µαθητών µε πραγµατικά στατιστικά 

δεδοµένα (π.χ. πώς διαβάζουµε τα αριθµητικά δεδοµένα σε ένα πίνακα). Ο εκπαιδευτικός 

πάντως, αν το κρίνει, µπορεί να δώσει συγκεκριµένες κατευθύνσεις στην αναζήτηση των 

δεδοµένων παρέχοντας σχετικές οδηγίες ή και συγκεκριµένο αριθµό δεδοµένων σε ειδικά 

αρχεία που θα έχει δηµιουργήσει. Ο αριθµός των µεταναστών πάντως στη απογραφή του 

2001 ήταν 762.191 και το 51,4% εξ’ αυτών ήταν εργαζόµενοι. 

Να καταγράψουν δεδοµένα σχετικά µε την γεωγραφική κατανοµή του πληθυσµού των 

µεταναστών στη χώρα µας στην ψηφίδα Πίνακας. 

Να αποφασίσουν για τα πεδία που θα µελετήσουν προκειµένου να καταλήξουν σε 

συµπεράσµατα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά των περιοχών που επιλέγουν να κατοικήσουν 

οι µετανάστες. Για παράδειγµα, ενδεικτικά προτείνονται πεδία όπως:  Περιφέρεια,  

Αριθµός µεταναστών 

Ποσοστιαία κατανοµή 

Αγροτική (ή µη) περιφέρεια 
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Περισσότερο ή λιγότερο αγροτική 

Μετανάστες περιφέρειας στο σύνολο του πληθυσµού 

Αριθµός απασχολούµενων µεταναστών.  

Κάποιες από τις κατηγορίες αυτές µπορεί να ζητηθούν από το διδάσκοντα (π.χ. η ποσοστιαία 

κατανοµή, αν είναι γνωστός ο αριθµός των µεταναστών ανά περιφέρεια) ώστε να εµπλακούν 

από την αρχή οι µαθητές στην επεξεργασία των δεδοµένων και της επιλογής των µέτρων 

τους. Επίσης, στη φάση αυτή οι µαθητές συζητούν τους τύπους των διαφορετικών πεδίων 

(π.χ. αριθµητικά, αλφαριθµητικά, αληθές/ψευδές) (Εικόνα 46).  

Εδώ οι µαθητές αναµένεται να σχολιάσουν τα δεδοµένα κάθε πεδίου χωριστά. Τα δεδοµένα 

του πεδίου Ποσοστιαία κατανοµή µεταναστών αποκαλύπτουν π.χ. ότι η πλειοψηφία των 

µεταναστών (78,6%) ζει στις αστικές περιοχές (γεγονός που µπορεί να µη θεωρείται 

αναµενόµενο από κάποιους µαθητές) και το 21,4% στις αγροτικές περιοχές. Από το ίδιο 

πεδίο προκύπτει ότι περίπου το 50% των µεταναστών είναι στην περιφέρεια της Αττικής. Η 

δεύτερη κατά σειρά περιφέρεια, που συγκεντρώνει µεγάλο αριθµό µεταναστών, είναι η 

Κεντρική Μακεδονία όπου µένει το 12% του συνόλου των µεταναστών. Το ποσοστό των 

µεταναστών στις αγροτικές περιοχές, π.χ. Θεσσαλία, Πελοπόννησος κλπ απέχει σηµαντικά 

από το ποσοστό των µεταναστών στα µεγάλα αστικά κέντρα. 

 

Εικόνα 39 
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Ένα ερώτηµα που µπορεί να τεθεί  είναι αν υπάρχει συσχέτιση ανάµεσα στο ποσοστό των 

µεταναστών που διαµένουν σε µία περιοχή και στο αν η περιοχή χαρακτηρίζεται ως αγροτική 

ή όχι. Οι περιοχές που χαρακτηρίζονται ως λιγότερο αγροτικές είναι αυτές στις οποίες έχει 

καταγραφεί αντίστοιχη ελάττωση της βαρύτητας του αγροτικού τοµέα στο ΑΕΠ της εν λόγω 

περιοχής. Οι περιοχές που δεν ορίζονται ως αγροτικές περιοχές το 2001 (δηλαδή οι 

περιφέρειες Αττικής και Κεντρικής Μακεδονίας), είναι αυτές στις οποίες συγκεντρώνεται το 

µεγαλύτερο ποσοστό των µεταναστών. Μάλιστα οι µαθητές µπορούν να σχεδιάσουν 

αντίστοιχα ραβδογράµµατα ώστε να έχουν µια αµεσότερη εποπτική εικόνα π.χ. αναφορικά 

µε το ποσοστό των µεταναστών στο γενικό πληθυσµό κάθε περιφέρειας (Εικόνα 2).  

 

Εικόνα 50 

Τέτοιου τύπου αναπαραστάσεις µπορεί να αποτελέσουν το έναυσµα ώστε να 

προβληµατιστούν οι µαθητές σχετικά µε την επιλογή περαιτέρω των παραµέτρων/πεδίων µε 

βάση τα οποία θα µελετήσουν τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών και θα τα 

συσχετίσουν µε τον τόπο διαµονής.  

Στη συνέχεια οι µαθητές µπορούν να δηµιουργήσουν οι ίδιοι νέα πεδία στην ψηφίδα Πίνακας 

µε βάση τόσο το ενδιαφέρον τους για το είδος των χαρακτηριστικών του πληθυσµού των 

µεταναστών που θα ήθελαν να µελετήσουν όσο και την ύπαρξη διαθέσιµων στοιχείων. 

2η Φάση: Επεξεργασία των δεδοµένων µε χρήση των υπολογιστικών εργαλείων. 
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Η δεύτερη φάση περιλαµβάνει την επεξεργασία ερωτηµάτων µε χρήση των ψηφίδων 

Ερώτηση και Σύνολο και πιο συγκεκριµένα:  

τη διασύνδεση των δεδοµένων στην ψηφίδα Πίνακας µε τη συγκρότηση ερωτηµάτων 

τη γραφική αναπαράσταση των απαντήσεων µέσω διαγραµµάτων Venn 

την ερµηνεία των αποτελεσµάτων και την επεξεργασία τους για την εξαγωγή 

συµπερασµάτων σχετικά µε τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών στην 

Ελλάδα  

τη διατύπωση νέων ερωτηµάτων που µπορεί να περιλαµβάνουν την ανάγκη αναζήτησης 

νέων δεδοµένων µε βάση διαφορετικές κατηγορίες και πεδία 

Πιο συγκεκριµένα προτείνεται οι µαθητές να εµπλακούν στις ακόλουθες δραστηριότητες: 

Να ταξινοµήσουν τα δεδοµένα της ποσοστιαίας κατανοµής του αριθµού των µεταναστών 

κατ’ αύξουσα (ή φθίνουσα) σειρά (από το µενού Πεδίο µε την επιλογή «Αύξουσα –ή 

φθίνουσα-ταξινόµηση») 

Να κάνουν κατάλληλα ερωτήµατα σχετικά µε την µελέτη των δεδοµένων.  

Να αναπαραστήσουν τις απαντήσεις των ερωτήσεων στην ψηφίδα Σύνολο. 

Να διατυπώνουν συµπεράσµατα σχετικά µε τα δεδοµένα και την διερεύνησή τους. 

Βασιζόµενοι στις απαντήσεις και τα συµπεράσµατα που προηγήθηκαν να αναγνωρίσουν την 

ανάγκη επεξεργασίας νέων δεδοµένων -ή πεδίων δεδοµένων- προκειµένου να µελετήσουν 

λεπτοµερώς ένα ζήτηµα που έκριναν ότι χρειάζεται περαιτέρω διερεύνηση.  

Για παράδειγµα, οι µαθητές µπορούν να διατυπώσουν ερωτήσεις για τη διερεύνηση της 

σχέσης του αριθµού των απασχολούµενων µεταναστών µε το αν µια περιοχή είναι αγροτική 

ή όχι.  Για παράδειγµα, στην Εικόνα 48 τέθηκαν δύο ερωτήµατα  

Αγροτική περιοχή και  

Αριθµός απασχολούµενων µεταναστών µεγαλύτερος από 16.882. 

Κάποιοι µαθητές µπορεί να θελήσουν να θέσουν επιπλέον το ερώτηµα πόσο αγροτική είναι 

µια γεωγραφική περιφέρεια. Στην απάντηση που φαίνεται στην ψηφίδα Σύνολο (Εικόνα 49) 

προκύπτει ότι τέτοιες περιοχές είναι η Πελοπόννησος, η Κρήτη και η ∆υτική Ελλάδα. 

Ακολούθως µπορεί τα παιδιά να κληθούν να υπολογίσουν το ποσοστό των µεταναστών που 
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διαµένουν στις περιοχές αυτές. Θα προκύψει ότι φαίνεται να υπάρχει συσχέτιση ανάµεσα στο 

ποσοστό των µεταναστών στην περιοχή και στο αν η περιοχή είναι περισσότερο αγροτική. 

Για παράδειγµα, στη Στερεά Ελλάδα που είναι περιφέρεια που χαρακτηρίζεται ως λιγότερο 

αγροτική, το ποσοστό των µεταναστών σε αυτή (ως προς το σύνολο των µεταναστών) είναι 

µεγαλύτερο απ’ ότι είναι στη ∆υτική Ελλάδα που χαρακτηρίζεται ως περιφέρεια περισσότερο 

αγροτική.  

 

Εικόνα 40 

 

Εικόνα 41 
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Ακολούθως, µπορεί να ζητηθεί από τους µαθητές να δηµιουργήσουν νέα πεδία αφού 

συλλέξουν περισσότερα δεδοµένα που θα τους βοηθήσουν να διερευνήσουν πώς και µε ποιο 

τρόπο η επιλογή του τόπου διαµονής σχετίζεται µε το είδος της απασχόλησης των 

µεταναστών στη χώρα µας. Σε αυτή την περίπτωση, θα µπορούσαν να αναζητηθούν 

δεδοµένα σχετικά µε τα χαρακτηριστικά του πληθυσµού των µεταναστών που απασχολείται. 

Π.χ. από τα δεδοµένα του πεδίου Αριθµός  Απασχολούµενων µεταναστών προκύπτει ότι το 

48,8% των απασχολουµένων ( ποσοστό µεγαλύτερο από αυτό του συνόλου των µεταναστών 

στην εν λόγω περιφέρεια) εργάζεται στην περιφέρεια Αττικής και το 12,6% στην περιφέρεια 

Κεντρικής Μακεδονίας ενώ το 7,0% των απασχολουµένων είναι στην Πελοπόννησο και το 

5,8% είναι στην Κρήτη. Έτσι επαληθεύται και πάλι ότι οι µετανάστες είναι κυρίως 

συγκεντρωµένοι στις περιφέρειες Αττικής και Κεντρικής Μακεδονίας και ως εκ τούτου και 

το σύνολο των απασχολουµένων µεταναστών είναι σε αυτές τις περιφέρειες. Με αντίστοιχο 

τρόπο η µελέτη µπορεί να στραφεί στη διερεύνηση τους είδους της απασχόλησης των 

µεταναστών σε αγροτικές και µη αγροτικές περιοχές (δηλ. των επαγγελµάτων που ασκούν) 

ανά γεωγραφική περιφέρεια µε βάση την καταγραφή αντίστοιχων πεδίων και δεδοµένων.  

Μετά τη διερεύνηση αντίστοιχων ερωτηµάτων µπορεί οι οµάδες να κληθούν να  

παρουσιάσουν τη διερεύνησή τους στο σύνολο της τάξης και να υπάρξει ανταλλαγή 

απόψεων µεταξύ των µαθητών για την περαιτέρω πορεία της διερεύνησης.  

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Το προτεινόµενο λογισµικό επελέγη µε δύο κριτήρια: το πρώτο αφορά τη συµβατότητα των 

ζητουµένων στις προτεινόµενες  εκπαιδευτικές δραστηριότητες µε τις λειτουργικότητες και 

τα χαρακτηριστικά του Ταξινοµούµε, ενώ το δεύτερο σχετίζεται µε την δηµιουργία 

ευκαιριών εµπλοκής των µαθητών σε διαδικασίες αυτενεργούς κατασκευής µαθηµατικών 

νοηµάτων. Στην προσέγγιση αυτή ο υπολογιστής χρησιµοποιείται ως εργαλείο µε την έννοια 

ότι διαθέτει ένα σύνολο από λειτουργικότητες που δεν απαντώνται µε τον ίδιο τρόπο και στα 

στατικά µέσα. Στην περίπτωση τoυ παρόντος σεναρίου η οπτική αυτή υλοποιείται µέσα από 

τη δυναµική διασύνδεση πολλαπλών αναπαραστάσεων που προσφέρει το Αβάκιο-

Ταξινοµούµε και αφορούν την αναπαράσταση δεδοµένων και τη δυνατότητα χειρισµού τους 

µέσω κατάλληλων ερωτήσεων. 

Πιο συγκεκριµένα, το Ταξινοµούµε δίνει τη δυνατότητα στους µαθητές: 
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Να χρησιµοποιήσουν και να συνδέσουν διαφορετικές µορφές αναπαράστασης κατά τη 

συλλογή και την επεξεργασία στατιστικών δεδοµένων   

Να διερευνήσουν τη διασύνδεση µεταξύ των συγκεκριµένων µορφών αναπαράστασης µε την 

επεξεργασία ερωτηµάτων που αφορούν τη µελέτη πραγµατικών προβληµάτων  

Να αξιοποιήσουν τις γνώσεις τους από το µάθηµα των µαθηµατικών προκειµένου να 

χρησιµοποιήσουν τα προσφερόµενα πεδία εγγραφής του Ταξινοµούµε στη διατύπωση και 

την επεξεργασία ερωτηµάτων που αφορούν τη συσχέτιση των δεδοµένων   

Να γενικεύσουν και να εκφράσουν τα συµπεράσµατά τους µέσα από τη συνδυασµένη χρήση 

των υπολογιστικών εργαλείων και την εµπλοκή τους σε συνεργατικές, επικοινωνιακές και 

αναστοχαστικές πρακτικές συνεργαζόµενοι σε οµάδες  

Επέκταση 

Μια ενδιαφέρουσα επέκταση του παρόντος σεναρίου µπορεί να προκύψει µε την εισαγωγή 

στο διερεύνηση προβληµάτων που απαιτούν στατιστική επεξεργασία. Τέτοια θα µπορούσε 

να είναι, για παράδειγµα, τα χαρακτηριστικά του µαθητικού πληθυσµού των αλλοδαπών 

µαθητών, η κατανοµή των µεταναστών ανά νοµό και εθνικότητα, τα είδη της απασχόλησής 

τους, το µορφωτικό τους επίπεδο, το ποσοστό των ανέργων κ.λπ.  

Άλλο παράδειγµα αποτελεί η διερεύνηση της σχέσης απασχόλησης των µεταναστών µε την 

απασχόληση των ελλήνων. Η αναζήτηση δεδοµένων σχετικά µε τα ποσοστά απασχόλησης 

ελλήνων και µεταναστών δείχνει, για παράδειγµα (δες σχετικές έρευνες ακαδηµαϊκών 

φορέων στην ιστοσελίδα του Ινστιτούτου Μεταναστευτικής Πολιτικής, 

http:///www.imepo.gr ) ότι το ποσοστό απασχόλησης των µεταναστών επηρεάζεται θετικά, 

και στατιστικά σηµαντικά, µε το ποσοστό απασχόλησης των ελλήνων και µε το ποσοστό 

συµµετοχής των µεταναστών, εύρηµα που αποτελεί ένδειξη ότι δεν υπάρχει υποκατάσταση 

µεταξύ των απασχολουµένων ελλήνων και των απασχολουµένων µεταναστών.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 
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τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 

Ως προς τα εργαλεία 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Στο Ταξινοµούµε ευνοείται η συστηµατική καταγραφή των δεδοµένων και 

η περαιτέρω επεξεργασία τους µε χρήση εργαλείων που προσφέρουν καινούριες 

αναπαραστάσεις για τους µαθητές. Για παράδειγµα, ο χαρακτηρισµός ενός πεδίου (π.χ. 

αριθµητικό, αλφαριθµητικό, αληθές/ψευδές) προσφέρει ένα πρώτο κριτήριο αναστοχασµού 

ανάλογα µε το είδος των δεδοµένων και το είδος των ερωτηµάτων τα οποία µπορεί να 

ανακύψουν κατά τη συσχέτισή τους. Κάθε διδάσκων οφείλει να λάβει υπόψη τις όποιες 

δυσκολίες και να επανασχεδιάσει την εφαρµογή εκ νέου (επιλέγοντας π.χ. κατάλληλες 

δραστηριότητες για την εισαγωγή των µαθητών στη χρήση των εργαλείων).  

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων, η προτεινόµενη αλληλουχία  και τα ερωτήµατα που 

τίθενται στους µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. 

Για την αποτελεσµατική υλοποίηση του σεναρίου έχει µεγάλη σηµασία ο συντονισµός όλης 

της τάξης κατά τη ροή εφαρµογής από µια φάση στην επόµενη. Ο διδάσκων έχει ευθύνη να 

καταγράψει τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων από µαθητές ή τους 

περιορισµούς του χρόνου που απαιτήθηκε. Στην συνέχεια, µπορεί να τροποποιήσει τόσο το 

αν θα ολοκληρώσει όλες τις φάσεις όσο και το χρόνο που θα αφιερώσει για καθεµιά. Το 

παρόν σενάριο πάντως είναι σχεδιασµένο έτσι ώστε να δίνει ερείσµατα για την επεξεργασία 

µιας σειράς θεµάτων που αφορούν τη µελέτη των χαρακτηριστικών του πληθυσµού των 

µεταναστών στην Ελλάδα. Όπως φαίνεται και από την ανάλυση των δραστηριοτήτων το 

περιεχόµενο της διερεύνησης των µαθητών καθορίζεται άµεσα από το είδος των δεδοµένων 

(στοιχείων) που θα καταγραφούν στη στήλη Πίνακας. Για παράδειγµα, ένας διδάσκων 

µπορεί να εστιαστεί στα αριθµητικά δεδοµένα και να δώσει βαρύτητα στον υπολογισµό και 

την αναπαράσταση συγκεκριµένων στατιστικών µέτρων. Εποµένως, ο/η εκπαιδευτικός 

µπορεί να έχει πεδία παρέµβασης τόσο αναφορικά µε την πορεία υλοποίησης όσο και 

αναφορικά µε το περιεχόµενο της διερεύνησης των µαθητών.  

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 
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Τα δεδοµένα του παρόντος σεναρίου οριοθετούν την αφετηρία της µελέτης µιας σειράς 

προβληµάτων που αφορούν την επεξεργασία στατιστικών δεδοµένων σχετικά µε τη µελέτη 

των χαρακτηριστικών του πληθυσµού των µεταναστών στην Ελλάδα. Το πεδίο ‘Μελέτη του 

πληθυσµού των µεταναστών στην Ελλάδα’ προτείνεται να θεωρηθεί ως ένα πλαίσιο 

δηµιουργικής εµπλοκής των εκπαιδευτικών στο σχεδιασµό µιας ποικιλίας διαφορετικών 

εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων που θα στοχεύουν στην εµπλοκή των µαθητών στη 

διερεύνηση µιας ποικιλίας εννοιών του αναλυτικού προγράµµατος που σχετίζονται µε τη 

διαχείριση στατιστικών δεδοµένων. Οι µαθητές µπορεί να κληθούν να απαντήσουν σε 

προβλήµατα που αφορούν διαφορετικά κοινωνικά και οικονοµικά ζητήµατα που 

προϋποθέτουν την αναγνώριση των διαφορετικών παραµέτρων που περιλαµβάνει η 

κατηγοριοποίησή τους, την διατύπωση ερωτηµάτων και υποθέσεων και τη 

µαθηµατικοποίησή τους µε τη χρήση υπολογιστικών εργαλείων ώστε να καταστεί ικανή η 

περαιτέρω επεξεργασία τους για µελέτη και εξαγωγή συµπερασµάτων. Με αυτή την έννοια 

το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να θεωρηθεί ενδεικτικό της εισαγωγής των µαθητών 

στην επιστηµονική έρευνα και την επεξεργασία δεδοµένων για τη µελέτη ενός συνόλου 

κοινωνικο-οικονοµικών φαινοµένων/ζητηµάτων που µπορεί να προτείνει ο διδάσκων. 

9.5 Πειραµατισµός µε µοντέλα µαθηµατικών αντικειµένων ή φαινοµένων 

που διέπονται από µαθηµατικούς κανόνες συµπεριφοράς. 

9.5.1 Σενάριο 10. Ελάχιστη Απόσταση δυο Τρένων 

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα Α΄ Λυκείου.  

Η συνάρτηση ψ= αχ
2
+βχ+γ 

Γραφική παράσταση τριωνύµου 

Εξισώσεις κίνησης. 

Θέµα: 

Το προτεινόµενο θέµα αφορά την µελέτη της µεταβολής της απόστασης δύο κινητών τα 

οποία κινούνται σε διαφορετικές κατευθύνσεις µε σταθερή ταχύτητα. Συγκεκριµένα ζητείται 

η ελάχιστη απόσταση των κινητών αυτών τα οποία αναφέρονται ως τρένα των οποίων οι 

πορείες σχηµατίζουν ορθή γωνία.    
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Τεχνολογικά εργαλεία:  

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Modellus. 

Σκεπτικό:  

Βασική ιδέα: 

Οι µαθητές µε τη βοήθεια της ψηφιακής τεχνολογίας θα µελετήσουν µία προσοµοίωση της 

κίνησης δύο τρένων. Εδώ το µαθηµατικό µοντέλο της απόστασης, όταν αυτά κινούνται σε 

κάθετες πορείες, είναι ένα τριώνυµο και εποµένως η µελέτη του φαινοµένου της 

αποµάκρυνσης των τρένων ανάγεται στην µελέτη των ιδιοτήτων της παραβολής. 

Προστιθέµενη αξία.  

Ο τρόπος µε τον οποίο παρουσιάζεται η συνάρτηση f(x)= αχ2+βχ+γ στην διδασκαλία της 

άλγεβρας   µε τα συµβατικά µέσα είναι λίγο έως πολύ γνωστός. Το παρακάτω απόσπασµα 

είναι χαρακτηριστικό. 

 

Η γραφική παράσταση εποµένως της f(x)= αχ
2
+βχ+γ προκύπτει µέσα στο πλαίσιο ενός 

αλγεβρικού µετασχηµατισµού της συνάρτησης f(x)= αχ
2
 

Η περιγραφή αυτή συνήθως παρουσιάζεται από τον διδάσκοντα στον πίνακα. 

Με τις δραστηριότητες του σεναρίου οι µαθητές: 

Θα δηµιουργήσουν οι ίδιοι σταδιακά την γραφική παράσταση της συνάρτησης καθώς θα 

επιχειρούν να λύσουν ένα πραγµατικό πρόβληµα.  

Οι µαθητές θα συνδέσουν την µορφή της γραφικής παράστασης του τριωνύµου µε την 

εξέλιξη ενός φαινοµένου κάτι που είναι αδύνατο να υλοποιηθεί σε µία συµβατική σχολική 

τάξη 

Μέσα από τις δυνατότητες του λογισµικού οι µαθητές θα εµπλακούν σε διαδικασίες 

µοντελοποίησης και στην συνέχεια σε υλοποίηση του µοντέλου. Αυτό θα τους επιτρέψει να 
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πειραµατιστούν µε τις παραµέτρους της κίνησης, να µελετήσουν την κίνηση και τέλος να 

βγάλουν συµπεράσµατα για το φαινόµενο που µοντελοποίησαν. 

Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης, στο µαθησιακό περιβάλλον στο οποίο θα 

υλοποιηθούν οι δραστηριότητες, είναι δυναµικά συνδεδεµένες και η µετάβαση από τη µία 

στην άλλη γίνεται µέσα από την δυνατότητα αλληλεπίδρασης των ψηφιακών εργαλείων.   

Οι µαθητές θα διαπραγµατευτούν την κατασκευή του µοντέλου της πραγµατικής κατάστασης 

τόσο του µαθηµατικού όσο και του εικονικού και θα διερευνήσουν την συµπεριφορά του 

συνεργαζόµενοι µεταξύ τους και µε τον διδάσκοντα ώστε η αίθουσα να µετατραπεί σε ένα 

εργαστήριο µαθηµατικών δραστηριοτήτων. 

Πλαίσιο εφαρµογής:  

Σε ποιους απευθύνεται:  

Το σενάριο απευθύνεται στους µαθητές της Α΄ και Β΄ Λυκείου.  

Χρόνος υλοποίησης:  

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης: 

Το σενάριο προτείνεται να διεξαχθεί εξ’ ολοκλήρου στο εργαστήριο υπολογιστών. Ο 

πειραµατισµός µε τη βοήθεια κατάλληλου λογισµικού απαιτεί πάνω απ’ όλα εργαστήριο µε 

10 τουλάχιστον θέσεις, ώστε να µπορούν να εργαστούν οι µαθητές ανά τρεις. Η επιλογή από 

τον διδάσκοντα να το υλοποιήσει στην αίθουσα διδασκαλίας µε την χρήση βιντεοπροβολέα 

θα ακύρωνε το µεγαλύτερο µέρος της προστιθέµενης αξίας.   

Προαπαιτούµενες γνώσεις: 

Ως προς τα µαθηµατικά οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τον τρόπο υπολογισµού της απόστασης δύο σηµείων στο Καρτεσιανό επίπεδο µέσα από την 

εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

Τις εξισώσεις της οµαλής κίνησης ως προς ένα σύστηµα αναφοράς. 

Ως προς την τεχνολογία οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν 

Τον τρόπο µε τον οποίο εισάγονται τα µαθηµατικά µοντέλα(τύποι) στο λογισµικό modellus 

Τον τρόπο µε τον οποίο υλοποιούνται τα µοντέλα και ελέγχονται τα φαινόµενα κίνησης. 
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Τον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργούνται οι γραφικές παραστάσεις των φαινοµένων.  

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία: 

Κάθε οµάδα είναι σκόπιµο να διαθέτει ένα φύλλο εργασίας µέσα στο οποίο ο διδάσκων θα 

έχει θέσει συγκεκριµένα ερωτήµατα και οδηγίες. Επιπλέον καλό θα είναι οι µαθητές να 

διαθέτουν ένα τετράδιο σηµειώσεων. 

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες και καθοδηγούµενοι από φύλλο εργασίας, καλούνται να 

κατασκευάσουν και να εξερευνήσουν συγκεκριµένα σχήµατα και να απαντήσουν σε 

συγκεκριµένες ερωτήσεις. Εποµένως η διερεύνηση αυτή θα γίνει συνεργατικά. Για να 

υπάρχει κοινός στόχος και καλή συνεργασία οι µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν ένα 

κοινό φύλλο εργασίας που περιέχει ερωτήσεις σχετικές µε το θέµα. Φυσικά το φύλλο 

εργασίας αυτό θα πρέπει να αφήνει µια αρκετά µεγάλη ελευθερία στους µαθητές ώστε να 

θέτουν τα δικά τους ερωτήµατα και να απαντούν σ’ αυτά.  

Στη διάρκεια της υλοποίησης του σεναρίου ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να ελέγχει τα 

συµπεράσµατα των µαθητών, να συνεργάζεται µαζί τους, να τους καθοδηγεί ώστε  να 

αντιλαµβάνονται καλύτερα τα αποτελέσµατά τους και να τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την 

διερεύνηση. 

Στόχοι:  

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο την µέσω 

πειραµατισµού προσέγγιση και κατανόηση βασικών µαθηµατικών  εννοιών και 

συγκεκριµένα: 

Να εµπλακούν σε διαδικασίες λύσης προβλήµατος (problem solving)  

Να δηµιουργήσουν την συνάρτηση του τριωνύµου ως µοντέλο της κίνησης δύο τρένων 

Να µελετήσουν ιδιότητες του τριωνύµου και να τις συνδέσουν µε µία πραγµατική κατάσταση. 

Τα παραπάνω αφορούν τους γνωστικούς στόχους. Οι κοινωνικοί στόχοι για τους µαθητές 

εντοπίζονται κυρίως στην συνεργασία και την διαπραγµάτευση των ιδεών  τους ώστε η 

γνώση να αποκτήσει έναν διυποκειµενικό χαρακτήρα. 
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Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Στην αρχή ο διδάσκων θέτει στους µαθητές το εξής πρόβληµα: «∆ύο ευθύγραµµες 

σιδηροτροχιές τέµνονται σχηµατίζοντας ορθές γωνίες. ∆ύο τρένα κινούνται ταυτόχρονα προς 

το σηµείο τοµής των σιδηροτροχιών. Το ένα έχει ξεκινήσει από κάποιο σταθµό που απέχει 

40 χιλιόµετρα από το σηµείο τοµής, και το άλλο από κάποιο σταθµό που απέχει 50 

χιλιόµετρα από το ίδιο σηµείο. Το πρώτο τρένο έχει ταχύτητα 800 µέτρα ανά λεπτό και το 

δεύτερο 600 µέτρο ανά λεπτό.  

Σε πόσα λεπτά µετά την αναχώρησή τους θα έχουν οι αµαξοστοιχίες την ελάχιστη απόσταση 

µεταξύ τους; Υπολογίστε τη συγκεκριµένη απόσταση» (Από το βιβλίο του Yakov Perelman 

«∆ιασκεδαστικά Μαθηµατικά» Μέρος 2: Άλγεβρα, εκδόσεις Κάτοπτρο, 2001). 

Η όλη διαδικασία µπορεί να διακριθεί σε στάδια της µοντελοποίησης. 

•  Η ΠΡΩΤΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ  

Οι µαθητές θα υποθέσουν ότι οι δύο σιδηροτροχιές αποτελούν τους κάθετους άξονες x και y. 

Τα δύο τρένα κινούνται στους δύο άξονες µε ταχύτητες 600 m/min = 0.6 km/min και 800 

m/min =  0.8 km/min αντίστοιχα. Οι εξισώσεις κίνησης των δύο τρένων ως προς το σύστηµα 

αναφοράς xoy δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις: 

   

Εικόνα 42 
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•  ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΜΕ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Τα παραπάνω δεδοµένα, δηλαδή οι δύο εξισώσεις κίνησης x1 και y1 που αναφέρονται στην 

κίνηση των δύο τρένων και η σχέση υπολογισµού της απόστασης d, αποτελούν τις σχέσεις 

που θα γράψουν στο παράθυρο «Μοντέλο» του Modellus. 

 

Εικόνα 43 

Με κλικ στο κουµπί <∆ιερµηνεία> το πρόγραµµα αναγνωρίζει τις τρεις εξισώσεις µε τις 

τέσσερις µεταβλητές {x1, y1, d, t} του προβλήµατος. Στη συνέχεια, καθώς οι µαθητές θα 

τρέξουν το πρόγραµµα, υπολογίζονται οι τιµές των µεταβλητών {x1, y1, d} για τις τιµές της 

ανεξάρτητης µεταβλητής t (0, 1, 2, 3, 4, …….) και έτσι µπορούν να έχουν στη διάθεσή τους 

τις γραφικές παραστάσεις και τους πίνακες τιµών αυτών των µεταβλητών. Οι τιµές της 

ανεξάρτητης µεταβλητής προσδιορίζονται µέσα από ένα πλαίσιο µε όνοµα <Επιλογές> που 

αναδύεται στην οθόνη µε κλικ στο αντίστοιχο κουµπί του παραθύρου µε όνοµα <Έλεγχος> : 

 

Εικόνα 44 

 

•  ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΤΡΕΝΩΝ 

Για να πραγµατοποιηθεί η προσοµοίωση των δύο τρένων που κινούνται στους κάθετους 

άξονες, θεωρούµε τα τρένα ως υλικά σηµεία. Το Modellus επιτρέπει να δηµιουργούµε 

σωµατίδια στην οθόνη <Παρουσίαση> µε κλικ στο κουµπί <Σωµατίδιο> και στη συνέχεια 

κλικ στην οθόνη. Έτσι, οι µαθητές θα κατασκευάσουν πρώτα το τρένο – σωµατίδιο1 οπότε 
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εµφανίζεται η καρτέλα των χαρακτηριστικών του σωµατιδίου1 οπότε επιλέγουµε εκείνα τα 

χαρακτηριστικά που επιθυµούµε να έχει αυτό το σωµατίδιο. 

 

Εικόνα 45 

Πιο συγκεκριµένα, πρέπει οι µαθητές να επιλέξουν τις µεταβλητές που χαρακτηρίζουν το 

σωµατίδιο1 τόσο στον άξονα χ όσο και στον άξονα y καθώς και τις αντίστοιχες κλίµακες. 

Στην συγκεκριµένη περίπτωση, επιλέγουν τη µεταβλητή x1 στον οριζόντιο άξονα και 0 

(σταθερά) στον κατακόρυφο και για κλίµακα 1 Pixel = 0.5. Το τελευταίο σηµαίνει ότι το x1 

αναπαριστάνεται µε µονάδα µήκους (προσοµοίωσης)=2pixels (οθόνης) 

Το πρόγραµµα υπολογίζει τις τιµές του x1 για τις διάφορες τιµές του χρόνου t και τοποθετεί 

το σωµατίδιο1 στην αντίστοιχη θέση. Στη συνέχεια γίνεται η κατασκευή του τρένου – 

σωµατίδιο2 που πρέπει να κινείται στον άξονα y, οπότε εµφανίζεται η καρτέλα µε τα 

χαρακτηριστικά που πρέπει να έχει το σωµατίδιο2 

 

Εικόνα 46 
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Πρέπει να επιλέξουν, και εδώ, τις µεταβλητές που χαρακτηρίζουν το σωµατίδιο2, τόσο στον 

άξονα χ όσο και στον άξονα y καθώς και τις αντίστοιχες κλίµακες. 

Στην περίπτωσή του σωµατιδίου2, επιλέγουν τη µεταβλητή y1 στον κατακόρυφο άξονα και 0 

(σταθερά) στον οριζόντιο και για κλίµακα στον κατακόρυφο, 1 Pixel = 0.5, ίδια µε αυτή που 

διαλέξαµε για το x1. Το τελευταίο σηµαίνει ότι το y1 παριστάνεται µε µονάδα µήκους 

(προσοµοίωσης) = 2 pixels (οθόνης) 

Μετά τις παραπάνω ενέργειες, στην οθόνη <Παρουσίαση> εµφανίζονται τα δύο τρένα - 

σωµατίδια µε τα αντίστοιχα συστήµατα αναφοράς. Με κλικ και σύρσιµο µπορεί πλέον να 

µεταφερθεί το σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου2 στο σύστηµα αναφοράς του 

σωµατιδίου1 έτσι ώστε τα δύο συστήµατα να συµπίπτουν ακριβώς. Μ’ αυτόν τον τρόπο 

επιτυγχάνεται, µε το τρέξιµο της εφαρµογής, η προσοµοίωση της κίνησή τους ως προς ένα 

κοινό σύστηµα αναφοράς.  

 

Εικόνα 47 

 

•  ΤΡΕΞΙΜΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΚΑΙ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 

Τώρα οι µαθητές µπορούν να τρέξουν την εφαρµογή από το παράθυρο <Έλεγχος>.  

Στο παράθυρο <Παρουσίαση> εµφανίζονται τα δύο σωµατίδια – τρένα να κινούνται το 

καθένα µε σταθερή ταχύτητα στους δύο άξονες και µόλις ολοκληρωθεί ο χρόνος που έχει 

επιλεγεί στο παράθυρο <Έλεγχος> η προσοµοίωση σταµατάει. Η απάντηση στο ερώτηµα 
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«Πόσος χρόνος περνάει µέχρι να βρεθούν τα δύο τρένα στην  ελάχιστη απόσταση µεταξύ 

τους» µπορεί να δοθεί µόνο αν ζητηθεί το άνοιγµα του παραθύρου <Γράφηµα>.  

Σ’ αυτό επιλέγεται η µεταβλητή d στον κατακόρυφο άξονα και η µεταβλητή t στον οριζόντιο. 

Τώρα, βλέποντας και µόνο την µορφή της γραφικής παράστασης, οι µαθητές αναµένεται να 

εικάσουν για την πιθανή λύση.    

 

Εικόνα 48 

Αν ονοµαστεί το παράθυρο <Πίνακας τιµών> και επιλεγεί η εµφάνιση τιµών των 

µεταβλητών t, x1, y1 και d τότε είναι εύκολο να διαπιστώσουν οι µαθητές ότι για t=62 λεπτά 

η απόσταση µεταξύ των δύο τρένων παίρνει την ελάχιστη τιµή d = 16 km.   

 

Εικόνα 60 

Η επίλυση του προβλήµατος στο τετράδιο. 
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Ακολουθώντας παροόµοιους συλλογισµούς µε αυτούς της προκαταρκτικής φάσης (µε το 

Modellus) έχουµε 3 εξισώσεις: 

x1=50-0.6t 

y1=40-0.8t 

2 21 1d x y= +  οπότε µετά από πράξεις παίρνουµε την εξίσωση  

t
2
-124t+4100-d=0 από όπου υπολογίζεται το t. 

Αφού η d οφείλει να είναι θετική θα πρέπει d
2
 -256 > 0 ή κατ’ ελάχιστον d

2
 -256 = 0   

Βρίσκουµε d = 16 και t = 62.  

Τα εργαλεία που θα χρησιµοποιηθούν 

Για την υλοποίηση του σεναρίου θα χρησιµοποιηθεί το λογισµικό modellus. Το 

συγκεκριµένο λογισµικό διαθέτει τέσσερα βασικά παράθυρα και 2-3 αναδυόµενα ώστε να 

συνυπάρχουν στην οθόνη η προσοµοίωση ενός φαινοµένου, τα εργαλεία ελέγχου του, το 

αλγεβρικό του µοντέλο και η γραφική του παράσταση. Κάθε ένα από τα παραπάνω εργαλεία 

διαθέτει µία σειρά από λειτουργικότητες ορισµένες από τις οποίες είναι απαραίτητες για τις 

δραστηριότητες. Για παράδειγµα η χρήση του πίνακα τιµών ή ο πίνακας των επιλογών για 

τον έλεγχο του φαινοµένου. 

Επέκταση:  

Οι δραστηριότητες θα µπορούσαν να επεκταθούν στην µελέτη της απόστασης των δύο 

κινητών όταν αυτά κινούνται σε πορείες οι οποίες δεν σχηµατίζουν ορθή γωνία. Στην 

περίπτωση αυτή η µοντελοποίηση είναι περισσότερο απαιτητική αφού το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα δεν είναι κατάλληλο για τον υπολογισµό της απόστασης.  

Αξιολόγηση µετά την εφαρµογή: 

Ως προς τις επιδιώξεις του σεναρίου: 

Μετά την υλοποίηση του σεναρίου ο διδάσκων ελέγχει κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι 

του σεναρίου. Ένας τρόπος είναι και η κατασκευή κατάλληλων ερωτήσεων τις οποίες στο 

τέλος θα απευθύνει προς τους µαθητές για να ελέγξει τον βαθµό κατανόησης των εννοιών 

που είχαν εµπλακεί. 
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Ως προς τα εργαλεία: 

Η εφαρµογή µέσα σε πραγµατικές συνθήκες µιας δραστηριότητας παρουσιάζει µη 

αναµενόµενες δυσκολίες οι οποίες µπορεί να οφείλονται στο ψηφιακό εργαλείο που 

χρησιµοποιείται. Οι πολλαπλές αναπαραστάσεις συχνά παραµένουν ασύνδετες και ασαφείς  

µε αποτέλεσµα να στερούνται νοήµατος και να παρουσιάζεται αδυναµία ερµηνείας τους 

µέσα στα πλαίσια του φαινοµένου που µελετούν οι µαθητές. Οι δυσκολίες που θα 

παρουσιαστούν θα καταγραφούν από τον διδάσκοντα ο οποίος θα είτε θα βελτιώσει τις 

απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει µια περισσότερο κατευθυνόµενη πορεία 

εφαρµογής του ίδιου σεναρίου. 

Ως προς την διαδικασία υλοποίησης 

Η δοµή του σεναρίου, η σειρά των δραστηριοτήτων και τα ερωτήµατα που τίθενται στους 

µαθητές αποτελούν αντικείµενο αξιολόγησης από τον ίδιο τον διδάσκοντα. Κρατώντας 

σηµειώσεις για τις δυσκολίες υλοποίησης συγκεκριµένων δραστηριοτήτων µπορεί να 

εκτιµήσει τα σηµεία στα οποία οι µαθητές δήλωναν ή εκδήλωναν δυσκολίες κατανόησης ή 

εφαρµογής. Στην συνέχεια, µε κατάλληλες επεµβάσεις στις δραστηριότητες, επιχειρεί να 

θεραπεύσει τα προβλήµατα που προέκυψαν απλοποιώντας διαδικασίες ή περιγράφοντας µε 

µεγαλύτερη σαφήνεια τις ερωτήσεις των δραστηριοτήτων. 

Ως προς την προσαρµογή και επεκτασιµότητα 

Ο εκπαιδευτικός µετά από κάθε εφαρµογή του σεναρίου επανεκτιµά την δοµή του σεναρίου 

και σχεδιάζει νέες δυνατότητες και επεκτάσεις. Το συγκεκριµένο σενάριο θα µπορούσε να 

αποτελέσει την βάση πάνω στην οποία είναι δυνατόν να οργανωθεί η διερεύνηση της 

ταυτόχρονης κίνησης δύο αντικειµένων σε µία ποικιλία περιπτώσεων. Γι παράδειγµα καλό 

θα είναι να διερευνηθεί η περίπτωση παραλλήλων κινήσεων, κινήσεων υπό συγκεκριµένη 

γωνία κ.λ.π.     
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10. Προτάσεις για ένταξη στο σχολικό πρόγραµµα   

 

Βρισκόµαστε σε µια χρονική στιγµή όπου διεθνώς δεν έχουµε ακόµα κατασταλάξει για το 

πώς σε ευρεία κλίµακα µπορεί στη σηµερινή τάξη να χρησιµοποιηθούν εργαλεία ψηφιακής 

τεχνολογίας ώστε το µάθηµα των µαθηµατικών να αποκτήσει πρόσθετη παιδαγωγική αξία. 

Από την άλλη, ξέρουµε από εφαρµογές που έχουν γίνει σε µικρή κλίµακα και έχουν 

υποστηριχθεί από επιστηµονικές οµάδες, οτι και οι µαθητές αλλά και το διδακτικό έργο των 

εκαπιδευτικών κερδίζουν πολλά και σηµαντικά πράγµατα. Ακούγεται απαισιόδοξο το να µην 

µπορεί να επεκταθεί το µάθηµα αυτό γρήγορα σε πολλά σχολεία, όµως σκεφτείτε οτι η 

χρήση των εργαλείων αυτών αλλάζει πάρα πολλές παραµέτρους στο εκπαιδευτικό έργο οι 

οποίες µπορεί µεν να χαλιναγωγηθούν σε επίπεδο εφαρµογών µικρής κλίµακας και σε στενή 

συνεργασία µε εµπειρογνώµονες από ερευνητικά κέντρα, όµως όταν πάµε σε µεσαίες ή 

µεγάλες κλίµακες γίνεται πολύ δύσκολο. Μερικές από τις παραµέτρους αυτές είναι, όπως θα 

έχετε διαπιστώσει και από τα σενάρια και την αρχική θεµελίωση, το οτι αλλάζει η κοινωνική 

ενορχήστρωση της τάξης, χρειάζεται διαφορετική σχέση µεταξύ του χρόνου µάθησης και της 

ύλης που καλύπτεται, αλλάζει ο τρόπος µε τον οποίο έχει νόηµα να αξιολογηθεί η δουλειά 

των µαθητών, αλλάζουν πολλά πρακτικά θέµατα όπως η µετάβαση σε τάξη µε υπολογιστές, 

η διάθεση του λογισµού τη στιγµή που το θέλουµε, η ανάγκη για τεχνική υποστήριξη του 

σχολικού εργαστηρίου κλπ. Υπάρχει επίσης ένας απίθανος πλουραλισµός και ποικιλία στο τι 

κάνουν και τι σκαρφίζονται οι µαθητές µε τα εργαλεία αυτά, πράγµα που καθιστά σύδκολη 

την λεπτοµερή παρακολούθησή τους βήµα – βήµα. Βασικότερο όλων ίσως είναι οτι 

δηµιουργείται η ανάγκη για επαναπροσδιορισµό του εκπαιδευτικού µοντέλου µιας και 

αλλάζουν τόσες πολλές από τις συνθήκες που αναπόφευκτα είναι συνδεδεµένες µε τα 

στατικά µέσα, όπως µαθητές – ακροατές και λύτες ασκήσεων, η µάθηση ως ατοµική 

διαδικασία, η χρήση στατικών αναπαραστάσεων, η ανάγκη ο εκπαιδευτικός να ελέγχει 

πλήρως το τι κάνουν οι µαθητές κάθε στιγµή της ώρας. Η εύκολη δίοδος είναι να µην θιγεί 

το παραδοσιακό µάθηµα, π.χ. µε τη χρήση ενός δικτυακού αυτόµατου ασκησιολόγιου 

ατοµικά για τον κάθε µαθητή. Η πείρα έχει δείξει οτι το σχολείο γρήγορα αποδιώχνει τέτοιες 

λύσεις µιας και δεν αναβαθµίζεται κανείς, ούτε κερδίζει ατοµικά κάτι (π.χ. οι µαθητές σε 

κατανόηση, οι καθηγητές σε δυνατότητες υποστήριξης των µαθητών τους). Από την άλλη 
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πλευρά δεν είναι βέβαια εφικτό να αναποδογυριστούν ξαφνικά τα πάντα και οι µαθητές να 

κάνουν µόνο projects και να ξοδεύουν όσο χρόνο θέλουν. Χρειάζεται λοιπόν να επιλέξουµε 

κάτι που είναι εφικτό στο σηµερινό σχολείο αλλά ταυτόχρονα έχει τα χαρακτηριστικά που θα 

επιτρέψουν στους µαθητές να αποκτήσουν µια διαφορετική σχέση µε τα µαθηµατικά.  

Μία τέτοια πρόταση έχει ως εξής: µε χρονικό ορίζοντα ένα τρίµηνο, δηλαδή σε διάστηµα 

περίπου 45 ωρών διδασκαλίας µαθηµατικών, ο καθηγητής επιλέγει µια έννοια ή µια 

παράγραφο του αναλυτικού προγράµµατος που κατά την κρίση του δηµιουργεί στους 

µαθητές δυσκολία κατανόησης, όπως για παράδειγµα τα δέκα επιλεγµένα µε αυτό το φίλτρο 

θέµατα των σεναρίων του παρόντος. Καταναλώνει 4-5 διδακτικές ώρες (δηλαδή περίπου το 

10% των διαθέσιµων) για να βάλει τους µαθητές σε δυάδες ή τριάδες να εµπλακούν σε ένα 

project όπως αυτά που περιγράφουν τα σενάρια. Στην πραγµατικότητα οι µαθητές ξοδεύουν 

10-20 ώρες για το project αυτό, δουλεόντας στο σπίτι, σαν µια εργασία δηλαδή (προβλέπεται 

και από το αναλυτικό πρόγραµµα). Τις σχολικές ώρες, ο εκπαιδευτικός τις αξιοποιεί για να 

‘βάλει τους µαθητές µπροστά’, για να διαπιστώσει πώς πάνε στη µέση της διδικασίας και για 

να προκαλέσει συζήτηση στο τέλος όταν οι µαθητές παρουσιάζουν τις εργασίες τους στην 

τάξη. Η κάθε οµάδα µαθητών εποµένως έχει καθήκον να παράξει κάτι, είτε αυτό είναι ένα 

µοντέλο είτε το αποτέλεσµα µιας διερεύνησης, είτε η λύση µιας άσκησης. Τα παραγόµενα 

αυτά µπορεί να έχουν και τη µορφή γραπτής έκθεσης ή παρουσίασης (ακόµα και µε 

Powerpoint). Παίζουν ρόλο στη βαθµολογία των µαθητών µόνο προσθετικά (δηλαδή στις 

καλές βελτιώνουµε το βαθµό των µαθητών). Για κάθε τέτοιο project, ο καθητητής επιλε΄γει 

την αξιοποίηση ενός ή περισσότερων ψηφιακών εργαλείων ώστε οι µαθητές να αποκτήσουν 

επαφή µε κάθε µια από τις κατηγορίες δραστηριοτήτων που είπαµε στην αρχή, ακόµα κι αν 

αυτό δεν γίναι σε µια χρονιά αλλά σε δύο ή και σε τρείς. Θα πείτε οτι σε πολλές τάξεις το 

ποσοστό µαθητών που έχουν υπολογιστή στο σπίτι είναι πολύ µικρό. Πράγµατι συµβαίνει 

αυτό αλλά κάθε χρονιά και λιγότερο, µάλιστα αν όντως εφαρµοστεί και το σχέδιο του 

Υπ.ΕΠΘ για ένα laptop για κάθε µαθητή θα δώσει και µια άµεση αξιοποίηση των συσκευών 

αυτών. Υπάρχει πάντως  χρόνος για υλοποίηση διδασκαλιών µε ψηφιακά µέσα ανεξάρτητα 

από την διδακτέα ύλη τον οποίο καλείται βέβαια να βρει ο ίδιος ο εκπαιδευτικός κάνοντας 

κατάλληλο σχεδιασµό. Υπάρχουν για παράδειγµα πολλά θέµατα που επικαλύπτονται από 

άλλα ή µπορούν να υποστηριχθούν καλύτερα µε τα ψηφιακά µέσα ή που µε κατάλληλες 

αλλαγές µπορεί να αποσυµφορηθεί η δυσκολία του χρόνου, ιδίως σε σχολεία όπου οι 

µαθητές δυσκολεύονται να έχουν πρόσβαση σε ψηφιακά εργαλεία στο σπίτι. Για παράδειγµα, 
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στη Γεωµετρία της Α΄ Λυκείου η διδακτέα ύλη είναι τα κεφάλαια 1-8. Επίσης υπάρχει και η 

τάξη µε τον ένα υπολογιστή και βιντειοπροβολέα όπου ο κυρίαρχος καθηγητής αισθάνεται 

καλύτερα, παρουσιάζει θέµατα και εµπλέκει τους µαθητές σε σχετικές διαπραγµατεύσεις. 

Γενικότερα όµως, ο εκπαιδευτικός που θέλει να αξιοποιήσει τα ψηφιακά µέσα πρέπει να 

εξασκήσει την επινοητικότητα, την κοινωνικότητα και την ικανότητά αντιµετώπισης 

πρακτικών εµποδίων. Πρέπει να επικοινωνήσει π.χ. µε τη διεύθυνση και τους συναδέλφους 

ειδικότητας για την πρωτοβουλία αυτή και να τους συµπαρασύρει σε µια σύµπλευση, 

υποστήριξη και αποδοχή. Επίσης πρέπει να εκτιµήσει τις δυνατότητες της τάξης του και να 

εφαρµόσει ένα σενάριο που να είναι εφικτό µεν αλλά και να συνιστά ενδιαφέρουσα 

πρόκληση για τους µαθητές. Να σκεφτεί τις δυνατότητες να γίνει δουλειά στο σπίτι και να 

ενορχηστρώσει έτσι τις δραστηριότητες των µαθητών ώστε αν δεν έχουν πρόσβαση σε 

ψηφιακά εργαλεία να κάνουν επιτελική δουλειά στο σπίτι και χρήση εργαλείων στην τάξη ή 

τη σχολική βιβλιοθήκη όπου αυτό είναι εφικτό. Πρέπει επίσης να φροντίσει να καλύψει την 

ύλη µε το 90% του διδκατικού χρόνου µε τρόπο ώστε οι µαθητές να έχουν την ίδια επίδοση 

στις σχολικές εξετάσεις. Τι κερδίζουν όλοι από τη διαδικασία αυτή; Οι µαθητές έχουν ένα 

ρόλο όπου ενθαρρύνοτναι να πουν τη γνώµη τους, να κατασκευάσουν κάτι και να 

αισθανθούν οτι αυτό τους ανήκει. Ο εκπαιδευτικός θα ‘ανέβει’ στα µάτια των µαθητών µιας 

και τους δίνει τη δυνατότητα να κάνουν κάτι το διαφορετικό και να αποκτήσουν µια 

αλλιώτικη σχέση µε τα µαθηµατικά. Η σχολική διεύθυνση θα µπορεί να 

επιχειρηµατολογήσει για ένα σύγχρονο σχολείο όπου εφαρµόζονται νέες παιδαγωγικές 

µέθοδοι. Οι γονείς, οτι τους δίνεται µια πρόταση για το πώς τα παιδιά τους µπορούν να 

αξιοποιήσουν δηµιουργκά το χρόνο τους µε τα ψηφιακά εργαλεία, µιας και υπάρχει τόση 

δικαιολογηµένη ανησυχία ως προς το τι ακριβώς κάνουν οι µαθητές και µε ποιόν 

επικοινωνούν όταν βρίσκονται σπίτι ή στα internet cafe. Η πρόταση για τα projects είναι στα 

πλαίσια και του αναλυτικού προγράµµατος που προβλέπει εδώ και λίγο καιρό τη διενέργεια 

εργασιών. Η διεξαγωγή της είναι απολύτως εφικτή όπως έδειξε η εµπειρία που έχει 

αποκτηθεί τουλάχιστον από το Εργαστήριο Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας του ΕΚΠΑ µε 

χιλιάδες µαθητο-ώρες διερεύνησης µε ψηφιακές τεχνολογίες σε πέντε (και πρόσφατα 

περισσότερα) σχολεία (Κυνηγός, 2007). Σε κάθε περίπτωση πάντως, η τελική λύση στην 

λεπτοµέρειά της θα δοθεί από τον καθένα σας, µιας και είσαστε αυτοί που ξέρετε καλύτερα 

τους µαθητές και τις σχολικές και κοινωνικές συνθήκες στις οποίες µεγαλώνουν και 

µαθαίνουν.  



  

186 

 

11. Βιβλιογραφία   

Abelson, H., & DiSessa, A. (1981). Turtle Geometry: The Computer as a Medium for 

Exploring Mathematics. Cambridge, M.A.: MIT Press. 

Ainley, J. & Pratt, D. (2001) Introducing a Special Issue on constructing meanings from 

data. Educational Studies in Mathematics, 45: 1-8.  

Artigue, M., Kynigos, C., Mariotti, A., Cerulli, M., Lagrange, J.B., Bottino, R.M., 

Haspekian, M., Cazes, C. (2006). Methodological Tools for Comparison of Learning 

Theories in Technology Enhanced Learning in Mathematics, interim report of the 

Kaleidoscope European Research Team ‘Technology Enhanced Learning of 

Mathematics, (www.itd.cnr.it/telma).  

Balacheff, N. & Gaudin N. (2002). Students’ Conceptions: an Introduction to a Formal 

Characterization. Les Cahiers du Laboratoire Leibniz 65 – ISSN: 1298-020X. 

Brousseau, G. (1997). Theory of Didactical Situations in Mathematics. Dordrecht: Kluwer 

Academic Publishers. 

Chevallard, Y. (1992). Concepts Fondamentaux de la Didactique: Perspectives Apportées 

par une Approche Anthropologique. Recherches en Didactique des Mathématiques, 12/1, 

77-111. 

Chronaki, A. and Kynigos, C. (1999). Teachers’ Views on Pupil Collaboration in Computer 

Based Groupwork Settings in the Classroom. Proceedings of the 23
rd

 Psychology of 

Mathematics Education Conference, Haifa, Israel, O. Zazlavsky ed., 2, 209-216.  

Cobb, P. & Yackel, E. (1996). Constructivist, Emergent and Sociocultural Perspectives in 

the Context of Developmental Research. Journal of Educational Psychology, Vol. 31,  

175 – 190. 

Cobb, P. (1999) Individual and collective mathematical learning: The case of statistical data 

analysis. Mathematical Thinking and Learning, 5–44. 

Cobb, P., Boufi, A., McClain, K., Whitenack, J. (1997). Reflective Discourse and Collective 

Reflection. Journal for Research in Mathematics Education. 28 3, 258-277. 



  

187 

 

Cobb, P., Yackel, E., Wood, T. (1992). Interaction and Learning in Mathematics Classroom 

Situations. Educational Studies in Mathematics, 23, 99-122. 

Cobb, P., Yackel, E., Wood, T. (1995). The Teaching Experiment Classroom. In P.Cobb & 

H. Bauersfeld (eds). The Emergence of Mathematical Meaning: Interaction in Classroom 

Cultures. Hove, UK. Lawrence Erlbaum Associates. 17-25. 

Confrey, J. (1995). How Compatible are Radical Constructivism, Sociocultural Approaches, 

and Social Constructivism?, in L. P. Steffe & J. Gale (Eds.), Constructivism in Education, 

Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates. 

Davis, P. J., & Hersh, R. (1981). The Mathematical Experience. Boston: Birkhauser.  

diSessa, A. (1987). Phenomenology and the Evolution of Intuition, in Janvier, C. (ed.) 

(1987) Problems of Representation in the Teaching and Learning of Mathematics, 

London: Lawrence Erlbaum associates. 

diSessa, A. (2000). Changing Minds, Computers, Learning and Lliteracy. Cambridge, MA: 

MIT Press. 

diSessa, A., Hoyles, C. & Noss, R. (Eds.) (1995). Computers and Exploratory Learning. 

Berlin: Springer- Verlag. 

Dubinsky, E. (2000). Meaning and Formalism in Mathematics. International Journal of 

Computers for Mathematical Learning, 5, 211-240. 

Freudenthal, H. (1983). Didactical Phenomenology of Mathematical Structures. D. Reidel 

Publishing Company.  

Goldenberg, E. P. & Cuoco, A. (1998). What is Dynamic Geometry? In R. Lehrer & D. 

Chazan (eds.), Designing Learning Environments for Developing Understanding of 

Geometry and Space. Hilldale, NJ: LEA. 

Goldengerg, P. (1999). Principles, art and craft in curriculum design: The case of Connected 

Geometry. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 4Q191-224, 

Kluwer Academic Publishers.  

Gravemeijer, K., Cobb, P., Bowers, J. and Whitenack, J. (2000). Symbolizing, modeling, 

and instructional design, in P. Cobb, E. Yackel and K. McClain (eds.), Symbolizing and 



  

188 

 

Communicating in Mathematics Classrooms: Perspectives on Discourse, Tools, and 

Instructional Design. Lawrence Erlbaum Associates, Mahwah, NJ. 

Gutierrez A., Boero, P. (2006). Handbook of Research on the Psychology of Mathematics 

Education, Past, Present and Future. Sense Publishers, Rotterdam – Taipei.  

Hancock, C. (1995). The Medium and the Curriculum: Reflections on Transparent Tools 

and Tacit Mathematics, in A. DiSessa, C. Hoyles, & R. Noss (Eds). Computers and 

Exploratory Learning, pp. 221-241. Heidelberg: Springer-Verlag. 

Hart, K. (1981).  Children's Understanding of Mathematics: 11-16. General Edit. K.M. Hart, 

John Univray. 

Hershkowitz, R. & Schwarz, B. (1997). The Emergent Perspective in Rich Learning 

Environments: Some Roles of Tools and Activities in the Construction of 

Sociomathematical Norms. Educational Studies in Mathematics, 39, 1-3, 149-66. 

Hölzl, R. (1996). How does ‘Dragging’ affect the Learning of Geometry. International 

Journal of Computers for Mathematical Learning. 1(2) 169-187. 

Hoyles, C. & Noss, R. (1992). A pedagogy for mathematical microworlds. Educational 

Studies in Mathematics, Vol. 23, 31-57. 

Hoyles, C. & Noss, R. (2003). What Can Digital Technologies Take From and Bring to 

Research in Mathematics Education? In Second International Handbook of Mathematics 

Education, 323-349, A.J. Bishop, M.A. Clements, C. Keiterl, J. Kilpatrick and F. K. S. 

Leung (eds.), Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.  

Hoyles, C. (2001). From describing to designing mathematical activity: The next step in 

developing the social approach to research in mathematics education. Educational 

Studies in Mathematics, 46: 273-286. 

Kafai, Y., Resnick, M., Eds. (1996). Constructionism in Practice. Designing, Thinking and 

Learning in a Digital World. Wahwah, NJ: Lawrence Earlbaum Associates. 

Kaptelinin, V. (1997). Activity Theory: Implications for Human-Computer Interaction 

Context and consciousness Ed. B. Nardi 



  

189 

 

Kaput, J. (1992). Technology and Mathematics Education. In D. Grouws (Ed.) Handbook 

on Research in Mathematics Teaching and Learning, Dordrecht, Netherlands: Kluwer, 

515-556.  

Keisoglou S. and Kynigos, C. (2006). Measurements With A Physical And A Virtual 

Quadrant: Students’ Understandings Of Trigonometric Tangent. Proceedings of the 30
th

 

Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, 

Vol. 3, pp. 425-432, Novotna J., Moraova H., Kratka Mm. & Stehlikova N. (Eds), 

Charles University, Faculty of Education, Prague. 

Kynigos, C. and Gavrilis, S. (2006). Constructing A Sinusoidal Periodic Covariation. 

Proceedings of the 30
th

 Conference of the International Group for the Psychology of 

Mathematics Education, Vol. 4, pp. 9-16, Novotna J., Moraova H., Kratka Mm. & 

Stehlikova N. (Eds), Charles University, Faculty of Education, Prague. 

Laborde, C. & Laborde, J. M. (1995). What About a Learning Environment Where 

Euclidian Concepts are Manipulated with a Mouse? In A. A. diSessa, C. Hoyles, R. Noss 

& L. D. Edwards (Eds), Computers and Exploratory Learning. Springer-Verlag, 

Germany. 

Laborde, C., Kynigos, C., Hollebrands, K. & Strasser, R. (2006). Teaching and Learning 

Geometry with Technology, Handbook of Research on the Psychology of Mathematics 

Education: Past, Present and Future. In A. Gutiérrez & P. Boero (eds.), 275–304. Sense 

Publishers.  

Lakatos, I. (1976). Proofs and Refutations: The Logic of Mathematical Discovery. New 

York: Cambridge University Press.  

Light, P.H., & Mevarech, Z. R. (1992).  Peer-Based Interaction at the Computer: Looking 

Backward, Looking Forward. Learning and Instruction, 2, 275-280.  

Lipson, K. & Jones, P. (1996). Statistics: Towards the 21st century, in Β., Phillips (ed.), 

Papers on Statistical Education, Swinburne Press, Hawthorn, Australia. 

Mariotti, M. A. (2002). Influences of Technologies Advances in Students' Math Learning. 

In Handbook of Interantional Research in Mathematics Education, chapter 29,  757-786. 

Edited by L. D. English. Lawrence Erlbaum Associates publishers, Mahwah, New Jersey. 



  

190 

 

McClain, K. & Cobb, P. (2001). Supporting students’ ability to reason about data. 

Educational Studies in Mathematics, 45: 103–129. 

Mercer, N. (1996). The Quality of Talk in Children's Collaborative Activity in the 

Classroom. Learning and Instruction, 6, 4, 359-377. 

Nardi, B. (1996) (Ed.) Context and Consciousness: Activity Theory and Human-Computer 

Interaction. MIT Press. 

National Council of Teachers of Mathematics (2000). Standards 2000, NCTM, Reston, VA. 

Noss R & Hoyles C (1996). Windows on Mathematical Meanings, Kluwer Academic 

Publishers. 

Olson A., Kieran T. & Ludwig S (1987). Linking logo, Levels and Language in 

Mathematics. Educational Studies in Mathematics 18, 359-370. 

Papert, S. (1980). Mindstorms. Harvester Press. (Ελληνική µετάφραση εκδ. Οδυσσέας) 

Pratt, D. & Noss, R. (2002) The microevolution of mathematical knowledge: The case of 

randomness. Journal of the Learning Sciences, Vol. 11, No. 4, pp. 453-488. 

Pratt, D. (2000). Making sense of the total of two dice. Journal for Research in 

Mathematics Education 31(5), 602–625. 

Psycharis, G. & Kynigos, C. (2009). Normalising geometrical figures: Dynamic 

manipulation and construction of meanings for ratio and proportion. Research in 

Mathematics Education, Vol. 11, No 2, 149-166. 

Shaughnessy, J.M., Garfield, J. & Greer, B. (1996). Data handling. In A. J. Bishop, K. 

Clements, C. Keitel, J. Kilpatrick and C. Laborde (eds.), International Handbook of 

Mathematics Education, Dordrecht, Netherlands, Kluwer Academic Publishers, pp. 205–

237. 

Smith, E. & Confrey, J. (1991). Understanding Collaborative Learning: Small Group Work 

on Contextual Problems Using a Multi-Representational Software Tool. Chicago:  

AERA. 

Sutherland, R. & Balacheff, N. (1999). Didactical complexity of computational 

environments for the learning of mathematics. International Journal of Computers for 

Mathematical Learning, 4, 1-26. 



  

191 

 

Van Hiele, (1959). La Penseé de L'enfant et la Geometrie.  Bulletin de l'Association des 

Professeurs Mathematiques de l'Enseignement Public, p.198-205. 

Vergnaud, G. (1987). About Constructivism. Proceedings of the Eleventh International 

Conference for the Psychology of Mathematics Education, 42-55. Montreal. 

Vergnaud, G. (1991). La Théorie des Champs Conceptuels. Recherches en didactique des 

mathématiques. 10(2/3) 133-169. 

Vygotskij, L. S. (1978). Mind in Society. The Development of Higher Psychological 

Processes. Harvard University Press. 

Wegerif, R. & Mercer, N. (1996). A dialogical framework for researching peer talk. In R. 

Wegerif & P. Scrimshaw (Eds.), Computers and talk in the primary classroom. Milton 

Keyens, UK: Open University, 49-61. 

Κολέζα, Ε. (2006). Μαθηµατικά και Σχολικά Μαθηµατικά. Επιστηµολογική και 

κοινωνιολογική προσέγγιση της µαθηµατική Εκπαίδευσης. Εκδ. Ελληνικά Γράµµατα 

Κουτσελίνη, Μ. &, Θεοφιλίδης, Χ. (2002) ∆ιερεύνηση και Συνεργασία, Επιστήµες της 

Αγωγής, Μ. Κασσωτάκης Μ. (∆ιευθ. Σειράς). Αθήνα: εκδ. Γρηγόρης, Αθήνα. 

Κυνηγός, X. & ∆ηµαράκη, E. (επιµ.) (2002) Νοητικά Εργαλεία και Πληροφοριακά Μέσα. 

Εκδ. Καστανιώτη, Αθήνα.  

Κυνηγός, X. (2007) Το Μάθηµα της ∆ιερεύνησης, Παιδαγωγική Αξιοποίηση των Ψηφιακών 

Τεχνολογιών για τη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών. Εκδ. Ελληνικά Γράµµατα, Αθήνα.  

Κυνηγός, Χ. (Επιµ.) (2005) Η ∆ιδακτική των Μαθηµατικών ως Πεδίο Έρευνας στην 

Κοινωνία της Γνώσης, Πρακτικά του Πρώτου Συνέδριου της Ένωσης Ερευνητών 

∆ιδακτικής των Μαθηµατικών, Εργαστήριο Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας, Φιλοσοφική 

Σχολή ΕΚΠΑ., εκδ. Ελληνικά Γράµµατα. 

Μακρή, Κ., Αράπογλου, Α., Φράγκου, Ο., Κυνηγός, Χ. (2006) Ο Σχεδιασµός Πλαισίων 

Εκπαιδευτικών Σεναρίων ως ∆ιαδικασία Αναστοχασµού κατά την Επιµόρφωση 

Εκπαιδευτικών, Πρακτικά 5
ου

 Συνεδρίου ‘Οι Τεχνολογίες της Πληροφορίας και της 

Επικοινωνίας στην Εκπαίδευση’, 10-18, Επιµ. Ψύλλος ∆., ∆αγδιλέλης, Β. Αριστοτέλειο 

Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης και Πανεπιστήµιο Μακεδονίας. 

Ματσαγγούρας, Η. (1987). Οµαδοκεντρική ∆ιδασκαλία και Μάθηση. Αθήνα:. Γρηγόρης. 



  

192 

 

Φλουρής, Γ. Σ. (1992) Αναλυτικά Προγράµµατα για µια Nέα Eποχή στην Εκπαίδευση. Eκδ. 

Γρηγόρης, Αθήνα.  

Χρονάκη, Α. (2006) Η Μαίρη, η Μαρία και oι ‘άλλοι’: διαπραγµάτευση νοηµάτων στο 

ψηφιακό περιβάλλον Cabri-Geometry, Πρακτικά 5
ου

 Συνεδρίου ‘Οι Τεχνολογίες της 

Πληροφορίας και της Επικοινωνίας στην Εκπαίδευση’, 10-18, Επιµ. Ψύλλος ∆., 

∆αγδιλέλης, Β. Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης και Πανεπιστήµιο 

Μακεδονίας. 

Χρονάκη. Α. (2000) Συνεργασία µαθητών σε οµάδες: Mια προσέγγιση από την σκοπιά των 

εκπαιδευτικών. Σύγχρονη Εκπαίδευση. Aθήνα. Tεύχος 1. Νοεµ-∆εκ. 2000. σελ. 38-49. 

 

 

 



  

193 

 

12. Παράρτηµα – Ενδεικτικά σενάρια επιµορφωτών Β´ 

επιπέδου 

 Σενάριο 1: Σκάλες   

Συγγραφέας:  

Ειρήνη Περυσινάκη, Επιµορφώτρια Μαθηµατικών (Β´ επιπέδου).  

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα (τριγωνοµετρία) 

Εισαγωγή στην έννοια της κλίσης ευθείας µέσω της κλίσης  σκάλας. 

Συµµεταβαλλόµενα µεγέθη  

Οµοιότητα σχηµάτων 

Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 

Θέµα:  

Το θέµα του σεναρίου αφορά τη µελέτη της κλίσης µιας ευθείας µέσα από την διερεύνηση 

της κλίσης µιας σκάλας. Οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να πειραµατιστούν µε 

διαφορετικές τιµές του ύψους και του πλάτους των σκαλοπατιών µιας σκάλας και έτσι να 

διερευνήσουν τα γεωµετρικά στοιχεία που καθορίζουν την κλίση µιας σκάλας και κατ’ 

επέκταση µιας ευθείας. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο οι µαθητές έχουν επίσης τη δυνατότητα να 

κατανοήσουν τη σχέση της κλίσης µιας ευθείας (α) µε το λόγο της οριζόντιας αποµάκρυνσης 

και της κατακόρυφης ανύψωσης ενός σηµείου της ευθείας σε σχέση µε ένα σταθερό 

προεπιλεγµέµνο σηµείο της και (β) µε το µέτρο της οξείας γωνίας που σχηµατίζει η ευθεία µε  

τον ορίζοντα.  

Τεχνολογικά εργαλεία 

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Χελωνόκοσµος.  

Σκεπτικό 

Βασική ιδέα 
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Στο παρόν σενάριο οι µαθητές εργάζονται το Χελωνοκοσµο και προσπαθούν να 

«διορθώσουν» µε δυναµικό τρόπο, σκάλες που άλλοτε έχουν λάθος κλίση και προορισµό και 

άλλοτε µοιάζουν «σπασµένες». Με αυτόν τον τρόπο παρέχονται στους µαθητές ευκαιρίες να 

νοηµατοδοτήσουν µέσα από διαδικασίες διερεύνησης και πειραµατισµού την έννοια της 

κλίσης µιας σκάλας και να αποσαφηνίσουν τα στοιχεία που την καθορίζουν (π.χ. εξαρτάται 

από τον λόγο ύψους και πλάτους των σκαλοπατιών και όχι από τις απόλυτες διαστάσεις τους 

ή από το πλήθος τους). Μια σκάλα µε πολύ µικρές διαστάσεις σκαλοπατιών τείνει να γίνει 

ευθεία («τσουλήθρα»), κάτι που γίνεται αντιληπτό µέσα από τη δυνατότητα δυναµικού 

χειρισµού µεταβλητών που προσφέρει ο Χελωνόκοσµος. Έτσι, η έννοια της κλίσης µιας 

σκάλας επεκτείνεται µε φυσικό τρόπο στην έννοια της κλίσης ευθείας, αναδεικνύοντας 

σηµαντικά γεωµετρικά στοιχεία της, όπως την αµφιµονοσήµαντη σχέση της κλίσης της 

ευθείας µε το µέτρο της οξείας γωνίας που σχηµατίζει µε τον ορίζοντα.  

Προστιθέµενη αξία 

 Η εισαγωγή των µαθητών στην έννοια της κλίσης γίνεται στην αρχή του 2
ου

 κεφαλαίου της 

γεωµετρίας της Β΄ γυµνασίου µέσα από την έννοια της εφαπτοµένης οξείας γωνίας. Παρότι 

το αρχικό παράδειγµα που χρησιµοποιείται στο σχολικό βιβλίο αφορά την κλίση ως ποσοστό 

που δείχνει πόσο ανηφορικός είναι ένας δρόµος, στη συνέχεια τα υπόλοιπα µέρη του 

κεφαλαίου και οι αντίστοιχες ασκήσεις αναφέρονται στον υπολογισµό των πλευρών 

ορθογωνίων τριγώνων µε χρήση της εφαπτοµένης ως τριγωνοµετρικού αριθµού. Έτσι, η 

διασύνδεση ανάµεσα  στην εφαπτοµένη ως κλίση και τις παραµέτρους από τις οποίες 

εξαρτάται θέτει ένα διδακτικό και µαθησιακό ζήτηµα για τους µαθητές και το διδάσκοντα.    

Η έννοια της κλίσης µιας ευθείας φαίνεται να εξαρτάται από δύο παραµέτρους: την οριζόντια 

αποµάκρυνση και την κατακόρυφη ανύψωση κάποιου σηµείου της ευθείας σε σχέση µε  ένα 

σταθερό, προεπιλεγµένο σηµείο της. ∆ύσκολα λοιπόν οι µαθητές κατανοούν ότι η κλίση δεν 

εξαρτάται από τις συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές αυτών των µεγεθών, αλλά από το λόγο 

τους. Ακόµα πιο δύσκολα πείθονται για την ανεξαρτησία αυτού του λόγου από την επιλογή 

των δύο σηµείων. 

Το περιβάλλον του χελωνόκοσµου, ακριβώς επειδή διαθέτει εργαλεία πειραµατισµού, 

προσφέρει τη δυνατότητα στους µαθητές να κατασκευάσουν αρχικά τους «σωστούς» 

κανόνες δόµησης µιας σκάλας, στη συνέχεια να τους αµφισβητήσουν – κάτι που γίνεται 

µέσα από το διάλογο στις οµάδες - και τελικά να διακρίνουν τα απαραίτητα από τα περιττά 



  

195 

 

στοιχεία στην κατασκευή. Μέσα από αυτή τη διαδικασία αναστοχασµού και διαλόγου 

δηµιουργούνται βαθιές πεποιθήσεις για την συγκεκριµένη µαθηµατική έννοια. Η καλή 

κατάκτηση της έννοιας τέλος, αποτυπώνεται στις εικαστικές δηµιουργίες των µαθητών. 

Πλαίσιο εφαρµογής 

Σε ποιους απευθύνεται 

Το σενάριο προτείνεται να εφαρµοστεί στη Β΄ Γυµνασίου.  

Χρόνος υλοποίησης 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 6-8 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης 

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί στο εργαστήριο των Η/Υ. Η εισαγωγική συζήτηση 

που εµπλέκει τους µαθητές στο θέµα της κλίσης µιας σκάλας (και λαµβάνει χώρα κατά την 

1
η
 φάση εφαρµογής) µπορεί να διεξαχθεί στην αίθουσα διδασκαλίας. 

Προαπαιτούµενες γνώσεις 

Οι µαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν βασικές λειτουργικότητες του Χελωνόκοσµου, απλές 

εντολές Logo, γεωµετρία παράλληλων ευθειών, την έννοια του λόγου δύο αριθµών και την 

έννοια των ανάλογων ποσών. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Φύλλα εργασίας, οδηγίες, πρόχειρο σηµειωµατάριο.  

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές χωρίζονται σε οµάδες των 2 – 3 ατόµων που µοιράζονται κάθε µηχάνηµα και 

εναλλάσσουν περιοδικά τους εξής τρεις ρόλους: 

Μαθητής που χειρίζεται το πληκτρολόγιο και το ποντίκι. 

Μαθητής που παρακολουθεί την πορεία του φύλλου εργασίας και το έργο του 1ου µαθητή. 

Μαθητής που κρατά σηµειώσεις µε τους προβληµατισµούς της οµάδας και την πορεία της, 

µε στόχο τη δηµιουργία έκθεσης πεπραγµένων. 

Ο καθηγητής ενηµερώνει για τις σχετικές δραστηριότητες της κάθε φάσης, συντονίζει το 

έργο των οµάδων (όπως την αλληλεπίδρασή τους στην 3η φάση) και την ανακεφαλαιωτική 
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συζήτηση στο τέλος, φροντίζει για την απόκτηση κοινής ορολογίας. Ενθαρρύνει τη 

διερευνητική διαδικασία των οµάδων και σε καµία περίπτωση δεν δίνει έτοιµες απαντήσεις. 

Για παράδειγµα, προτρέπει τη χρήση των µεταβολέων σε µεγάλο εύρος τιµών, ή µε µικρό 

βήµα. Ακόµα µπορεί να θέσει προβληµατισµό για τον ρόλο των µεταβλητών στην 

κατασκευή µιας σκάλας: Οι µεταβλητές µιας σκάλας είναι το ύψος, το πλάτος και το πλήθος 

των σκαλοπατιών. Όταν όµως θεωρήσουµε την κλίση της σκάλας σαν µια από τις 

µεταβλητές, τότε ποια η ποιες από τις προηγούµενες θα µπορούσαν να αντικατασταθούν; 

Γιατί π.χ. είναι σωστό ότι µια σκάλα εξαρτάται από τις µεταβλητές, πλάτος, πλήθος 

σκαλοπατιών και κλίση; 

Στόχοι 

Από πλευράς γνωστικού αντικειµένου οι κύριοι διδακτικοί στόχοι του σεναρίου σχετίζονται 

µε την διερεύνηση της έννοιας της κλίσης µιας ευθείας από τους µαθητές κατά την εµπλοκή 

τους σε διαδικασίες διερεύνησης της κλίσης µιας σκάλας µε χρήση µεταβλητών για το ύψος 

και το πλάτος των σκαλοπατιών. Ειδικότερα, επιδιώκεται οι µαθητές:  

� Να κατανοήσουν ότι η κλίση µιας σκάλας εξαρτάται από το λόγο του ύψους προς 

το πλάτος των σκαλοπατιών της και ότι ο λόγος αυτός είναι ίδιος µε τον λόγο της 

κατακόρυφης ανύψωσης προς την οριζόντια αποµάκρυνση της σκάλας. 

� Να κατανοήσουν ότι η κλίση ευθείας - σκάλας επηρεάζεται από το λόγο της 

κατακόρυφης ανύψωσης προς την οριζόντια αποµάκρυνση ενός σηµείου της από 

κάποιο άλλο σταθερό σηµείο της και δεν επηρεάζεται από τα µήκη αυτών των 

αποστάσεων ούτε από την επιλογή των δύο σηµείων 

� Να κατανοήσουν ότι η κλίση ευθείας είναι ένας αριθµός καθαρός από µονάδες. 

� Να βρίσκουν την κλίση µιας σκάλας αν γνωρίζουν το ύψος και το πλάτος των 

σκαλοπατιών της. 

� Να βρίσκουν το πλάτος των σκαλοπατιών µιας σκάλας αν γνωρίζουν την κλίση 

της και το ύψος της. 

� Να βρίσκουν το ύψος των σκαλοπατιών µιας σκάλας αν γνωρίζουν την κλίση της 

και το πλάτος τους. 

� Να κατανοήσουν ότι η κλίση ευθείας – σκάλας συνδέεται αµφιµονοσήµαντα µε 

την οξεία γωνία που σχηµατίζει µε τον ορίζοντα. 
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� Να συνδέουν την κλίση 100% µε ευθεία – σκάλα που σχηµατίζει γωνία 45ο µε 

τον ορίζοντα. 

� Να συγκρίνουν τις κλίσεις δύο ευθειών µε το µέγεθος των γωνιών τους: 

Μεγαλύτερη κλίση σηµαίνει και µεγαλύτερη οξεία γωνία µε τον ορίζοντα. 

� Να κατανοήσουν ότι η κλίση µιας ευθείας – σκάλας µπορεί να είναι απεριόριστα 

µεγάλη ή και απεριόριστα µικρή, µέχρι και 0. 

Ανάλυση του σεναρίου 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε τέσσερις φάσεις: 

1η Φάση: Η 1
η
 φάση αφορά την εµπλοκή των µαθητών µε 

- την έννοια της κλίσης σε κεκλιµένες επιφάνειες και  

- την κατασκευή µιας σκάλας στο Χελωνόκοσµο µε µεταβλητό πλήθος σκαλοπατιών µέσα 

από την επανάληψη µιας δοσµένης διαδικασίας που κατασκευάζει ένα σκαλοπάτι µε χρήση 

µεταβλητών για το πλάτος και το ύψος του      

- την δυναµική αλλαγή των γεωµετρικών µεγεθών που καθορίζουν τη µορφή της σκάλας 

µέσα από την αλλαγή των τιµών των αντίστοιχων µεταβλητών.   

Αρχικά µπορεί να συζητηθεί µε τους µαθητές το θέµα της ισορροπίας και της άνεσης στην 

κίνηση στις διάφορες οριζόντιες ή κεκλιµένες επιφάνειες (π.χ. γιατί µια πλαγιά ενός βουνού 

είναι δύσκολη ή επικίνδυνη στην αναρρίχησή της ή γιατί µια τσουλήθρα θα µπορούσε να 

είναι επικίνδυνη αν η κλίση της ήταν εξαιρετικά µεγάλη).  

Μπορεί επίσης να πραγµατοποιηθεί και το εξής απλό πείραµα της «ισορροπίας κύβου σε 

κεκλιµένο επίπεδο»: Τοποθετούµε έναν κύβο σε µια όχι λεία σανίδα που αρχικά είναι 

οριζόντια και που σταδιακά την ανυψώνουµε. Παρατηρούµε ότι όταν η σανίδα έχει στραφεί 

κατά γωνία περίπου 45° (κλίση 100%) ο κύβος ανατρέπεται, κάτι που µπορεί να ερµηνευθεί 

και από τη θέση του κέντρου βάρους του κύβου.  

Στη συνέχεια ο εκπαιδευτικός παρακινεί τους µαθητές να διατυπώσουν ανάλογες σκέψεις για 

τις σκάλες και την κλίση τους, για το λόγο χρήσης τους (π.χ. ερωτώντας γιατί στη Σαντορίνη 

τα σοκάκια είναι γεµάτα σκαλοπάτια και δεν προτιµήθηκαν λείοι δρόµοι προσβάσιµοι σε 

οχήµατα) κ.τ.λ. 
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 Εικόνα 61: Η κατασκευή µιας σκάλας µε τρεις µεταβλητές.  

Τέλος, οι µαθητές καλούνται να σχεδιάσουν στο Χελωνόκοσµο µια απλή σκάλα που 

επαναλαµβάνει τη διαδικασία σκαλί. Στόχος εδώ είναι να αναγνωρίσουν οι µαθητές την 

επαναληπτική διαδικασία σκαλοπατιών στη σύνθεση µιας σκάλας και να αποκτηθεί µια 

κοινή γλώσσα για τα επόµενες φάσεις της διερεύνησης.  

Σε αυτή το σηµείο οι µαθητές παρακινούνται να παρατηρήσουν µε ποιο τρόπο η αλλαγή 

κάθε παραµέτρου επηρεάζει τη µορφή της σκάλας. Μεταβάλλοντας στο µεταβολέα τις 

µεταβλητές πλάτος (π) και ύψος (υ) των σκαλοπατιών ανεξάρτητα (εικόνα 60), η κλίση 

αλλάζει, όχι όµως όταν µεταβάλλεται το πλήθος τους (ν). Σε αυτή τη φάση δεν αναµένεται 

να είναι σε θέση οι µαθητές να διακρίνουν ότι η κλίση δεν µεταβάλλεται όταν το πλάτος και 

το ύψος των σκαλοπατιών µεταβληθούν διατηρώντας τον ίδιο λόγο. 

Ενδεικτικό φύλλο εργασίας (1
η
 Φάση) 

α) Αντιγράψτε στο περιβάλλον του Χελωνόκοσµου τη διαδικασία σκαλί που δίνεται 

ακολούθως και έπειτα εκτελέστε την εντολή  σκαλί 30 50 

για σκαλί :π :υ 

µ :υ δ 90 µ :π α 90 

τέλος 
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β) Τι σχηµατίστηκε; Τι αντιπροσωπεύει η µεταβλητή :π και τι η µεταβλητή :υ; 

_____________________________________________________________________ 

γ) Μπορείτε να δηµιουργήσετε µια νέα διαδικασία που θα ονοµάσετε σκάλα και θα 

δηµιουργεί σκάλες µε µεταβλητό πλάτος (:π), ύψος (:υ) και  πλήθος (:ν) σκαλιών; Όταν 

είστε έτοιµοι, εργαστείτε µε το µεταβολέα και γράψτε λίγες γραµµές για το πότε έχετε την 

αίσθηση ότι η σκάλα σας είναι ή δεν είναι απότοµη (αναφερθείτε στη σχέση των τριών 

µεγεθών, δηλαδή του πλάτους, ύψους και πλήθους σκαλοπατιών). 

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 

 

2
η
 Φάση: Η 2

η
 φάση αφορά την εµπλοκή των µαθητών µε τη διασύνδεση του σταθερού 

λόγου ύψους/πλάτους των σκαλοπατιών µε την σταθερή κλίση µιας σκάλας που ορίζεται από 

το λόγο της κατακόρυφης ανύψωσης (ψ) προς την οριζόντια αποµάκρυνση (χ). 

Στην πρώτη δραστηριότητα της φάσης αυτής οι µαθητές καλούνται να βρουν τον τρόπο να 

σχεδιάσουν σωστά τα σκαλοπάτια µιας σκάλας, της οποίας οι δύο διαστάσεις της (χ) και (ψ) 

έχουν σχεδιαστεί µε κόκκινες σταθερές γραµµές. Το πρόβληµα, δηλαδή, είναι η άνοδος της 

χελώνας από ένα συγκεκριµένο σηµείο σε ένα άλλο επίσης συγκεκριµένο σηµείο, µέσω µιας 

κλιµακωτής κίνησης. 

Πιο συγκεκριµένα οι µαθητές καλούνται να αντιγράψουν τις διαδικασίες µετατόπιση και 

αίνιγµαΑ, που φαίνονται στην εικόνα 61, και να πειραµατιστούν µε αλλαγέες τιµών ώστε 

να βεβαιωθούν ότι κατανοούν το είδος του σχήµατος που δηµιουργείται και τις αλλαγές. 

για µετατόπιση :χ :ψ 

θεσεχρωµαστυλο 4 

π :ψ α 90 µ :χ δ 90 

θεσεχρωµαστυλο 0 

τέλος 

α)  
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για αίνιγµαΑ :π :υ :ν 

µετατόπιση 80 120 

σκάλα :π :υ :ν 

τέλος 

 

αίνιγµαΑ 50 50 2 

β)  

Εικόνα 62 

Με την εκτέλεση της τελευταίας γραµµής κώδικα (αίνιγµαΑ 50 50 2) δηµιουργείται 

το πρώτο σχέδιο (εικόνα 61) ενώ η χελώνα ανέβηκε δύο σκαλοπάτια απέτυχε στο να 

ανέβει στην κορυφή της σκάλας (και αρχική θέση της χελώνας πριν τη µετατόπιση). 

Καλούνται στη συνέχεια καλούνται οι µαθητές να «λύσουν» το αίνιγµα της µετακίνησης 

για διάφορες τιµές του ν µε τη χρήση του δισδιάστατου µεταβολέα  (εικόνα 62). 

Συγκεκριµένα, στον οριζόντιο άξονα προβάλλεται το πλάτος σκαλοπατιού (π) ενώ στον 

κατακόρυφο το ύψος του (υ). Επιλέγοντας τη διακριτή – σηµειακή αναπαράσταση, οι 

µαθητές µέσα από πειραµατισµό µπορούν να διαπιστώσουν ότι όλες οι  «λύσεις» του 

αινίγµατος (κόκκινα σηµεία) βρίσκονται επάνω σε µια ευθεία. Ο εκπαιδευτικός µπορεί 

ακολούθως να παροτρύνει τους µαθητές να παρατηρήσουν τη γραµµική αυτή σχέση και 

να επιχειρήσουν να την ερµηνεύσουν. 
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Εικόνα 63: Μαντεύοντας τη σταθερότητα του λόγου ύψους/πλάτους σκαλοπατιού για µια 

σταθερή κλίση σκάλας µε τον δισδιάστατο µεταβολέα. 

Τέλος, οι µαθητές προσπαθούν να διορθώσουν τη διαδικασία του αινίγµατοςΑ και να την 

γενικεύσουν στην περίπτωση που η µετατόπιση έχει παραµέτρους χ και ψ. ∆ιαδικασίες 

που αναµένεται να προκύψουν είναι οι παρακάτω: 

για αίνιγµαΑ_λύση :ν 

µετατόπιση 80 120 

σκάλα 80/:ν 120/:ν :ν 

τέλος 

για σκάλαχψ :χ :ψ :ν 

µετατόπιση :χ :ψ 

σκάλα :χ/:ν :ψ/:ν :ν 

τέλος 

Φυσικά, οι µαθητές καλούνται να ελέγχουν τις 

εκάστοτε διαδικασίες µε τη δυναµική µεταβολή των µεταβολέων στο 

Χελωνόκοσµο. Ο εκπαιδευτικός ενισχύει τους µαθητές να διατυπώνουν 

τα συµπεράσµατά τους π.χ. το ότι η κλίση µιας σκάλας εξαρτάται κατά 

πολύ από τις δύο διαστάσεις της (την οριζόντια αποµάκρυνση χ και την 

κατακόρυφη ανύψωση ψ), ενώ είναι ανεξάρτητη από το πλήθος των 

σκαλοπατιών. Προκειµένου να ενισχύσει την διερεύνηση των µαθητών 

και την πορεία εξαγωγής των αντίστοιχων συµπερασµάτων ο 

εκπαιδευτικός µπορεί να καλέσει τους µαθητές να εκτελέσουν διαδοχικά τις ακόλουθες 

εντολές που δίνουν το εντυπωσιακό σχέδιο της εικόνας 63 και µε βάση αυτό να 

Εικόνα 64 
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προβληµατιστούν σχετικά µε την κλίση των σχηµατιζόµενων σκαλών.σκάλαχψ 80 120 

5 

σκάλαχψ 80 120 10 

σκάλαχψ 80 120 20 

σκάλαχψ 80 120 40 

Το πώς ακριβώς εµπλέκονται οι διαστάσεις χ και ψ της σκάλας στην κλίση της γίνεται 

ακόµα πιο ξεκάθαρο µε το δεύτερο αίνιγµα που καλούνται ακολούθως οι µαθητές να 

λύσουν: Το ζητούµενο είναι να προσδιορίσουν µε χρήση των µεταβολέων τις τιµές των χ 

και ψ ώστε οι δύο παραγόµενες σκάλες (εικόνα 64) να έχουν την ίδια κλίση (χωρίς 

αναγκαστικά να ταυτίζονται). Προτείνεται στους µαθητές να  παρατηρούν συγχρόνως τις 

εκτυπώσεις του λόγου ψ/χ στην έξοδο της ψηφίδας Logo. Σε αυτή την περίπτωση κάθε 

φορά που προσεγγίζουν κάποια λύση, η εκτύπωση αντίστοιχα προσεγγίζει τον αριθµό 1.5. 

 

 

 

 

 

 

για αίνιγµαΒ :χ :ψ :ν 

σκάλαχψ 80 120 40 

σκάλαχψ :χ :ψ :ν 

τύπωσε :ψ/:χ 

τέλος 

αίνιγµαΒ 80 80 10 

 

3
η
 Φάση: Στην τρίτη φάση οι µαθητές εµπλέκονται µε τη διερεύνηση της σχέσης που συνδέει 

τις κλίσεις που έχουν διαφορετικές σκάλες. Για αυτό το λόγο κατασκευάζονται αρχικά 

διώροφες σκάλες που περιλαµβάνουν σκάλες ίδιου ύψους και πλήθους σκαλοπατιών αλλά 

διαφορετικής κλίσης. Το ζητούµενο είναι να βρεθούν οι τιµές του πλάτους των σκαλοπατιών  

ώστε να κατασκευαστεί µια σκάλα µε ενιαία κλίση.  

Στη φάση οι οµάδες των µαθητών αλληλεπιδρούν ανά δύο: 

Ζητείται από τη µία οµάδα να δηµιουργήσει µια διαδικασία που θα παράγει απλές σκάλες, 

όπως εκείνες της 1
ης

 φάσης, µε τη δέσµευση ότι θα έχουν 10 σκαλοπάτια και θα 

ανυψώνονται ακριβώς 50 µονάδες. Οµοίως, η δεύτερη οµάδα δηµιουργεί µια δεύτερη 

Εικόνα 65 
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διαδικασία για να κατασκευάσει σκάλες που έχουν επίσης 10 σκαλοπάτια, αλλά 

ανυψώνονται 150 µονάδες ακριβώς. Και στις δύο διαδικασίες θα πρέπει οι µαθητές να 

αναγνωρίσουν ότι το µοναδικό µεταβλητό µέγεθος είναι το πλάτος (π) των σκαλοπατιών. 

Έπειτα, καλούνται από κοινού οι δύο οµάδες να δηµιουργήσουν µια διαδικασία η οποία 

δηµιουργεί σκάλες που το πρώτο τους τµήµα είναι η σκάλα της πρώτης οµάδας ενώ το 

δεύτερο τµήµα τους είναι η σκάλα της δεύτερης οµάδας. ∆ιαδικασίες που αναµένεται να 

προκύψουν είναι οι παρακάτω: 

για σκάλα_50 :π  

θέσεχρωµαστυλο 4 

σκάλα :π 5 10 

θέσεχρωµαστυλο 0 

τέλος  

 

για σκάλα_150 :π 

σκάλα :π 15 10 

τέλος 

 

για διώροφη_σκάλα :π  

σπ π 100 σκ 

σκάλα_50 :π 

σκάλα_150 :π 

τέλος 

διώροφη_σκάλα 10 

Στη συνέχεια της δραστηριότητας οι µαθητές καλούνται να δοκιµάσουν να ‘διορθώσουν’ την 

παραπάνω διαδικασία ώστε να «κολλάνε» σωστά οι δύο σκάλες. Ο εκπαιδευτικός µπορεί να 

παροτρύνει τους µαθητές µετακινήσουν το µεταβολέα π ώστε να διαπιστώσουν ότι αλλαγή 
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στο πλάτος των σκαλοπατιών δεν λύνει το πρόβληµα.. Ερωτήµατα που µπορεί να 

διατυπωθούν από τους µαθητές: Μήπως η συγκεκριµένη δυσκολία οφείλεται στο ότι η 

δεύτερη σκάλα έχει ψηλότερα σκαλοπάτια; Μήπως θα έπρεπε αυτά να είναι περισσότερα και 

πιο χαµηλά; Θα µπορούσε µια τέτοια κατασκευή να υπάρξει πραγµατικά; 

Σ’ αυτό το σηµείο προτείνεται να δοθεί στους µαθητές η διερεύνηση του αινίγµατος Γ : 

για αίνιγµαΓ :π1 :π2 

σπ π 100 α 90  

µ 100 δ 90 σκ 

σκάλα_50 :π1 

σκάλα_150 :π2 

τέλος 

 

αίνιγµαΓ 10 10 

 

Η διαφορά της διαδικασίας αίνιγµαΓ από τη διαδικασία διώροφη_σκάλα είναι ότι στην 

πρώτη χρησιµοποιούνται διαφορετικές µεταβλητές για το πλάτος των σκαλοπατιών κάθε 

σκάλας. Έτσι, οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να εντοπίσουν ζεύγη αριθµών που «λύνουν» 

το πρόβληµα. Μάλιστα, µε τη βοήθεια του δισδιάστατου µεταβολέα και την επιλογή της 

διακριτής-σηµειακής παράστασης καλούνται να µελετήσουν τη συµµεταβολή των π1 και π2 

και να ανακαλύψουν ποια σχέση συνδέει τα πλάτη των σκαλοπατιών κάθε σκάλας στις 

περιπτώσεις που λύνεται το αίνιγµα Γ και να διατυπώσουν κατάλληλα συµπεράσµατα.  Π.χ. 

Για να «κολλούν» οι δύο σκάλες θα πρέπει η σκάλα µε το τριπλάσιο ύψος να έχει 

σκαλοπάτια τριπλάσιου πλάτους. ∆ηλαδή, θα πρέπει οι δύο σκάλες να έχουν ίδια κλίση (κ): 

το ποσοστό ανύψωσης σε σχέση µε την αποµάκρυνση θα πρέπει να είναι το ίδιο. 

Αυτό το σηµείο είναι κρίσιµο να αναδειχθεί µέσα από µια σύντοµη ανοιχτή συζήτηση των 

οµάδων που θα συντονίσει ο εκπαιδευτικός. Θα πρέπει λοιπόν να συµφωνήσουν οι οµάδες 

ποιον αριθµό θα ονοµάζουν κλίση σκάλας – ευθείας. Να παρατηρήσουν ότι είναι αριθµός 
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ανεξάρτητος από µονάδες και ότι είναι ένα σηµαντικό στοιχείο για τη δηµιουργία διώροφων 

σκαλών.  

4
η
 Φάση: Η τέταρτη φάση αφορά την χρήση της κλίσης µιας σκάλας για την κατασκευή 

διώροφων σκαλών που προκύπτουν από τη συνένωση δύο διαφορετικών σκαλών. ∆ηλαδή, οι 

µαθητές εµπλέκονται σε διαδικασίες επανασχεδίασης της διώροφης σκάλας µε χρήση της 

κλίσης ως µεταβλητής.  

Αν το κοινό χαρακτηριστικό των δύο σκαλών που αποτελούν τη διώροφη σκάλα είναι η 

κλίση τους (κ), τότε οι διαδικασίες που τις παράγουν και τις ενώνουν χωρίς προβλήµατα θα 

πρέπει να είναι ως ακολούθως: 

για σκάλα_50β :κ  

θέσεχρωµαστυλο 4 

σκάλα 5/:κ 5 10 

θέσεχρωµαστυλο 0 

τέλος 

 

για σκάλα_150β :κ 

σκάλα 15/:κ 15 10 

τέλος 

 

για διώροφη_σκάλαΒ :κ 

σπ π 100 σκ 

σκάλα_50β :κ 

σκάλα_150β :κ 

τέλος 

διώροφη_σκάλαΒ 1 

Εδώ οι µαθητές καλούνται να «παίξουν» µε το µεταβολέα (αφού ρυθµίσουν το βήµα της 

µεταβλητής κ στο 0.05) για να παρατηρήσουν ότι η κλίση 1 (100%) σηµαίνει ίση 

κατακόρυφη ανύψωση µε οριζόντια αποµάκρυνση (γωνία 45º). Επίσης, ότι όταν η κλίση 

ξεπερνά τη µονάδα η σκάλα γίνεται απότοµη ενώ όταν είναι µικρότερη της µονάδας η σκάλα 

είναι πιο οµαλή. 

Το επόµενο βήµα είναι να κληθούν οι µαθητές να αντικαταστήσουν µία από τις παραµέτρους 

π (πλάτος σκαλιού) ή υ (ύψος σκαλιού) µε την κλίση του σκαλιού (κ). Έτσι αναµένεται να 

ανακύψει έδαφος για πειραµατισµό σχετικά µε τη δηµιουργία σκαλών µε ελεγχόµενη κλίση: 

Ενδεικτικές διαδικασίες: 

για νέα_σκάλα :π :ν :κ 

σκάλα :π :π*:κ :ν 

τέλος 

νέα_σκάλα 10 8 1 
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Ο πειραµατισµός των µαθητών µε τη δυναµική µεταβολή των τριών παραµέτρων στην 

παραπάνω διαδικασία αναµένεται να προσφέρει υποστήριξη στους µαθητές προκειµένου 

να ανακαλύψουν ότι: 

� Όταν η κλίση είναι περίπου 0 η σκάλα είναι σχεδόν οριζόντια. 

� Η κλίση µπορεί να γίνει οσοδήποτε µεγάλη θελήσουµε. 

� Όσο µεγαλώνει η κλίση µιας σκάλας τόσο αυτή γίνεται πιο απότοµη. 

� Σε κάθε γωνία που σχηµατίζει η σκάλα µε το οριζόντιο επίπεδο αντιστοιχεί µια 

διαφορετική τιµή για την κλίση της σκάλας και αντίστροφα.  

� Η κλίση δεν επηρεάζεται από το πλήθος ν των σκαλοπατιών. 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί επίσης να καλέσει τους µαθητές να διερευνήσουν τι θα συµβεί 

αν η κλίση πάρει αρνητικές τιµές;  

Και επειδή οι νέες σκάλες επανασχεδιάστηκαν για να µπορούν να «κολληθούν» επιτυχώς, 

οι µαθητές ολοκληρώνουν αυτή τη φάση δηµιουργώντας µια διαδικασία που «κολλά» 

δυο νέες σκάλες (µε την ίδια κλίση φυσικά): 

για νεα_διώροφη_σκάλα :π1 :ν1 :π2 :ν2 :κ 

θεσεχρωµαστυλο 4 

νέα_σκάλα :π1 :ν1 :κ 

θέσεχρωµαστυλο 0 

νέα_σκάλα :π2 :ν2 :κ 

τέλος 

Επέκταση της δραστηριότητας.  

A. Παίζοντας µε τους ρητούς  

Θα µπορούσε να ζητηθεί από τους µαθητές να εκτελέσουν διαδοχικά τις εξής διαδικασίες: 

σκάλα 10 10 10 

σκάλα 10 -10 10 

σκάλα -10 -10 10 
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σκάλα -10 10 10 

Το σχέδιο που προκύπτει µοιάζει µε ένα µπισκότο (εικόνα 67).  

Το ζητούµενο είναι να ερµηνεύσουν την ανοδική – καθοδική κίνηση της χελώνας και να 

τη συσχετίσουν µε τα σηµεία του Καρτεσιανού επιπέδου, αλλά και µε τις πράξεις 

ακεραίων. Φυσικά, αφού το «µπροστά –10» σηµαίνει «πίσω 10», το πρόσηµο ‘–’ δε 

σηµαίνει τίποτε άλλο από το «αλλαγή διεύθυνσης». Έτσι, για παράδειγµα, εκτελώντας την 

τρίτη εντολή η χελώνα κινείται και προς τα αριστερά και προς τα κάτω. 

Β. Μελετώντας τις «παράλληλες» και τις «κάθετες» σκάλες (κυρίως στην Α´ Λυκείου για 

τη συνθήκη παραλληλίας – καθετότητας ευθειών) 

Για τις παράλληλες σκάλες o εκπαιδευτικός δίνει στους µαθητές τη διαδικασία 

αµυστήριο για να διερευνήουν τη συνθήκη κατά την οποία οι δύο σχηµατιζόµενες σκάλες 

είναι παράλληλες: 

για αµυστήριο :π1 :ν1 :κ1 :π2 :ν2 :κ2 

νέα_σκάλα :π1 :ν1 :κ1 

σπ π :π1*:ν1*:κ1 α 90 

µ :π1*:ν1 π 100 δ 90 σκ 

νέα_σκάλα :π2 :ν2 :κ2 

τέλος 

σβγ 

αµυστήριο 10 10 0.4 10 10 0.7 

 

Εικόνα 68: ∆ιερεύνηση της συνθήκης παραλληλίας 
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Για τις κάθετες σκάλες οµοίως µπορεί να δοθεί στους µαθητές το βµυστήριο. Επειδή η 

διερεύνηση είναι πιο δύσκολη εδώ, ο εκπαιδευτικός µπορεί να υποδείξει ότι τα :κ1 

και :κ2 θα µπορούσαν να πάρουν και αρνητικές τιµές. Μάλιστα διευκολύνεται η 

διερεύνηση αν τροφοδοτηθεί η διαδικασία βµυστήριο µε τις σωστές τιµές των :κ1 

και :κ2 όπως φαίνεται στο δεύτερο σχήµα της εικόνας 69. 

για βµυστήριο :π1 :ν1 :κ1 :π2 :ν2 :κ2 

νέα_σκάλα :π1 :ν1 :κ1 

σπ π :π1*:ν1*:κ1 α 90 

µ :π1*:ν1 δ 90 σκ 

νέα_σκάλα :π2 :ν2 :κ2 

τέλος 

 

σβγ 

βµυστήριο 8 8 0.5 8 8 2 

σβγ 

βµυστήριο 8 8 0.5 8 8 –2 

  

Εικόνα 69: ∆ιερεύνηση της συνθήκης καθετότητας 

Γ. Εικαστικές δηµιουργίες 
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Μια άλλη ενδιαφέρουσα επέκταση, που προϋποθέτει την κατανόηση και την εξοικείωση 

των µαθητών µε τις διαδικασίες που συναντήθηκαν στο παρόν σενάριο µαθήµατος, είναι η 

ελεύθερη καλλιτεχνική έκφραση. ∆ηλαδή, η δηµιουργία σύνθετων σχηµάτων µε δοµικό 

στοιχείο τις σκάλες. Αν γίνει και χρήση αναδροµικών διαδικασιών, τα αποτελέσµατα 

µπορούν να είναι εντυπωσικά.  

για τετράγωνο :ν  

αν :ν>8 [σταµάτησε] 

επανάλαβε 2 [ 

σκαλα 32/:ν 32/:ν 4*:ν 

π 128 α 90 µ 128 δ 90 

µ 128 δ 90 µ 128 δ 90] 

τετράγωνο 2*:ν 

τέλος 

τετράγωνο 1 

Άλλα ενδεικτικά σχέδια είναι τα εξής: 

 

 

  



  

210 

 

Σενάριο 2: Ο ερευνητής και οι χελώνες ΚΑΡΕΤΑ_ΚΑΡΕΤΑ 

Συγγραφέας:  

Καλλιόπη Αρδαβάνη, Επιµορφώτρια Μαθηµατικών (Β´ επιπέδου).  

Γνωστική περιοχή:   

Άλγεβρα 

 Ανεξάρτητη και εξαρτηµένη µεταβλητή.  

Πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών συνάρτησης.  

Μελέτη της γραφικής παράστασης της y=αx+β.  

Αλλαγή κλίµακας της γραφικής παράστασης  

Μετασχηµατισµοί της y=αx.  

Έννοια της αντίστροφης συνάρτησης . 

Θέµα:  

Το θέµα του σεναρίου αφορά τη µελέτη της συνάρτησης y=αx+β και τη χρήση της ως 

εργαλείο για τη διερεύνηση και επίλυση αντίστοιχων προβλήµάτων. Η διαδικασία που 

προτείνεται στο συγκεκριµένο σενάριο κατά µια έννοια “αντιστρέφει” την παραδοσιακή 

διαδικασία που ακολουθείται στην συνήθη διδακτική πρακτική για την µελέτη των 

συναρτήσεων και τη λύση προβληµάτων. Συγκεκριµένα, οι µαθητές δεν έχουν δεδοµένη τη 

συνάρτηση, ώστε µέσω της µελέτης της να απαντήσουν στα ερωτήµατα του προβλήµατος. 

Αντίθετα, µέσω των δραστηριοτήτων του σεναρίου εµπλέκονται σε διαδικασίες προσέγγισης 

ερευνητικών δεδοµένων και µέσω αυτών οδηγούνται στην κατασκευή της συνάρτησης. Αυτή 

ακριβώς η διαδικασία δεν είναι εύκολα προσεγγίσιµη µε τα παραδοσιακά µέσα διδασκαλίας, 

ενώ αντίθετα ενθαρρύνεται µε τη χρήση του προτεινόµενου λογισµικού. 

Τεχνολογικά εργαλεία 

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί µε το λογισµικό Function Probe.   

Σκεπτικό 

Βασική ιδέα 
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H ιδέα του σεναρίου προήλθε από µια εφαρµογή του σχολικού βιβλίου Μαθηµατικών Γ´ 

Λυκείου. Το  πρόβληµα µε την δοσολογία φαρµάκου και τον χρόνο επίδρασης αναισθητικού 

προσφέρεται για τον σχεδιασµό δραστηριοτήτων που αναδεικνύουν τη δυναµική µιας 

πραγµατικής κατάστασης. Οι µαθητές καλούνται να διαλέξουν και να ορίσουν την 

ανεξάρτητη µεταβλητή (χρόνος - ποσότητα φαρµάκου), να φτιάξουν πίνακα αντίστοιχων 

τιµών και να δουν τα αντίστοιχα ζευγάρια ως σηµεία στο επίπεδο. Ερευνούν, αναζητούν, 

πειραµατίζονται αν υπάρχει ευθεία ή καµπύλη που διέρχεται από αυτά. Η µαθηµατικοποίηση 

του προβλήµατος δίνει την ευκαιρία στους µαθητές να εµπλακούν σε διαδικασίες 

µοντελοποίησης µιας πραγµατικής κατάστασης και επίλυσης του προβλήµατος. 

Προστιθέµενη αξία 

Οι µαθητές γνωρίζουν την ευθεία ως γεωµετρικό σχήµα και ως γραφική παράσταση των 

συναρτήσεων y=x , y=ax, y=ax+b ανεξάρτητων µεταξύ τους και άσχετα από την 

καθηµερινότητα. ∆υσκολεύονται να κατασκευάσουν συναρτήσεις για να λύσουν πραγµατικά 

προβλήµατα. ∆εν κατανοούν τον συσχετισµό δύο µεταβλητών και τη χρησιµότητα της 

γνώσης αυτής. 

Το σενάριο βάζει τους µαθητές αλλά και τους διδάσκοντες σε διερευνητική διαδικασία που 

δεν µπορεί να γίνει παραδοσιακά. Οι µαθητές έχουν τη δυνατότητα να κατασκευάσουν και 

να µελετήσουν µια συνάρτηση προκειµένου να λύσουν ένα πρόβληµα, έχοντας διαθέσιµες 

πολλαπλές αναπαραστάσεις της ίδιας συνάρτησης όπως του πίνακα τιµών της, του τύπου της 

και του γραφήµατός της.   

Πιο συγκεκριµένα: Οι µαθητές επιλέγουν την ανεξάρτητη µεταβλητή και ορίζουν το πεδίο 

ορισµού. Αναπροσαρµόζουν την κλίµακα ώστε να βλέπουν στο γράφηµα τα σηµεία µιας 

περιοχής. Προσεγγίζουν σηµεία µέσω µιας ευθείας πειραµατιζόµενοι σαν να κρατούν ένα 

χάρακα στο χέρι και να τον µετακινούν ώστε να περάσει όσο το δυνατόν πιο κοντά σε αυτά. 

Το FP τους παρέχει τη δυνατότητα σε κάθε φάση του πειραµατισµού τους να βλέπουν τον 

τύπο της ευθείας. Παράλληλα, δίνεται η δυνατότητα στον διδάσκοντα να αναφερθεί και σε 

ήδη διδαγµένες έννοιες όπως π.χ. τα ανάλογα και αντιστρόφως ανάλογα ποσά.  

Πλαίσιο εφαρµογής 

Σε ποιους απευθύνεται 
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Το σενάριο µπορεί να εφαρµοστεί µε κατάληλες προσαρµογές στις Β΄ και Γ΄ Γυµνασίου και 

στην Α΄ Λυκείου. 

Χρόνος υλοποίησης 

Για την εφαρµογή του σεναρίου εκτιµάται ότι απαιτούνται 2-3 διδακτικές ώρες.  

Χώρος υλοποίησης 

Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί στο εργαστήριο των Η/Υ. Οι µαθητές εργάζονται σε 

οµάδες των δύο ή τριών ατόµων ανά υπολογιστή.  

Προαπαιτούµενες γνώσεις 

Οι µαθητές θα πρέπει να έχουν διδαχθεί τις συναρτήσεις y=ax, y=ax+b, y=a/x  καθώς και τις 

γραφικές τους παραστάσεις. 

Να γνωρίζουν βασικές λειτουργίες του λογισµικού FP. 

Απαιτούµενα βοηθητικά υλικά και εργαλεία 

Για την διεξαγωγή της δραστηριότητας απαιτούνται φύλλο εργασίας για τους µαθητές και 

βασικές οδηγίες για την λειτουργία του λογισµικού FP.   

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης 

Οι µαθητές είναι σε οµάδες των 2 – 3 ατόµων µε κοινό φύλλο εργασίας. Συνεργάζονται, 

συζητούν, πειραµατίζονται, ερευνούν και αλληλεπιδρούν µεταξύ τους αλλά και µε το 

λογισµικό. ∆ιατυπώνουν κανόνες. Οι µαθητές ενθαρρύνονται από τον διδάσκοντα όταν 

κάνουν λάθη να πειραµατίζονται και να προσπαθούν µέχρι να ικανοποιηθούν από το 

αποτέλεσµα.  Ο διδάσκων παρακολουθεί, παροτρύνει, και καθοδηγεί τις οµάδες.  

Στόχοι 

Οι δραστηριότητες που περιγράφονται στη συνέχεια έχουν ως στόχο οι µαθητές  

να αλληλεπιδράσουν µε το πρόγραµµα,  

να κατανοήσουν τις έννοιες του πεδίου ορισµού και τιµών µιας συνάρτησης και το τι 

σηµαίνουν οι έννοιες αυτές σε ένα πραγµατικό πρόβληµα,  

να ξεκαθαρίσουν την έννοια των αντιστρόφως ανάλογων ποσών, 
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να αναγνωρίσουν µια ευθεία του επίπεδου ως µετασχηµατισµό της y=ax και να µπορούν να 

πραγµατοποιούν µετασχηµατισµούς της για να κάνουν τη γραφική παράσταση µιας άλλης 

συνάρτησης,  

να κατανοήσουν την έννοια της αντίστροφης συνάρτησης. 

Ανάλυση του σεναρίου: 

Ροή εφαρµογής των δραστηριοτήτων 

Η εφαρµογή του σεναρίου  στην τάξη υλοποιείται µέσα από τα βήµατα του φύλλου εργασίας 

που δίνεται σε κάθε  οµάδα. Σε αυτό έχουν συναφθεί οδηγίες και εικόνες των εργαλείων του 

λογισµικού για την διαδικασία επίλυσης του προβλήµατος. Οι µαθητές ενηµερώνονται για το 

πρόβληµα συνολικά και κατόπιν απαντούν στα ερωτήµατα.  

Η εφαρµογή των δραστηριοτήτων µπορεί να διαχωριστεί σε τρεις φάσεις: 

1η Φάση:  

Στην 1
η
 φάση οι µαθητές ενηµερώνονται για το πρόβληµα, ενεργοποιούνται για να 

καταχωρήσουν τα δεδοµένα σε πίνακα του FP και παρατηρούν το είδος της σχέσης  τους. 

Συζητούν και προτείνουν την ανεξάρτητη µεταβλητή της σχέσης αυτής. Στέλνουν τα ζεύγη 

τιµών που ορίζονται από αυτή τη διαδικασία σαν σηµεία στο γράφηµα  και αλλάζουν την 

κλίµακα για να τα διακρίνουν. 

Πιο συγκεκριµένα, δίνεται στους µαθητές σε φύλλο εργασίας το παρακάτω πρόβληµα:  

Το πρόβληµα: Σώστε τις χελώνες ΚΑΡΕΤΑ - ΚΑΡΕΤΑ!. Ένας ερευνητής εξετάζει την 

επίδραση ενός αναισθητικού σε 10 χελώνες Καρέτα - Καρέτα προκειµένου να το προωθήσει 

σε χειρούργους για λεπτές σωτήριες επεµβάσεις σε αυτές. Μελετά τους χρόνους που 

µεσολάβησαν ώσπου οι χελώνες να χάσουν τις αισθήσεις τους (να λιποθυµήσουν) 

εµβολιάζοντας τες  µε διαφορετική δόση κάθε φορά. Παρατηρεί ότι όταν οι δόσεις είναι 0.30,  

0.35,  0.40,  0.45,  0.55,  0.60,  0.65,  0.70,  0.75,  0.80  mgr οι αντίστοιχοι χρόνοι   

λιποθυµίας είναι :12.5,  11.5,   11,   8.5,   7,   6,   5,   4,   2.5,   2 sec. 

Ζητείται από τους µαθητές να συµπληρώσουν τις 2 πρώτες στήλες στο παράθυρο Πίνακας 

του FP γράφοντας στην πρώτη στήλη τις δόσεις φαρµάκου σε mgr και στη δεύτερη τους 

αντίστοιχους χρόνους λιποθυµίας σε sec των χελωνών ονοµάζοντας την πρώτη m και την 

δεύτερη t . 
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Εικόνα 70 

Καλούνται ακολούθως να παρατηρήσουν τα δεδοµένα στον πίνακα και να γράψουν τις 

παρατηρήσεις τους. Αν παρατηρήσουν ότι (ίσως) τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα µπορεί 

ο διδάσκων να τους παροτρύνει να το ψάξουν µε την βοήθεια του FP και σε µια νέα στήλη 

του πίνακα να ζητήσουν µια σχέση που θα πρέπει να ικανοποιούν αυτά π.χ z=m*t.   

Κατόπιν θα πρέπει να συζητήσουν για το ποιο από τα δύο ποσά εξαρτάται από το άλλο. Αυτό 

µπορεί να γίνει θέτοντας ο διδάσκων την ερώτηση: Από τι εξαρτάται τι; 

Στη συνέχεια καλούνται να βάλουν το  στη στήλη της ανεξάρτητης µεταβλητής και το 

 στη στήλη της εξαρτηµένης.  

 

Εικόνα 71 
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Στη συνέχεια οι µαθητές καλούνται να στείλουν τα αντίστοιχα ζευγάρια τιµών ( , ) στο 

επίπεδο και να ελέγξουν αν αυτά εµφανίζονται στο παράθυρο Γράφηµα. Αν δεν τα 

διακρίνουν, ο εκαπιδευτικός καλεί τους µαθητές να αναρωτηθούν και να συζητήσουν µε την 

οµάδα τους τη γνώµη τους για το τι συµβαίνει και τι πρέπει να αλλάξει προκειµένου να 

εµφανιστούν (Αλλαγή κλίµακας).   

  

Εικόνα 72 

2
η
 Φάση 

Στη δεύτερη φάση οι µαθητές καλούνται όταν έχουν στο οπτικό τους πεδίο τα σηµεία να 

ζητήσουν από το γράφηµα «σύνδεση σηµείων» και να συζητήσουν  σχετικά µε το είδος της  

γραµµής που τα ενώνει (π.χ. αν τους θυµίζει περισσότερο ευθεία ή καµπύλη).  
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Εικόνα 73 

Αν ο µαθητές θεωρήσουν τη γραµµή ως ευθεία καλούνται να πληκτρολογήσουν στο πλαίσιο 

συναρτήσεων τον πιο απλό τύπο συνάρτησης που αντιστοιχεί σε µια ευθείας. Οι µαθητές 

µπορεί να πληκτρολογήσουν την t=m, t=-m ή κάτι άλλο. Καλούνται να ζητήσουν: γράφηµα 

→  επιλογές γραφήµατος → εµφάνιση µετασχηµατισµών. Έχοντας ως  αφετηρία την ευθεία 

που πληκτρολόγησαν να προσεγγίσουν τη γραµµή που συνδέει τα σηµεία. Να 

χρησιµοποιήσουν τα εργαλεία µετατόπισης   και αυξοµείωσης    του FP σε 

αυτήν την προσπάθεια.  

Καλούνται ακολούθως να σηµειώσουν τον τύπο της παραπάνω ευθείας. Μια ενδεικτική 

απάντηση µπορεί να είναι η παρακάτω:   

t=-20.8m+18.5 
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Εικόνα 74 

Ακολούθως, οι µαθητές καλούνται να πληκτρολογήσουν στο παράθυρο Πίνακας τον τύπο 

της ευθείας. Βάζοντας το εικονίδιο  στην αντίστοιχη στήλη θα ενηµερωθούν αυτόµατα 

από το λογισµικό οι αντίστοιχες τιµές της στήλης για την κάθε τιµή δόσης του φαρµάκου. 

Με αυτό τον τρόπο δίνεται η ευκαιρία να συζητήσουν οι µαθητές για το τι αντιπροσωπεύει ο 

πίνακας τιµών µιας συνάρτησης.  

Στη συνέχεια ζητείται από τους µαθητές να διατυπώσουν πώς θα βοηθήσουν τον ερευνητή 

ώστε, χωρίς να πραγµατοποιήσει πείραµα, να µπορεί να ξέρει τι θα αναµένει όσον αφορά το 

χρόνο αναισθησίας των χελωνών µετά από δόση φαρµάκου 0.05, 0.1, 0.15,  0.2, 0.5,  0.73,  

0.9 και 1 mgr. Ο διδάσκων µπορεί να παροτρύνει τους µαθητές να χρησιµοποιήσουν 

περισσότερους τρόπους για τους υπολογισµούς αυτούς όπως π.χ. το εργαλείο ‘Γέµισµα 

πίνακα’ ή την κατασκευή κουµπιού    στην αριθµοµηχανή.  

3
η
 Φάση  

Στην 3
η
 φάση οι µαθητές καλούνται να απαντήσουν στο αν η ευθεία τέµνει τους άξονες και 

σε ποια σηµεία, να ερµηνεύσουν τα ευρήµατά τους για το πείραµα και να διατυπώσουν 

εξηγήσεις.  

Να γράψουν ποιο είναι το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών στην παραπάνω συνάρτηση 

που κατασκεύασαν στο FP.  
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 Εδώ είναι µια καλή ευκαιρία να γίνει αντικείµενο διαπραγµατεύσεων το τι σηµαίνει για το 

πείραµα το σηµείο τοµής του γραφήµατος της συνάρτησης µε τον άξονα χχ΄ και να 

απαντήσουν στο ερώτηµα: Με πόση ποσότητα φαρµάκου πρέπει να εφοδιαστεί ο ερευνητής 

ώστε να εξασφαλίσει τη δυνατότητα 23 τουλάχιστον πειραµατισµών ακόµη και πόσο θα του 

κοστίσει αν το φάρµακο έχει 120.000 ευρώ το  κιλό? 

Αν ένα νέο φάρµακο βελτιώνει το χρόνο αναισθησίας κατά 1.5 sec να βρουν τον τύπο της 

αντίστοιχης ευθείας και τα χρήµατα που θα ωφεληθεί ο ερευνητής για την αγορά του 

φαρµάκου.  

 

Εικόνα 75 

Τέλος, µπορεί να τεθεί από τον διδάσκοντα σε φύλλο εργασίας το εξής ερώτηµα:  

Ο ερευνητής θέλει να αναισθητοποιήσει µια χελώνα σε χρόνο t = 5.3 sec. Πόση θα είναι η 

απαιτούµενη ποσότητα φάρµακου?  

Οι µαθητές καλούνται να βοηθήσουν τον ερευνητή να έχει ένα τύπο υπολογισµού της δόσης 

όταν για την επέµβαση απαιτείται συγκεκριµένος  χρόνος αναισθητοποίησης. Αν αυτό είναι 

µια νέα συνάρτηση να βρουν το πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών της, να τα συγκρίνουν και 
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να τα αντιπαραβάλλουν µε την αρχική. Τέλος, να κάνουν τις παρατηρήσεις τους και να 

διατυπώσουν κανόνες. 

Επέκταση της δραστηριότητας 

Επέκταση στη µελέτη άλλων τύπων συναρτήσεων.  

Π.χ. της µορφής y=ax^2, y=a(x-p)^2, y=ax^2+q, y=a(x-p)^2+q, y=ax^2+bx+c,  

Εκθετικές συναρτήσεις, y= e^x,   y=a e^x,    y= a e^bx,     y=a e^bx +c)  

Τριγωνοµετρικές  συναρτήσεις, y=p sinx, y=p sin ax    y=p sin (ax+b),     y=p sin (ax+b) +q     

 

 

 


