
 

Αοαμσήςειρ  και  Μξπιξδόσηςη  

Θεμάσωμ 

Μαθημασικώμ Ππξςαμασξλιςμξύ 

3ηρΔιαλτκειακήρ Γπαοσήρ Δξκιμαςίαρ 

‘’  Θεόδωπξρ  Φτλακσόρ  ‘’ 

 Γ’ Τάνηρ Ημεπηςίωμ Γεμικώμ Λτκείωμ  

Δτσικήρ Θερ/μίκηρ 2021 

 

 

 

 

2ξ ΠΕ.ΚΕ.Σ Κεμσπικήρ Μακεδξμίαρ 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ Α 

Α1 
 

 

6 

Επεηδή f (x) 0   γηα θάζε  ox α, x θαη fζπλερήο ζην ox , έπεηαη όηη ε fείλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην  oα, x . 
1 

Επνκέλσο ηζρύεη όηη of (x) f (x ) , γηα θάζε  ox α, x .[1] 1 

Επεηδή f (x) 0   γηα θάζε  ox x ,β θαη fζπλερήο ζην ox , έπεηαη όηη ε fείλαη γλεζίσο θζίλνπζα 

ζην  ox ,β . 
1 

Επνκέλσο ηζρύεη όηη of (x) f (x ) , γηα θάζε  ox x ,β .[2] 1 

Από [1] θαη [2], έπεηαη όηη of (x) f (x )  γηα θάζε  x α,β , πνπ ζεκαίλεη όηη ην of (x )  είλαη 

κέγηζην ηεο fζην  α,β  θαη άξα ηνπηθό κέγηζην απηήο 
2 

 

Α2 
 

4 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη: 

 ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] 

 παξαγσγίζηκε ζην αλνηρηό δηάζηεκα (α, β) θαη 

 f(α) = f(β) 

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  μ α,β  ηέηνην ώζηε: 

f (μ) 0   

4 

 

Α3 

(α) 

 

3 

Χαρακτηρισμός: Σσζηό. 1 

Αιτιολόγηση:  
x x
lim f (x) 1 0 lim f (x) 1
 

    . 1 

Άξα ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό , ε y 1 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο Cfζην  .  1 

 

Α3 

(β) 

 

4 

Χαρακτηρισμός: Λάζνο. 1 

Αιτιολόγηση: Έζησ ε ζπλάξηεζε 
4f (x) x .  1 

Η ζπλάξηεζε απηή είλαη θπξηή ζην ζύλνιν IR, δηόηη ε παξάγσγνο 
3f (x) 4x   είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζηνIR. 
1 

Ωζηόζν δελ ηζρύεη όηη f (x) 0 , x     , αθνύ είλαη f (0) 0  . 1 

 

Α4. 

2 

Η σύνθεση της συνάρτησης f  με τη συνάρτηση g συμβολίζεται με gof  έχει τύπο 

     gof x g f x  και πεδίο ορισμού το σύνολο   1 /x f x     
2 

 

Α5. 

6 
  α) Λ  β) Σ  γ) Σ 6 

 



ΘΕΜΑ Β 

 

 

 

Β1. 

 

 

6 

Έζησ 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

αx β αx β
x , x IR {α}  κε  f(x ) f (x ) ... x x

x α x α

 
       

 
 

Άξα ε f είλαη “1-1”, νπόηε είλαη αληηζηξέςηκε. 

1 

y ααx β αy β
f (x) y y xy αy αx β (y α)x αy β x

x α y α

 
            

   

Αθόκε είλαη x ≠ α 


    


2αy β
α ... β α

y α
  πνπ ηζρύεη 

2 

1 1αy β αx β
(y) , y α (x) , α

y α x α
Άξα  f     δειαδή   f  x  

   
 

 1 

1

1

ff

1

αx β
(x) f (x) ,

x α

Άξα f f .

Είλαη D =D =IR-{α} θαη  f   γηα θάζε x IR-{α}

  








  





 2 

 

 

Β2 

 

 

5 

   

2

2 2

α(x α) αx β β α
f (x) ...

x α x α
Είλαη 

   
   

 
 1 

 

 

f

2

2

Η θιίζε ηεο C ζην ζεκείν ηεο Α 3,5 είλαη 1, άξ

3α β
5

3 αf (3) 5

β αf (3) 3
3

3 α

α :            


  

      







 2 

 

2 2
2 2

2 2

2 2 2

3α β 15 5α β 8α 15
β 8α 15

β α 8α 15 α3 8α 15 α 27 18α 3α3
3 α 9 6α α

β 8α 15 β 8α 15 α 2 β 1

2α 10α 12 0 α 5α 6 0 α 3 β 9,

    
  

                

        
    

            απνξξίπηεηαη αθνύ είλαη β=α

 

Άξα α = 2 θαη β = 1. 

2 

 

 

Β3  

 

 

5 

2x 1
f (x) ,

x 2
Είλαη    x 2

Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ωο πξάμε ζπλερώλ θαη

παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ αληίζηνηρα. Ιζρύεη όηη:


 



 

   

   
2 2

2 x 2 2x 12x 1 3
f (x) 0,

x 2 x 2 x 2
  γηα θάζε x 2

    
       

   
 

Καηά ζπλέπεηα ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζηα δηαζηήκαηα (- ,2) θαη (2, + )    

3 



   
2 3

σο πξάμε παξαγσγηf ζίκσλ ζπλαξηήζεσλ

3 6
f (x) ...

x 2

κε

x 2

Η  είλαη παξαγωγίζηκε γηα θά  ζε x 2      

 
     

   

 

Επνκέλωο ε f είλαη θνίιε ζην δηάζηεκα (- ,2) θαη θπξηή ζην (2, + ).

Δελ έρεη ζεκεία θακπήο. 

 
 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Β4 
 

 

 

 

 

 

 

Καηαθόξπθεο αζύκπηωηεο:  

Παξαηεξνύκε όηη 

 

 

   

   

   

   

    
           

    

    
           

    

x 2 x 2 x 2 x 2

x 2 x 2 x 2 x 2

2x 1 1
lim f(x) lim lim 2x 1 lim 3 ( )

x 2 x 2

2x 1 1
lim f(x) lim lim 2x 1 lim 3 ( )

x 2 x 2

 . 

Άξα, ε x=2 είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο Cf. 

2 

Πιάγηεο-νξηδόληηεο αζύκπηωηεο:  

Επεηδή 
 

 

  
  

 

  
  

 

x x

x x

2x 1
lim f(x) lim 2

x 2

2x 1
lim f(x) lim 2

x 2

 

έπεηαη όηη ε επζεία y = 2 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο Cf ζην   . 

2 

9 
 

 

 

Σεκεία ηνκήο κε ηνλ άμνλα x΄x:


    


2x 1 1
f(x) 0 0 x

x 2 2
  

 Σεκεία ηνκήο κε ηνλ άμνλαy΄y: 
1

f(0)
2

 

1 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f έρεη σο εμήο 

 
 
 

 Η νξηδόληηα αζύκπησηε 1 

 Η θαηαθόξπθε 

αζύκπησηε 

1 

 Κάζε θιάδνο από  1+1 
 

 

4 



ΘΕΜΑ Γ 

 

 

 

Γ1. 

 

6 

fΗ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο C  ζην ζεκείν ηεο Α(0, f(0)):

y f (0) f (0) (x 0) ή  y f (0) x + f (0)      
 

 

1 

x 0 x 0

f (0) 1 α 1

f (x) f (0) f (x) f (0)
lim lim 1

x 0 x 0

Πξέπεη:  

θαη  f (0)=1
  

  

 
   

 

 1 

0 0

x 0 x 0

0 0,

: lim f (x) lim f (x) f (0) 1 γ α 1

Η f παξαγωγίζηκε ζην x , άξα ζα είλαη θαη ζπλερήο ζην x

 νπόηε    
  

 

     
 1 

x 0 x 0 x 0

f (x) 1 εκx α 1 εκx
lim lim lim 1,

x x x
 πνπ ηζρύεη

    

  
    1 

 

 

0
βxβx βx 0

x 0 x 0 x 0 x 0
DLH

e 1f (x) 1 γe 1 e 1
lim lim lim lim ... β

x x x x

Άξα β=1

   

 
 
 

   


  

   


  2 

 

 

 

 

Γ2 

 

 

5 

 
  



   
 

 

1 , 0

, 0 1x

x x
f x

e x
 

 

 

 για  

 για , 

για   

,0 , ( )

0,1 ( )

0, (0) 1

x

x f x x

x f x e

x f

   

  

  

 
 

  



  
  

 

, 0

, 0 1x

x x
f x

e x
 

 

2 

π
f (x) 0 ζπλx 0 ... x

2
         

 

 

 

 

 

 

 

    

π π
f π, f ,1

2 2

π
f ( π) 1 f 0 f (1) e

2

f π,0 0,e

Είλαη   ζην    θαη   ζην  

,    Ο.Ε.,     Ο.Μ.

Οπόηε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Μέγηζηεο θ Ειάρηζηεο Τηκήο ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο

   
     
   

 
       

 

 

 

 

  x 
                      




2                                
0                      1 

f’(x)                            0                               

  f(x)   

 Τ.Μ.                   Ο. Ε.                                                Τ.Μ. 

3 

 



 

Γ3  

 

4 

        22

20 0 0

1 1 1 11

1 11 1



  

    
 

  
lim lim lim
x u

x u u

f x f u uf u

uux
 2 

 
 

 
0 0 0

1 0
1 1 2 0 2 2

0  

 
              
  

( )
lim lim lim ( ) ( ) ( )
u u u

f u f u f
u f

u u
 2 

 

 

 

 Γ4 

 

 

5 

 

f
Επειδή η f είναι κυρτή και η (ε): y x 1, εφαπτομένη της C  ισχύει:

f(x) x 1,  για κάθε x π,1 ,  με την ισότητα να ισχύει μόνο για x=0.

 

    

 1 

    

 





         

 
 

x 0

x 0

Άρα  x 1 f(x) 0,  για κάθε x π,1 0  και lim x 1 f x 0

Επομένως :

1
lim

x 1 f x

 
2 

 
   

 



  

 
    

 


   

   

    

x 0

x 0 x 0 x 0

π
Είναι: lim συν(x 3) συν3 0,  αφού 3 ,π

2

Άρα 

συν x 3 1
 lim lim lim συν(x 3)

x 1 f x x 1 f x

συν3

 
2 

 

 

 

Γ5. 
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             fM x t ,y t C y t f x t 1  1 

        Άρα είναι: y t f x t x t 2     1 

     
1 11   0Έστω  t  η χρονική στιγμή όπου α x tεί tν ι y  1 

      
   

             

 

 

    

          


1 1t

1 1 1

1 1 1 1 1

1

y t x

f  1 1

: y t f x t x t  

x t f x t x t f x t 1 f 0 x t 0

Από την (2) για t t έχουμε  
1 

Άρα το ζητούμενο σημείο της fC  είναι το     Μ 00,f δηλ. το Μ 0,1  1 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ Δ  

 

 

 

Γ1. 

 

 

 

6 

Ιζρύεη: 
f (x)

f (x) e f (x) xf (x) ex,  γηα θάζε x>0 (1)
x

       

Η hείλαη παξαγσγίζηκε ζην  0, σο απνηέιεζκα πξάμεσλ κεηαμύ παξαγσγίζηκσλ 

ζπλαξηήζεσλ κε 
(1)

2 2 2

f (x)x f (x) e xf (x) (xf (x) ex) ex
h (x) 0

x x x x

    
      γηα x>0. Επνκέλσο ε hείλαη ζηαζεξή 

ζην (0, ) . 

2 

Επεηδή ηζρύεη
1

f (x) f
e

 
  

 
, γηα θάζε x (0, )  , ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην εζσηεξηθό ζεκείν

o

1
x

e
 θαηείλαη παξαγσγίζηκε ζε απηό νπόηε από Θ. Fermatηζρύεη 

(1)1 1
f 0 f 1

e e

   
       
   

. 

 

2 

Επεηδή εh είλαη ζηαζεξή ππάξρεη ζηαζεξά c IR ηέηνηα ώζηε 

f (x)
h(x) c e ln x c f (x) cx ex ln x

x
        γηα θάζε x 0  

1 

Όκσο 
1 c 1 1 c

f 1 e ln 1 1 1 c 0
e e e e e

 
             

 
 

 Καη επνκέλσο f (x) ex ln x, x 0   

1 

 

 

Γ2. 

 

 

4 

Είλαη f (x) e(ln x 1), x 0      θαη  
1

f 0
e

 
  
 

 

 
1

f (x) 0 ln x 1 x
e

       νπόηε f γλεζίσο αύμνπζα ζην
1

,
e

 


 
 

 Καη   
1

f (x) 0 ln x 1 x
e

        νπόηε fγλεζίσο θζίλνπζα ζην  
1

0,
e

 
 
 

. 

 Οιηθό ειάρηζην ην 
1

f 1
e

 
  

 
 . 

3 

Είλαη 
e

f (x) 0,  γηα θάζε x>0
x

   νπόηε ε fθπξηή ζην (0, ) . 1 

 

 

 

Γ3 

 

 

5 

Η  g είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην (1, )   κε 

2 2

1 1
ln x ln(x 6)

x ln x (x 6) ln(x 6)x 6 xg (x)
(ln x) x(x 6)(ln x)

 
    
 2 2

f (x) f (x 6)

f (x) f (x 6)e e

x(x 6)(ln x) ex(x 6)(ln x)




 
 

   

2 

Επεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην
1

,
e

 


 
  γηα x> 1 είλαη 

1 <x < x + 6 => f(x) < f(x + 6) g (x) 0   
2 

Άξα,  ε gείλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (1, )  . 1 



 

Γ4 

 

 

5 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ππάξρεη κνλαδηθό μ (2,3)  ηέηνην ώζηε  

εθ ει ι 1 g (μ) 1 1 g (μ) 1            1 

Επεηδή ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην (1, )   ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. ζην [2,3] νπόηε 

ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

μ (2,3)  ηέηνην ώζηε 
g(3) g(2)

g (μ) g (μ) 2 3 1
3 2


      


 

1 

Αθνύ 

2ln 9 ln 3 2ln 3
g(3) 2

ln 3 ln 3 ln 3
    θαη 

3ln8 ln 2 3ln 2
g(2) 3

ln 2 ln 2 ln 2
     . 2 

Επεηδή gθπξηή ε g  είλαη γλεζίσο αύμνπζα νπόηε ην μ είλαη κνλαδηθό 1 

 

 

 

 

Γ5 

 

 

 

5 

Η εμίζσζε νξίδεηαη γηα θάζε x> 0 αθνύαπό ππόζεζε γηα θάζε x> 0 ηζρύεη  

1
f (x) f ( ) 1 f (x) 3 2 1

e
       , επνκέλσο θαη f (x) 10 f (x) 9 f (x) 4 3 1        . 

Η εμίζσζε γξάθεηαη  g(f (x) 4) g(f (x) 3) 1 g(f (x) 4) g(f (x) 3) 1           

g(f (x) 4) g(f (x) 3) g(3) g(2)      θ(f (x) 3) θ(2)   (2) 

3 

Όπνπ  θ(x) g(x 1) g(x), x 1     . 

Η θ είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε ζην (1, )  κε θ (x) g (x 1) g (x) 0,   γηα θάζε x 1      

αθνύ ε g΄ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (1, )  . 

Άξα ε θ είλαη γλεζίσο αύμνπζα άξα θαη 1 – 1 ζην (1, ) . 

1 

Έηζη έρνπκε 
θ 1

θ(f (x) 3) θ(2) f (x) 3 2 f (x) 1 x
e

         
 1-1

 ,αθνύ γηα θάζε
1

0 x
e

 

είλαη: f(x)>– 1. 

1 

 


