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ΘΕΜΑ 1ο  

Α. Να αποδεύξετε ότι η εφαπτομϋνη του κύκλου  C: x2 + y2 = ρ2, ςε ϋνα ςημεύο του Α(x1, y1) 
ϋχει εξύςωςη xx1 + yy1 = ρ2. 

(10 μονϊδεσ)  

Β. Να γρϊψετε τον τύπο που δύνει την απόςταςη (ΑΒ) των ςημεύων Α(x1, y1) και   Β(x2, y2). 
(5 μονϊδεσ)  

Γ.  Να χαρακτηρύςετε τισ παρακϊτω προτϊςεισ, γρϊφοντασ ςτην κόλλα ςασ τη λϋξη 
«΢ωςτό» ό «Λϊθοσ» δύπλα ςτο γρϊμμα που αντιςτοιχεύ ςε κϊθε πρόταςη:   

 α) (ΑΒ) = OA OB , όπου με (ΑΒ) ςυμβολύζουμε την απόςταςη των ςημεύων Α και Β.  

 β) Ιςχύει η ςχϋςη   α β α β  , για οποιαδόποτε διανύςματα α, β   . 

 γ) Σα ςημεύα Α, Β και Γ εύναι ςυνευθειακϊ όταν    det AB,ΑΓ 0 . 
 δ) Ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων του επιπϋδου των οπούων το ϊθροιςμα των 

αποςτϊςεων από δύο ςταθερϊ ςημεύα του επιπϋδου Ε και Ε’ εύναι ςταθερό και 
μεγαλύτερο του Ε’Ε, εύναι ϋλλειψη. 

 ε) Η εφαπτομϋνη τησ παραβολόσ  x2 = 2py  ςτο  Α(x1, y1), ϋχει εξύςωςη:  yy1 = p(x + x1). 
(10 μονϊδεσ)  

 

ΘΕΜΑ 2ο  

΢το τρύγωνο του διπλανού ςχόματοσ εύναι ΑΒ = 2, 

ΒΓ = 3 και  B 60 . 

 α) Να δεύξετε ότι   AB ΒΓ 3.  
(8 μονϊδεσ)  

 β) Να υπολογύςετε το μϋτρο του διανύςματοσ 
2ΒΓ ΑΒ . 

(8 μονϊδεσ) 

 γ) Να δεύξετε ότι τα διανύςματα 
ΒΓ

ΑΒ
3

 και 

ΑΓ ΑΒ  εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ. 
(9 μονϊδεσ) 
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ΘΕΜΑ 3ο  

Δύνεται η εξύςωςη:         24 λ x λ 2 y 2λ 4     (1) 

 α) Βρεύτε τισ τιμϋσ του λ, για τισ οπούεσ η  εξύςωςη (1) παριςτϊνει ευθεύα. 
(6 μονϊδεσ) 

 β) Βρεύτε τισ τιμϋσ του λ, για τισ οπούεσ η ευθεύα με εξύςωςη την (1) διϋρχεται από το 
ςημεύο (1, -3). 

(7 μονϊδεσ) 

 γ) Για την ευθεύα που προκύπτει αν θϋςουμε  λ = 1 ςτην (1): 
  i) Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει με τουσ ϊξονεσ. 

(5 μονϊδεσ) 
  ii) Να βρεύτε το ςημεύο τησ ευθεύασ αυτόσ, που απϋχει την ελϊχιςτη απόςταςη από το 

ςημεύο (1, 1) 
(7 μονϊδεσ) 

ΘΕΜΑ 4ο  

Δύνεται η εξύςωςη:         2 2 2x y 2κx 2 κ 3 y 2κ 6κ 8 0  (1) 

 α) Να δεύξετε ότι η (1) παριςτϊνει κύκλο με ςταθερό ακτύνα, για κϊθε κ . 
(7 μονϊδεσ) 

 β) Να βρεύτε την εξύςωςη τησ γραμμόσ πϊνω ςτην οπούα κινούνται τα κϋντρα των κύκλων 
που δύνονται από την (1). 

(6 μονϊδεσ) 

 γ) Να δεύξετε ότι οι κύκλοι που δύνονται από την (1) εφϊπτονται τησ ευθεύασ 

  (ε):     y x 3 2  

(7 μονϊδεσ) 
 δ) Δεύξτε ότι τα κϋντρα των κύκλων που εφϊπτονται εξωτερικϊ του κύκλου, που 

προκύπτει αν θϋςουμε  κ = -3 ςτην (1) και διϋρχονται από το Α(3, 0), βρύςκονται πϊνω 
ςε κλϊδο υπερβολόσ. 

(5 μονϊδεσ) 

 
 

΢Α΢ ΕΤΧΟΜΑ΢ΣΕ ΚΑΘΕ ΕΠΙΣΤΧΙΑ! 
  

 
    
 
 
   Ο Διευθυντόσ Οι καθηγητϋσ 
 
 
    Παναγιώτησ Κουτςκουδόσ 
   Γεωργύα ΢καλοχωρύτου Αλμπϋρ Ντικρϊν Ματοςςιϊν 
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Ενδεικτικέσ απαντήςεισ 
ΘΕΜΑ 1ο 
Α. ςχολικό ςελ  83 
Β. ΢χολικό ςελ  35 
Γ.  

 α) (ΑΒ) = OA OB = ΒΑ  .......................................................................................................  ΢ 

 β)  θϋλει   α β α β . .............................................................................................................  Λ 

 γ) Σα ςημεύα Α, Β και Γ εύναι ςυνευθειακϊ όταν    det AB,ΑΓ 0 . ....................  Λ 
 δ) Ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων του επιπϋδου των οπούων το  
  ϊθροιςμα των αποςτϊςεων από δύο ςταθερϊ ςημεύα του επιπϋδου  
  Ε και Ε’ εύναι ςταθερό και μεγαλύτερο του Ε’Ε, εύναι ϋλλειψη. .....................  ΢ 
 ε) Η εφαπτομϋνη τησ παραβολόσ  x2 = 2py  ςτο  Α(x1, y1), ϋχει εξύςωςη:   
  xx1 = p(y + y1). ......................................................................................................................  Λ 
 

ΘΕΜΑ 2Ο 

α)  
1

AB ΒΓ | ΑΒ||ΒΓ|ςυν(ΑΒ,ΒΓ) 2 3 ( ) 3
2

        , διότι η γωνύα που ςχηματύζουν τα ΑΒ, ΒΓ  

εύναι 120  

ή            
1

AB ΒΓ BA.BΓ |ΒΑ||ΒΓ|ςυν(ΒΑ,ΒΓ) 2 3 3
2

 

 

β)  
22 2 22 2

2ΒΓ ΑΒ 2ΒΓ ΑΒ 4ΒΓ 4ΒΓ ΑΒ ΑΒ 4 ΒΓ 4ΒΓ ΑΒ ΑΒ           

4 9 4 ( 3) 4 52       .  Άρα    2ΒΓ AB 52 2 13  

γ)  Αρκεύ τα 
ΒΓ

ΑΒ
3

 και ΑΓ ΑΒ  να ϋχουν εςωτερικό γινόμενο 0. 

  
   

                 
   

2
2 ΒΓΒΓ ΒΓ ΒΓ 9

ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΒ ΒΓ ΑΒ ΒΓ ΑΒ ΒΓ 3 0
3 3 3 3 3

 

 
ΘΕΜΑ 3Ο  

Δύνεται η εξύςωςη:         24 λ x λ 2 y 2λ 4     (1) 

α)  Ο ςυντελεςτόσ του x μηδενύζεται όταν λ = 2 ό       
λ = -2. Ο ςυντελεςτόσ του y μηδενύζεται όταν        
λ = -2.  Άρα οι ςυντελεςτϋσ των x, y μηδενύζονται 
ταυτόχρονα για λ = -2. Δηλαδό η (1) παριςτϊνει 

ευθεύα για κϊθε   λ { 2}  

β) Για να διϋρχεται η (1) από το (1, -3) πρϋπει          
(4 - λ2).1 - 3(λ + 2) + 2λ + 4 = 0 δηλαδό λ2 + λ – 2 = 

0 ϊρα λ 1  ό λ = -2 (απορρύπτεται από τον 

περιοριςμό).   
γ) Η ευθεύα που προκύπτει αν θϋςουμε  λ = 1 ςτην 

(1) εύναι η  (ε): x + y + 2 = 0 
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  i) Αυτό τϋμνει τουσ ϊξονεσ ςτα Α(-2, 0) και Β(0, -2) . Σο τρύγωνο που ςχηματύζεται εύναι το 

ορθογώνιο ΑΒΟ.  Έχει εμβαδόν Ε=        
1 1

ΟΑ ΟΒ | 2| | 2| 2
2 2

 

 ii) Έςτω τυχαύο ςημεύο Μ τησ ευθεύασ και Κ η 
προβολό του Γ(1,1) ςε αυτόν. Ιςχύει           
ΓΜ   ΓΚ αφού η πλϊγια εύναι πϊντα μικρό-
τερη από την κϊθετη. Άρα το ςημεύο τησ 
ευθεύασ που απϋχει την μικρότερη απόςτα-
ςη από το Γ(1,1) εύναι το Κ. Η ΓΚ εύναι 
κϊθετη ςτην (ε) ϊρα ϋχει ςυντελεςτό 
διεύθυνςησ λ΄ = 1 και εξύςωςη την   
y – 1 = 1(x - 1) δηλαδό  y = x.  

  Η λύςη του ςυςτόματοσ 

y x
x y 1

x y 2 0

 
   

   
 

  δύνει τισ ςυντεταγμϋνεσ του Κ, δηλαδό        
Κ(-1, -1) . 

 
 
ΘΕΜΑ 4Ο  

α) Για να παριςτϊνει κύκλο η (1) για κϊθε κ  πρϋπει  
(-2κ)2 + [2(κ+3)]2 - 4(2κ2 + 6κ + 8) > 0   

  4κ2 + 4κ2 + 24κ + 36 - 8κ2 - 24κ – 32 > 0   4 > 0 

  που ιςχύει. Οι παραπϊνω κύκλοι ϋχουν κϋντρο το Κ(κ, -κ-3), κ  και ακτύνα  
4

R 1
2

 

β) Έςτω Κ(x, y) ϊρα x = κ και  y = -κ – 3.  Με απαλοιφό του κ προκύπτει y = -x - 3 η  εξύςωςη 
τησ γραμμόσ πϊνω ςτην οπούα κινούνται τα κϋντρα των κύκλων εύναι η x + y + 3 = 0. 

γ) Για να εφϊπτονται  οι κύκλοι που δύνονται από την (1) τησ ευθεύασ (ε):     y x 3 2  
πρϋπει και αρκεύ  d(Κ, ε) = R . 

  Πρϊγματι: 
     

   
2 2

|κ.1 ( κ 3).1 3 2 | | 2 |
d(K,ε) 1 R

21 1
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δ) Η (1) για κ = -3 δύνει τον κύκλο C1 με 
κϋντρο το Β(-3, 0) και ακτύνα R = 1.  

 Έςτω Μ το κϋντρο ενόσ κύκλου, που 
εφϊπτεται εξωτερικϊ του C1 και διϋρχεται 
από το Α(3, 0). 

 Επειδό ΜΒ – ΜΑ = ΜΒ – ΜΕ = ΕΒ = 1 < ΑΒ 
το Μ κινεύται ςτον κλϊδο τησ  υπερβολόσ 
με εςτύεσ τα Α, Β και ϊξονα ςυμμετρύασ 
τον xx΄ που ϋχει x > 0 (διότι ΜΒ – ΜΑ > 0  
  ΜΒ > ΜΑ, ϊρα το Μ ανόκει ςτην 
περιοχό του επιπϋδου δεξιϊ του y’y). 

 

 
 


