A. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

(1) ΣΥΝΟΛΑ ορισμού

(2) Σύνολο τιμών 
(3) Σύνθεση  ΙΣΟΤΗΤΑ
(4) MONOTONIA

(5) Συμμετρίες

(6) Συνάρτηση 1-1 . Αντίστροφη 
(7) ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

(8) ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

(9) ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΤΥΠΟΙ
1 ΣΥΝΟΛΑ ορισμού
Α ΟΜΑΔΑ
Να βρείτε τα σύνολα ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων  f  με τύπους
(Θα ασχοληθείτε περισσότερο με την ύλη της Β Λυκείου παρά με καινούργια πράγματα)
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Β ΟΜΑΔΑ

Να βρείτε τα σύνολα ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων  f  με τύπους
1Β1.
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1Β3
Να βρείτε τα m ώστε σύνολο ορισμού της 
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 να είναι το R
2 ΣΥΝΟΛΑ τιμων

Α ΟΜΑΔΑ
Να βρείτε τα σύνολα τιμών των παρακάτω συναρτήσεων f όπου και να χαρακτηρίσετε ποιες έχουν μέγιστη και ποιες ελάχιστη τιμή. 
2Α1.  
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2Α11.
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Β ΟΜΑΔΑ
Βρείτε τα σύνολα τιμών των παρακάτω συναρτήσεων f  καθώς επίσης να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις έχουν μέγιστη – ελάχιστη τιμή.
(Θα αντιμετωπίσετε τώρα λίγο πιο δύσκολες πράξεις.)
2Β1.
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2Β6.
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2B9.
Βρείτε το λ(R ώστε η συνάρτηση  f με τύπο 
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 να έχει για σύνολο τιμών το [-2,2]. 
3 ΙΣΟΤΗΤΑ – ΣΥΝΘΕΣΗ
Α ΟΜΑΔΑ

Να εξεταστεί αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ίσες
(Τα φαινόμενα απατούν)
3Α1.
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Να βρείτε την σύνθεση των συναρτήσεων gοf  και fog όπου: 
3Α4. 
f(x)= |x| , g(x)=-3x+6



3Α5.
f(x)=x2-2 , g(x)= |x|
3A6.
f(x)=συνx ,g(x)= 
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x

1

-

 

Να εκφράσετε την f ως σύνθεση δύο ή και περισσοτέρων συναρτήσεων όταν: 

3Α7.
 f(x)=ημ(x2) 





3Α8.
 f(x)= 
[image: image49.wmf]2
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3Α9.
 f(x)=g(x(g2(2-x)) 

3Α10. 
Έστω f:(R(R : f(x)=αx+β και g(x):R(R : g(x)=γx+δ. Βρείτε την σχέση μεταξύ των α, β, γ, δ ώστε  fog=gof. 

3Α11.
Έστω f : f(x)=2x2+x+1. Προσδιορίστε δύο συναρτήσεις g: g(x)=x+β και φ : φ(x)=γx2+8 ώστε  f=φog. 
B ΟΜΑΔΑ

3Β1.
Αν 
[image: image50.wmf]f:RR,g:RR
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 να δείξετε ότι f=g
3Β2.
Αν 
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 να δείξετε ότι f=g
3Β3.
Αν
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 να δείξετε ότι η f είναι σταθερή
Να βρείτε τις συνθέσεις gof και  fog των συναρτήσεων  f, g όπου: 

3Β4.
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3Β5.  
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3Β6. 
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3Β7.
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3Β8.
Έστω f : f(x)=|x|. Αν για την συνάρτηση g ισχύει: fog=g δείξτε ότι το σύνολο τιμών της g είναι υποσύνολο του R+.
4 MONOTONIA

Α ΟΜΑΔΑ
Να μελετηθούν ως προς την μονοτονία στα αντίστοιχα διαστήματα οι παρακάτω συναρτήσεις. 
(Χρησιμοποιήστε και τον λόγο μεταβολής)
4A1.
  f : f(x)=x2+4 στο (R+ 



4A2.
  f : f(x)=2x2-6x στο [-2,1] 
4A3.
  f : 
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4A4.
  f : 
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4A5.
Έστω f: 
[image: image65.wmf]()
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. Να μελετηθεί η μονοτονία της f σε καθένα από τα διαστήματα (0,2] και [2,+(). 
(Θυμηθείτε  τον λόγο μεταβολής)

4A6.
Έστω f : [-3,3] (R είναι γνωστό ότι  f ( στο [1,3] και επιπλέον f(-x)=f(x) για κάθε x ([-3,3]. Μελετήστε την μονοτονία της  f στο [-3,-1]. 

4A7.
Έστω f αύξουσα στο R και f(x)(0 για κάθε x(R. Θέτουμε g: 
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για κάθε x( R. Εξετάστε την μονοτονία της g όταν: 

α) f(x)>0 για κάθε x (R. 

β) f(x)<0 για κάθε x (R.

4A8.
Έστω  f: A ( B( και g:B( Γ.  

α) Αν οι  f, g έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας δείξτε ότι η συνάρτηση gof είναι αύξουσα στο A
β) Αν οι f, g έχουν διαφορετικό είδος μονοτονίας δείξτε ότι η συνάρτηση gof είναι φθίνουσα στο A 

B ΟΜΑΔΑ
(εδώ το κλίμα είναι λίγο πιο θεωρητικό)
4B1.
Έστω f : 
[image: image67.wmf]2
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. Αφού δείξετε ότι  f(x)>0 για 
κάθε x(R  μελετήστε την μονοτονία της  f. 
4B2.
Μελετήστε την μονοτονία της  f  όπου 
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4B3.
Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνήσια μονότονη δείξτε ότι έχει το πολύ μια ρίζα. 
(Αυτή την άσκηση να την προσέξετε σαν θεωρία)  

4B4.
Aν τα σημεία : A(7,5) και B(1,4) ανήκουν στην γραφική παράσταση της συνάρτησης  f, τότε να λυθεί η ανίσωση : f(3+f(2x-1))<5   όταν  f  γνήσια αύξουσα

4B5.
Αν η συνάρτηση  f  είναι γνήσια φθίνουσα και είναι : g(x)=f(x)-x τότε να δείξετε ότι γνήσια φθίνουσα είναι και η g και στην συνέχεια να λύσετε την εξίσωση : 
f(x2+x) - f(x+1)= x2 – 1
4B6.
Έστω f  αύξουσα και f(x)(0 για κάθε  x(R. Θέτουμε g: 
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. Δείξτε ότι 0 ( g(x) ( f(x). Ακόμη αν f(x)<1 δείξτε ότι g αύξουσα ενώ αν f(x)>1 δείξτε ότι g φθίνουσα Τέλος αν υπάρχει κάποιο x0 : f(x0)=1 δείξτε ότι η g παίρνει μια μέγιστη τιμή την οποία να υπολογίσετε. 

4Β7.
Αν 
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 βρείτε τον τύπο της  f  

στο  R  
4Β8.
Έστω 
[image: image71.wmf]f:(0,)R
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 τότε αν η 
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 είναι φθίνουσα να δείξετε ότι 
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 ενώ αν η 
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 είναι αύξουσα δείξτε ότι
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Να λύσετε τις εξισώσεις

4Β9.
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4Β10.
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4Β11.

[image: image78.wmf]xxx

ab2(ab),a0,b0

+=+>>


4Β12.
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 όπου f φθίνουσα στο R
4B13.

[image: image80.wmf]f(xf(1))1x
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 όπου f  αύξουσα στο R
5 Συμμετρίες

Α ΟΜΑΔΑ
5Α1.
Έστω  f:R(R και  g:R (R
α) Αν οι  f, g και οι δύο άρτιες ή και οι δύο περιττές δείξτε ότι  f( g άρτια. 

β) Αν η μια είναι άρτια ενώ η άλλη είναι περιττή δείξτε ότι  f( g περιττή. 

5Α2.
Έστω f:R(R περιττή και g:R(R. Επιπλέον ορίζεται η gof. Εξετάστε αν είναι άρτια ή περιττή συνάρτηση. Ομοίως αν  f άρτια. 

5Α3.
Έστω f:R (R, g:R (R. Ορίζεται η gof και είναι άρτια συνάρτηση. Εξετάστε αν η f είναι άρτια. 

5Α4.
Έστω  f,g συναρτήσεις με κοινό πεδίο ορισμού. Να εξετάσετε αν η  f+g είναι άρτια ή περιττή όταν: 

α) f,g άρτιες β) f,g περιττές γ) f άρτια και g περιττή 

5Α5.
Έστω  f : R ( R με f(x)= -x. 

α) Αν g :R(R και  fog=gof  τι συμπεραίνετε για την g;

β) Αν h :R( R και hof=f  τι συμπεραίνετε για την h;

γ) Τέλος αν φ:R(R και φof=φ τι συμπεραίνετε για την φ;

5A6.
Έστω f: f(x)=αx2+βx+γ, α(0. Βρείτε τα α, β, γ ώστε η  f  να είναι άρτια. 

5A7.
Έστω f : f(x)=αx3+βx2+γx+δ, α(0. Βρείτε τα α, β, γ, δ ώστε η  f να είναι περιττή συνάρτηση. 

5A8.
f : R ( R και g: 
[image: image81.wmf](
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. Δείξτε ότι η g είναι άρτια. 

5A9. 
Έστω f: (-α,α) ( R δοσμένη συνάρτηση. Να προσδιοριστούν μία άρτια συνάρτηση g και μία περιττή h ώστε g+h=f.
Να εξετάσετε παρακάτω συναρτήσεις  f είναι περιοδικές και να βρείτε την περίοδό τους όταν:
 (Οι τριγωνομετρικές είναι από τις πιο βασικές περιοδικές συναρτήσεις. Το ξέρετε και από την φυσική. Θυμηθείτε καλά τις τριγωνομετρικές εξισώσεις)
5A10.
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5A11.
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B ΟΜΑΔΑ
5Β1.
Να βρεθεί σχέση των α, β ( R ώστε η συνάρτηση f  με τύπο 
[image: image85.wmf]=+++

f(x)xaxb

να είναι άρτια. 
5B2.
Αν  f  περιοδική με περίοδο το 2 και f(x)=(x-1( για κάθε x 

στο [0,2], να εξετάσετε αν η  f  είναι άρτια. 

5B3.
Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  με τύπο f(x)=ημ(x2) δεν είναι περιοδική. 
5B4.
Έστω f,g περιοδικές στο Α με περιόδους τα Τ1 και Τ2 όπου το πηλίκο των περιόδων τους είναι ρητός αριθμός , της μορφής  μ/ν. Δείξτε ότι η 
[image: image86.wmf]kf(x)mg(x)
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 είναι περιοδική με περίοδο το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των μ και ν επί κάποιον αριθμό α
6 Συνάρτηση 1-1 . Αντίστροφη συνάρτηση

Α ΟΜΑΔΑ
Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ένα προς ένα και να βρεθεί τύπος για την f -1 όταν:

6Α1. 
f(x)=
[image: image87.wmf]x
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6Α2.
f(x)=3+
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6Α3.
f(x)=
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6Α4.
f(x)=
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6Α5.
f(x)=
[image: image91.wmf]x
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6Α6.
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6Α7.
f(x)
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6Α8.
f(x)=
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6Α9.
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Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις δεν αντιστρέφονται

6Α11.

[image: image97.wmf]f:f(2)3f(3)4,2f(2)f(3)1
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6Α12.
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Β ΟΜΑΔΑ

Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ένα προς ένα και όπου είναι δυνατόν να βρεθεί τύπος για την f -1 όταν:

6Β1.
f: [4,7] ( R και f(x)=
[image: image99.wmf]6
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6Β2.
f(x)=
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6Β3.

[image: image101.wmf]3
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6Β4.

[image: image102.wmf]2
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Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις δεν αντιστρέφονται

6Β5.

[image: image103.wmf]23
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6Β6.
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6Β7.
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6Β8.
Aν τα σημεία : A(3,2) και B(5,9) ανήκουν στην γραφική παράσταση της συνάρτησης  f, τότε να λυθούν: η ανίσωση :
[image: image106.wmf]12
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 όταν  f  γνήσια αύξουσα και η εξίσωση : 
[image: image107.wmf]12
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 όταν είναι γνήσια φθίνουσα

Γ ΟΜΑΔΑ

6Γ1.
Έστω f  γνήσια αύξουσα στο R τότε

Α) αν 
[image: image108.wmf]f(f(x))x,xRf(x)x,xR
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Β) τα σημεία τομής των 
[image: image109.wmf]1
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 βρίσκονται πάνω στην πρώτη διχοτόμο 
[image: image110.wmf]yx
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Γ) δώστε ένα παράδειγμα που να δείχνει ότι αν η συνάρτηση ήταν γνήσια φθίνουσα το Β) δεν ισχύει

(Η άσκηση αυτή είναι σχεδόν θεώρημα και χρησιμεύει αργότερα στην επίλυση άλλων ασκήσεων)
6Γ2.
Αν f : R ( R συνάρτηση ένα προς ένα για την οποία ισχύει  f(x) f(1-x) = f(αx+β) να δείξετε ότι: α) α=0 β)  f(1-β)=1 
6Γ3.
Έστω f : R ( R ώστε f(x)=x5+x-1 

Α) Να δείξετε ότι  f  ένα προς ένα συνάρτηση. 

Β) Να λύσετε την εξίσωση  f -1(x)=f(x).
6Γ4.
Έστω  f : f(x)= x-ημx 

Α) Να δείξετε ότι  
[image: image111.wmf]x
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για κάθε x στο R.   
(Θεωρία στο σχολικό βιβλίο!!)

Β) Να δείξετε ότι η  f είναι ένα προς ένα. 

Γ) Να λύσετε την εξίσωση  f -1(x)=f(x). 
6Γ5.
Έστω f : R ( R ώστε (fof)(x)= -x για κάθε x στο R. 

Α) Να δείξετε ότι η  f είναι ένα προς ένα. 

Β) Να δείξετε ότι η  f  είναι περιττή συνάρτηση. 

Γ) Βρείτε την  f –1 συναρτήσει  της  f  

6Γ6.
Έστω  f  η συνάρτηση με τύπο 
[image: image112.wmf]ï
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Α)Να κατασκευάσετε την γραφική της παράσταση

Β)Να μελετήσετε την μονοτονία της  f
Γ)Να δείξετε ότι η  f είναι 1-1 συνάρτηση

Δ)Να βρείτε την  f -1(x)

Ε)Να δείξετε και να εξηγήσετε και γραφικά ότι  f(x)=f -1(x)

ΣΤ)Θεωρούμε την συνάρτηση
[image: image113.wmf]666
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. Να βρείτε τον τύπο της
(Η παραπάνω άσκηση είναι μια καλή ευκαιρία να θυμηθείτε όλα τα προηγούμενα)
7 ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ

Α ΟΜΑΔΑ
Για τις παρακάτω συναρτήσεις f  δίνονται οι γραφικές τους παραστάσεις και ζητούνται το πεδίο ορισμού, το σύνολο τιμών, τα
 μέγιστα – ελάχιστα, οι ρίζες, το κατά πόσον είναι άρτιες – περιττές περιοδικές, και η μονοτονία τους κατά διαστήματα και συνολικά. 

7Α1.                                    

7Α2.                                    

7Α3.
7Α4.
Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f και g όπως παρακάτω.

Να κατασκευάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:  f+g ,  f-g ,  f(g , 2f+3g

7Α5.
Να κατασκευάσετε τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων  f όπου:
Α)  f(x)=| x| -x
Β)  f(x)=
[image: image114.wmf]x
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Γ) f(x)=
[image: image115.wmf]x1
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Δ)  f(x)=| ημ2x|
7Α6.
Αν f : R ( R ώστε f(x)=f(α-x) δείξτε ότι η ευθεία x=α/2 είναι άξονας συμμετρίας της γραφικής παράστασης της  f. Βρείτε έτσι τον τύπο μίας παραβολής που έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία x=2 και ρίζα το –1. 
Να σχεδιάσετε παραδείγματα γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων  f ώστε: 

7Α7.
 f : R ( R να είναι γνήσια αύξουσα και να μην έχει ρίζα. 

7Α8.
 f : R ( R άρτια και αύξουσα στο R. 

7Α9.
 f: R-{-1,1} ( R ώστε η εξίσωση  f(x)=α να έχει πάντοτε τρεις ακριβώς λύσεις για κάθε 
[image: image116.wmf]aR
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7Α10.
 f : R ( R ένα προς ένα, αλλά όχι γνήσια μονότονη. 

7Α11.
 f: (-2,2) ( [-1,1] περιττή, όχι μονότονη που δεν έχει ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο.  

7Α12.
f : R ( R γνήσια φθίνουσα, ώστε  f -1= f. 

B. ΟΡΙΑ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ

(1) μορφη  0/0 , α/0

(2) κριτηριο παρεμβολησ

(3) θετω

(4) παραμετροι

(5) τριγωνομετρικα ορια

(6) ορια στο απειρο

(7) ΣΥΝΕΧΕΙΑ

(8) ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ
(9) BOLZANO
(10) ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΤΥΠΟΙ

1 Μορφή  0/0 , A/0

Α ΟΜΑΔΑ

Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:  
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1A10..
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Β ΟΜΑΔΑ
1Β1.
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1Β2.
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1Β3.
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1Β4.

[image: image128.wmf]®

-+--

-+

2

32

x3

x3x22x4

lim

x6x9x





1Β5.
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2 Κριτήριο παρεμβολής

Α ΟΜΑΔΑ

2Α1.
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(Προσέξτε το αποτέλεσμα δεν είναι 1)

2Α2.
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2Α3.
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Β ΟΜΑΔΑ

2Β1.
Αν 
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 βρείτε το 
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2Β2.
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2Β3.
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 βρείτε το 
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2Β4.
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 βρείτε τα 
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(μην νομίσετε εξαρχής ότι ξεχωριστά τα όρια υπάρχουν Βασική άσκηση)

2Β5.
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 βρείτε το 
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2Β6.
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 βρείτε το 
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Γ ΟΜΑΔΑ

2Γ1.
Aν 
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3 θέτω

Α ΟΜΑΔΑ

3Α1.
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3Α2.
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  βρείτε το 
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3Α3.
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Β ΟΜΑΔΑ

3Β1.
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  βρείτε το 
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3Β2.
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 βρείτε το
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3Β3.
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 βρείτε το
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4 παραμετροι

Α ΟΜΑΔΑ

Προσδιορίστε τις τιμές ή τις σχέσεις των παραμέτρων ώστε να υπάρχουν τα παρακάτω όρια.  

4Α1.
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4Α2.
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4Α3.
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4Α4.
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4Α5.
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4Α6.
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Β ΟΜΑΔΑ

4Β1.
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4Β2.
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Προσδιορίστε τις τιμές, ή τις σχέσεις, των παραμέτρων ώστε:
4Β3.
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4Β4.
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4Β5.
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5 τριγωνομετρικά όρια

Α ΟΜΑΔΑ

Υπολογίστε τα παρακάτω όρια: 
( Θα μπορούσατε να χρησιμοποιήσετε το θεώρημα του De l Hospital σε κάποιες . Αν δεν είναι γνωστό εξασκηθείτε στην τριγωνομετρία.)
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5A3.
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5A6.

[image: image179.wmf]®

+-

x0

x42

lim

5x

hm


5A7.

[image: image180.wmf]®

+-

3

3

3

x0

x82

lim

ημ4x






5A8.
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B ΟΜΑΔΑ
5B1.
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5B2.
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5B3.
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βρείτε τα
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5B4.
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  βρείτε τα 
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5B5.
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  βρείτε την  f(x)

5B6.
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  βρείτε το 
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5B7.
Αν 
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6 OΡΙΑ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ

Α ΟΜΑΔΑ
Υπολογίστε τα παρακάτω όρια: 

6Α1.
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6Α2.
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6Α3.
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6Α4
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6Α5.
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Β ΟΜΑΔΑ
Για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων βρείτε τα: 
(Μην ξεχάσετε τα πεδία ορισμού)

6Β1.
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Βρείτε τις παραμέτρους  ή σχέσεις μεταξύ τους ώστε: 
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6Β12.
Αν 
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Βρείτε τα παρακάτω όρια: 
(Θυμηθείτε και ανισότητες που αφορούν τριγωνομετρία)

6Β13.

[image: image212.wmf](

)

®¥

+

2

x

limx3x

hm






6Β14.

[image: image213.wmf](

)

®¥

-

x

lim2xx

sun


6Β15.

[image: image214.wmf]®¥

++

2

x

x

lim

x44x

hm





6Β16.

[image: image215.wmf]®¥

æö

ç÷

èø

x

2

lim3x

x

hm


6Β17.

[image: image216.wmf]®¥

+

2

x

2x

lim

x1

hm





6Β18.

[image: image217.wmf](

)

®¥

+

+

2

3

x

3x15x

lim

x1

hm


6Β19.

[image: image218.wmf]®¥

-+

++

2

2

x

x2xx1

lim

3x5xx3

hm

sun


6Β20.

[image: image219.wmf](

)

®¥

æö

+

ç÷

èø

+

2

x

1

x1

x

lim

x1

hm


Παρακάτω να ασχοληθείτε με εκθετικές συναρτήσεις βρίσκοντας τα
6Β21.
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Γ ΟΜΑΔΑ
6Γ1.
Nα υπολογιστεί  το 
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6Γ2.
Nα υπολογιστεί  το 
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6Γ3.
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 δείξτε τότε ότι όλες οι σταθερές  a1=a2=…=an=0  
7 ΣΥΝΕΧΕΙΑ

Α ΟΜΑΔΑ
Να εξετάσετε ως προς την συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις. 
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7A3.
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7A5.
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7A6.
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 Μελετήστε ως προς την συνέχεια της  f και 
[image: image232.wmf]f

.  Δώστε γεωμετρική ερμηνεία. 

Βρείτε τις τιμές ή τις σχέσεις των παραμέτρων ώστε οι παρακάτω συναρτήσεις να είναι συνεχείς. 

7A7.
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7A8.
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7A9.
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7A10.
f : (-λ,λ) (R, λ>0, και f συνεχής ώστε 
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 βρείτε το  f(0). 
7A11.
f συνεχής και 
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 βρείτε το  f(1). 
7A12.
Βρείτε όλες τις συνεχείς  f :  x2f(x) + 1=συνx. 

7A13.
f:R (R συνεχής στο 0 και 
[image: image238.wmf]ημ4xxf(x),xR
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βρείτε 

τότε το f(0)
7A15.
Αν  f : R(R ώστε 
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 δείξτε ότι  f συνεχής στο 0. 

7A16.
f : R(R, g :R (R συνεχής, g(0) = 0, και 
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7A17.
f : R(R: 
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7A18.
f : R(R: 
[image: image242.wmf](
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 δείξτε ότι  f συνεχής στο 2. 

7A19.
f, g συνεχείς στο α.
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 Δείξτε ότι h συνεχής στο α. όταν f(a)=g(a)
Β ΟΜΑΔΑ
7B1.
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7B2.
f: R( R συνεχής στο 0, g : R(R : 
[image: image245.wmf](
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 βρείτε το f(0). 
7B3.
Βρείτε δύο συνεχείς f, g και μη αρνητικές συναρτήσεις ώστε f-g=h όπου h δοσμένη συνεχής συνάρτηση. 
7B4.
f 2(x) + g2(x) = ημ2x δείξτε ότι  f, g συνεχείς στο π. 
7B5.
f 2(x) + g2(x) + 2f(x) – 4g(x) + 5
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 δείξτε ότι  f, g συνεχείς στο 0. 
7B6.
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 δείξτε ότι η  f δεν μπορεί να είναι συνεχής 

στο 1. 

8 ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ
A ΟΜΑΔΑ
8A1.
Για τις διάφορες τιμές του α κάντε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και μελετήστε την συνέχειά της. 
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Μελετήστε ως προς την συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις. Κατασκευάστε και μια πρόχειρη γραφική παράσταση. 

8A2.
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8A7.
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9 BOLZANO
Α ΟΜΑΔΑ
9Α1.
Δείξτε ότι η εξίσωση 
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9Α2.
Η  f  είναι συνεχής στο 
[image: image256.wmf]]

b

,

a

[

 και είναι 
[image: image257.wmf]0

n

,

0

m

>

>

.Να δείξετε ότι υπάρχει 



[image: image258.wmf]n

m

)

b

(

nf

)

a

(

mf

)

(

f

:

]

b

,

a

[

+

+

=

Î

x

x


9Α4.
Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο R , a>0 , f(a)
[image: image259.wmf]¹
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(Εδώ αξίζει να είστε παρατηρητικοί)
9Α5.
Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο [a,b], f(a) 
[image: image261.wmf]¹
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9Α6.
Η  f  είναι συνεχής στο 
[image: image263.wmf]]

b

,

a

[

 και 0<
[image: image264.wmf]]

b

,

a

[

x

,

b

)

x

(

f

a

Î

"

£

£
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9Α7.
Έστω 
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 συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο [0,1]: 
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9Α8.
Έστω 
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9Α10.
Δείξτε ότι η εξίσωση
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έχει δυο λύσεις στο 
[image: image272.wmf])
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9Α11.
Να δείξετε ότι η εξίσωση : x3+ax2=-b  με  b>0 , 1+a+b<0  έχει δυo τουλάχιστον λύσεις ετερόσημες.
9Α14.
Έστω f(x)=ax3+bx2+cx+d , a>0 , d<0 , a+c<b+d . Δείξτε ότι η  f έχει  δυο αρνητικές και μία θετική ρίζα ακριβώς. 
9Α15.
Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο R , f(0)=5 και 
[image: image273.wmf]2
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τότε να δείξετε ότι η  f  δεν έχει καμιά ρίζα.   
9Α16.
H συνάρτηση  f είναι συνεχής στο R ,f(0)=-2 και 
[image: image275.wmf]2
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 τότε να δείξετε ότι η  f  δεν έχει καμιά ρίζα και βρείτε τον τύπο της
9Α17.
H συνάρτηση  f είναι συνεχής στο R , f(0)=-1 και 
[image: image276.wmf]22
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 τότε να δείξετε ότι η  f  δεν έχει καμιά ρίζα και βρείτε τον τύπο της
9Α18.
Έστω 
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 συνεχείς στο 
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9Α25.
Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης με τύπο 
[image: image281.wmf]3
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9Α26.
Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης με τύπο 
[image: image282.wmf]f(x)nxn(ex)
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9Α27.
Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης με τύπο 
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Β ΟΜΑΔΑ

9Β3.
Να δείξετε ότι η εξίσωση : x3=1-x  έχει μοναδική ρίζα r  στο διάστημα 
[image: image284.wmf])
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9Β7.
Αν  f συνεχής στο R και f(x).f(f(x))=1 , f(9)=1/9  υπολογίστε το f(1)

9Γ3.
Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image285.wmf]+-+++=
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 δεν μπορεί να έχει τρεις ακέραιες λύσεις

10 ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΟΙ ΤΥΠΟΙ

Α ΟΜΑΔΑ

10Α1.
Έστω φ:R (R: φ(x+y)=φ(x)+φ(y) ( x,y (R δείξτε ότι φ συνεχής στο R αν και μόνο αν η φ είναι συνεχής στο 0.     
10Α2.
Έστω φ:R(R : φ(x+y)=φ(x)φ(y)  ( x,y (R. Αν η φ είναι συνεχής στο 0 τότε δείξτε ότι η φ είναι συνεχής στο R. 
10Α3.
φ:R (R: φ(x+y)=exφ(y)+eyφ(x)  ( x,y (R και 
[image: image286.wmf](
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 δείξτε ότι η φ είναι συνεχής στο R. 
Β ΟΜΑΔΑ

10Β1.
Αν 
[image: image287.wmf](
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 και φ συνεχής στο R, βρείτε τον τύπο της. 

Γ. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ
(1) ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ

(2) ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΕΙΣ
(3) ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ

(4) Προβλήματα στον ρυθμό

μεταβολής

(5) ROLLE , Θ.Μ.Τ 

(6) Ευρεση τυπων με παραγώγους 

(7) ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ

(8) AKΡOTATA
(9) προβληματα Με AKΡOTATA
(10) ΡΙΖΕΣ

(11) ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

(12) ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ

(13) DE L’ HOSPITAL
(14) ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ

(15) ΜΕΛΕΤΗ 

1 ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ

Α ΟΜΑΔΑ

Εξετάστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες στο x0
1Α1.
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1Α7.
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1Α8.
Έστω 
[image: image295.wmf]f(1)1

¢

=

 και 
[image: image296.wmf](

)

(

)

(

)

-

ì

³

ï

=

í

+

<

ï

î

f1x

,x0

Hx

f1x

,x0

. Να εξετάσετε αν η Η είναι παραγωγίσιμη στο 0.

Βρείτε τις τιμές των παραμέτρων ώστε οι παρακάτω συναρτήσεις να είναι παραγωγίσιμες στο x0 

1Α10.
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1Α11.
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1Α12.
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1Α13.
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1Α15.
Υπάρχει ο f ΄(0). Βρείτε το 
[image: image302.wmf]®
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1Α16.
Έστω: f(x)=(x2+2x+6)g(x), 
[image: image303.wmf](
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 , g συνεχής. Να εξετάσετε αν η  f είναι παραγωγίσιμη στο 0. 

1Α17.
Έστω f συνεχής στο ( και 
[image: image304.wmf](
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. Αφού δείξετε ότι f(0)=2, βρείτε, αν υπάρχει, την f ΄(0). 

1Α18.
Έστω f συνεχής στο 1 και 
[image: image305.wmf](
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. Δείξτε ότι f(1)=2 και βρείτε ,αν υπάρχει, την 
[image: image306.wmf](
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1Α20.
Υπάρχει ο f ΄(α). Βρείτε το 
[image: image307.wmf](
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1Α21.
Υπάρχει ο f ΄(α). Βρείτε το 
[image: image308.wmf](
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1Α22.
Η συνάρτηση g είναι συνεχής και g(2)(0. 

Αν f : f(x)=(x-2(g(x), δείξτε ότι η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2. 

1Α24.

[image: image309.wmf](
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 Αν υπάρχει η  f ΄(0) να βρείτε την τιμή της

1Α25.
Έστω f: R(R ώστε  f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε x, y , f ΄(0)=λ. Να δείξετε ότι  f είναι παραγωγίσιμη στο x0 ( R. 

1Α26.
Έστω f: R(R ώστε  f(x+y)=f(x)f(y) για κάθε x, y , f ΄(0)=1. 
[image: image310.wmf]¹
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 Να δείξετε ότι  f είναι παραγωγίσιμη στο x0 (R. 

1Α27.
Aν 
[image: image311.wmf]¢
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 δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το 
[image: image312.wmf]+¥

(0,)


1Α28.
Aν 
[image: image313.wmf]¢
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 τότε δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το 
[image: image314.wmf](0,)
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1Α29.
Έστω f: R(R ώστε  f(x+y)=f(x)+f(y)+3by(x+y)  για κάθε x, y  f ΄(0)=λ. Να δείξετε ότι  f είναι παραγωγίσιμη στο x0 ( R.

1Α30.
Aν 
[image: image315.wmf]=
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 f(y)συνx+ f(x)συνy   f ΄(0)=1 δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R
1Α31.
Αν 
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 δείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R 

1Α32.
Βρείτε την f ΄(0), αν είναι γνωστό ότι: (f(x)-x(( x2. 

B ΟΜΑΔΑ

1B2.
Βρείτε τις τιμές των παραμέτρων ώστε η παρακάτω συνάρτηση να είναι παραγωγίσιμη στα x0 
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1B6.
Υπάρχει ο f ΄(0) και 
[image: image318.wmf]22
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Βρείτε το f ΄(0)
1B7.
Υπάρχει ο f ΄(α).Δείξτε ότι 
[image: image319.wmf](
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1B8.
Έστω f ΄(x0 )=α, f(x0 )=β. Να βρεθεί το όριο: 
[image: image320.wmf](
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1B9.
Έστω f: 
[image: image321.wmf](0,)

+¥

(R ώστε f(by)= yf(x)+ xf(y) για κάθε x, y>0 και f ΄(1)=4. Να δείξετε ότι  f είναι παραγωγίσιμη στο x0 του 
[image: image322.wmf](0,)
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1B10.
Έστω συνάρτηση  f ώστε για κάθε x, y ( Αf  να ισχύει

f(x+y)-f(x)f(y)-xy=yf(x)+xf(y)-x-y , με f΄΄(0)=1, f(x)(0. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο τυχόν x0 ( Αf. 

1B11.
Βρείτε την f ΄(0), αν είναι γνωστό ότι: 
[image: image323.wmf]24
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και f συνεχής στο R   
1B12.
Αν 
[image: image324.wmf]0g(1),(x1)
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 και g παραγωγίσιμη στο 1. τότε να δείξετε ότι : g΄(1)=0 
1B13.
Έστω f: R(R ώστε 
[image: image325.wmf](
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[image: image326.wmf]{
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. Να δείξετε ότι f ΄(x0)=0. 

1B14.
Έστω f: R(R ώστε f(0)=0 και 
[image: image327.wmf](
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, x(R. Δείξτε ότι η f δεν παραγωγίζεται στο μηδέν. 

1B15.
Έστω συναρτήσεις  f, g με f(1)-g(1)=0,x+ f(x)-g(x)( 1 και  f, g παραγωγίσιμες στο 1. Να δείξετε ότι: f ΄(1)=g΄(1)-1   
1B16.
Έστω συναρτήσεις  f, g με f(p)=g(p), f(x)-g(x)( p-x και  f, g παραγωγίσιμες στο p. Να δείξετε ότι: f ΄(p)-g΄(p)+1=0. 

1B17.
Αν 
[image: image328.wmf]f(1)g(1),xf(x)g(x)xR{1}
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και f, g παραγωγίσιμες στο 1. Να δείξετε ότι: f(1)+f ΄(1)=g΄(1)  

1B18.
Έστω  f: f(0)=0, f ΄(0)=1, f(x+y)( f(x)+f(y) για κάθε x, y. Δείξτε ότι  f ΄(x0)=1.  

2 ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΕΙΣ
Α ΟΜΑΔΑ
Nα βρεθούν οι παράγωγοι των παρακάτω συναρτήσεων όπου υπάρχουν

2Α1.

[image: image329.wmf]=
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2Α2.
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2Α3.
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2Α4.
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2Α5.
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2Α6.
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2Α7.

[image: image335.wmf]3
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2Α8.

[image: image336.wmf]2
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2Α9.

[image: image337.wmf]=
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2Α10.

[image: image338.wmf]=
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2Α11.
Να προσδιοριστεί η 2η παράγωγος της συνάρτησης 
[image: image339.wmf]=
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2Α12.
Αν f  παραγωγίσιμη και
[image: image340.wmf]35
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 βρείτε την 
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2Α13.
Αν f  δυο φορές παραγωγίσιμη να βρείτε την 
[image: image342.wmf](
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2Α17.
Να δείξετε ότι  η συνάρτηση y με τύπο 
[image: image343.wmf]xx
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 επαληθεύει την εξίσωση 
[image: image344.wmf]4xy(x)2y(x)y(x)0,xR
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2Α18.
Να δείξετε ότι  η συνάρτηση y με τύπο 
[image: image345.wmf]y(t)a
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 επαληθεύει την εξίσωση 
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(Και αυτή παράσταση αυτή είναι διάσημη στην φυσική γιατί παριστάνει την εξίσωση Α. Α.Τ)
2Α19.
Να δείξετε ότι υπάρχουν δυο τιμές του α : η συνάρτηση y με τύπο 
[image: image347.wmf]=
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.Στην συνέχεια δείξτε ότι η συνάρτηση 
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 επαληθεύει την ίδια εξίσωση
2Α20.
Αν 
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 και 
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 προσδιορίστε τα α,b ώστε 
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2Α22.
Έστω f τρεις φορές παραγωγίσιμη στο  R ώστε 
[image: image353.wmf](
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 Να δείξετε ότι 
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2Α23.
Έστω f δυο φορές παραγωγίσιμη στο R*.Τότε δείξτε ότι :
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2Α24.
Αν 
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,δείξτε ότι:
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2Α25.
Αν 
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 δείξτε ότι : 
[image: image359.wmf]f(0)f(2a)0
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2Α27.
Έστω f: R(R  παραγωγίσιμη και άρτια. Δείξτε ότι η  f ΄ είναι περιττή. 
2Α31.
Αν f, g παραγωγίσιμες και ισχύει f(0)=g(0)=0, δείξτε ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει  f(x)g(x)=x για κάθε x(R. 

B ΟΜΑΔΑ

2B1.
Αν υπάρχει η 
[image: image360.wmf]f''(0),f'(0)2,g(x)xf(x)
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να υπολογιστεί η 
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2B5.
Αν 
[image: image362.wmf](
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 δείξτε ότι : 
[image: image363.wmf]f(x)xf(x)
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3 ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ

A ΟΜΑΔΑ

Nα βρείτε την εξίσωση εφαπτομένης της  f(x) στο x0
3A1.
f(x)=2x, x0=0
3A2.
f(x)=x3, x0= x0
3A3.
f(x)=lnx, x0=1. 

3A4.
f(x) =xν, x0=0,
[image: image364.wmf]*
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3A5.

[image: image365.wmf](
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,  x0=0. 

3A6.
Για ποια τιμή του λ η ευθεία (ε): y=λx εφάπτεται της Cf όπου f(x)=x2+1. Δώστε γεωμετρική ερμηνεία. 

3A7.
Για ποια τιμή του λ η ευθεία (ε): y=λx-4 εφάπτεται της Cf όπου f(x)=x2. Δώστε γεωμετρική ερμηνεία  

3A8.
Βρείτε για ποια τιμή του λ η ευθεία y=x είναι εφαπτομένη της Cf όπου f(x)=ln(λx), λ>0.

3A9.
Βρείτε όλες τις εφαπτόμενες της Cf: 
[image: image366.wmf]f(x)x
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 που διέρχονται από το (0,1).

3A10.
Βρείτε όλες τις εφαπτόμενες της Cf: 
[image: image367.wmf]2
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 που διέρχονται από το (0,1).

3A11.
Βρείτε όλες τις εφαπτόμενες της Cf: 
[image: image368.wmf](
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 που διέρχονται από το (0,1/3). 

(Προσέξτε! 
[image: image369.wmf]3
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3A12.
Έστω f: 
[image: image370.wmf](
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, και g: 
[image: image371.wmf](
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. Βρείτε τις εφαπτόμενες της Cf που διέρχονται από το (1,3) και δείξτε ότι αυτές είναι εφαπτόμενες και της Cg. Εξετάστε αν τα σημεία επαφής σχηματίζουν τετράγωνο. 


(Μια γεωμετρική αναγνώριση των Cf,Cg θα απλοποιούσε κατά πολύ την άσκηση)

3A13.
Έστω f: 
[image: image372.wmf](
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 και g: g(x)=αx2+β , x((0,π/2). Οι Cf και Cg τέμνονται σε κάποιο σημείο (x0,0) με x0 ((0,π/2). Αν οι εφαπτόμενες των Cf και Cg στο (x0 ,0) ταυτίζονται, βρείτε τα α, β. 

3A14.
Έστω C η καμπύλη με εξίσωση f(x)lnf(x)=ex, Αν  f παραγωγίσιμη , βρείτε την εφαπτομένη της C στο σημείο της (1,e).

3A17.
Βρείτε τα α, β, γ ώστε οι Cf και Cg όπου f(x)=x2+αx+β και g(x)=x3-γ να έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο τους (1,2). (Λέμε τότε ότι Cf και Cg εφάπτονται στο (1,2).) 

3A18.
Δείξτε ότι η καμπύλη c: y=eκxημ(κx) εφάπτεται των καμπύλων:   c1: y=eκx και c2: y=-eκx, κ>0
3A19.
Βρείτε αν υπάρχουν κοινές εφαπτόμενες των Cf και Cg όπου f(x)=x3-1 και g(x)=x2+2x. 

3A20.
Βρείτε τις κοινές εφαπτόμενες των Cf και Cg όπου f(x)=x2 και g(x)=x2+2x.
3A21.
Βρείτε αν υπάρχουν τις κοινές εφαπτόμενες των Cf και Cg όπου f(x)=lnx και g(x)=x
3A22.
Βρείτε αν υπάρχουν τις κοινές εφαπτόμενες των Cf και Cg όπου f(x)=1+x2 και      g(x)=-1-x2
3A23.
Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της Cf: f(x)=x4+λx2-λx+1 στο (-1,f(-1)) διέρχεται   

            από σημείο του οποίου οι συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες του λ. 

3A24.
Βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της Cf με τον άξονα x, στο σημείο όπου η 
[image: image373.wmf](
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 τέμνει τον άξονα x.
3A25.
Βρείτε το α ώστε να υπάρχει εφαπτομένη της 
[image: image374.wmf](
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 που να διέρχεται από το σημείο (0,0)
3A26.
Βρείτε το α ώστε η εφαπτομένη της 
[image: image375.wmf](
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 στο σημείο που η Cf τέμνει τον άξονα x, να σχηματίζει με τον άξονα x γωνία π/4.  

3A27.
Βρείτε τη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της 
[image: image376.wmf](
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 με τον άξονα x στο σημείο (α,α) της Cf (α>0). 

3A28.
Βρείτε τις εφαπτόμενες της. 
[image: image377.wmf]2

f(x)x
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 που είναι κάθετες και τέμνονται σε σημείο του άξονα y
3A29.
Βρείτε την εφαπτόμενη της. 
[image: image378.wmf]3
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 που διέρχεται από το (0,0) και βρείτε σε ποια σημεία τέμνει την Cf ?
3A30.
Έστω ότι η εφαπτομένη της 
[image: image379.wmf]2

f(x)x

=

 στο Α(a,f(a)) τέμνει τον άξονα y στο Β Δείξτε ότι δεν μπορεί το τρίγωνο ΟΑΒ να είναι ισοσκελές με κορυφή το Ο 
3A31.
Αν A(a,f(a)) , B(a,g(a)) και  f , g παραγωγίσιμες συναρτήσεις ώστε f(x)+x=g(x) τότε δείξτε ότι οι εφαπτόμενες τους στα Α και Β τέμνονται σε σημείο του άξονα y΄y.

3A32.
Έστω ότι η εφαπτομένη της 
[image: image380.wmf]f(x)x

=

 στο Α(a,f(a)), α>0, τέμνει τον άξονα y στο Μ και τον άξονα x στο Β. Δείξτε ότι το Μ είναι το μέσον του ΑΒ
Β ΟΜΑΔΑ

3Β1.
Βρείτε για ποια τιμή του λ η ευθεία y=x είναι εφαπτομένη της Cf όπου f(x)=λx, λ>0.

3Β2.
Να δείξετε ότι η  f(x)=ex και η g(x)=-x2 έχουν κοινή εφαπτομένη 

(Δεν ζητείται και να την βρείτε!) 
3Β3.
Να δείξετε ότι η  f(x)=lnx και η g(x)=ex έχουν κοινή εφαπτομένη 
3Β5.
Να δείξετε ότι η  f(x)=ex και η g(x)=-1/x έχουν κοινή εφαπτομένη 

3Β8.
Έστω gλ(x)=λf(x) όπου f παραγωγίσιμη στο R. Θεωρούμε τις εφαπτόμενες των gλ στα (x0,gλ(x0)). Δείξτε ότι διέρχονται δια σταθερού σημείου ανεξάρτητου του λ. (f΄(x0)(0)
4 Προβλήματα στον ρυθμό μεταβολής

Α ΟΜΑΔΑ

4Α1.
Η περίμετρος μιας κυκλικής κηλίδας μεταβάλλεται με ρυθμό 2m/sec όταν η ακτίνα της είναι 12m. Να βρεθεί την ίδια στιγμή ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού της
4Α2.
Ο όγκος μιας σφαίρας μειώνεται με ρυθμό –4m3/sec την στιγμή που η ακτίνα της είναι 2m. Να βρεθεί την ίδια στιγμή ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειάς της. (Δίνεται ότι η επιφάνεια Ε=4πρ2).

5 ROLLE , Θ.Μ.Τ 
Α ΟΜΑΔΑ

5Α1.
Έστω  f(x)=ax4+x2-ax+1. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο 

(0,1): f ΄(ξ)=2ξ

5Α2.
Δείξτε ότι μεταξύ δυο διαδοχικών ριζών ενός πολυωνύμου υπάρχει ρίζα της παραγώγου του

5Α3.
Αν 
[image: image381.wmf]=-+++
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 δείξτε ότι υπάρχει ξ
[image: image382.wmf]:
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η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο (ξ,f(ξ)) να είναι παράλληλη στον x΄x.

5Α4.
Έστω f  παραγωγίσιμη στο [α,b] και f(α)=b , f(b)=a . Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b) : η εφαπτομένη της Cf   στο ξ  να είναι παράλληλη προς την ευθεία y=-x
5Α5.
Έστω f συνεχής στο [2,3] , παραγωγίσιμη στο (2,3) και f(3)=f(2)+5. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (2,3): f ΄(ξ)=2ξ    

5Α6.
Έστω f συνεχής στο [a,b] , παραγωγίσιμη στο (a,b) και
[image: image383.wmf]22

f(a)f(b)ab

-=-

. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b): f ΄(ξ)=2ξ
5Α7.
Έστω f συνεχής στο [a,b] , παραγωγίσιμη στο (a,b) και
[image: image384.wmf]22

f(a)b,f(b)a

==

. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b): f ΄(ξ)=2ξ-2(a+b)
5Α8.
Έστω f συνεχής στο [1,3] , παραγωγίσιμη στο (1,3) και  f 2(3)=f 2(1)+8. 
           Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (1,3): f ΄(ξ) f (ξ)-ξ =0
5Α9.
Έστω f συνεχής στο [0,1] , παραγωγίσιμη στο (0,1) και f(1)=0. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (0,1): ξ f ΄(ξ)+ f (ξ) =0
5Α12.
Έστω f   παραγωγίσιμη στο R και 
[image: image385.wmf]()0,

fxxR

¢

¹"Î

. Δείξτε ότι  η  f  είναι 1-1 συνάρτηση. Ισχύει το αντίστροφο;
5Α14.
Έστω ότι 
[image: image386.wmf]f'

 συνεχής στο [0,2] και f(0)+f(2)=f(1). Δείξτε ότι υπάρχει ξ  στο 
            (0,2) : 
[image: image387.wmf]=-

f(1)2f(2)2f'(

ξ)


5Α17.
Έστω f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο R και 2f (3)=f(1)+f(5). Δείξτε ότι  η 
[image: image388.wmf]()

fx

¢

 δεν είναι 1-1 συνάρτηση και ότι η 
[image: image389.wmf]()

f

΄΄x

έχει μια τουλάχιστον ρίζα

5Α18.
Έστω f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο R και f (0)=f(1)=1 ,

 f(-1)=-1. Δείξτε ότι  υπάρχει ξ στο (-1,1): 
[image: image390.wmf]f()62

xx

¢¢

=-


5Α19.
Έστω f  δυο φορές παραγωγίσιμη στο R και a<b<c διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου . Αν και τα f(a),f(b),f(c) είναι και αυτά διαδοχικοί όροι αριθμητικής μιας άλλης προόδου, τότε δείξτε ότι η 
[image: image391.wmf]()

fx

¢¢

έχει μια τουλάχιστον ρίζα

5Α20.
Έστω 
[image: image392.wmf]f:RR

®

 τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση ώστε 
            f(1)=f(0)=f ΄(0)= f ΄΄(0)=0. Δείξτε ότι υπάρχει ξ  στο (0,1) :  f ΄΄΄(ξ)=0.
5Α27.
Έστω f συνεχής στο [1,2] , παραγωγίσιμη στο (1,2) και f(2)=4f(1). Θέτουμε 
[image: image393.wmf]2

x
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. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (1,2) : g΄(ξ)=0. Δείξτε στην συνέχεια ότι υπάρχει σημείο 
[image: image394.wmf]f

C

A

Î

: η διάμεσος ΑΜ του τριγώνου ΟΑΒ  να είναι εφαπτομένη της Cf .  B είναι η προβολή του Α στον  xx΄ και Ο η αρχή των αξόνων . 

5Α28.
Έστω f  παραγωγίσιμη στο R και η γραφική παράσταση της συνάρτησης τέμνει σε δυο τουλάχιστον σημεία την πρώτη διχοτόμο των αξόνων . Δείξτε ότι υπάρχει εφαπτομένη της συνάρτησης που σχηματίζει με τον άξονα x γωνία 450
5Α30.
Έστω  
[image: image395.wmf]f:RR

®

 τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση. Aν υπάρχει εφαπτομένη (ε) της 
[image: image396.wmf]f

C

 που εφάπτεται της 
[image: image397.wmf]f

C

 και σε ένα άλλο σημείο εκτός του σημείου επαφής τότε υπάρχει ξ  
[image: image398.wmf]f()0

x
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5Α31.
Έστω 
[image: image399.wmf]]
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 παραγωγίσιμη συνάρτηση : f(0)=0 , f(1)=1. Δείξτε ότι υπάρχει ξ
[image: image400.wmf]:
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 f(ξ)=1-ξ και στην συνέχεια ότι υπάρχουν ξ1,ξ2 : f ΄(ξ1)f ΄(ξ2)=1
5Α32.
Έστω f συνεχής στο [-α,α] , παραγωγίσιμη στο (-α,α) και 

f(-α)=f(α)=0,f(0)=a . Δείξτε ότι υπάρχουν δυο εφαπτόμενες της Cf  κάθετες μεταξύ τους.

5Α39.
Έστω f,g συνεχείς στο [α,β] , παραγωγίσιμες στο (α,β) και f(x)g(x) 
[image: image401.wmf]¹

0 στο [α,β] . Αν f(α)g(β) =g(α)f(β)..Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,β) :  f ΄(ξ)g(ξ) =g ΄(ξ)f(ξ)

5Α40.
Έστω f,g συνεχείς στο [α,β] , παραγωγίσιμες στο (α,β) και 
[image: image402.wmf]f(a)g(b)0

==

 Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,β) :
[image: image403.wmf]f()g()g()f()ab2

xxxxx
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5Α41.
Έστω f,g συνεχείς στο [α,β] , παραγωγίσιμες στο (α,β) και  f(α)=0 , f(β)=0 , g(α)g(β)
[image: image404.wmf]0

¹

, f ΄(x)g(x) 
[image: image405.wmf]¹

g΄(x)f(x) 
[image: image406.wmf]Î
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(α,β.) Δείξτε ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει 
[image: image407.wmf]0

)

x

(

g

¹



 EMBED Equation.3 [image: image408.wmf]Î
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(α,β).

5Α42.
Έστω f,g συνεχείς στο [α,β] , παραγωγίσιμες στο (α,β) και  



[image: image409.wmf]f(x)0,x(a,b)

¢

¹"Î

 Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,β)
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Β ΟΜΑΔΑ

5Β1.
Έστω f συνεχής στο [0,π/2] , παραγωγίσιμη στο (0,π/2) και f(0)=0. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (0,π/2): f ΄(ξ) =f (ξ)εφξ
5Β2.
Έστω  f  παραγωγίσιμη στο R , f(0)=0. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (0,π/4):
[image: image411.wmf]1
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5Β3.
Έστω 
[image: image412.wmf])
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παραγωγίσιμη συνάρτηση και 0<a<b<1 : f(a)=0=f(0) , f(b)=b. Δείξτε ότι υπάρχει ξ  στο (0,1) : f’(ξ)=c όπου c τυχαίο σημείο του (0,1) .  

5Β4.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) και f(a)=f(b)=0. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b) :  f ΄(ξ)=k f(ξ) 
5Β5.
Έστω f  παραγωγίσιμη στο [0,1] , f(0)=0  , f(x) 
[image: image413.wmf]¹

0 
[image: image414.wmf]Î
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(0,1]. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (0,1) : 
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1

(

f

)

1

(

'

f

)

(

f

)

(

'

f

2

x

x

x

x

-

-

=

  
5Β6.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) και 
[image: image416.wmf]f(x)0

¹

. Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b) : 
[image: image417.wmf]f()11
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5Β7.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (a,b) : 
[image: image418.wmf]11
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5Β8.
Έστω 
[image: image419.wmf]f:[1,4](0,)

®+¥

συνάρτηση με συνεχή παράγωγο και f(1)f(2)=f(3)f(4). Δείξτε ότι υπάρχει ξ  στο (1,4):
[image: image420.wmf]f'(

ξ)0

=

 
5Β9.
 f  παραγωγίσιμη στο [0,1]  με συνεχή παράγωγο και  f ΄(0)>0 , f(1)-f(0)=1/2 Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (0,1) : f ΄(ξ)=2ξ   
5Β10.
Aν f   παραγωγίσιμη στο [-1,1]  με συνεχή παράγωγο και 

 f ΄(-1)<3 , f(1)-f(-1)>3 Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (-1,1)

: f ΄(ξ)=3ξ 2  
5Β12.
Έστω 
[image: image421.wmf]f:[1,4]R

®

 δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση με f ΄΄ συνεχή και    f(2)< f(1)< f(4)< f(3) Δείξτε ότι υπάρχει ξ  στο (1,4):
[image: image422.wmf]f''(

ξ)0

=

  
5Β13.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) και f(a)=f(b)=0 , c<a. Δείξτε ότι υπάρχει ξ : η εφαπτομένη της  f  στο ξ να διέρχεται από το (c,0).     
5Β14.
Έστω  
[image: image423.wmf]f:(k,)R

+¥®

παραγωγίσιμη συνάρτηση. Aν υπάρχει χορδή της 
[image: image424.wmf]f

C

 που διέρχεται από το 
[image: image425.wmf](m,0)

 με m<k τότε υπάρχει και εφαπτομένη της 
[image: image426.wmf]f

C

 που διέρχεται από το 
[image: image427.wmf](m,0)

    
5Β15.
Έστω f: f(x)=x2ν. Δείξτε ότι μοναδικό σημείο τομής των Cf και της εφαπτομένης είναι το σημείο επαφής. (ν(N*)
5Β16.
Έστω f τρεις φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση και η ευθεία y=ax+b είναι εφαπτομένη της Cf   στα ξ1 ,ξ2 . Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο (ξ1,ξ2) : f ΄(ξ)=a. Δείξτε στην συνέχεια ότι υπάρχει w : f ΄΄΄(w)=0. 

5Β17.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) και f(a)=b,f(b)=a>0 Δείξτε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2 στο (α,b) : 

 f ΄(ξ1)f ΄(ξ2)=1.  

5Β20.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) και f(a)=f(b) Δείξτε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2 στο (α,b) :

f ΄(ξ1)+3f ΄(ξ2)=0. Εξηγείστε γεωμετρικά    
5Β21.
Έστω f συνεχής στο [α,b] , παραγωγίσιμη στο (α,b) ,f(a)=f(b) και k,l,m>0 Δείξτε ότι υπάρχουν ξ1,ξ2, ξ3  στο (α,b) : 

k f ΄(ξ1)+l f ΄(ξ2)+m f ΄(ξ3)=0. 

5Β23.
Aν f παραγωγίσιμη στο (α,b)
[image: image428.wmf]xaxb

limf(x)limf(x)
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, δείξτε ότι η  f ΄(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,b).  

5Β24.
Έστω f  παραγωγίσιμη στο R ,
[image: image429.wmf])

x
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f
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+¥
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=0  , f(0)=0 . Δείξτε ότι υπάρχει ξ στο R :  f ΄(ξ)=0 

5Β25.
Έστω f συνεχής στο [α,
[image: image430.wmf])

+¥

, παραγωγίσιμη στο (α,
[image: image431.wmf])

+¥

 
[image: image432.wmf]x

f(a)limf(x)
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 Δείξτε ότι η f ΄(x)  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,
[image: image433.wmf])

+¥

.  

5Β26.
Έστω f  παραγωγίσιμη στο (α,
[image: image434.wmf])
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[image: image435.wmf]x
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. Δείξτε ότι η f ΄(x)  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,
[image: image436.wmf])

+¥

. 
6 Ευρεση τυπων με παραγώγους 

Α ΟΜΑΔΑ
6Α1.
Έστω  ότι οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιμες και 

f ΄(x)+g΄(x) f(x)=0   
[image: image437.wmf]"

Î

x

R

. Δείξτε ότι η συνάρτηση με τύπο 
[image: image438.wmf]f
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 είναι σταθερή. 

(Από εδώ μπορείτε να βρείτε τον τύπο της f)
6Α2.
Έστω  ότι οι συναρτήσεις f, g,h είναι παραγωγίσιμες και 

f ΄(x)+g΄(x) f(x)=h(x) 
[image: image439.wmf]"
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. Αν 
[image: image440.wmf]g(x)

h(x)ew(x)
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 και
[image: image441.wmf]f(a)A
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 βρείτε τον τύπο της  f.

(είναι γενίκευση της προηγούμενης. Αργότερα θα έχετε μεγαλύτερη βοήθεια για την εύρεση της w με ολοκληρώματα)
6A3.
Έστω 
[image: image442.wmf]f
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. Δείξτε ότι η  συνάρτηση με τύπο
[image: image443.wmf]g
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 είναι σταθερή και έτσι βρείτε τον τύπο της  f.

6A4.
Αν
[image: image444.wmf]2
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, βρείτε τον τύπο της  f(x)
6A5.
Αν
[image: image445.wmf]f
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 , βρείτε τον τύπο της  f(x)

6A6.
Aν  f ΄(x)+f(x)=1  
[image: image446.wmf]"
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 f(0)=e , βρείτε τον τύπο της  f(x)

6A7.
Αν  f ΄(x)=af(x)+b  
[image: image447.wmf]"

Î

x

R

,

 f(0)=c  βρείτε τον τύπο της  f(x) όταν 
[image: image448.wmf]abc0

¹


6A8.
Αν  xf ΄(x)+2f(x)=3x 
[image: image449.wmf]x0
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 ,  f(1)=1  βρείτε τον τύπο της  f(x).

6A9.
Αν
[image: image450.wmf](
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4f (x)=f(x)0 ,x1,f(0)1

  βρείτε τον τύπο της  f(x) 

6A10.
Αν  f(x)+x2+ημx=f ’(x)+2x+συνx 
[image: image451.wmf]"
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, βρείτε τον τύπο της f(x)

6A11.
Αν  xf ΄(x)+f(x)=ex  
[image: image452.wmf]"

Î

x

R

,

 βρείτε τον τύπο της  f(x).  

6A17.
Αν 
[image: image453.wmf]f(x)f(x)g(x),g(x)g(x)f(x),xR
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και 
[image: image454.wmf]f(0)0,g(0)1
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 να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image455.wmf]-x2-x2
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 είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο των 
[image: image456.wmf]f(x),g(x)


6A18.
Αν 
[image: image457.wmf](
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και 
[image: image458.wmf]f(0)f(0)0
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 να δείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image459.wmf](
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 είναι σταθερή και να βρείτε τον τύπο της 
[image: image460.wmf]f(x)


6A19.
Αν  xf ΄΄(x)+f ΄(x)=0  
[image: image461.wmf]"
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. Βρείτε τον τύπο της    
6A20.
ι)Να δείξετε την ισοδυναμία 
[image: image462.wmf]R
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ιι)Αν g΄΄(x)-2g΄(x)+g(x)=0  , g΄(0)=g(0)=1
[image: image463.wmf]"
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 βρείτε τον τύπο της  συνάρτησης g(x)  

6A22.
Αν 
[image: image464.wmf]f
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δείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R και βρείτε τον τύπο της.
6A23.
Αν 
[image: image465.wmf]f(xy)f(y)f(x)3xy(xy),x,yR
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 και 
[image: image466.wmf]f(x),xR,f(1)1
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  βρείτε τον τύπο της.
6A24.
Αν 
[image: image467.wmf]f(xy)xyf(y)f(x)xy1x,y0,f(1)2
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δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το 
[image: image468.wmf](
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 και βρείτε τον τύπο της
6A25.
Aν 
[image: image469.wmf]f
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 f(y)συνx+ f(x)συνy   f ΄(0)=1 δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R και βρείτε τον τύπο της

6A26.
Aν 
[image: image470.wmf]f
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δείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε όλο το 
[image: image471.wmf](
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 και βρείτε τον τύπο της   

6A27.
Αν  f(x+y)=f(x).f(y) 
[image: image472.wmf]"
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 ,  f(x)=1+xg(x) , 
[image: image473.wmf]x0
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 βρείτε τον τύπο της.  

6A28.
Αν 
[image: image474.wmf]f
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 δείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R και βρείτε τον τύπο της.   

6A29.
Αν 
[image: image475.wmf]xyxy

f(xy)ef(y)ef(x)2xye,x,yR
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με 
[image: image476.wmf]f(0)2
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 δείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R και βρείτε τον τύπο της.
6A31.
Αν 
[image: image477.wmf]f
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παραγωγίσιμη σε  όλο το R βρείτε τον τύπο της  f(x).    

6A32.
Aν 
[image: image478.wmf]f(x)f(y)1(xy)x,yR
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 δείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε όλο το R και βρείτε τον τύπο της.

6A33.
Αν 
[image: image479.wmf]f
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 EMBED Equation.2 [image: image480.wmf]"
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και ,f(0)=5 βρείτε τον τύπο της  f(x)  
Β ΟΜΑΔΑ
6Β1.
Aν  xf ΄(x)-f(x)=x2  
[image: image481.wmf]"

Î

x

R

,

 f(1)=3 , βρείτε τον τύπο της  f  

6Β2.
Αν  f ΄΄(x)ημx+f(x)ημx=ημ2x στο (0,π), f(0)=0 , f(π/2)=π/2 , f ΄ συνεχής στο [0,π] Βρείτε τον τύπο της  f(x) στο [0,π]

 (Μην απλοποιήσετε με ημx)  

6Β3.
Aν xf ΄(x)=2f(x) 
[image: image482.wmf]"
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 EMBED Equation.2 [image: image483.wmf]lim
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τότε δείξτε ότι f(0)=0 , 
[image: image484.wmf]lim

(

)

x

f

x

x

®

=

0

0

,     f’(0)=0 , 
[image: image485.wmf]lim
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, f ΄΄(0)=4 , 

f ΄ παραγωγίσιμη 
[image: image486.wmf],
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 xf ΄΄(x)=f’(x) 
[image: image487.wmf]"
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 f ΄΄  συνεχής
[image: image488.wmf]"
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f ΄΄  παραγωγίσιμη
[image: image489.wmf]"
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Με την βοήθεια του Θ-Μ-Τ δείξτε f ΄΄(x)=4 
[image: image490.wmf]"
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και βρείτε τον τύπο της  f(x)  

6Β4.
Aν  f ΄(x)f(1-x)=1  
[image: image491.wmf]"
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,

 f(1)=e βρείτε τον τύπο της  f(x)   
6Β5.
Έστω  
[image: image492.wmf]f:(0,)R
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 παραγωγίσιμη συνάρτηση. Η εφαπτομένη (ε) της 
[image: image493.wmf]f

C

 στο σημείο της Α τέμνει τον άξονα x στο σημείο Β και Γ είναι η προβολή του Α στον άξονα x . Αν το σημείο (0,0) είναι το μέσον του ΒΓ και f(1)=1 να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης 
6Β6.
Έστω  
[image: image494.wmf]f:RR

®

 παραγωγίσιμη συνάρτηση. Η εφαπτομένη (ε) της 
[image: image495.wmf]f

C

 στο σημείο της Α τέμνει τον άξονα x στο σημείο Β και Γ είναι η προβολή του Α στον άξονα x . Αν 
[image: image496.wmf]1
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 και f(1)=2 να βρεθεί ο τύπος της 
6Β7.
Έστω 
[image: image497.wmf]f:RR

®

  συνεχής συνάρτηση και παραγωγίσιμη στο R*. Η εφαπτομένη (ε) της 
[image: image498.wmf]f

C

 σε κάθε σημείο της 
[image: image499.wmf]000
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 διέρχεται από το σημείο (0,0) και είναι  f(1)=1, f(-1)=1 να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης

6Β8.
Έστω  
[image: image500.wmf]*

f:(0,)R
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 παραγωγίσιμη συνάρτηση 
[image: image501.wmf]f(x)0

¢
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. Η εφαπτομένη (ε) της 
[image: image502.wmf]f

C

 στο σημείο της Α τέμνει τον άξονα x στο σημείο Β και Γ είναι η προβολή του Α στον άξονα x . Αν (ΑΒΓ)=1/2 και f(1)=1 να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης
7 ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ

Α ΟΜΑΔΑ

Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις  f με τύπους: 

7A1.
f(x)=x4-2x2-3 
(υπ)
7A2.

[image: image503.wmf]2
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7A3.

[image: image504.wmf]f(x)xlnx
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7A4.
.f(x)=1+x+
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7A6.
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7A10.
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7A13.

[image: image514.wmf](
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7A14.
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7A15.
Να εξετάσετε στο (0,4) την μονοτονία της  f  όπου: 
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7A16.
Να δείξετε ότι η  f: 
[image: image517.wmf](
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 είναι γνήσια αύξουσα.Βρείτε την f -1.

7A17.
Δείξτε ότι η  f: f(x)=x5+2x+3 είναι 1-1. Βρείτε και το σύνολο τιμών της  f. 

7A18.
Αν eα+α=eβ+β, δείξτε ότι α=β. Βρείτε την  f :
[image: image518.wmf]f(x)
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Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις  f  με τύπους:

7A19.

[image: image519.wmf](
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7A20.
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7A21.
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7A22.
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7A23.
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7A24.
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7A25.
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7A26.
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7A27.
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7A28.
Για ποιες τιμές του λ η f  
[image: image528.wmf]32
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 είναι γνήσια αύξουσα.
7A29.
Για ποιες τιμές του λ η f  
[image: image529.wmf]2
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 είναι γνήσια φθίνουσα
7A30.
Για ποιες τιμές του λ η f  
[image: image530.wmf]2xx
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 είναι γνήσια αύξουσα.
7A31.
Αν 
[image: image531.wmf](
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,βρείτε για ποιες τιμές του λ  f είναι γνήσια μονότονη.

B ΟΜΑΔΑ

7B1.
Για τις διάφορες τιμές του λ(R μελετήστε τη μονοτονία της f: 
[image: image532.wmf]f(x)xxx

lhmsun
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7B2.
Για τις διάφορες τιμές του λ(R μελετήστε τη μονοτονία της f: 
[image: image533.wmf]x2

f(x)e(x2x)
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7B3.
Για τις διάφορες τιμές του λ ((0,+() μελετήστε τη μονοτονία της f: f(x)=2λημx+συν2x.

7B4.

[image: image534.wmf]2
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 μελετήστε τη μονοτονία
7B5.
Αν 
[image: image535.wmf](
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, δείξτε ότι η  f είναι παραγωγίσιμη και στο 0. Κατόπιν αποδείξτε ότι δεν υπάρχει διάστημα (-δ,δ), δ>0 στο οποίο η  f  να είναι γνήσια μονότονη. 

7B9.
Αν 
[image: image536.wmf]f(0)f(0)f(0)0,f(x)0x[0,)
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μελετήστε ως προς την μονοτονία  την 
[image: image537.wmf]f(x),x[0,)

Î+¥


7B11.
Είναι: f(0)=0, f συνεχής στο R , f ΄ γνησίως αύξουσα στο R*+. Μελετήστε τη μονοτονία της g(x)=f(x)/x στο R*+  

7B12.
Έστω f: f ΄΄(x)>0 για κάθε x ([α,β] και 
[image: image538.wmf](

)

(

)

(

)

fxf

α

gx

x

α

-

=

-

. Μελετήστε τη μονοτονία της g στο (α,β).
AKΡOTATA
A ΟΜΑΔΑ

Να βρείτε και να χαρακτηρίσετε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων f όπου: 

8Α1.

[image: image539.wmf](
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8A2.
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8A3.
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[image: image542.wmf]3x2xx
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8A5.

[image: image543.wmf]f(x)x2lnx2ln1x
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8A6.
f(x)=2x
[image: image544.wmf]nx
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8A7.
f(x)=xνex , ν (Ν
8A8.

[image: image545.wmf](
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8A9.
f(x)=x+ημ2x

8A10.
f(x)=3ημx+συν3x    

8A11.
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8A12.
f(x)=(x2- x+1)(1+x2)- 2e-χ
8A13.
Δείξτε ότι όταν a2-4b+4<0 τότε η f(x)=ex(x2+ax+b) δεν παρουσιάζει ακρότατα.

8A14.
Αν 
[image: image547.wmf]mn

f(x)x(x2),m2,n2,m,nN*
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τότε δείξτε ότι η συνάρτηση παρουσιάζει ένα τοπικό ελάχιστο

Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης για τις διάφορες τιμές της παραμέτρου α.
8A16.

[image: image548.wmf]ax2
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8A17.

[image: image549.wmf]2
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8A18.

[image: image550.wmf]ln(ax)
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8A19.
Αν 
[image: image551.wmf]1
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 Να βρεθεί το a ώστε το τοπικό ελάχιστο της  f να γίνει διπλάσιο από το τοπικό μέγιστο της 

(Αν θέλετε κριτήριο Β΄ παραγώγου)
8A20.
Αν 
[image: image552.wmf]2
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 Να βρεθεί το a ώστε το ελάχιστο της  f να γίνει μέγιστο
8A21.
Αν 
[image: image553.wmf]-ax
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 Να βρεθεί το a ώστε το μέγιστο της f να γίνει ελάχιστο.

8A22.
F(x)=xae2a-x a>0 , x>0. Βρείτε το a ώστε το μέγιστο της F να γίνει ελάχιστο. 
8A23.
Αν 
[image: image554.wmf]x-x
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 να βρεθεί ο τόπος των σημείων 
[image: image555.wmf]00

(x,f(x))

στα οποία η συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό ακρότατο
Β ΟΜΑΔΑ

Να βρείτε και να χαρακτηρίσετε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων f όπου: 

8Β1.

[image: image556.wmf]f(x)x
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8Β2.
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8Β3.
f(x)=x2lnx-x. 
8Β4.
Δείξτε ότι η εξίσωση : 
[image: image558.wmf]x4x0
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 δεν είναι αδύνατη και βρείτε το ελάχιστο της συνάρτησης 
[image: image559.wmf]2
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8Β5.
Δείξτε ότι αν
[image: image560.wmf](
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όπου f  δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση τότε η f  δεν παρουσιάζει ακρότατα.
8Β6.

[image: image561.wmf]c
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. Aν η συνάρτηση έχει δύο διαφορετικά ακρότατα δείξτε ότι το μέγιστό της είναι μικρότερο από το ελάχιστό της  

8Β7.
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 Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης για τις διάφορες τιμές του α.  

8Β8.

[image: image563.wmf]x
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 , α>0,b>0. Nα βρεθεί η συνθήκη μεταξύ των α,β ώστε η  f να έχει τρία ακριβώς ακρότατα στο (0,π).    

9 προβληματα Με AKΡOTATA
Α ΟΜΑΔΑ
9A8.
Έστω x ο αριθμός τεμαχίων ενός προϊόντος. Ο ρυθμός μεταβολής της τιμής μονάδος είναι 
[image: image564.wmf]2

dP3

(54x8x)

dx176

=-

, ενώ το κόστος των x τεμαχίων με x<7 είναι K=x3-18x2+105x (x σε εκατομμύρια) 

i) Να βρεθεί ο αριθμός τεμαχίων που μεγιστοποιεί την τιμή μονάδος

ii) Να βρεθεί ο αριθμός τεμαχίων που μεγιστοποιεί το κόστος

iii) Να βρεθεί ο αριθμός τεμαχίων που μεγιστοποιεί τις πωλήσεις

iv) Να δειχθεί ότι ο αριθμός τεμαχίων που ελαχιστοποιεί τα κέρδη είναι x=
9A10.
Ένα βιβλιοπωλείο αγοράζει ένα βιβλίο από τον εκδότη 3 ευρώ το καθένα .Όταν το διαθέτει στην αγορά με 15 ευρώ τότε πουλά 200 αντίτυπα τον μήνα. Εκτιμήθηκε τώρα ότι αν η τιμή πώλησης μειωθεί, τότε για κάθε 1 ευρώ  μείωσης θα πωλούνται 20 περισσότερα αντίτυπα τον μήνα. Να βρείτε την τιμή πώλησης που μεγιστοποιεί τα κέρδη.
10 ΡΙΖΕΣ

Α ΟΜΑΔΑ

Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μία ακριβώς λύση  
10Α1.

[image: image565.wmf]x1x1x
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10Α2.
ax+bx=(a+b)x , a>0,b>0   

10Α3.
3x+4x=5x   

(τι θυμίζουν τα 3,4,5?)

10Α4.
xex=ex-1 

10Α5.
x+ex=0  

10Α6.

[image: image566.wmf]x
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Μπορεί να χρειαστείτε τον κανόνα του De l’ Hospital για την εύρεση κάποιου ορίου

10Α7.

[image: image567.wmf]x1

lnxe2x

-

+=-


10Α8.
lnx=e-x
10Α13.
Αν f συνεχής και γνήσια αύξουσα συνάρτηση σε όλο το R και ισχύουν 
[image: image568.wmf]f(1)1,f(1)1
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 τότε δείξτε ότι η εξίσωση 
[image: image569.wmf]35
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 έχει μοναδική λύση

Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μία τουλάχιστον λύση 

στα διαστήματα που αναγράφονται δίπλα
10Α23.
(1-x)συνx=ημx ,στο R   

10Α24.
9xlnx+e=0  στο
[image: image570.wmf](0,)
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10Α25.
5x4+2kx=k+1 στο [0,1] 
10Α26.

[image: image571.wmf]2

x1

k(3x1)ln(1x)

x1

-

-=++

+

στο [0,1]
10Α27.

[image: image572.wmf]x(x2)x2(1x)(ax)
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στο [0,2]
10Α28.

[image: image573.wmf]xkkxkxxk
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στο [0,k]    
10Α29.
2(x3-2)=3k(x-1) στο (0,2)

10Α30.

[image: image574.wmf]x
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στο 
[image: image575.wmf](0,)
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Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν το πολύ 1 λύση στα 

διαστήματα που αναγράφονται δίπλα
10Α34.
x3-3x+k=0 στο (-1,1)  

Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις είναι αδύνατες

10Α42.

[image: image576.wmf]x
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10Α44.

[image: image577.wmf]42
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10Α45.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση ex=ax2+bx+c  έχει τρεις το πολύ λύσεις.

10Α48.
Δείξτε ότι η συνάρτηση f(x)=
[image: image578.wmf]0
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 δεν μπορεί να έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές και άνισες, αν είναι γνωστό ότι ισχύει : 
[image: image579.wmf]b
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10Α49.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση  xn=ax+b  έχει τρεις το πολύ λύσεις.

10Α50.
Να δείξετε ότι η εξίσωση:
[image: image580.wmf]0
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 έχει το πολύ δύο λύσεις όταν είναι: 
[image: image581.wmf]R
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10Α51.
Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image582.wmf]5
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 δεν μπορεί να έχει τρεις ή και περισσότερες λύσεις.

10Α52.
Είναι:
[image: image583.wmf]R
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. Να δείξετε ότι στην γραφική παράσταση  της  f  δεν υπάρχουν τρία συνευθειακά σημεία.

Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν δυο ακριβώς λύσεις
διαστήματα που αναγράφονται δίπλα
10Α53.
x2=συνx στο R
10Α54.
x4-32x+40=0  στο R
10Α55.
ex+e-x=4-x2  στο R
10Α56.

[image: image584.wmf]42

x16(x2)
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  στο R
10Α57.

[image: image585.wmf]42

x1(x14)
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  στο R
10Α58.

[image: image586.wmf]43
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στο R
10Α59.

[image: image587.wmf]0
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10Α60.

[image: image588.wmf]3
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10Α61.
Αν η εξίσωση 
[image: image590.wmf]0
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 έχει τέσσερις διαφορετικές λύσεις δείξτε ότι 
[image: image591.wmf]75
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Nα δείξετε ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν δυο τουλάχιστον λύσεις
διαστήματα που αναγράφονται δίπλα
10Α62.
x3+ax2+b=0 , b>0 , 1+a+b<0  στο (-1,1)
10Α63.
(3x2-1)(k+συνx)=(x3-x)ημx στο (-1,1)
10Α64.

[image: image592.wmf]2
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στο (-1,1).
Nα λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις
10Α66.
5x=1+4x
10Α68.
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10Α69.
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10Α70.
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10Α71.

[image: image596.wmf]2
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10Α72.

[image: image597.wmf]e(x1)(e1)xlnx
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10Α73.

[image: image598.wmf]x
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10Α75.

[image: image599.wmf])

1

x

ln(

2

)

1

x

(

ln

x

2

2

+

=

+

+


10Α77.

[image: image600.wmf]2
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Σε πολλές από τις επόμενες κάποια όρια θα βρείτε με De l’ 

Hospital»

10Α80.
Να βρεθεί το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της συνάρτησης 
[image: image601.wmf]]
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10Α81.
Να βρεθεί το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της συνάρτησης 
[image: image602.wmf]3
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Βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης για τις διάφορες τιμές της 

παραμέτρου m.

10Α82.

[image: image603.wmf]m
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10Α83.

[image: image604.wmf]1
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10Α84.
x3-x=m 
10Α85.
x2ex=m
10Α86.
mx=x 
10Α87.
x=mlnx
10Α88.

[image: image605.wmf]m

lnx
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10Α89.
2x(ex-1)+(1-m)ex+m=0.

Β ΟΜΑΔΑ

10Β1.
Για ποιες του α/b η εξίσωση 
[image: image606.wmf]3x
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 έχει μία ακριβώς λύση 

(Μπορεί να χρειαστείτε τον κανόνα του De l’ Hospital για την εύρεση κάποιου ορίου)

10Β2.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση   3x4-x2-2x+4=0 είναι αδύνατη.  
10Β5.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image607.wmf]xx2
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  έχει δύο ακριβώς λύσεις
10Β6.
Να δείξετε ότι η εξίσωση   
[image: image608.wmf]x
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  έχει δύο ακριβώς πραγματικές λύσεις . 

10Β7.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση   x2=συνx+xημx  έχει δύο ακριβώς λύσεις.

10Β9.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image609.wmf]1
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 έχει άπειρες λύσεις
10Β10.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image610.wmf]x
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 έχει άπειρες λύσεις για 
[image: image611.wmf]x[0,)
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10Β11.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση   x3-7x+2=0  έχει τρεις ακριβώς πραγματικές λύσεις και αν  f  παραγωγίσιμη στο R ώστε 

f 3(x)+2=7f(x) τότε η  f είναι σταθερή.

10Β12.
Να λυθεί η εξίσωση  
[image: image612.wmf]x

1

x

2

=


10Β13.
Να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
[image: image613.wmf]3
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Γ ΟΜΑΔΑ

10Γ1.
Να λυθεί η εξίσωση  
[image: image614.wmf]x
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10Γ2.
Αν το πολυώνυμο 
[image: image615.wmf]32

xkx12x8

-+-

 έχει τρεις θετικές ρίζες να βρεθούν οι ρίζες του καθώς και το k.

10Γ5.
Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image616.wmf]863
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 είναι αδύνατη στο R
10Γ6.
Να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image617.wmf]863
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 είναι αδύνατη στο R 

11 ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

A ΟΜΑΔΑ

Να δειχθούν οι παρακάτω ανισώσεις 

11A1.
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11Α6.

[image: image619.wmf]a

b

b

a

>

ef

ef

όταν 0<b<a<π/2

11Α7.
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Να βρείτε το a στις παρακάτω περιπτώσεις

11Α11.
Αν x4+2x3+ax-a-3
[image: image622.wmf]0xR

³"Î

 τ

11Α12.
Αν 
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11Α13.
Αν 
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11Α17.
Αν 
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 δείξτε ότι a=e

11Α20.
Να δειχτεί ότι υπάρχει ακριβώς ένας αριθμός x0 και να βρεθεί, ώστε 
[image: image626.wmf]1
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11Α21.
Να δειχτεί ότι: 
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11Α22.
Έστω  η συνάρτηση
[image: image630.wmf](
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, x > 0. 
i) Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να δειχτεί ότι   
[image: image631.wmf]nx
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Δείξτε ότι

11Α24.
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11Α25.
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Να δειχθεί ότι:
11Α29.
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11Α30.
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11Α32.
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11Α35.
πημx
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11Α38.
ημx+εφx>2x    
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11Α40.
Αν  α >
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11Α43.
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11Α47.
Αν 
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11Α49.
Αν 
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 δείξτε  ότι 
[image: image649.wmf]6f(7)5f(6)f(12)
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11Α50.
Αν 
[image: image650.wmf]f(x)0,xR
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 δείξτε  ότι 
[image: image651.wmf]3f(5a)f(3a)2f(6a),a0
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Να λύσετε τις παρακάτω ανισώσεις

11Α51.
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11Α52.
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11Α53.
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11Α54.
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[image: image658.wmf]2xx2

5

ln2eex

2

-

++>+

  

11Β9.
Δείξτε ότι 4x
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12 ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ
A ΟΜΑΔΑ

Να μελετήσετε ως προς την κυρτότητα τις παρακάτω συναρτήσεις

12A1.
 
[image: image661.wmf]1
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12A5.
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12A6.
Το  (1,3) είναι σημείο καμπής της f: f(x)=αx3+βx2. Βρείτε τα α, β.  

12A7.
Βρείτε τις τα α , b έτσι ώστε η 
[image: image666.wmf]ax2
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 να έχει ακρότατο στο 0 και σημείο καμπής για x=1
12A8.
Για ποιες τιμές του α η 
[image: image667.wmf]422
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 έχει σημεία καμπής? Είναι δυνατόν τα σημεία καμπής και η αρχή των αξόνων να είναι συνευθειακά σημεία? 

12A9.
 Δείξτε ότι τα σημεία καμπής της  f όπου: 

f(x)=λx3+3λx2-(6λ+5)x-8λ+3 (λ>0) είναι ανεξάρτητα του λ. 

12A10.
Για ποια λ η  f: f(x)=λex+x2+2x+2 έχει σημεία καμπής ;    
12A11.
 Δείξτε ότι τα σημεία καμπής της 
[image: image668.wmf](
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12A14.
Δείξτε ότι τα σημεία καμπής της 
[image: image669.wmf]2
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 βρίσκονται πάνω σε μια παραβολή

12A15.
Δείξτε ότι τα σημεία καμπής της 
[image: image670.wmf]ax
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 βρίσκονται πάνω σε μια ευθεία 

12A16.
Για ποιες τιμές του m η 
[image: image671.wmf]432
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 είναι κυρτή;
12A17.
Έστω f ,g  παραγωγίσιμες συναρτήσεις σε όλο το R με 
[image: image672.wmf]f(x)g(x)0
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και κυρτές Αν η f είναι γνήσια αύξουσα τότε δείξτε ότι η fog είναι κυρτή

12A21.
Αν f  κυρτή και g κοίλη στο R  δείξτε ότι οι γραφικές τους παραστάσεις τέμνονται το πολύ σε δυο σημεία

12Β7.
Έστω 
[image: image673.wmf]f,g:[0,1]R
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 δυο φορές παραγωγίσιμες συναρτήσεις με την  f  κυρτή την g κοίλη και 
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. Δείξτε ότι: 
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12Β8.   Έστω  
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Δείξτε ότι η  f δεν έχει ακρότατα αλλά έχει ένα σημείο καμπής. 

12Β9.
Αν 
[image: image679.wmf]f:RR
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 δυο φορές παραγωγίσιμη και 
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 για κάθε τιμή του x τότε να δείξετε  ότι η συνάρτηση έχει μοναδικό ακρότατο στο R , αλλά δεν έχει κανένα σημείο καμπής.

12Β10.
Nα δείξετε ότι η εξίσωση: 
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12Β12.
Αν 
[image: image684.wmf]f:RR
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 δυο φορές παραγωγίσιμη δείξτε ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει 
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¢¢

<"Î

 

13 DE L’ HOSPITAL
A ΟΜΑΔΑ

Υπολογίστε τα όρια:

13A1.
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13A3.
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13A6.

[image: image691.wmf](

)

22

x

ln1xlnx

lim

lnx

®+¥

+-


13A7.

[image: image692.wmf]xx

x0

ee2x

lim

x

ημx

-

®

--

-

 

13A8.
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 όταν g(0)=g΄(0)=0. Εξετάστε αν η συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιμη στο 0.
13A9.
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 . Εξετάστε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη .

 Βρείτε τις τιμές των παραμέτρων ώστε
13A10.
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13A12.
να υπάρχει η  f ΄(1) όπου: 
[image: image697.wmf](
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13A13.
η 
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να είναι παραγωγίσιμη στο R
13A18.
Βρείτε το 
[image: image699.wmf]2
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13A22.
Να δειχτεί η εξίσωση συνx = x έχει ακριβώς μια λύση x0 στο διάστημα 
[image: image701.wmf]÷
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. Στη συνέχεια να βρεθεί  το όριο: 
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B ΟΜΑΔΑ

13B1.
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13B5.
Το αντίστροφο του κανόνα de l’ Hospital δεν ισχύει και η παρακάτω άσκηση, σας προσφέρει ένα παράδειγμα: 



Έστω 
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Δείξτε ότι: 
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Δείξτε τώρα ότι το όριο: 
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)

(

)

2

0

1

'

1'

x

x

x

lim

nx

hm

®

æö

ç÷

èø

+

l

, δεν υπάρχει.  

14 ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ

A ΟΜΑΔΑ

Να βρείτε τις ασύμπτωτες των συναρτήσεων f.

14A1.
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14A2.
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14A3.
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14A4.
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14A5.
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14A6.

[image: image716.wmf](
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14A7.
Βρείτε μια ρητή και όχι πολυωνυμική συνάρτηση που να έχει για ασύμπτωτο την ευθεία (ε) με εξίσωση  y = 1+x. 

14A10.
Έστω φ: R ( R περιττή συνάρτηση που έχει μοναδική πλάγια ασύμπτωτο έστω (ε). Δείξτε ότι η (ε) διέρχεται από την αρχή των συντεταγμένων. 

14A11.
Αν η  f: R ( R είναι άρτια συνάρτηση και έχει μοναδική πλάγια ασύμπτωτο  (ε) τότε δείξτε ότι η (ε) είναι οριζόντια ευθεία. 

14A12.
Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f με f(x) = ημx δεν έχει ασύμπτωτους. 

B ΟΜΑΔΑ

14B1.
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βρείτε την ασύμπτωτη της h(x)=f(x)+g(x) στο +( 
14B2.
H  f  είναι κοίλη αύξουσα και έχει οριζόντια ασύμπτωτο για x>0 . Δείξτε ότι
[image: image718.wmf]x
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14B3.
H  f  είναι κυρτή για x>0 και έχει οριζόντια ασύμπτωτο. 



Δείξτε ότι η f  είναι φθίνουσα 

15 ΜΕΛΕΤΗ 

Α ΟΜΑΔΑ

Να γίνει η μελέτη και η χάραξη της γραφικής παράστασης των

παρακάτω συναρτήσεων:

15A1.   
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15A3.  
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15A4.  
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15A5.  
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15A6.  
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15A7.  
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15A8.  
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15A9.  
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15A10.
[image: image728.wmf]f(x)
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Να γίνει η μελέτη και η χάραξη της γραφικής παράστασης των

παρακάτω συναρτήσεων για τις διάφορες τιμές του m
15A11.
[image: image729.wmf]mx
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15A12.
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1

e

)

m

x

(

)

x

(

f

-

=


15A13. Στα παρακάτω σχήματα δίνεται η γραφική παράσταση μιας 

συνάρτησης  f  και  ζητείται μια πρόχειρη γραφική παράσταση της παραγώγου της (ποιοτικά).

Α)                                                                Β)

Γ)                                                                 Δ)

15A14.Στα επόμενα σχήματα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις της 

παραγώγου 
[image: image731.wmf]f(x)
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 μιας συνεχούς συνάρτησης  f  και η πληροφορία ότι 
[image: image732.wmf]f(0)0

=

. Ζητείται μια πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρτησης  (ποιοτικά)


15A15.Να γίνει η μελέτη και η χάραξη της γραφικής παράστασης της 

παρακάτω συνάρτησης 
[image: image733.wmf]x
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. Στην συνέχεια, για τις διάφορες τιμές του λ να  μελετήσετε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης   f(x)=λ.
15A16.Να γίνει η μελέτη και η χάραξη της γραφικής παράστασης της 

παρακάτω συνάρτησης
[image: image734.wmf]2
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. Στην συνέχεια, για τις διάφορες τιμές του λ να /μελετήσετε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  f(x)=λ.
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