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ΣΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΣΩΝ   

ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ Β΄ΛΤΚΕΙΟΤ 

Διανφςματα 

Πολλαπλαςιαςμόσ αριθμοφ με διάνυςμα 

 

2ο θζμα 

2    18603 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ςθμεία Δ και Ε επιπζδου τζτοια, ϊςτε  𝛢𝛥      = 2𝛢𝛣      + 5𝛢𝛤                       

και   𝛢𝛦      = 5𝛢𝛣      + 2𝛢𝛤       

α) Να γράψετε το διάνυςμα 𝛥𝛦        ωσ γραμμικό ςυνδυαςμό των  𝛢𝛣           και  𝛢𝛤      .  (Μονάδεσ 13) 

β)Να δείξετε ότι τα διανφςματα     𝛥𝛦         και 𝛣𝛤         είναι παράλλθλα.                    (Μονάδεσ 12) 

 

2   18604 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ε, Η ςθμεία τζτοια ϊςτε: 𝛢𝛦      =
2

5
 𝛢𝛥       , 𝛢𝛧      =

2

7
𝛢𝛤       

α) Να γράψετε τα διανφςματα  𝛦𝛧         και 𝛧𝛣         ωσ γραμμικό ςυνδυαςμό των 𝛢𝛣       και  𝛢𝛥       .       

                                                                                                                                         (Μονάδεσ 13) 

β) Να αποδείξετε ότι τα ςθμεία Β, Η και Ε είναι ςυνευκειακά.                           (Μονάδεσ 12) 

 

2   20054 

Θεωροφμε τα ςθμεία Ρ, Λ, Κ και Μ του επιπζδου για τα οποία ιςχφει θ ςχζςθ: 

             5𝛲𝛬      = 2𝛲𝛫      + 3𝛲𝛭.                                                                

α)Να αποδείξετε ότι τα ςθμεία Κ, Λ και Μ είναι ςυνευκειακά.                           (Μονάδεσ 10) 

β) Για τα παραπάνω ςθμεία Κ,  Λ και Μ  να δείξετε ότι ιςχφει:          

 2𝛢𝛬      + 3𝛣𝛬      + 2𝛭𝛣       = 𝛢𝛫      + 𝛢𝛭       + 𝛣𝛫             , όπου Α και Β είναι ςθμεία του επιπζδου.                                                                                                                                                        

                                                                                                                                          (Μονάδεσ 15) 

΢υντεταγμζνεσ ςτο επίπεδο 

 

2ο Θζμα 

 

2   18605 

Δίνονται τα διανφςματα   𝛰𝛢      = 2𝑖 + 4𝑗 , 𝑂𝐵      = 3𝑖 +𝑗    και 𝛰𝛤      = 5𝑖 − 5𝑗,     όπου  𝜄      και 

𝑗   είναι τα μοναδιαία διανφςματα των αξόνων xϋx και yϋy αντίςτοιχα. 

α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των      𝛢𝛣          και 𝛣𝛤      .                                             (Μονάδεσ 12) 

β)Να εξετάςετε αν τα ςθμεία Α, Β  και Γ μπορεί να είναι κορυφζσ του τριγϊνου.  

                                                                                                                                            (Μονάδεσ 13) 

2   20055 

Θεωροφμε τα ςθμεία Α(α+1, 3),  Β(α, 4) και Γ(-4 ,5α+4), α∈R. 

α) Να βρείτε τα διανφςματα      𝛢𝛣          και 𝛣𝛤      .                                                              (Μονάδεσ 8) 

β)Να βρείτε για ποια τιμι του α, τα Α, Β, Γ είναι ςυνευκειακά.                              (Μονάδεσ 10) 

γ) Αν α=1, να βρείτε αρικμό λ ϊςτε 𝛢𝛤      = 𝜆 ∙ 𝛢𝛣                                                             (Μονάδεσ 7) 
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2   20061 

Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ με τρεισ κορυφζσ τα ςθμεία Α(1,1), Γ(4,3) και Δ(2,3).  

α)Να υπολογίςετε τα μικθ των πλευρϊν του ΑΒΓΔ.                                                 (Μονάδεσ 9) 

β) Να υπολογίςετε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου τομισ Κ των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ, κακϊσ 

και τισ ςυντεταγμζνεσ τθσ κορυφισ Β.                                                                          (Μονάδεσ 16) 

 

2   20071 

Θεωροφμε τα ςθμεία Α(1+2α,  4α-2) και Β(5α+1,  -α), α𝜖Η. 

α)Να γράψετε το 𝛢𝛣        ςυναρτιςει  του α και να βρείτε το α ϊςτε   𝛢𝛣       = 10.   (Μονάδεσ 12) 

β) Ζςτω α=2. Να βρείτε ςθμείο Μ του άξονα xϋx ϊςτε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ιςοςκελζσ  

με βάςθ τθν ΑΒ.                                                                                                               (Μονάδεσ 13) 

 

2   20073 

Δίνονται τα ςθμεία Α(2,3),  Β(-1,5) και Γ(-2,-4). 

α)Να αποδείξετε ότι ςχθματίηουν τρίγωνο.                                                                 (Μονάδεσ 8) 

β)Να βρείτε το ςυμμετρικό Δ του Β ωσ προσ το μζςο Μ τθσ ΑΓ.                           (Μονάδεσ 10) 

γ) Τι ςχιμα είναι το ΑΒΓΔ;  Να αιτιολογιςετε τον ιςχυριςμό ςασ.                        (Μονάδεσ 7 ) 

 

2   20148 

Δίνονται τα διανφςματα 𝛼 = 𝑖 − 2𝑗   , 𝛽 = 2𝑖  -5𝑗    και   𝛾   = (7,3). 

α)Να αποδείξετε ότι τα διανφςματα  𝛼   , 𝛽  , 𝛾   είναι μθ ςυγγραμμικά ανά δφο. (Μονάδεσ 10) 

β)Να γραφεί το διάνυςμα 𝛾     ωσ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των διανυςμάτων 𝛼   και  𝛽  .                                                                                                                                            

(Μονάδεσ 15) 

 

 

Εςωτερικό γινόμενο 

 

2ο Θζμα 

 

2   18556 

Δίνονται τα διανφςματα     𝛼   , 𝛽    με (𝛼 , 𝛽 )
 

=
𝜋

3
  και  𝛼  =  2  ,  𝛽  = 2 2   

α) Να βρείτε το εςωτερικό γινόμενο     𝛼  ∙  𝛽                                                                (Μονάδεσ 8) 

β)Αν τα διανφςματα  2𝛼 + 𝛽   και  𝜅𝛼 + 𝛽    είναι κάκετα, να βρείτε τθν τιμι του κ.             

                                                                                                                                              (Μονάδεσ 10) 

γ)Να βρείτε το μζτρο του διανφςματοσ       2𝛼 + 𝛽   .                                                  (Μονάδεσ 7) 

 

2   18558 

Σε τρίγωνο  ΑΒΓ είναι:    𝛢𝛣      =  −4, −6 ,    𝛢𝛤      =  2, −8 . 

α) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ  𝛢𝛭            , όπου ΑΜ  θ διάμεςοσ του 

τριγϊνου ΑΒΓ.                                                                                                                     (Μονάδεσ 7) 

β) Ν αποδείξετε ότι θ γωνία    𝛢    είναι οξεία.                                                             (Μονάδεσ 10) 

γ) Αν ςτο τρίγωνο ΑΒΓ επιπλζον ιςχφει Α(3,1), να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των κορυφϊν του 

Β και Γ.                                                                                                                                   (Μονάδεσ 8) 
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2   18581 

Ζςτω τα διανφςματα     𝛼  𝜅𝛼𝜄  𝛽   για τα οποία ιςχφει:  2 𝛼  =  𝛽  = 2 2  και  𝛼,    𝛽 
 

 = 60°  .                             

α) Να αποδείξετε ότι       𝛼  ∙  𝛽 = 2                                                                             (Μονάδεσ 10) 

β) Να υπολογίςετε τα μζτρα των διανυςμάτων  𝛼 + 𝛽  και    𝛼 − 𝛽                        (Μονάδεσ 15) 

 

2   18598 

Δίνονται τα διανφςματα  𝛢𝛣      =  𝜅2 − 6𝜅 + 9, 𝜅 − 3  και 𝛢𝛤      = (1,6) όπου κ𝜖𝑅. 

α)Να βρείτε το εςωτερικό γινόμενο       𝐴𝐵      ∙ 𝛢𝛤                                                                (Μονάδεσ 8) 

β)Να βρείτε τισ τιμζσ του κ, ϊςτε τα διανφςματα    𝛢𝛣       και   𝛢𝛤        να είναι κάκετα.(Μονάδεσ 9)                         

γ)Για κ=1, να βρείτε το διάνυςμα   𝛣𝛤       .                                                                          (Μονάδεσ 8) 

 

2   20053 

Δίνονται τα διανφςματα           𝛼  , 𝛽   με  𝛽  = 2 𝛼  = 4   και    𝛼  ∙  𝛽 = −8. 

α)Να υπολογίςετε τθ γωνία        𝛼,    𝛽 
 

                                                                          (Μονάδεσ 10) 

β)Να αποδείξετε ότι    𝛽 + 2𝛼 = 0  .                                                                               (Μονάδεσ 15) 

 

2   20056 

Ζςτω    𝛼  𝜅𝛼𝜄  𝛽    δυο διανφςματα με  𝛼  = 2,  𝛽  =  2  και  𝛼,    𝛽 
  =

5𝜋

6
    και  𝑢  = 𝛼 + 2𝛽 . 

α)Να υπολογίςετε τα εςωτερικά γινόμενα       𝛼  ∙  𝛽   και   𝛽  ∙  𝑢                             (Μονάδεσ 16) 

β) Να βρείτε το μζτρο του διανφςματοσ      𝑢     .                                                         (Μονάδεσ 9) 

 

2   20070 

Ζςτω      𝛼  ,   𝛽       δυο διανφςματα του επιπζδου για τα οποία ιςχφουν:   3 𝛼  +  𝛽  = 9,

2 𝛼  −  𝛽  = 1   και      𝛼,    𝛽 
 

 =
𝜋

3
    

α)Να βρείτε τα μζτρα των διανυςμάτων       𝛼  ,   𝛽       και το εςωτερικό γινόμενο    𝛼  ∙   𝛽     

                                                                                                                                           (Μονάδεσ 12)                                                                                                                                                                                                                                             

β)Να υπολογίςετε το μζτρο του διανφςματοσ   𝑢  = 2𝑎 − 3𝛽  .                            (Μονάδεσ 13) 

 

2   20057 

Δίνονται τα διανφςματα  𝛼  𝜅𝛼𝜄  𝛽       𝛼  = 1,  𝛽  = 2  και  𝛼,    𝛽 
  =

𝜋

3
    . Να υπολογίςετε τα 

εξισ: 

α) το εςωτερικό γινόμενο των διανυςμάτων    𝛼  𝜅𝛼𝜄  𝛽    και κατόπιν τθν τιμι τθσ 

παράςταςθσ:      𝛼 2 + 𝛼 ∙ (2𝛽 )                                                                                       (Μονάδεσ 10) 

β) το ςυνθμίτονο τθσ γωνίασ των διανυςμάτων 𝛼 − 2 ∙ 𝛽  και 𝛽 + 2 ∙ 𝛼  .             (Μονάδεσ 15) 
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2   20058 

Δίνονται τα διανφςματα   𝛼 = (−1,  3)   και     𝛽 = ( 3, 3) .    Να υπολογίςετε: 

α) τθ γωνία           𝛼,    𝛽 
 

                                                                                                    (Μονάδεσ 10) 

β) το διάνυςμα   𝑢  = 𝛼 2 ∙ 𝛽 −  𝛼 ∙ 𝛽  
2

∙ 𝛼                                                                  (Μονάδεσ 15) 

 

 

2   20059 

Δίνονται τα διανφςματα 𝛼 =  −1,3  και 𝛽 = (−2, −
1

2
) 

α)Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ   𝑢  = 𝑎 − 2𝛽                            (Μονάδεσ 10) 

β)Να βρείτε τον κετικό αρικμό x για τον οποίο τα διανφςματα  𝑢      και  𝑣 = (𝑥2 , 𝑥 − 1)     

είναι κάκετα.                                                                                                                  (Μονάδεσ 15) 

 

4ο Θζμα 

 

4   18606 

Δίνονται τα διανφςματα    𝛰𝛢      = (4, −2) και 𝛰𝛣      = (1,2)  , όπου Ο είναι θ αρχι των αξόνων. 

α)Να αποδείξετε ότι τα διανφςματα  𝛰𝛢           και  𝛰𝛣         είναι κάκετα.                   (Μονάδεσ 4)     

β)Αν Γ(α, β) είναι ςθμείο τθσ ευκείασ που διζρχεται από τα ςθμεία Α και Β, τότε:  

i)να αποδείξετε ότι:   𝛢𝛣      = (−3,4) και 𝛢𝛤      = (𝛼 − 4, 𝛽 + 2)                              (Μονάδεσ 5) 

ii)να αποδείξετε ότι:    4𝛼 + 3𝛽 = 10                                                                       (Μονάδεσ 6) 

iii)αν επιπλζον τα διανφςματα    𝛰𝛤          και  𝛢𝛣          είναι κάκετα, να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ 

του ςθμείου Γ.                                                                                                               (Μονάδεσ 10) 

 

4   18616 

Δίνονται τα διανφςματα        𝛼  , 𝛽    και 𝛾      για τα οποία ιςχφουν:   𝛼  = 2,  𝛽  = 1  και 

 𝛼,    𝛽 
  = 60°  και 𝛾 =

𝜅

2
∙ 𝛼 − 𝛽,      όπου κ𝜖𝑅.   

α)Να υπολογίςετε το εςωτερικό γινόμενο     𝛼  ∙   𝛽                                                (Μονάδεσ 3) 

β)Αν ιςχφει  𝛽  ∙   𝛾 = 𝜅   , τότε: 

i)να αποδείξετε ότι:  κ=-2                                                                                             (Μονάδεσ 6) 

ii)να υπολογίςετε το μζτρο του διανφςματοσ    𝛾                                                     (Μονάδεσ 8) 

iii)να αποδείξετε ότι τα διανφςματα  3 𝛼 + 2𝛾   και 𝛽 − 𝛾    είναι κάκετα.          (Μονάδεσ 8) 

 

4   18618 

α)Να εξετάςετε πότε ιςχφει κακεμιά από τισ ιςότθτεσ   𝑢  + 𝑣  =  𝑢   +  𝑣   και 

  𝑢  + 𝑣  =   𝑢   −  𝑣                                                                                                      (Μονάδεσ 10) 

β)Δίνονται τα διανφςματα     𝛼  , 𝛽  ,  𝛾       για τα οποία ιςχφουν:  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0    και       

 𝛼    

3
=

 𝛽    

4
=

 𝛾    

7
 

i)Να αποδείξετε ότι:    𝛼 ↑↑ 𝛽     και    𝛽 ↑↓  𝛾                                                                   (Μονάδεσ 8 

ii)Να αποδείξετε ότι:     7𝛼 + 3𝛾 = 0                                                                                (Μονάδεσ 7) 
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Προβολή διανφςματοσ  ςε διάνυςμα 

2   20050 

Δίνονται τα διανφςματα   𝛼 =  −1,7  και 𝛽 = (2,4) 

 

α)Να βρεκεί θ προβολι του         𝛼      πάνω ςτο      𝛽                                              (Μονάδεσ 10) 

β)Να αναλφςετε το   𝛼      ςε δυο κάκετεσ μεταξφ τουσ ςυνιςτϊςεσ από τισ οποίεσ θ μία να 

είναι παράλλθλθ ςτο    𝛽                                                                                                  (Μονάδεσ 15) 

 

2   20052 

Δίνονται τα διανφςματα   𝛼  , 𝛽   με  𝛼  = 1,  𝛼 + 2𝛽  ∙ 𝛽 = 7 και 𝛼 ∙ 𝛽 = −1 . 

α)Να υπολογίςετε τα        𝛼 2         και     𝛽                                                                     (Μονάδεσ  6) 

β)Να υπολογίςετε το μζτρο του διανφςματοσ         𝛼 + 2𝛽                                        (Μονάδεσ 9) 

γ)Να βρείτε τθν προβολι του      𝛼 + 2𝛽      ςτο διάνυςμα    𝛽                                 (Μονάδεσ 10) 

 

2   20069 

Δίνονται τα διανφςματα   𝛼 =  2, −3  και 𝛽 = (1,
1

2
) 

β) Να βρείτε τθν προβολι  του  𝛼    πάνω ςτο   𝛽                                                        (Μονάδεσ 10) 

β)Να αναλφςετε το  𝛼     ςε δυο κάκετεσ ςυνιςτϊςεσ από τισ οποίεσ θ μία είναι παράλλθλθ 

με το   𝛽 .                                                                                                                             (Μονάδεσ 15) 

 

 


