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Το 4ο Θέμα (Πανελλαδικές 2000-2013) 
1) 2000 
Στα σχολεία ενός Δήμου υπηρετούν συνολικά 100 εκπαιδευτικοί.  Ο συνολικός χρόνος υ-
πηρεσίας των εκπαιδευτικών δίνεται από τον παρακάτω πίνακα:  
 

Χρόνια υπηρεσίας 
[    -   ) 

Σχετική Συχνότητα 
fi% 

  0-  5 10 
  5-10 15 
10-15 12 
15-20 15 
20-25 18 
25-30 18 
30-35 12 

Α. Πόσοι εκπαιδευτικοί έχουν τουλάχιστον 15 χρόνια υπηρεσίας;                                Μονάδες 5 
Β. Με την προϋπόθεση ότι κάθε εκπαιδευτικός θα συνταξιοδοτηθεί, όταν συμπληρώσει 35 χρόνια: 
           α)πόσοι εκπαιδευτικοί θα συνταξιοδοτηθούν μέσα στα επόμενα 12,5 χρόνια; Να δικαιολογήσετε την 

απάντησή σας.                                                                        Μονάδες 10 
           β)πόσοι συνολικά εκπαιδευτικοί πρέπει να προσληφθούν μέσα στα επόμενα πέντε χρόνια, ώστε ο 

αριθμός των εκπαιδευτικών που υπηρετούν στα σχολεία του Δήμου να παραμένει ο ίδιος; Να δικαιο-
λογήσετε την απάντησή σας.                                    Μονάδες 10 

 
2) 2000 Επαναληπτικές 
Στις 12 το μεσημέρι, η θερμοκρασία (σε βαθμούς Κελσίου) δύο πόλεων Α και Β, το τελευταίο δεκαήμερο 
του Μαρτίου, ήταν : 
Πόλη  Α: 20 18 20 17 18 17 16 17 16 10 
Πόλη  Β: 18 16 17 15 16 12 16 17 20 22 
        α. Να βρείτε τη μέση, τη διάμεσο και την επικρατούσα θερμοκρασία των πόλεων Α και Β. 

                                                                                                                                                    Μονάδες 9 
        β. Αν η τυπική απόκλιση των θερμοκρασιών (σε βαθμούς Κελσίου) των πόλεων Α και Β είναι sA = 2,66 
και sB = 2,59 αντίστοιχα, να δικαιολογήσετε σε ποια από τις δύο πόλεις οι τιμές της θερμοκρασίας έχουν 
μεγαλύτερη διασπορά.                                                                                                                 Μονάδες 6 
        γ. Εκ των υστέρων διαπιστώθηκε ότι το θερμόμετρο που χρησιμοποιήθηκε για τη μέτρηση της θερμο-
κρασίας στην πόλη Α παρουσίαζε, λόγω κατασκευαστικού λάθους, αυξημένη θερμοκρασία κατά 5 βαθ-
μούς. Αφού υπολογίσετε τις σωστές θερμοκρασίες της πόλης Α, να βρείτε σε ποια από τις δύο πόλεις Α και 
Β οι τιμές της θερμοκρασίας έχουν μεγαλύτερη ομοιογένεια. Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.                                                                                                                       
Μονάδες 10 
 
3) 2001 
Σε έρευνα που έγινε στους μαθητές μιας πόλης, για τον χρόνο που κάνουν να πάνε από το σπίτι στο σχο-
λείο, διαπιστώθηκε ότι το 50% περίπου των μαθητών χρειάζεται περισσότερο από 12 λεπτά, ενώ το 16% 
περίπου χρειάζεται λιγότερο από 10 λεπτά. Υποθέτουμε ότι η κατανομή του χρόνου της διαδρομής είναι 
κατά προσέγγιση κανονική. 
     Α. Να βρείτε το μέσο χρόνο διαδρομής των μαθητών και την τυπική απόκλιση του χρόνου διαδρομής 
τους.                                       Μονάδες 6 
     Β. Να εξετάσετε, αν το δείγμα είναι ομοιογενές.                 Μονάδες 6 
     Γ. Αν οι μαθητές της πόλης είναι 4.000, πόσοι μαθητές θα κάνουν χρόνο διαδρομής από 14 έως 16 λε-
πτά.                                                      Μονάδες 6 
       Δ. Μια μέρα,  λόγω έργων στον κεντρικό δρόμο της πόλης, κάθε μαθητής καθυστέρησε 5 λεπτά. Να  
βρείτε πόσο μεταβάλλεται ο συντελεστής μεταβολής (CV).                               Μονάδες 7 
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4) 2001 Επαναληπτικές 
Σε ένα σχολείο με 400 μαθητές διδάσκονται η αγγλική και η γαλλική γλώσσα. Κάθε μαθητής είναι υποχρε-
ωμένος να παρακολουθεί τουλάχιστον μία από τις παραπάνω ξένες γλώσσες. Από τους παραπάνω μαθη-
τές 340 παρακολουθούν την αγγλική γλώσσα και 240 τη γαλλική γλώσσα. Επιλέγουμε τυχαία ένα μαθητή. 
Έστω Α το ενδεχόμενο να παρακολουθεί την αγγλική γλώσσα και Γ να παρακολουθεί τη γαλλική γλώσσα. 
         α. Να εξετάσετε αν τα ενδεχόμενα Α και Γ είναι ασυμβίβαστα.     Μονάδες 5 

         β. Να αποδείξετε ότι: Ρ(Γ-Α) 
3
5

       Μονάδες 5 

        γ. Να βρείτε την πιθανότητα ο μαθητής να παρακολουθεί μόνο την αγγλική γλώσσα. Μονάδες 8 
        δ. Να βρείτε την πιθανότητα ο μαθητής να παρακολουθεί μία μόνο ξένη γλώσσα από αυτές. 
                                                                                                                                                                 Μονάδες 7 
5) 2002  
Έστω  Α,Β  δύο  ενδεχόμενα  ενός δειγματικού  χώρου  Ω  με  Ρ(Α) + Ρ(Β)  2Ρ(Α  Β). 
Δίνεται ακόμα η συνάρτηση:    f(x) = (x - P(AB))3 - (x - P(AB))3 ,    x  R. 
        α. Να δείξετε ότι P(AB)  P(AB).                              Μονάδες 5  

       β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) παρουσιάζει μέγιστο στο σημείο  
( ) ( )   2
P A P Bx  . 

                                                                                                                                                                Μονάδες 13  
       γ. Εάν τα ενδεχόμενα Α, Β είναι ασυμβίβαστα, να δείξετε ότι f(P(A)) = f(P(B)).          Μονάδες 7  
 
6) 2002 Επαναληπτικές 
Έστω Ω={1, 2, 3, 6} δειγματικός χώρος. 
        Α.  Να δικαιολογήσετε ποιοι από τους παρακάτω τύπους μπορούν να θεωρηθούν κατάλληλοι και ποιοι 
όχι για να εκφράσουν την πιθανότητα κάθε στοιχειώδους ενδεχομένου k του Ω. 

 i) P(k)= 
1 
k

  ii) Ρ(k)= 
1 
2k

   iii) P(k)= 
1 

2k
           Μονάδες 8 

        Β.  Οι παρατηρήσεις μιας μεταβλητής Χ είναι οι ακόλουθες:  1, 1, 7, k, k, 3, 3, 3 όπου k είναι στοιχειώ-

δες ενδεχόμενο του Ω, με πιθανότητα P(k) = 
1  

2k
. Δίνονται  τα  ενδεχόμενα  Α, Β  του  δειγματικού  χώρου  

Ω,  όπου Α={kΩ : η επικρατούσα τιμή των παρατηρήσεων  της μεταβλητής Χ είναι Μ0=3}  και 
Β={kΩ : η μέση τιμή  x  = 2,5}. 

  α. Να παρασταθούν με αναγραφή  τα ενδεχόμενα Α και Β.    Μονάδες 8 
  β. Να βρείτε τις πιθανότητες P(A), P(B) και P(ΑΒ).      Μονάδες 9 
 
7) 2003 
Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζεται η χρηματική παροχή από τους γονείς, σε Ευρώ, δείγματος έξι 
μαθητών της πρώτης τάξης (ομάδα Α) και έξι μαθητών της δεύτερης τάξης (ομάδα Β) ενός Γυμνασίου. 

 α. Να υπολογίσετε τη μέση τιμή και τη διάμεσο των παρατηρήσεων κάθε ομάδας.       
Μονάδες 6 
 β. Να συγκρίνετε μεταξύ τους ως προς την ομοιογένεια τις δύο ομάδες.  
                                                                                                            Μονάδες 5 
 γ. Αν σε κάθε παρατήρηση της ομάδας Α γίνει αύξηση 20%  και οι παρατηρήσεις 
της ομάδας Β αυξηθούν κατά 5 Ευρώ η κάθε μία, πώς διαμορφώνονται οι νέες 
μέσες τιμές των δύο ομάδων;    Μονάδες 8 
 δ. Να συγκρίνετε μεταξύ τους ως προς την ομοιογένεια τις δύο ομάδες με τα νέα 

δεδομένα.                           Μονάδες 6 
 
 

Ομάδα Α  Ομάδα Β  
1 7 
8 14 
9 6 
5 4 
3 12 
4 5 
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8) 2003 Επαναληπτικές 
Το βάρος ενός δείγματος μαθητών λυκείου ακολουθεί κανονική ή περίπου κανονική κατανομή. 
Το 50% των μαθητών του δείγματος έχουν βάρος το πολύ 65 Kg, ενώ περίπου το 47,5% αυτών έχουν βάρος 
από 65 Kg έως 75 Kg. 
      α. Να υπολογίσετε τη μέση τιμή, τη διάμεσο και την τυπική απόκλιση του βάρους των μαθητών του 
δείγματος.     Μονάδες 6 
      β. Να εξετάσετε αν το δείγμα είναι ομοιογενές.     Μονάδες 6 
     γ. Να υπολογίσετε το ποσοστό των μαθητών του δείγματος, που έχουν βάρος από 55 Kg έως 70 Kg. 
                                                                                                                                                                  Μονάδες 6 
     δ. Ο αριθμός των μαθητών του δείγματος αυτού που έχουν βάρος από 55 Kg έως 60 Kg, είναι 27. Να 
υπολογίσετε το σύνολο των μαθητών του δείγματος.                Μονάδες 7 
 
9) 2004  

Δίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 2x3 - 
5
2

x2+x+10. Οι πιθανότητες P(A) και P(B) δύο ενδεχομένων Α και 

Β ενός δειγματικού χώρου Ω είναι ίσες µε τις τιμές του x, στις οποίες η f έχει αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο 
και τοπικό μέγιστο. 

         Α.  Να δείξετε ότι Ρ(Α) = 
1
2

  Ρ(Β) = 
1
3

                   Μονάδες 9 

        Β.  Για τις παραπάνω τιμές των P(A), P(B) καθώς και για P(A∪B) = 
2
3

 , να βρείτε τις πιθανότητες: 

i. P(A∩B)      ii. P(A-B)      iii. P[(A∩B)΄]          iv. P[(A-B)(Β-Α)] .              Μονάδες 16 
 
10) 2004 Επαναληπτικές 
Έστω Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ο δειγματικός χώρος της ρίψης ενός µη αμερόληπτου ζαριού και η συνάρτηση f : 

IR → IR µε τύπο 3 21f(x) x kx 4x 2
3

    όπου k∈Ω. Αν P(1) = P(3) = P(5) = 2P(2) = 4P(4) = 2P(6), τότε να 

βρείτε: 
        α.  Τις πιθανότητες των απλών ενδεχομένων P(1), P(2), P(3), P(4), P(5), P(6).     Μονάδες 8 
        β.  Τις πιθανότητες των ενδεχομένων Α και Β, όπου Α: «Η ένδειξη του ζαριού είναι άρτιος αριθμός» 
Β: «Η ένδειξη του ζαριού είναι περιττός αριθμός».            Μονάδες 8 
        γ.  Την πιθανότητα του ενδεχομένου Γ, όπου Γ: «Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο IR » . 
                                                                                                                                                              Μονάδες 9 
11) 2005 

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο 
1f ( )x
x

  ,  x ∈ (0, +∞).  

        α.  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της f στο σημείο Λ(1,1).     Μονάδες 7  
        β.  Από τυχαίο σημείο Μ(x, y) της γραφικής παράστασης της f φέρνουμε παράλληλες ευθείες προς 
τους άξονες xx΄ και yy΄, οι οποίες σχηματίζουν με τους ημιάξονες Οx, Oy ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 
Να βρεθούν οι συντεταγμένες του σημείου Μ, ώστε η περίμετρος του ορθογωνίου παραλληλογράμμου να 
είναι ελάχιστη.                                                  Μονάδες 10 
      γ.  Οι τετμημένες πέντε διαφορετικών σημείων της εφαπτομένης του ερωτήματος (α) έχουν μέση τιμή 

x = 5 και τυπική απόκλιση sx= 2.  Να βρεθεί η μέση τιμή y και η τυπική απόκλιση sy των τεταγμένων των 
σημείων αυτών.                                Μονάδες 8 
 
12) 2005 Επαναληπτικές 
Έστω ο δειγματικός χώρος Ω={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} με ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα. Για τα ενδεχόμενα Α, Β, 

Γ του Ω είναι AB = {1,2,3,4,5,6} , AB = {1,3,4},  A-B = {2,6} και  
x 1Γ x ε Ω / 2
x 1
   
 
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       α.  Να υπολογίσετε τις πιθανότητες Ρ(Α), Ρ(Β), Ρ(Γ).     Μονάδες 9  
       β.  Να βρείτε την πιθανότητα, ώστε να πραγματοποιηθεί το Β και όχι το Γ.    Μονάδες 3  
       γ.  Να βρείτε την πιθανότητα, ώστε να πραγματοποιηθεί μόνο ένα από τα Β και Γ.   Μονάδες 3  
      δ.  Αν s2 είναι η διακύμανση των τιμών λ,3λ,5λ, όπου λ∈Ω, να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχόμενου Δ 
= {λ∈Ω / s2 > 24}.      Μονάδες 10  
 
13) 2006  
Έστω η συνάρτηση f(x) = -2x2+kx + 4 x  + 10, x≥0.  
   α. Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης στο σημείο Α(1,f(1)) είναι παράλληλη 
στον άξονα x΄x, να αποδείξετε ότι k=2 και να βρείτε την εξίσωσή της.     Μονάδες 5  
   β. Μία τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση τιμή x =f(1) και τυπική απόκλιση  

2f (4)s -
13


 . Τρεις παρατηρήσεις, αντιπροσωπευτικού δείγματος μεγέθους ν, είναι μικρότερες ή ίσες του 8.     

(i) Να βρείτε τον αριθμό των παρατηρήσεων που βρίσκονται στο διάστημα (10,16).  
                                                                                                                                                             Μονάδες 10  
                      (ii)Να αποδείξετε ότι το δείγμα των παρατηρήσεων που έχει ληφθεί, δεν είναι ομοιογενές.  
Να βρείτε τη μικρότερη τιμή της παραμέτρου α>0, που πρέπει να προστεθεί σε κάθε μία από τις προηγού-
μενες παρατηρήσεις, ώστε το δείγμα των νέων παρατηρήσεων να είναι ομοιογενές. Μονάδες 10 
 
14) 2006 Επαναληπτικές 
Οι απουσίες των μαθητών της Γ΄ τάξης ενός Ενιαίου Λυκείου κατά τους μήνες Ιανουάριο – Φεβρουάριο – 
Μάρτιο – Απρίλιο του έτους 2006 έχουν ομαδοποιηθεί σε τέσσερις κλάσεις ίσου πλάτους και εμφανίζονται 
στον παρακάτω πίνακα σχετικών συχνοτήτων:  

Απουσίες μαθητών 
Κέντρο κλάσης 

xi 
Σχετική συχνότητα fi 

[ ... – ... ) ... 0,1 

[ ... – 7 ) ... ... 

[ ... – ... ) ... 0,3 

[ ... – ... ) 10 ... 

Σύνολο /////////////////////// 1 

 
Αν επιπλέον δίνεται ότι η σχετική συχνότητα της 4ης κλάσης f4 είναι διπλάσια της σχετικής συχνότητας της 
2ης  κλάσης f2, τότε:  
      α.  Να αποδείξετε ότι το πλάτος c των κλάσεων ισούται με 2.    Μονάδες 10  
      β.  Να μεταφέρετε τον παραπάνω πίνακα σχετικών συχνοτήτων στο τετράδιό σας και να συμπληρώσε-
τε τα κενά, αφού υπολογίσετε τις αντίστοιχες τιμές.   Μονάδες 5  
      γ.  i.  Να βρείτε τη μέση τιμή x .     Μονάδες 4  
          ii.  Να βρείτε την τυπική απόκλιση s.                  Μονάδες 6 

Δίνεται ο τύπος:   

2k

i ik
i 12 2

i i
i 1

x ν
1s x ν
ν ν





  
  

    
 
  


             

15) 2007 
Θεωρούμε δύο δείγματα Α και Β με παρατηρήσεις:  
Δείγμα Α: 12, 18, t3, t4, ... , t25 
Δείγμα B: 16, 14, t3, t4, ... , t25.  
Δίνεται ότι t3+t4+ ... +t25=345.  
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      α. Να αποδείξετε ότι οι μέσες τιμές Ax  και Bx  των δύο δειγμάτων Α και Β αντίστοιχα είναι 

15A Bx x  .    Μονάδες 7 
 
 
      β. Αν 2

As  είναι η διακύμανση του δείγματος Α και 2
Bs  είναι η διακύμανση του δείγματος Β, να αποδείξε-

τε ότι 2 2 16
25A Bs s  .   Μονάδες 8  

     γ. Αν ο συντελεστής μεταβολής του δείγματος Α είναι ίσος με 
1

15ACV  , να βρείτε τον συντελεστή με-

ταβολής BCV του δείγματος Β.     Μονάδες 10  

                  
16) 2007 Επαναληπτικές 
Έστω x1, x2, ..., x11 ένα δείγμα με παρατηρήσεις:  7, 5, α, 2, 5, β, 8, 6, γ, 5, 3,  όπου α, β, γ φυσικοί αριθμοί 
με α<β<γ. Δίνεται ότι η μέση τιμή, η διάμεσος και το εύρος των παρατηρήσεων είναι x = 6, δ = 6 και R = 8 
αντίστοιχα. 
      α. Να βρεθούν οι τιμές των α, β, γ, έτσι ώστε να ισχύει α2+ β2 + γ2 = 217.     Μονάδες 8 
      β.  Για τις τιμές των α, β, γ, που βρέθηκαν στο προηγούμενο ερώτημα, να δειχθεί ότι η τυπική 

απόκλιση του δείγματος είναι ίση με sx=
58
11

  και να εξετασθεί αν το δείγμα είναι ομοιογενές.                      

                                                                                                                                                                Μονάδες 8 
       γ.  Έστω y1, y2, …,y11 οι παρατηρήσεις που προκύπτουν αν πολλαπλασιάσουμε τις x1,x2, …, x11 επί μια 
θετική σταθερά c1 και στη συνέχεια προσθέσουμε μια σταθερά c2. Αν y =9 και sy=2sx, να βρεθούν οι τιμές 
των σταθερών c1 και c2.                                 Μονάδες 9 
 
17) 2008 
Το 50% των κατοίκων μιας πόλης διαβάζουν την εφημερίδα α, ενώ το 30% των κατοίκων διαβάζουν την 
εφημερίδα α και δεν διαβάζουν την εφημερίδα β.  
         α. Ποια είναι η πιθανότητα ένας κάτοικος της πόλης, που επιλέγεται τυχαία, να μη διαβάζει την εφη-
μερίδα α ή να διαβάζει την εφημερίδα β;              Μονάδες 7  
        β.  Ορίζουμε το ενδεχόμενο Β: «ένας κάτοικος της πόλης που επιλέγεται τυχαία, διαβάζει την εφημε-

ρίδα β». Να αποδείξετε ότι  
1 7( )
5 10

P B  .         Μονάδες 9  

        γ.  Θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο  f(x)=x3 − 
1
2

x2 + P(B) x  όπου x πραγματικός αριθμός και Β το εν-

δεχόμενο που ορίστηκε στο προηγούμενο ερώτημα. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) δεν έχει ακρότα-
τα.                                                                        Μονάδες 9 
 
18) 2008 Επαναληπτικές 
Έχουμε περιφράξει με συρματόπλεγμα μήκους 200 m μια ορθογώνια περιοχή από τις τρεις πλευρές της 
(Σχήμα 1). Η τέταρτη πλευρά είναι τοίχος. Έστω ότι το μή-
κος του τοίχου που θα χρησιμοποιηθεί είναι x.   
        α.  Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν της περιοχής 
που  περιφράξαμε δίνεται από τον τύπο  

f(x) = 100x –
1
2

x2 .       Μονάδες 6  

        β.  Να βρείτε τη μεγαλύτερη δυνατή επιφάνεια 
που θα μπορούσαμε να περιφράξουμε με το συρμα- τό-
πλεγμα των 200 m.     Μονάδες 7  
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       γ.  Να βρείτε τη μέση τιμή των αριθμών f΄(100), f΄(101), f΄(102), f΄(103) και f΄(104).   Μονάδες 5  
       δ.  Έστω CV ο συντελεστής μεταβολής των αριθμών f΄(100), f΄(101), f΄(102), f΄(103) και f΄(104) και CV΄ ο 
συντελεστής μεταβολής που προκύπτει όταν αυξήσουμε καθέναν από τους αριθμούς αυτούς κατά c, όπου 
c ≠ 2. Να υπολογίσετε τo c, έτσι ώστε να ισχύει CV΄ = 2CV.     Μονάδες 7 
 
19) 2009 

Δίνεται η συνάρτηση 2xf(x) lnx λ 6λ 2,   x 0
2

       όπου λ ένας πραγματικός αριθμός.  

      Α. α.  Να  προσδιοριστεί  το  διάστημα στο οποίο  η  f είναι γνησίως αύξουσα και το διάστημα στο ο-
ποίο η f είναι γνησίως φθίνουσα.                       Μονάδες 6  
          β.  Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τα ακρότατα.     Μονάδες 6  
     Β. Θεωρούμε ότι οι τιμές της συνάρτησης f(2), f(4), f(8), f(3) και f(5) είναι παρατηρήσεις μιας μεταβλη-
τής Χ.  

          α.   Αν  R  είναι  το  εύρος  και  δ η διάμεσος των παρατηρήσεων,  να δειχθεί ότι 
1R 3 ln
4

     και 

2δ ln4 λ 6λ        Μονάδες 7 
        β. Έστω ο δειγματικός χώρος Ω={1,2,3,…,100} ο οποίος αποτελείται από απλά ισοπίθανα ενδεχόμενα. 
Αν το λ παίρνει τιμές στο δειγματικό χώρο Ω, να υπολογίσετε την πιθανότητα του ενδεχομένου  
  2  R          Μονάδες 6 

 
 
20) 2009 Επαναληπτικές  

∆ίνεται η συνάρτηση 3
2
4

f(x) = ν x+
x

,  x∈(0,1), όπου ν ακέραιος αριθμός με ν >2  

    A. α. Να προσδιοριστεί το διάστημα στο οποίο η f είναι γνησίως αύξουσα και το διάστημα στο οποίο η f 
είναι γνησίως φθίνουσα.     Μονάδες 8  
         β. Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τα ακρότατα και να δειχθεί ότι f(x) ≥ 3ν2 για κάθε x∈(0,1)  
                                                                                                                                                                 Μονάδες 5  
    B. Θεωρούμε  τον  δειγματικό χώρο  Ω = {1, 2, ..., ν}  με  ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα και το ενδεχόμενό 

του,  Α για το οποίο ισχύει 
 

3 2
2

4
ν Ρ(Α) + = 3ν

Ρ(Α)
 και  2Ν(Α) = ν -9ν -8  όπου Ρ(Α) είναι η πιθανότητα του 

Α και Ν(Α) το πλήθος των στοιχείων του Α  

        α. Να δείξετε ότι 
5
1

Ρ(Α) =    Μονάδες 7  

       β. Αν επιπλέον Β είναι ένα ενδεχόμενο του δειγματικού χώρου  Ω  με  
6


1

Ρ(Α Β) = ,  να υπολογιστεί η 

πιθανότητα του ενδεχομένου Α′∪Β.     Μονάδες 5  
 
21) 2010  
Έστω Α, Β δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω με αντίστοιχες πιθανότητες Ρ(Α), Ρ(Β) και η συνάρ-

τηση        21
f(x) = ln x P(A) x P(A) + P(B)

2
 ,  x>P(Α)  

   1. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.    Μονάδες 13  

   2. Αν η συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο o

5
x

3
 με τιμή f(xo)=0 , να αποδείξετε ότι:  

Ρ(Α)=  
2
3

 και Ρ(Β)= 
1
2

         Μονάδες 2  
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Λαμβάνοντας υπόψη το ερώτημα 2 και επιπλέον ότι  Ρ ΑUB = 
5
6

, να βρείτε την πιθανότητα:  

   3. να μην πραγματοποιηθούν ταυτόχρονα τα ενδεχόμενα Α , Β.   Μονάδες 5  
   4. να πραγματοποιηθεί μόνο ένα από τα ενδεχόμενα Α , Β.    Μονάδες 5  
 
 
22) 2010 Επαναληπτικές  
Έστω t1, t2, ... ,tν  οι παρατηρήσεις μιας ποσοτικής μεταβλητής Χ ενός δείγματος μεγέθους ν, που έχουν μέ-

ση τιμή x  και τυπική απόκλιση s. Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση  32
1f(t) = t x

300s -  t∈ℝ και s≠0. 

  1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.  Μονάδες 5 

  2. Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης f γίνεται ελάχιστος για t = x  και να βρείτε την 
ελάχιστη τιμή του.     Μονάδες 6  
 3. Αν f΄(0)=1, να υπολογίσετε το συντελεστή μεταβολής CV των παραπάνω παρατηρήσεων και να εξετάσε-
τε αν το δείγμα είναι ομοιογενές.    Μονάδες 8 

 4. Να αποδείξετε ότι η μέση τιμή των αριθμών f΄(t1), f΄(t2), ... , f΄(tν) είναι ίση με 
1

100
. Μονάδες 6 

 
23) 2011  

Δίνεται η συνάρτηση 

 
  
 

2 1 11 2x x x 3 10 5
- 

f(x)=e , x∈ℝ 
1. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία.     Μονάδες 8  

       2. Αν Α, Β δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω με ΑOEΒ και Ρ(Α), Ρ(Β) είναι οι θέσεις των τοπι-
κών ακροτάτων της συνάρτησης f να υπολογιστούν οι πιθανότητες Ρ(Α∩Β), Ρ(Α–Β), Ρ(Α∪Β), Ρ(Β–Α).  
                                                                                                                                                                Μονάδες 8  

3. Δίνεται η συνάρτηση 

 
 
 
 

2
 1 3x 1x x 

2 35
- - 

h(x)=e ,   x∈ℝ 
            α) Να λυθεί η εξίσωση f(x)=h(x).        Μονάδες 3  

          β) Aν x1 < x2 < x3 οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης και vi = 2xi +1, i=1,2,3 οι συχνότητες των παρατη-
ρήσεων xi τότε να βρείτε τη μέση τιμή των παρατηρήσεων.     Μονάδες 6 

 
24) 2011 Επαναληπτικές  
Εξακόσιοι απόφοιτοι Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης, οι οποίοι έχουν τα ίδια τυπικά και ουσιαστικά προσό-
ντα, υποβάλλουν αίτηση πρόσληψης σε δύο εταιρείες Α και Β. Δίνεται ότι η πιθανότητα, ένας τυχαία επι-
λεγμένος από αυτούς:  

 να κριθεί κατάλληλος για πρόσληψη σε μια μόνο από τις εταιρείες Α και Β είναι 
λ 1

3λ
, λ≠0 

 να κριθεί κατάλληλος για πρόσληψη το πολύ σε μια από τις εταιρείες Α και Β είναι 
3λ 1

3λ
, λ≠0 

 να μην κριθεί κατάλληλος για πρόσληψη σε καμία από τις δύο εταιρείες είναι 

1

λ 2
, λ≠2 

1. Να αποδείξετε ότι λ=4.    Μονάδες 8  
2. Από τους 600 αποφοίτους που υπέβαλαν αίτηση πρόσληψης στις εταιρείες Α και Β, η εταιρεία Α έ-
κρινε κατάλληλους για πρόσληψη 50 λιγότερους από όσους έκρινε η εταιρεία Β. 

            α) Πόσοι απόφοιτοι κρίθηκαν κατάλληλοι για πρόσληψη μόνο από την εταιρεία Α, πόσοι κρίθηκαν 
κατάλληλοι για πρόσληψη μόνο από την εταιρεία Β και πόσοι απόφοιτοι θα βρεθούν στο δίλημμα να επι-
λέξουν σε ποια από τις δύο εταιρείες στις οποίες κρίθηκαν κατάλληλοι για πρόσληψη, επιθυμούν να εργα-
στούν;     Μονάδες 7 
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           β) Να αποδείξετε ότι 300 απόφοιτοι κρίθηκαν κατάλληλοι για πρόσληψη, από τις εταιρείες Α ή Β. 
                                                                                                                                                 Μονάδες 6 
      3. Στους αποφοίτους που δεν κρίθηκαν κατάλληλοι για πρόσληψη δίνεται η δυνατότητα παρακολού-
θησης προγράμματος επιμόρφωσης. Αν η πιθανότητα εύρεσης εργασίας για αυτούς που θα παρακολου-
θήσουν το πρόγραμμα είναι διπλάσια από την αντίστοιχη εκείνων που δεν θα το παρακολουθήσουν, να 
υπολογίσετε πόσοι απόφοιτοι από αυτούς, που δεν κρίθηκαν κατάλληλοι για πρόσληψη, θα βρουν εργα-
σία.                                                          Μονάδες 4 
 
25) 2012  

Δίνεται η συνάρτηση
21+ln x

f(x)=
x

, x>0 

   1. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.     Μονάδες 5 
   2. Έστω Μ(x,f(x)), x>0 σημείο της γραφικής παράστασης της f. Η παράλληλη ευθεία από το Μ προς τον 
άξονα y′y τέμνει τον ημιάξονα Ox στο σημείο Κ(x,0) και η παράλληλη ευθεία από το Μ προς τον άξονα x′x 
τέμνει τον ημιάξονα Oy στο σημείο Λ(0,f (x)). Αν O είναι η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 
του ορθογωνίου παραλληλόγραμμου ΟΚΜΛ γίνεται ελάχιστο, όταν αυτό γίνει τετράγωνο. 
                                                                                                                                                                  Μονάδες 7 
   3. Έστω η ευθεία ε: y=λx+β,  β≠10, η οποία είναι παράλληλη προς την εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης της f στο σημείο Σ(1,f (1)). Θεωρούμε δέκα σημεία (xi ,yi), i=1,2,…,10 της ευθείας ε, τέτοια ώστε οι 
τετμημένες τους xi να έχουν μέση τιμή x=10 και τυπική απόκλιση sx=2. Να βρείτε για ποιες τιμές του β το 
δείγμα των τεταγμένων yi των δέκα σημείων είναι ομοιογενές.   Μονάδες 8 
   4. Αν Α και Β είναι ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου με ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα, τέτοια ώστε Α ≠ 
 και Α∩Β ≠ , τότε να αποδείξετε ότι  f (Ρ(Α))+ f (Ρ(Α∩Β)) ≥ 2f (Ρ(ΑΒ))   Μονάδες 5 
 
 
26) 2012 Επαναληπτικές  
Από ένα φύλλο λαμαρίνας σχήματος τετραγώνου πλευράς 6 μέτρων κατασκευάζεται μια δεξαμενή 
σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, ανοικτή 
από πάνω. Από τις γωνίες του φύλλου λαμαρίνας κό-
βονται τέσσερα ίσα τετράγωνα πλευράς x μέτρων, 
0<x<3 και στη συνέχεια οι πλευρές της διπλώνονται 
προς τα επάνω, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

1. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα. 
Να αποδείξετε ότι ο όγκος της δεξαμενής ως συ-

νάρτηση του x είναι  f(x)=4x(3–x)2, 0<x<3. (Δίνεται ότι 
ο όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου διαστάσεων 
α, β, γ είναι V=αβγ).      Μονάδες 4 

2. Να βρείτε για ποια τιμή του x η δεξαμενή έχει μέγιστο όγκο.     Μονάδες 6 

3. Να βρείτε το 



x 0

f(x+2) 8
lim

x
    Μονάδες 4 

      4. Θεωρούμε τις τιμές yi = f(xi), i=1,2,3,4,5 με 1=x1<x2<x3<x4<x5=2, οι οποίες έχουν μέση τιμή 
y=12, τυπική απόκλιση sy=2 και συντελεστή μεταβολής CVy.  Nα βρείτε το εύρος R των τιμών yi, 
i=1,2,3,4,5. Στη συνέχεια να βρείτε τον αριθμό α∈ℝ με –12<α<0 o oποίος, αν προστεθεί σε καθε-
μιά από τις τιμές yi, προκύπτει δείγμα με συντελεστή μεταβολής CV τέτοιον, ώστε 

CV=2CVy+
R
12

             Μονάδες 6 
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     5.Αν Α και Β είναι ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου με ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα, τέτοια 

ώστε Α ≠ ∅,  Β ≠ ∅ και Α⊆Β, τότε να αποδείξετε ότι ισχύει:  
 

  
 




2
Ρ(Α) 3 Ρ(Β)
Ρ(Β) 3 Ρ(Α)

Μονάδες 5 

 
27) 2013  
   Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x)=xlnx+κ, x>0, όπου κ ακέραιος με κ > 1 και την εφαπτομένη (ε) της γραφικής 
παράστασης της f στο σημείο (1,f(1)) , η οποία σχηματίζει με τους άξονες, τρίγωνο εμβαδού E, με E < 2 
    1. Να αποδείξετε ότι κ = 2   Μονάδες 5 
    2. Έστω x1,x2, …..,x50 οι τετμημένες 50 σημείων της (ε) των οποίων οι αντίστοιχες τεταγμένες τους έχουν 
μέση τιμή y =31 

       α) Να αποδείξετε ότι x =30     Μονάδες 2 
       β) Για τις τετμημένες των παραπάνω σημείων θεωρούμε ότι : Κάθε μία από τις τετμημένες x1,x2, …..,x20 
αυξάνεται κατά 3, οι επόμενες15 τετμημένες παραμένουν σταθερές και κάθε μία από τις υπόλοιπες ελατ-
τώνεται κατά λ ∈   με λ > 0. Να βρείτε το λ, ώστε η νέα μέση τιμή των τετμημένων να είναι ίση με 31    
Μονάδες 4 
     3. Αν 1 < α < β < γ < e με αα ⋅ββ ⋅γγ = e7, τότε να βρείτε το εύρος R και τη μέση τιμή των τιμών f(α),f(β), 

f(γ),f(e), 
1( )f
e

 , όπου f(x)= xlnx+2         Μονάδες 7 

    4. Θεωρούμε τον δειγματικό χώρο Ω= 1 2 11 30
1{ , 1, 2,3,...30 : 0 ..... 10 .... 1}nt n t t t t t
e

         με ισοπί-

θανα απλά ενδεχόμενα, καθώς και τα ενδεχόμενα Α={ t ∈ Ω: η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 
f στο σημείο (t,f(t)), να σχηματίζει με τον άξονα x′x οξεία γωνία }, Β ={t∈Ω: f(t)>f′(t)+1}, 
όπου f(t)=t lnt+2 
Να βρεθούν οι πιθανότητες: 
         α) να πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο Α    Μονάδες 3 
         β) να πραγματοποιηθούν συγχρόνως τα ενδεχόμενα Α και Β    Μονάδες 4 
 
28) 2013 Επαναληπτικές  

Δίνεται η συνάρτηση 2( ) 1,
1

xf x x
x

  


  και ο δειγματικός χώρος Ω = { ω1, ω2, ω3, ω4}, όπου ω1 = -1, ω2 

= 0 και 1 < ω3 < ω4. Δίνονται επίσης οι πιθανότητες 
1( ) ( )
3i iP f   , όπου i = 1, 2 και 

3 1

1 ( )( ) lim
6 1x

f xP
x





 


. 

     1. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α, Β και Γ του δειγματικού χώρου Ω με A ={ ω∈Ω / f′(ω)≤0 },  

Β = { ω∈Ω / f(ω) > 1}  και  Γ = { ω∈Ω / 2 1
4

x x   για κάθε x } .  

           α) Να βρείτε τις πιθανότητες P(ω1) , P (ω2) , P(ω3) και P (ω4)            Μονάδες 8 
           β) Να βρείτε τις πιθανότητες P(Α), P(Β), P(Γ) και P(A-B)           Μονάδες 8 
     2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης της f, η οποία σχηματίζει με 
τον άξονα x x ′ γωνία 45ο                Μονάδες 4 
     3. Αν Μκ(ωκ, yκ), κ = 1, 2, 3, 4 είναι σημεία της εφαπτομένης (ε): y = x + 1 με 2 y    και 5yR 

  

τότε να υπολογίσετε τα ω3 και ω4 του δειγματικού χώρου Ω, όπου  
           


 : η διάμεσος των τετμημένων των σημείων Μκ ,  

          y
 : η διάμεσος των τεταγμένων των σημείων Μκ  

          yR 
 : το εύρος των τεταγμένων των σημείων Μκ                                Μονάδες 5 

 


