
Θέματα για την τελευταία επανάληψη - ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ 

Παναγιώτης  Σταυρόπουλος                                                                                
Μαθηματικός στο Γενικό Λύκειο Ανδρούσας                                                                            

Σχολικό Έτος 2013-2014 

 
62. Έστω f:  δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση με ( ) 0f x   για κάθε x, 

και (0) (1) 0f f  .Αποδείξτε ότι: 

      α) υπάρχει μοναδικό 0x   ώστε: 0( ) 0f x  . 
      β) η συνάρτηση f στο παραπάνω x0, παρουσιάζει μέγιστο. 

      γ) η εξίσωση  2( ) ( ) ( ) 0f x f x f x    , έχει μία τουλάχιστον λύση στο (0,1) . 
 

63. Έστω f:  δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση με 
2 (1) 1( )

2
x ff x  

   και  

f (0)=0, για κάθε x. Αποδείξτε ότι: 

      α) (1) 1, (0) 1f f    

      β) υπάρχει ένα τουλάχιστο x0(0, 1), τέτοιο ώστε 0( ) 0f x  . 
 
 
64. Έστω f:  παραγωγίσιμη συνάρτηση με ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2f x y f xy f x f y     , για 

κάθε x, y  , και (0) 2f   . 

      α) Αποδείξτε ότι ( ) 2 ( ) 4f x f x x    , για κάθε x  . 

      β) Δείξτε ότι η συνάρτηση :g    με τύπο   2( ) ( ) 2 1 xg x f x x e     είναι 

σταθερή. 
      γ) Βρείτε τον τύπο της f. 

      δ) Υπολογίστε το όριο 

2
2 1

( )lim
x

x
f x




  
      

. 

 
 
65. Αν , : (0, )f g    δύο φορές παραγωγίσιμες με 

1 ( )( ) g t

x
f x e dt  και

1 ( )( ) f t

x
g x e dx  , για κάθε x>0, 

      α) Αποδείξτε ότι οι f, g είναι ίσες. 

      β) Δείξτε ότι η ( )( ) , 0f xh x e x x    είναι σταθερή, και βρείτε τον τύπο της f. 

      γ) Υπολογίστε τα όρια:  (i) 
( )lim

x

f x x
x




     (ιι) 
0

( )lim
x

f x x
x




. 

 
66. Έστω f:[α,β] παραγωγίσιμη συνάρτηση με  f(α)=α  και  f(β)=β, 0<α<β . 

    Να αποδείξετε ότι: 
      α) υπάρχει εφαπτομένη ευθεία της Cf, που είναι παράλληλη στην ευθεία y=x. 
      β) υπάρχει x0(α, β) ώστε : f(x0) = α + β - x0. 

      γ) υπάρχουν ξ1, ξ2  (α, β) με ξ1 < ξ2  ώστε: 1 2( ) ( ) 1f f     

      δ) αν υπάρχει η f΄΄(x) στο [α, β] και είναι συνεχής, με ( ) 0xf x dx



  , τότε η 

εξίσωση ( ) ( ) 1xf x f x   , έχει λύση στο (α,β). 
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67. Αν f:[0,1] συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση, αποδείξτε ότι υπάρχει 

x0  (0 ,1),τέτοιο ώστε: 0
1 1 1 1 1 1( )
2 2 3 3 6 6

f x f f f            
     

. 

 
 
68. Αν f:  παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(x3 +x +1) = 7x3 - x , για κάθε x, 

      α) Βρείτε το f (3)  
      β) Αποδείξτε ότι f΄(3)=5 
      γ) Βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο x0=3. 
 
 
69. Αποδείξτε ότι η εξίσωση 10x4 = 2x + 5  έχει δύο ακριβώς ρίζες στο , μία αρνη-

τική και μία θετική. 
 
 
70. Έστω f παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [1,3]. 
      α) Αν f(1) = f(3), δείξτε ότι υπάρχουν x1, x2  (1,3) ώστε f΄(x1) + f΄(x2) =0. 

      β) Αν f(1) = -1  και f(3) = 1, δείξτε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2  (1, 3) ώστε: 

1 2

1 1 2
( ) ( )f f 

 
 

 

 
 
71. Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και η ευθεία (ε) που τέμνει 

την Cf σε τρία διαφορετικά σημεία Α(α, f(α)) , Β(β, f(β)) και Γ(γ, f(γ)).Δείξτε ότι υ-
πάρχει x0  , ώστε f΄΄(x0)=0. 

 
 
72. Έστω συνάρτηση f με f (x + y) = f (x) + f (y) +2xy, για κάθε x, y   και 

0

( ) 4lim
x

f x
x

 . 

      α) Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιμη , με f΄(x) = 2x+4 
      β) Μελετήστε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και τα σημεία καμπής. 
      γ) Δείξτε ότι : f (1)f (-1)<0. 

 
 
73. Έστω η συνάρτηση f:(0,+) η οποία είναι παραγωγίσιμη στο 1 με 

f΄(1)=2007 και για την οποία ισχύει f(xy) = xf(y) + yf(x), για κάθε x, y  . 

      α) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη. 
      β) Να αποδείξετε ότι f(x)=2007xlnx. 

      γ) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της f. 
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74. Αν f: [α, β] δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση με f (α) = f (β) =0 και για 

κάποιο γ  (α, β) ισχύει f (γ)>0, δείξτε ότι υπάρχει ξ  (α, β) ώστε f΄΄(ξ)<0.  
 
 
75. Έστω f παραγωγίσιμη συνάρτηση στο [0,1] με f (0)=f (1)=0. Αποδείξτε ότι υ-
πάρχει x0  (0 ,1) ώστε f΄(x0)=2004f(x0). 
 
 
76. Έστω f:[0,1]  [0,1] παραγωγίσιμη με f (0)=0 , f (1)=1 και g:[0,1]  με 

g(x)=f(x)+x-1. 
      α) Αποδείξτε ότι η g(x)=0 έχει λύση στο (0, 1). 
      β) Αποδείξτε ότι υπάρχουν α, β  (0, 1) με α  β ώστε : f΄(α)  f΄(β)=1.  

 
 
77. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0, 5] με x2+f2(x)=5x, για κάθε x [0, 5], 

      α) Αποδείξτε ότι η f(x)=0 δεν έχει ρίζες στο (0, 5). 
      β) Αποδείξτε ότι η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0, 5). 
      γ) Αν f(1)=-2, να βρείτε τον τύπο της f.  
 
 
78. Έστω f(x) = e-x -2x2+4x–4. Δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0(0,1), ώστε: 
     α) f΄(x0)=0      
     β) 2x0

2+f(x0)=0 
 
 
79. Έστω f:  παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(2)=0. Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ  , 

ώστε η εφαπτόμενη της Cf στο σημείο Μ(ξ,f(ξ)) τέμνει τον άξονα x΄x στο Ρ(2ξ,ο). 
 
 
80. Αν f΄΄(x)>0 για κάθε x[α, β]  και  f(α)=f(β)=2007, αποδείξτε ότι: f(x)<2007, 

για κάθε x[α, β]. 
 
 
81. Αν f άρτια και δυο φορές παραγωγίσιμη στο , δείξτε ότι και η f΄΄ είναι άρτια. 

 
 
82. Έστω f(x) ένα πολυώνυμο βαθμού ν, με ν2 και ρ  ρίζα του f(x), πολλαπλό-

τητας κ. Αποδείξτε ότι το ρ είναι ρίζα της f΄(x), με βαθμό πολλαπλότητας κ-1. 
 
 

83. Αν f(x)=ln
2

x x 
 με α, β>0 ,  αβ ,  f(x)x  για κάθε χ, δείξτε ότι: αβ=e2. 
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84. Αν f: με f(3)(x)<0, για κάθε χ και f΄΄(0)=0, αποδείξτε ότι το x0=0 είναι σημείο κα-
μπής της συνάρτησης f.  
 
 
85. Αν η f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  , στο σημείο x0=3  παρου-
σιάζει τοπικό ακρότατο και η f΄ στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστημα [1, 5], αποδείξτε ότι 
f΄(1)+f΄(5) <0. 
 
 

86. Έστω f:  παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(0)=0 και f΄(x)= 2

1
3 ( ) 3f x 

,  x. 

      α) Αποδείξτε ότι f3(x)+3f(x)=x, για κάθε x. 

      β) Αποδείξτε ότι η f αντιστρέφεται και ότι :f-1(χ)=χ3+3χ, για κάθε x. 

      γ) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης Cf
-1. 

      δ) Υπολογίστε το ολοκλήρωμα
4

0
( )f x dx . 

 
87. Δίνεται η συνάρτηση f(x)= ex + e-x- x2 - 2. Αποδείξτε ότι: 
      α) Η f έχει ελάχιστο το μηδέν. 
      β) Η f είναι κυρτή. 
      γ) Η f΄ είναι κοίλη στο (-, 0] και κυρτή στο [0,+). 

      δ) Λύστε την f(x)=0. 
      ε) Δείξτε ότι ex + e-x  x2 + 2. 
 
88. Έστω μια συνάρτηση f: που ικανοποιεί τη σχέση f΄(x)=f(x), για κάθε χ.  

       α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c   έτσι ώστε f(x)=cex, για κάθε χ.  
       β) Να λύσετε με τη βοήθεια του ερωτήματος α) την εξίσωση :       
                2xh(x)=(x2+1)[h(x)-h΄(x)]+1, όπου h: και h(0)=0. 

                                                             (ΑΣΕΠ για καθηγητές Μαθηματικών 2007) 
 
 

89. Δίνεται η συνάρτηση f(x)= 

1-συνx, 02x
λ , 0{ x

x








. Βρείτε το λ, ώστε να είναι συνεχής στο 0. 

                        (ΑΣΕΠ για καθηγητές Μαθηματικών 2007) 
 

 

 


