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ΠΩΣ  ΥΠΟΛΟΓΙΖΟΥΜΕ  ΟΡΙΑ 
 

Α) Όταν χ χ0  Αντικαθιστούμε όπου χ το χ0 . 
 Αν το αποτέλεσμα που θα βρούμε ορίζεται , τότε η άσκηση τελείωσε. 

 Αν μας βγει 0
0  (απροσδιόριστο), τότε : 

       α) Παραγοντοποιούμε   Απλοποιούμε  Αντικαθιστούμε 

        β) Πολλαπλασιάζουμε με το συζυγή της ρίζας  Διαφορά τετραγώνων     
            Απλοποίηση Αντικατάσταση 
       γ) Εφαρμόζουμε τον κανόνα de l’ Hospital (Υπάρχει στην παράγωγο) . 

 Αν μας βγει  0 ( )   (απροσδιόριστο), τότε το φέρνουμε στη μορφή  0
0   ή    και 

εφαρμόζουμε κανόνα de l’ Hospital . 
 Αν μας βγει  ,    , τότε το αποτέλεσμα είναι 0. 

 Αν μας βγει ,0
   , τότε το αποτέλεσμα είναι  .(Βρίσκουμε το όριο του αριθ-

μητή , το όριο του παρονομαστή και το πρόσημο του παρονομαστή). 
 
 

Β) Τριγωνομετρικά όρια Προσπαθούμε να δημιουργήσουμε τα όρια : lim
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u
uu




  ή    
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0
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 . ( Το 1Ο κάνει 1 και το 2Ο κάνει 0 ). 

       Αν μας βγει ημ() ή συν() , παίρνουμε το κριτήριο παρεμβολής χρησιμοποιώ-

ντας και τα 1   , 1   και   . 
 
 
Γ) Κριτήριο παρεμβολής :Το χρησιμοποιούμε όταν : 
 Μας δοθεί κάποια ανίσωση 
 Έχουμε τριγωνομετρικό όριο και μας βγει : ημ() ή συν(). 
 

Δ)  Όταν χ     
 Αν έχουμε πολυώνυμο (ΜΟΝΟ)παίρνουμε το μεγιστοβάθμιο όρο . 
 Αν έχουμε ρητή συνάρτηση (κλάσμα με αριθμητή και παρονομαστή , ΜΟΝΟ πο-

λυώνυμα) τότε παίρνουμε τους δυο μεγιστοβάθμιους όρους. 
 Αν έχουμε ρίζες , δοκιμάζουμε με το  (μάτι) , και :  

1. Αν ορίζεται το αποτέλεσμα {  , 0     ,  ( ) ( )     , ( ) ( )   , 

( ) ( )    , ( ) ( )    } τότε βγάζουμε κοινό παράγοντα τη μέγιστη δύνα-
μη του χ που έχουμε. 

2. Αν δεν ορίζεται  { ( ) ( )     ,  ( ) ( )     ,  ( ) ( )    } τότε πολλα-
πλασιάζουμε και διαιρούμε με το συζυγή της ρίζας. 

3. Αν δοθεί μια μεικτή παράσταση (πολυώνυμο + εκθετική + λογαριθμική + τριγω-
νομετρική) , τότε βγάζουμε κοινό παράγοντα το μεγιστοβάθμιο όρο του πολυω-
νύμου. 
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Ε) Κάποια χρήσιμα όρια που βγαίνουν από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων :    
1) 0 , 1 ,lim lim lim

0
x x xe e ex xx
  

 
       2) ln , lnlim lim
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ΣΤ) Πλευρικά όρια παίρνουμε αν δοθεί συνάρτηση με 2 ή 3 ή .. κλάδους και θέλω το 
όριο στο σημείο που αλλάζει τύπο η συνάρτηση.  
 
 
 

ΡΙΖΕΣ  ΜΙΑΣ  ΕΞΙΣΩΣΗΣ 
Α) Μία τουλάχιστον ρίζα             
   1) Με δοκιμή (το  μάτι)  βρίσκω μία ρίζα. 
   2) Με Bolzano σε διάστημα [α,β] που θα μας δίνεται . 
   3) Με Bolzano σε διάστημα [α,β] που θα βρούμε εμείς,αφού κάνουμε κάποιες δοκιμές. 
(Βρίσκουμε τα f(-2) , f(-1) , f(0) , f(1) , f(2) , f(3) ,,, μέχρι να βρούμε κάποια f(α).f(β)<0)  ). 
   4) Με το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών. 
   5) Με το σύνολο τιμών (Αν στο σύνολο τιμών μιας συνάρτησης f περιλαμβάνεται το 0 , 
τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο πεδίο ορισμού της f ). 
   6) Με το θεώρημα του Roll για την αρχική συνάρτηση της f .(Υπάρχει στην παράγωγο) 
   7) Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα.(Οι άλλες 
μπορεί να είναι συζυγής μιγαδικές ή πραγματικές). 
 
Β) Δύο τουλάχιστον ρίζες    
    1) Με δοκιμή (το  μάτι). 
    2) Με  Bolzano σε δύο διαστήματα [α,β] και [γ,δ].   
 
Γ) Το πολύ μία ρίζα 
   1) Αν είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της , τότε έχει το πολύ μία ρίζα.  
   2) Υποθέτουμε ότι έχει 2 και με το θεώρημα Roll φτάνουμε σε άτοπο.(Αν α,β οι ρίζες με 
α<β τότε f(α)=0 και f(β)=0 και Roll στο [α,β] ). 
 
Δ) Το πολύ  δύο ρίζες 
   1) Με τη μονοτονία : Αν σε κάποιο διάστημα  , είναι γνησίως μονότονη , τότε έχει 
το πολύ μία ρίζα σε αυτό. Αν στο διάστημα  ,   είναι γνησίως μονότονη , τότε έχει το 
πολύ μία ρίζα σε αυτό. Άρα συνολικά έχει το πολύ 2 ρίζες. 
   2) Με το Roll και άτοπο .Υποθέτουμε ότι έχει 3 ρίζες α,β,γ με α<β<γ , τότε f(α)=0 , 
f(β)=0 , f(γ)=0 και Roll στα [α,β] και  [β,γ]. 
 
Ε) Μία ακριβώς ρίζα 
 Αφού πρώτα αποδείξουμε ότι έχει μία τουλάχιστον , όπως στο Α , στη συνέχεια δείχνουμε 
ότι έχει το πολύ μία όπως στο Γ. Άρα τελικά θα έχει μία ακριβώς. 
 
ΣΤ) Δύο ακριβώς ρίζες 
  Αφού πρώτα αποδείξουμε ότι έχει δύο τουλάχιστον , όπως στο Β , στη συνέχεια δείχνου-
με ότι έχει το πολύ δύο όπως στο Δ. Άρα θα έχει δύο ακριβώς. 


