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1. Αν η γωνία φ μεταβάλλεται στο διάστημα [ 0,2π) , να βρείτε το γεωμετρικό τόπο 
της εικόνας του μιγαδικού Ζ=3+συνφ+(4+ημφ)i .                                                  
 

2. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών
2

1
i
i





 


,   ανήκουν σε ορισμένο 

κύκλο. 
 
3. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών Ζ=2λ+(λ-5)i ,      
 
 

4. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί Ζ , W με 
2004 2004

2004 2004
( ) 2002
( ) 2002

w  
 
   


   

 και ,   . 

   α)Δείξτε ότι 
1W
W

  

   β)Βρείτε τη γραμμή στην οποία κινείται η εικόνα Μ του W, όταν o Ζ μεταβάλλεται 
στο C . 
 

5. Δίνεται ο μιγαδικός 
2
2
iW  


 

 με Ζ=χ+ψi και   , . 

    α) Να γράψετε τον W στη μορφή α+βi , ,   . 
    β) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας Μ του Ζ , όταν W  . 
    γ) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας Ν του Ζ , όταν W  . 
    δ) Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του Ζ ώστε να ισχύει : Re(w)=Im(w). 
    ε) Αν η εικόνα Μ του Ζ κινείται στον κύκλο x2+ψ2=4, αποδείξτε ότι η εικόνα Ν 
του W κινείται στην ευθεία ψ=x. 
 
6. Δίνονται οι μιγαδικοί Ζ, με 2 2 3 2Z i    . 

  α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας Μ του Ζ. 
  β) Από τους παραπάνω μιγαδικούς, να βρείτε εκείνον που έχει το μικρότερο και ε-
κείνον που έχει το μεγαλύτερο μέτρο. 
 
7. Έστω ο μιγαδικός Ζ0. 

   α) Δείξτε ότι οι εικόνες των μιγαδικών Ζ, -Ζ και 3iz είναι κορυφές ισοπλεύρου 
τριγώνου. 
   β) Αν το εμβαδόν του παραπάνω τριγώνου είναι 3 , υπολογίστε το μέτρο του Ζ. 
 
 
8. Να υπολογίσετε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των Ζ, όταν: 

     α) 
4 5 5
2 i


  


                β) 1 2i                       γ) 2 4i    

 
9. Έστω    και    ώστε : Re( )       . Δείξτε ότι ο γεωμετρικός τόπος 

των εικόνων του Ζ είναι η παραβολή 2 4  . 
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10. Αν 1 2,    και  1 23 1 4 2,i      , να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη 

τιμή του 1 2   . 

 
11. Αν ω1,ω2 είναι ρίζες της εξίσωσης : ω2-αω+β=1,   , δείξτε ότι οι Ζ1=1-ω1 
και Ζ2=1-ω2 είναι ρίζες της εξίσωσης : Ζ2+(α-2)Ζ+β-α=0. 
 
12. α) Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x+lnx-1, x>0. Δείξτε ότι η f(x)=0 έχει μοναδική 
ρίζα το 1. 
      β) Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του Ζ, αν ln 1    . 

13. α) Βρείτε το ελάχιστο της συνάρτησης 
2

2
2( ) xxg x e
e

  . 

      β) Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών 

,ie
e

     .Ποιος από αυτούς τους μιγαδικούς έχει το μικρότερο μέτρο; 

 
14. Έστω η συνάρτηση :[0,4]f   , δύο φορές παραγωγίσιμη και ο μιγαδικός 

Ζ=α+βi για τον οποίο ισχύει: (Ζ-1)2007=(Ζ-i)2007 και  
(0) (4)(2)

2
f ff i

   . 

    Δείξτε ότι : α)   
(0) (4)(2)

2
f ff 

          β) Υπάρχει 1 τουλάχιστον 

χ0(0,4): 0( ) 0f x  . 

 
15. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση :[ , ]f      με  f(α)>α>0  ώστε ο μιγαδικός Ζ,  

με 
( )
( )

if
if

 
 


 


 να είναι φανταστικός. Δείξτε ότι: 

     α) ( ) ( )f f       
     β) η εξίσωση ( )f x x έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα (α , β) 

     γ) υπάρχει 1 τουλάχιστον χ0(α , β): 0( ) 1f x   

     δ) αν η ( )f x x  έχει λύσεις στο (α , β) τους αριθμούς χ1 και χ2 με χ1<χ2, τότε 
υπάρχει εφαπτομένη της Cf που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 
 
16. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση :[ , ]f      με 0<α<β, τέτοια ώστε για τους 

μιγαδικούς Ζ1=α+if(α) και Ζ2=β+if(β) να ισχύει: W   με 1

2

W 



. 

    α) Δείξτε ότι 1 2 1 2i i        

    β) Δείξτε ότι ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle για την 
( )( ) f xg x
x

  στο 

[ , ]  . 
    γ) Αποδείξτε ότι υπάρχει εφαπτομένη της  Cf  που διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων. 

    δ) Αν ισχύει 
( ) 1

( ) ( )lim
x

f x tx dt
x x t


 

 


    , δείξτε ότι η ( ) 1f x  έχει λύση στο (α,β) 
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17. Έστω οι μιγαδικοί Ζ,Ζ1,Ζ20 για τους οποίους ισχύουν 1 1 2
1

2 2 1

1, ,4 2  
     

  
 

    Δείξτε ότι: α)
1 3
4 4

i      β) 2 2     γ) η εξίσωση |xΖ1+(1-x)Ζ2|=ex έχει λύση 

στο (0,1) 
 
18. Έστω μια συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη με :[0,1]f    και f(0)=0 , 
f(1)=1 και ( ) 0f x   για κάθε [0,1]x . Αποδείξτε ότι: 
   α) υπάρχει 0 (0,1)x   ώστε για το μιγαδικό Ζ=1-x+if(x) να ισχύει: Re(Ζ)=Im(Ζ) 

   β) η εξίσωση  xf(x)+x2-x=0 , έχει λύση στο διάστημα (0,1) 

   γ) 
( ) 1 ( )

1
f x f x
x x





 για κάθε (0,1)x  

   δ) υπάρχει (0,1)  : ( ) 1f    
   ε) (0) 1f    
 
19. Έστω οι μιγαδικoί Ζ1=e-i , Ζ2=x+ilnx , x>0. Αν Ζ=Ζ1Ζ2 , να δειχθεί ότι: 
   α) Η εξίσωση elnx=x έχει μοναδική ρίζα το x=e. 
   β) Υπάρχει ακριβώς ένα x>0 και να βρεθεί, ώστε ο Ζ να είναι πραγματικός. 
   γ) Υπάρχει ακριβώς ένα x>0 και να βρεθεί, ώστε ο Ζ να είναι φανταστικός. 
 

20. Έστω η συνάρτηση    24 2( ) 2f x x Z x Z Z x      , για κάθε x, και ο μιγα-

δικός Ζ με |1+xZ|1+x2, για κάθε x. 

  α) Δείξτε ότι ( ) 0f x   
  β) Δείξτε ότι ο Ζ είναι φανταστικός 

  γ) Αν 2Z  , δείξτε ότι 1 3Z   

 
21. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση :f   , και ο μιγαδικός (2) (1) (1)Z f f if     
με Re( ) Im( )Z Z . Αποδείξτε ότι: 

   α) Η εξίσωση ( ) ( ) 0xf x f x    έχει λύση στο (1,2) 

   β) Αν επιπλέον ισχύει ( ) 0f x   για κάθε  1,2x , τότε η παραπάνω λύση είναι 

μοναδική. 
 

22. Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο  συναρτήσεις f και g με: 
25 ( )( ) 10 x g xg x xe   , 

(0) 0g   και 2( ) ( ) ( 3 ) 6( )if x f x x x i x i
i


    ,  για κάθε x. 

   α) Αποδείξτε ότι 3( ) 6f x x x   και 2( ) 5g x x  
   β) Βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των f και g . 

 
 
23. Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών Ζ για τους οποίους ισχύ-
ει  12 ReZ i Z   , όπου α είναι η τιμή της συνάρτησης f για x e , η οποία έχει 
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συνεχή παράγωγο στο διάστημα  1,e και ικανοποιεί τη σχέση 

1 1

( ) 1 ( ) lnf xe edx f x xdx
x

    και Ζ1 είναι η λύση του συστήματος 3Z i Z i    και 

1Z i Z   . 

 
24. Έστω συνάρτηση f δυο φορές παραγωγίσιμη στο  με ( ) 0f x  ,για κάθε x με  

1 0
2

f    
 

 και οι μιγαδικοί ( ),xZ x if x x   με 0 1Re( ) 0Z Z  . Αποδείξτε ότι: 

   α) (0) (1) 0f f           

   β) η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
1( , )
2

  και γνησίως αύξουσα στο 
1( , )
2
 . 

25. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με ( ) ( ) ln
2

f x g x x    
 και g παραγωγίσιμη 

στο 1,2  με (2) 1g  . Δίνονται επίσης οι μιγαδικοί W και Ζ με 
2

2 1
Z iW
Z





. 

   α) Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του Ζ , αν W W  . 
   β) Αποδείξτε ότι υπάρχει  0 ,2x   ώστε η εφαπτόμενη της Cf στο σημείο 

Α(x0,f(x0)) είναι παράλληλη στον άξονα x’x, όπου β η τεταγμένη του κέντρου του 
κύκλου του ερωτήματος α). 
 
26. Έστω f  παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  με ( ) ( )f x f x x  , 2( ) 1f x x   για 

κάθε x και 1997 1821(0) 1f i i   . 

   α) Βρείτε το (0)f  

   β) Αποδείξτε ότι ( ) xf x e  
   γ) Βρείτε το γ. τ. (C1) των εικόνων των μιγαδικών 6 ( 1997 ) (1997 )Z f if    , 
  
   δ) Βρείτε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τις καμπύλες (C1) και  
(C2) , όπου (C2): 

2 2 5y x x    

   ε) Να λύσετε την εξίσωση: 
1

61 6ln3
3

x tte dt E     

 
27. Δίνεται μιγαδικός Ζ για τον οποίο ισχύουν: 2 4Z i z i    και η εικόνα του 

Z+4i βρίσκεται στον άξονα Oy και η συνάρτηση 
,

12 , 0
( )

0 0{
x x

xf x
x

 



. 

   α) Βρείτε τον μιγαδικό Ζ  
   β) Υπολογίστε την  | | 3f Z   

 

28. Δίνεται ο μιγαδικός Ζ και η συνεχής συνάρτηση
2

2

,

,

| | 1( )
| | 2 1 1{ Z i xx xf x
Z i xx x
   
    

. 
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       Δείξτε ότι Ζ 

 

29. Έστω οι μιγαδικοί Ζ και W ,  με |Ζ+2i|=|Z+4i| , 
4
2

Z iW
Z i





 και W. Θεωρούμε 

τους μιγαδικούς Ζ1=(x-1)+(|Ζ|-2)i και Z2=2lnx+(|Z|-1)i. Αποδείξτε ότι υπάρχει α-
κριβώς μία τιμή του x, ώστε ο αριθμός 1 2    να είναι πραγματικός. 

 

30. Δίνεται ο μιγαδικός 2 , 0xe i x x    . Βρείτε την ελάχιστη τιμή του |Ζ-3|. 

 
31. Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο [α,β] με f(α)=β, f(β)=α και οι μιγαδικοί 

( ) 1 ( ), ( , )x if x x      .Αποδείξτε ότι υπάρχουν 1 2 1 2, ( , ) : ( ) ( ) 2(1 )x x Z x Z x i      
  
32. Δίνεται συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο  και ο μιγαδικός ( ),Z x if x x    

ώστε να ισχύει:  2 2| | Re (1 )Z i Z x   , για κάθε x. Αποδείξτε ότι η f  δεν έχει 

ακρότατα. 
 
33. Δίνονται ο μιγαδικός Ζ=α+βi με |Ζ|=1 και η συνάρτηση 2( ) | | ,f x x x      

για την οποία ισχύει: 
1

0
3 ( ) 7f x dx  . Δείξτε ότι ο Ζ είναι φανταστικός. 

 

34.Δίνονται οι μιγαδικοί Ζ1 και Ζ2 για τους οποίους ισχύει: 
3

1 2 10
| | 3 | |
x
Z t Z dt x Z   , 

για κάθε x. Αποδείξτε ότι |Ζ1|=|Ζ2|. 

 
35. Έστω f  παραγωγίσιμη συνάρτηση στο , f(2)=0, f’(2)0 και οι μιγαδικοί Ζ με 

( ) | | ( ) 1f xe Z f x  , για κάθε x. 

   α) Δείξτε ότι |Ζ|=1 

   β) Βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του W, με 
2
2
Z iW
iZ





. 

 
36. α) Βρείτε την ευθεία που ορίζει στο μιγαδικό επίπεδο η σχέση: 
            |Z-1-2i|=|Z-7+2i| 
      β) Βρείτε τα α,β ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

2 5 10( )
1

x xf x
x

  



, να έχει στο - πλάγια ασύμπτωτη την παραπάνω ευθεία. 

 
37. Προσδιορίστε το γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών Ζ, για τους οποίους τα παρα-
κάτω όρια είναι πραγματικοί αριθμοί. 

        i) 
3

1

| | | 1| (5 5)
1lim

x

Z i x Z x x
x

    


        ii) 
3 2

1

| 4 | | 4 | (5 5)
1lim

x

Z x Z x x
x

    


 


