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             Μια πρόταση διδασκαλίας στο τριώνυμο δευτέρου βαθμού.
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Ελάχιστη απόσταση δυο τρένων.
Περιέχεται στο επιμορφωτικό υλικό για την επιμόρφωση εκπαιδευτικών κλάδου ΠΕ03 – ΕΑΙΤΥ - Τομέας επιμόρφωσης και κατάρτισης (ΤΕΚ) ως σενάριο10.
Η επεξεργασία του θέματος με σκοπό την εφαρμογή του σε τάξη διδασκαλίας έγινε από τον  Κων/νο Πετάβρατζη.
     
                                                                                                                                        


Το πρόβλημα:
Δυο ευθύγραμμες σιδηροτροχιές συναντώνται σχηματίζοντας ορθή γωνία. Δυο τρένα κινούνται ταυτόχρονα προς το κοινό σημείο των σιδηροτροχιών. Το ένα ξεκίνησε από κάποιο σταθμό που απέχει απόσταση  l1= 40 km από το κοινό σημείο των σιδηροτροχιών και έχει σταθερή ταχύτητα v1= 800 m/min και το δεύτερο από κάποιο σταθμό που απέχει l2=50km από το κοινό σημείο των σιδηροτροχιών με σταθερή ταχύτητα v2=600m/min.
Να βρεθούν:
1. Σε πόσα λεπτά μετά την αναχώρησή τους τα τρένα θα έχουν την ελάχιστη απόσταση μεταξύ τους.
2. Ποια θα είναι αυτή η απόσταση.
(Είναι από το βιβλίο του Yakov Perelman «Διασκεδαστικά Μαθηματικά» Μέρος 2 Εκδόσεις Κάτοπτρο 2001)

Γνωστική περιοχή:
Άλγεβρα  Α΄ Λυκείου. 
Απόσταση δυο σημείων στο επίπεδο. 
Μελέτη της συνάρτησης f(x) = αx2+βx+γ. 
Εξισώσεις ευθύγραμμης  ομαλής κίνησης.

Τεχνολογικά εργαλεία:
Το σενάριο προτείνεται να υλοποιηθεί με το λογισμικό Modellus.
Σκεπτικό
Βασική ιδέα: Οι μαθητές με τη βοήθεια της τεχνολογίας θα μελετήσουν μια προσομοίωση της κίνησης δυο τρένων. Το  λογισμικό Modellus έχει αυτή τη δυνατότητα και είναι ένας από τους λόγους που προτείνεται. Το μαθηματικό μοντέλο της απόστασης των τρένων όταν αυτά κινούνται σε κάθετες πορείες είναι ένα τριώνυμο 2ου βαθμού και έτσι η μελέτη της μεταβολής της  απόστασης ανάγεται στη μελέτη των ιδιοτήτων μιας παραβολής. 
Προστιθέμενη αξία: Είναι γνωστός ο τρόπος παρουσίασης που ακολουθείται από το διδάσκοντα σύμφωνα με τις υποδείξεις και τα παραδείγματα που υπάρχουν στο σχολικό εγχειρίδιο όπως φαίνονται παρακάτω:
  
 Άλγεβρα  Α΄ Λυκείου  Βιβλίο ΟΕΔΒ σελ. 129-137
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Η μελέτη λοιπόν της  f(x) = αx2+βx+γ προκύπτει μέσα από τη κατάλληλη μετακίνηση της  f(x) = αx2 στο επίπεδο, με παρουσίαση των στοιχείων αυτών από το διδάσκοντα στον πίνακα της σχολικής τάξης με όλες τις αδυναμίες και τους περιορισμούς που αυτό συνεπάγεται. 
Αντιθέτως με τις δραστηριότητες που προτείνει το εν λόγω σενάριο οι μαθητές:
· Θα δημιουργήσουν αντίστοιχο μοντέλο μέσα από τις δυνατότητες του λογισμικού.
· Θα πειραματισθούν με τις παραμέτρους κίνησης. 
· Θα βγάλουν συμπεράσματα για το φαινόμενο που μοντελοποίησαν.
· Θα ορίσουν την απόσταση των τρένων δηλαδή μια συνάρτηση επιχειρώντας να λύσουν ένα πραγματικό πρόβλημα.
· Τρέχοντας το πρόγραμμα θα συνδέσουν τη μορφή και τις ιδιότητες της γραφικής παράστασης του τριωνύμου με την εξέλιξη ενός φαινομένου ( πράγμα πρακτικώς αδύνατο σε μια συμβατική σχολική τάξη).
· Αξιοποιούν τις πολλαπλές αναπαραστάσεις της συνάρτησης (πίνακας μεταβολής, γραφική παράσταση, παρουσίαση μοντέλου) που προσφέρει το λογισμικό Modellus και που είναι δυναμικά συνδεδεμένες με αποτέλεσμα  αφενός  μεν η μετάβαση από τη μια στην άλλη να γίνεται μέσα από την αλληλεπίδραση των ψηφιακών εργαλείων, αφετέρου δε την κατανόηση των γεωμετρικών ιδιοτήτων της γραφικής παράστασης (παραβολή) και τη σύνδεσή τους με τις αλγεβρικές ιδιότητες του τριωνύμου 2ου βαθμού.
· Θα μελετήσουν τη συμπεριφορά του μοντέλου συνεργαζόμενοι μεταξύ τους και με το διδάσκοντα να έχει την εποπτεία της συνεργασίας αυτής. Έτσι η αίθουσα μετατρέπεται σε ένα εργαστήριο μαθηματικών δραστηριοτήτων.
Πλαίσιο εφαρμογής
Σε ποιους απευθύνεται:     Στους μαθητές της  Α΄ Λυκείου.
Χρόνος υλοποίησης:   3  διδακτικές ώρες.
Χώρος υλοποίησης:  Ο χώρος του εργαστηρίου πληροφορικής.
Προαπαιτούμενες γνώσεις: Οι μαθητές θα πρέπει να γνωρίζουν:
· Τον τρόπο υπολογισμού της απόστασης δυο σημείων στο Καρτεσιανό επίπεδο ( Άλγεβρα  Α΄ Λυκείου  Βιβλίο ΟΕΔΒ σελ. 70).
· Τις εξισώσεις ευθύγραμμης ομαλής κίνησης ως προς ένα σύστημα αναφοράς ( Φυσική Α΄ Λυκείου  Βιβλίο  ΟΕΔΒ  σελ. 41).
· Τον τρόπο εισαγωγής μαθηματικών μοντέλων στο Modellus.
· Τον τρόπο υλοποίησης των μοντέλων και δημιουργίας γραφικών παραστάσεων.

Απαραίτητα υλικά:  Κάθε ομάδα διαθέτει τετράδιο σημειώσεων, μολύβι και ένα φύλλο εργασίας μέσα στο οποίο ο διδάσκων θα έχει συγκεκριμένα ερωτήματα και οδηγίες.

Διδακτικές δυσκολίες

Οι διδακτικές δυσκολίες που εντοπίζονται στο συγκεκριμένο θέμα και προσπαθούμε να τις ξεπεράσουμε με το παρόν σενάριο είναι ως προς το συγκεκριμένο πρόβλημα:
· Η αναπαράσταση της κίνησης των δυο τρένων.
· Ο καθορισμός της σχέσης που υπάρχει μεταξύ των ταχυτήτων των τρένων και της απόστασης τους.
· Η ελαχιστοποίηση ή όχι της απόστασης των τρένων. 
Ως προς τη μελέτη της συνάρτησης   f(x) = αx2+βx+γ :
· Η κατασκευή ενός πίνακα τιμών στα χρονικά όρια μιας διδακτικής ώρας για τις διάφορες περιπτώσεις.
· Η απεικόνιση των σημείων στο Καρτεσιανό επίπεδο για τις αντίστοιχες περιπτώσεις.
· Η κατανόηση του είδους ακρότατης τιμής της συνάρτησης.

Κοινωνική ενορχήστρωση της τάξης

Οι μαθητές εργάζονται σε ομάδες των τριών ατόμων. Το ένα μέλος της ομάδας χειρίζεται τον Η/Υ, το δεύτερο χρησιμοποιεί το χαρτί – μολύβι και το τρίτο, ο αρχηγός της ομάδας,  συντονίζει τους άλλους διαβάζοντας το κοινό για όλους φύλλο εργασίας το οποίο έχει ετοιμάσει ο διδάσκων και το οποίο καθοδηγεί την ομάδα. 
Τα μέλη της ομάδας συνεργάζονται για να διερευνήσουν το πρόβλημα και να απαντήσουν στα ερωτήματα που βάζει το φύλλο εργασίας, ενώ ο διδάσκων παρακολουθεί και επεμβαίνει όπου είναι αναγκαίο με κατάλληλες παρατηρήσεις ώστε οι μαθητές να αντιληφθούν καλύτερα τα αποτελέσματα της διερεύνησης.
Μετά το τέλος του κάθε φύλλου εργασίας ο εκπαιδευτικός και οι αρχηγοί των ομάδων σε μια ανοιχτή συζήτηση επεξεργάζονται τα συμπεράσματα στα οποία κατέληξε η κάθε ομάδα και καταλήγουν στις τελικές προτάσεις.
Μετά το τέλος κάθε φάσης εφαρμογής του σεναρίου οι ρόλοι των μελών της ομάδας εναλλάσσονται.  



Στόχοι
Γνωστικοί στόχοι:
· Να εμπλακούν οι μαθητές σε διαδικασία επίλυσης ενός προβλήματος.
· Να παραστήσουν με αλγεβρικές εξισώσεις και με γραφικές παραστάσεις την κίνηση των τρένων.
· Να υπολογίσουν αλγεβρικά την απόσταση των τρένων σαν συνάρτηση του χρόνου t.
· Να μελετήσουν τη μεταβολή της απόστασης σε σχέση με το χρόνο κατασκευάζοντας  προσομοίωση της κίνησης με το λογισμικό Modellus, πίνακα τιμών και γραφική παράσταση με παραμέτρους τα δεδομένα του προβλήματος.
· Να συνδέσουν τις ιδιότητες της παραβολής (γραφική παράσταση τριωνύμου) με μια πραγματική κατάσταση(απόσταση των τρένων).
· Να αντιληφθούν γραφικά, αλγεβρικά και διαισθητικά παρατηρώντας τη προσομοίωση της κίνησης των τραίνων γιατί και πότε η απόσταση τους γίνεται ελάχιστη.
Κοινωνικοί στόχοι:
· Να μάθουν οι μαθητές να συνεργάζονται στη προσπάθειά τους να επιλύσουν προβλήματα.
· Να μάθουν να ανταλλάσουν ιδέες και να τις συζητάνε μεταξύ τους.
· Να αντιληφθούν την διαδικασία του καταμερισμού εργασιών.



Ανάλυση του Σεναρίου

Ροή εφαρμογής των δραστηριοτήτων:
Η εφαρμογή των δραστηριοτήτων μπορεί να χωρισθεί σε τρεις φάσεις.

1η Φάση: Η μαθηματικοποίηση του προβλήματος με την εισαγωγή των εξισώσεων κίνησης
Στην αρχή ο διδάσκων δείχνει τα χαρακτηριστικά του λογισμικού Modellus και τον τρόπο μοντελοποίησης των δεδομένων του προβλήματος. Μοιράζει στις ομάδες τα φύλλα εργασίας και οι μαθητές προχωρούν με την καθοδήγηση των φύλλων εργασίας στην πρώτη μοντελοποίηση.
Οι δυο σιδηροτροχιές θεωρούνται ότι είναι οι άξονες χχ΄ και  yy΄ ενώ αρχή των αξόνων θεωρείται ότι είναι  το σημείο συνάντησης των σιδηροτροχιών.
Το πρώτο τρένο διανύει απόσταση x1 σε χρόνο t ξεκινώντας από τη θέση l1 και το δεύτερο τρένο διανύει απόσταση x2 σε χρόνο t ξεκινώντας από τη θέση -l2. Οι εξισώσεις κίνησης φαίνονται στον πίνακα Μοντέλο ενώ η απόσταση d(t) των δυο τρένων σε κάθε χρονική στιγμή t  υπολογίζεται με τη βοήθεια του Πυθαγορείου Θεωρήματος. 
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Με κλικ στο κουμπί «Διερμηνεία» το πρόγραμμα αναγνωρίζει τις τρεις εξισώσεις. Στη συνέχεια στον πίνακα «Αρχικές συνθήκες» δίνουμε στις παραμέτρους τις αρχικές τιμές που είναι τα δεδομένα του προβλήματος δηλ l1=50, l2=-40, v1=0.6, v2=0.8 όπως φαίνεται παρακάτω.
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Στον πίνακα «Έλεγχος» ρυθμίζουμε από τις «Επιλογές» η μεταβλητή t να έχει βήμα 0.1 και σαν όρια Ελάχιστο = 0,  Μέγιστο =120, Δεκαδικά Ψηφία =3. Τύπος μοντέλου = Κενό, Αυτόματη  Εκκίνηση με το άνοιγμα = Κενό. Πατάμε  Ο.Κ.  Τέλος από τον Έλεγχο τρέχουμε το Μοντέλο.
Μπορούμε να δούμε τώρα το πίνακα τιμών που κατασκευάζει το λογισμικό. Πατώντας στο Μενού Παράθυρο το «Νέος Πίνακας Τιμών» εμφανίζεται ο πίνακας τιμών. Φωτίζοντας τις μεταβλητές t, x1,y1,d έχοντας πατημένο το πλήκτρο «Ctrl» εμφανίζονται οι τιμές στον πίνακα τιμών. 
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Παρατηρώντας με προσοχή το πίνακα τιμών σημειώνουμε πως για t=62 min  η απόσταση των δυο τρένων γίνεται ελάχιστη με τιμή d=16 km. 

2η Φάση:   Μοντελοποίηση της κίνησης των τρένων.
Για να παρουσιάσουμε τη προσομοίωση της κίνησης των δυο τρένων ανοίγουμε από Παράθυρο-Νέα Παρουσίαση και έχουμε την παρακάτω οθόνη:
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Ρυθμίζουμε τις παραμέτρους του πρώτου τρένου ακριβώς όπως φαίνονται στο παραπάνω πίνακα. Μπορούμε σαν τύπο να ορίσουμε Σωματίδιο ή Εικόνα(π.χ. ενός τρένου) που εμείς έχουμε εισάγει από κάποιο αρχείο. Πατώντας  Ο.Κ. εμφανίζεται στον πίνακα Παρουσίαση σε σύστημα συντεταγμένων το Σωματίδιο1 ή το Τρένο1 να κινείται στον άξονα χχ΄.
Εντελώς αντίστοιχα ρυθμίζουμε τις παραμέτρους του δεύτερου τρένου όπως φαίνονται στην εικόνα:
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Τα δυο τρένα βρίσκονται σε διαφορετικά συστήματα αξόνων. Μετακινώντας την αρχή αξόνων του ενός τη τοποθετούμε πάνω στην αρχή αξόνων του άλλου και έτσι έχουμε τα δυο τρένα σε ένα σύστημα αξόνων.
Για να καθορίσουμε το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα δυο τρένα και να μετρήσουμε το μήκος του σε κάθε χρονική στιγμή, κάνουμε κλικ με το ποντίκι στο τελευταίο εικονίδιο της Παρουσίασης και μετά κλικ  στο χώρο της Παρουσίασης. Αυτόματα τότε ανοίγει το παρακάτω παράθυρο του οποίου τις παραμέτρους ρυθμίζω όπως ακριβώς φαίνονται:
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Πατώ το πλήκτρο τοποθέτηση και στο παράθυρο που ανοίγει ρυθμίζω όπως φαίνεται:
[image: ]
Πατώντας Ο.Κ. και πάλι Ο.Κ. εμφανίζεται ένα ευθύγραμμο τμήμα σε ένα σύστημα αξόνων. Μετακινώ την αρχή των αξόνων του νέου συστήματος συντεταγμένων ώστε η αρχή του να συμπέσει με την αρχή των τρένων.
Πατώντας στο πέμπτο εικονίδιο του Πίνακα Παρουσίαση φέρουμε το εικονίδιο γραφίδα. Συμπληρώνουμε τα στοιχεία όπως φαίνεται παρακάτω:
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Πατάμε Ο.Κ. και τρέχουμε από το εικονίδιο « Έλεγχος» το Μοντέλο. Θα πρέπει ο πίνακας «Παρουσίαση» να έχει την παρακάτω εικόνα:
[image: ]
Ο παραπάνω πίνακας είναι η αναπαράσταση της κίνησης των δυο τρένων. 


3η Φάση:  Η επίλυση του προβλήματος με χαρτί μολύβι -  Επεκτάσεις- Αξιολόγηση

Οι εξισώσεις κίνησης είναι:
x1= 50-0,6t     και     y1=-40+0,8t .  Η απόσταση των δυο τρένων
d(t)=    ⇔   2500-60t+0,36t2+1600-64t+0,64t2-d2 = 0  ⇔ t2 – 124t +4100 – d2 = 0
Πρέπει  η διακρίνουσα  Δ0  ⇔ 1242 – 4 (4100-d2) ≥ 0  ⇔  d2 ≥ 256  
 Άρα  η ελάχιστη τιμή του d = 16 
 οπότε    t2 – 124t +4100 – 256 = 0    ⇔     t2 – 124t +  3844 = 0     ⇔   t = 62 min.


Επέκταση
Το πρόβλημα μπορεί να επεκταθεί στη περίπτωση που οι πορείες των τρένων ορίζουν γωνία φ≠900. Τότε η απόσταση είναι  d(t)=  και η μελέτη τέτοιας περίπτωσης απαιτεί γνώσεις Άλγεβρας  Β΄ Λυκείου. Έτσι το πρόβλημα αυτό θα ήταν κατάλληλο να παρουσιασθεί σε μαθητές της Β΄ Λυκείου.
Αξιοποιώντας τη δυνατότητα παραμετροποίησης των ταχυτήτων που προσφέρει το λογισμικό Modellus μπορούμε να δώσουμε στους μαθητές την ευκαιρία να «παίξουν» με τις ταχύτητες των τρένων απαντώντας σε ερωτήματα όπως:
· Ποια είναι η σχέση ταχυτήτων για να συγκρουσθούν τα τρένα;
· Πόσος χρόνος χρειάζεται για να έχει η απόστασή τους μια δεδομένη τιμή;
· Γιατί η απόσταση των τρένων σαν τιμή εμφανίζεται σε δυο ακριβώς διαφορετικές χρονικές στιγμές;

Αξιολόγηση μετά την εφαρμογή
Ως προς τους στόχους του σεναρίου:
Μετά το τέλος της κάθε διδακτικής ώρας  γίνεται αξιολόγηση κατά πόσο επετεύχθησαν οι στόχοι που έβαλε το σενάριο. Μπορεί να δημιουργηθεί κατάλληλο ερωτηματολόγιο που θα ελέγξει το βαθμό κατανόησης των εννοιών που έχουν εμπλακεί.
Ως προς τα εργαλεία:
Η εφαρμογή μέσα στη τάξη ενός σεναρίου παρουσιάζει μη αναμενόμενες δυσκολίες που μπορεί να οφείλονται σε διάφορα πράγματα όπως ο τρόπος οργάνωσης των ομάδων, κακή επιλογή λογισμικού, η ελλιπής γνώση του λογισμικού από τους μαθητές, ένα εργαστήριο με προβλήματα, ο συντονισμός των μαθητών κατά τη ροή της εφαρμογής από τη μια φάση στην άλλη, ή κάποια άλλη.
Οι δυσκολίες αυτές θα καταγραφούν από το διδάσκοντα ο οποίος είτε θα βελτιώσει τις απαιτήσεις του σεναρίου είτε θα σχεδιάσει μια περισσότερο κατευθυνόμενη πορεία εφαρμογής του σεναρίου.

Ως προς τη διαδικασία υλοποίησης:

Η δομή του σεναρίου και η σειρά δράσεων που προτείνει είναι θέματα αξιολόγησης και βελτίωσης ώστε να μην επαναληφθούν κάποιες λαθεμένες πρακτικές ως προς τη σειρά εφαρμογής.

Ως προς την προσαρμογή και επεκτασιμότητα:

Μετά από κάθε εφαρμογή του σεναρίου ο εκπαιδευτικός αναπροσαρμόζει στόχους και στοιχεία του ανάλογα βέβαια και με το τι θα ήθελε να βελτιώσει στο νέο χώρο που θα κληθεί να το εφαρμόσει. Οι επεκτάσεις επίσης είναι ένα σημαντικό ζητούμενο που εξαρτάται και από το γνωστικό επίπεδο του συνόλου των μαθητών που θα τις εφαρμόσει.
Κων/νος  Πετάβρατζης  Μαθηματικός-Επιμορφωτής Β΄ Επιπέδου.	Σελίδα 14
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