
Η ηλεκτρονική εκδοχή των διαλέξεων θα πρέπει να θεωρηθεί 
ΜΟΝΟ ως ένα βοήθημα για το μάθημα. Τα θέματα και 

προβλήματα που παρουσιάζονται σε αυτά τα αρχεία δεν 
καλύπτουν απαραίτητα όλη την «ύλη» του μαθήματος, καθώς 

οι πραγματικές διαλέξεις και τα αντίστοιχα εδάφια στα 
προτεινόμενα συγγράμματα περιέχουν περισσότερη 

πληροφορία.  
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Oι διαλέξεις ακολουθούν σε σημαντικό βαθμό, αλλά όχι 
απόλυτα, την ανάπτυξη της ύλης στο βιβλίο «Μηχανική», 

τόμος Α της σειράς Πανεπιστημιακής Φυσικής του Berkeley. 



ΜΑΘΗΜΑ: ΦΥΣΙΚΗ Ι – 1ο ΕΞΑΜΗΝΟ ΣΗΜΜΥ 
 
1ο ΤΜΗΜΑ: Επώνυμα Σπουδαστών Α-ΚΑ, ΑΜΦΙΘΕΑΤΡΟ 3 
(Διδάσκουσα: Καθ. Ρ. Ζάννη-Βλαστού) 
 
 
2ο ΤΜΗΜΑ: Επώνυμα Σπουδαστών ΚΕ-ΠΑ, ΑΜΦΙΘΕΑΤΡΟ 4 
(Διδάσκοντας: Επ. Καθ. Λ. Τσέτσερης) 
 
 
3ο ΤΜΗΜΑ: Επώνυμα Σπουδαστών ΠΕ-Ω, ΑΜΦΙΘΕΑΤΡΟ 5 
(Διδάσκοντας: Αν. Καθ. Κ. Φαράκος) 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το μάθημα αποτελεί μία εισαγωγή και συνοπτική παρουσίαση των 
θεμελιωδών εννοιών της Κλασικής Μηχανικής, με βάση τις 

εξισώσεις του Νεύτωνα και τους μετασχηματισμούς του Γαλιλαίου, 
καθώς και μία εισαγωγή στην Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας και 

τους μετασχηματισμούς Lorentz. 

ΩΡΕΣ ΔΙΔΑΣΚΑΛΙΑΣ 

Τρίτη 12:45-14:30 
Τετάρτη 8:45-10:30 

Παρασκευή 10:45-12:30 
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ΔΙΔΑΣΚΟΝΤΕΣ 

Ρόζα Ζάννη-Βλαστού, Καθηγήτρια (Διδάσκουσα στο 1o Τμήμα με 
επώνυμα: Α-ΚΑ). e-mail: vlastou@central.ntua.gr  
Γραφείο: 224, Κτίριο Φυσικής. Τηλέφωνο: 210-772-3008.  
 
Λεωνίδας Τσέτσερης, Επ. Καθηγητής (Διδάσκοντας στο 2o 
Τμήμα με επώνυμα: ΚΕ-ΠΑ). e-mail: leont@mail.ntua.gr  
Γραφείο: 311, Κτίριο Φυσικής. Τηλέφωνο: 210-772-3046. 
Ώρες Γραφείου: Τρίτη 14:30-16:30, Τετάρτη 10:45-12:45 
 
Κωνσταντίνος Φαράκος, Αν. Καθηγητής (Διδάσκοντας στο 3o 
Τμήμα με επώνυμα: ΠΕ-Ω). e-mail: kfarakos@central.ntua.gr  
Γραφείο: 314, Κτίριο Φυσικής. Τηλέφωνο: 210-772-3022.  
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ΘΕΜΑΤΙΚΕΣ ΕΝΟΤΗΤΕΣ 

1) Εισαγωγή. 

2) Σύνοψη Μαθηματικών Σχέσεων - Διανύσματα. 

3) Νόμοι του Νεύτωνα. 

4) Συστήματα αναφοράς: Μετασχηματισμοί Γαλιλαίου. 

5) Η ταχύτητα του φωτός. 

6) Ειδική θεωρία της σχετικότητας: Μετασχηματισμοί Lorentz. 

7) Διατήρηση της ενέργειας. 

8) Διατήρηση της ορμής και της στροφορμής. 

9) Ο αρμονικός ταλαντωτής. 

10)Στοιχειώδης δυναμική των στερεών σωμάτων. 

11)Δυνάμεις αντίστροφου τετραγώνου. 

12)Σχετικιστική δυναμική: Ορμή και ενέργεια. 
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ΣΥΓΓΡΑΜΑΤΑ - ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

"Μηχανική" των C. Kittel, W. D. Knight, M. A. Ruderman,  
A. C. Helmholz, B. J. Moyer. Μετάφραση του πρώτου τόμου της 

σειράς "Πανεπιστημιακή Φυσική" του Πανεπιστημίου Berkeley των 
ΗΠΑ (διανέμεται από τις Πανεπιστημιακές Εκδόσεις του ΕΜΠ). 

«Θεμελιώδης Πανεπιστημιακή Φυσική, Τόμος Ι" των Αlonso/Finn 
(μετάφραση από ΡΕΣΒΑΝΗ-ΦΙΛΙΠΠΑ). 

«Πανεπιστημιακή Φυσική», Τόμος Ι" του Η. D. Young, (Εκδόσεις 
ΠΑΠΑΖΗΣΗ). 
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ΜΟΝΑΔΕΣ ΜΕΤΡΗΣHΣ 

Υπάρχουν πολλά διαφορετικά φυσικά μεγέθη. Οι εξισώσεις της 
Φυσικής όμως σχετίζουν κάποια από τα μεγέθη. Π.χ. βάσει του 
δεύτερου νόμου του Νεύτωνα (F = m d2r/d2t) βλέπουμε ότι, αν 
θεωρήσουμε την μάζα, τον χρόνο, και την απόσταση ως 
θεμελιώδη μεγέθη, τότε η δύναμη (και οι μονάδες μέτρησης της 
δύναμης) μπορούν να οριστούν μέσω των τριών αυτών φυσικών 
ποσοτήτων. 

Μονάδα χρόνου είναι το δευτερόλεπτο (second, sec, s). Ορίστηκε 
αρχικά με βάση την περίοδο ιδιοπεριστροφής της Γης (1 sec = 
1/86400 της μέσης ηλιακής ημέρας), αλλά πιο πρόσφατα 
ορίστηκε με βάση τις ταλαντώσεις μαγνήτισης ατόμων κεσίου (1 
sec είναι ο χρόνος που απαιτείται για 9.192.631.700 ταλαντώσεις)  
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ΜΟΝΑΔΕΣ ΜΕΤΡΗΣHΣ 

Μονάδα μήκους είναι το μέτρο (meter, m). Ορίστηκε αρχικά ως η 
απόσταση δύο λεπτών γραμμών πάνω σε μια ράβδο χρυσού 
(στους 0 οC),  

αλλά πιο πρόσφατα ορίστηκε με βάση το μήκος κύματος 
συγκεκριμένης ακτινοβολίας του ισότοπου Kr86 του στοιχείου 
Κρυπτό (1 αντιστοιχεί σε 1.650.763,73 μήκη κύματος).  
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ΤΑΞΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ: ΧΡΟΝΟΣ (sec) 

Ηλικία της Γης 1,3 Χ 1017 

Ηλικία της πυραμίδας του Χέωπα 1,5 Χ 1011 

Διάρκεια της ανθρώπινης ζωής 2 Χ 109 

Χρόνος περιστροφής της Γης γύρω 
από τον Ήλιο (έτος) 

3,1 Χ 107 

Χρόνος ιδιοπεριστροφής της Γης 
(ημέρα) 

8,6 Χ 104 

Χρόνων κανονικών χτύπων καρδιάς 8,0 Χ 10-1 

Ημιζωή του μιονίου 2,2 Χ 10-6 

Τυπική περίοδος περιστροφής μορίου 1 Χ 10-12 

Περίοδος ταλαντώσεως μιας ακτίνας γ 
1 MeV 

4 Χ 10-21 

Χρόνος για να περάσει ένα σωματίδιο 
μέσα από έναν τυπικό πυρήνα 

2 Χ 10-23 
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ΤΑΞΕΙΣ ΜΕΓΕΘΟΥΣ: ΜΗΚΟΣ (m) 

Απόσταση κβάζαρ 6 Χ 1025 

Απόσταση του Γαλαξία της Ανδρομέδας 2 Χ 1022 

Ακτίνα του Γαλαξία μας  6 Χ 1019 

Απόσταση του πιο κοντινού αστεριού 
(άλφα Κενταύρου) 

4,3 Χ 1016 

Ακτίνα του Ήλιου 6,9 Χ 108 

Ακτίνα της Γης 6,4 Χ 106 

Ύψος ανθρώπου 1,8 Χ 100 

Ακτίνα του ατόμου του υδρογόνου 5,0 Χ 10-11 

Ενεργός ακτίνα πρωτονίου 1,2 Χ 10-15 
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ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

Η Φυσική «διαιρείται» σε κλάδους που περιγράφουν διαφορετικά 
φυσικά φαινόμενα και βασίζονται σε διαφορετικές μαθηματικές 

σχέσεις και εξισώσεις. 

Η Κλασική Μηχανική περιγράφει την φυσική σε αυτό που 
αποκαλούμε «μακρόκοσμο». Ο μακρόκοσμος περιλαμβάνει τις 

διαστάσεις που είναι οικείες στον άνθρωπο (~ μέτρα), μικρότερες 
διαστάσεις μέχρι και 10-6-10-8 m, καθώς και μεγαλύτερες 

διαστάσεις (έως και αστρονομικής κλίμακας). 

Η αναθεώρηση/απόρριψη των τελεολογικών και ανιμιστικών 
υποθέσεων περί της κίνησης σωμάτων και άλλων φυσικών 

φαινομένων ξεκίνησε με την παραδοχή του Γαλιλαίου του χρόνου 
ως μία παράμετρο της κίνησης. Η πραγματική επανάσταση, που 

σηματοδότησε την απαρχή της Φυσικής Επιστήμης όπως την 
εννοούμε σήμερα, έγινε με την διατύπωση από τον Νεύτωνα των 

σχετικών νόμων. 
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ΚΛΑΣΣΙΚΗ ΗΛΕΚΤΡΟΔΥΝΑΜΙΚΗ 
Η Κλασική Μηχανική πραγματεύεται τις αλληλεπιδράσεις που 
σχετίζονται με βαρυτικά πεδία, την περιγραφή και καταγραφή 

των δυνάμεων που ασκούνται σε σώματα (δυναμική), καθώς και 
την μαθηματική περιγραφή της κίνησης των σωμάτων 

(κινηματική). 

Η Κλασσική Ηλεκτροδυναμική έχει ως αντικείμενο την περιγραφή 
των αλληλεπιδράσεων μεταξύ φορτίων (είτε σε ηρεμία, είτε σε 

κίνηση). Οι αλληλεπιδράσεις σχετίζονται με τις λεγόμενες 
ηλεκτροστατικές και μαγνητικές δυνάμεις. 

Η Κλασσική Ηλεκτροδυναμική πήρε την μορφή με την οποία την 
γνωρίζουμε σήμερα με την διατύπωση των νόμων της μέσω των 

(διαφορικών) εξισώσεων του Maxwell. 
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ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 

Σε πολύ μικρή κλίμακα (nm ή μικρότερες διαστάσεις) η κλασική 
μηχανική και η κλασική ηλεκτροδυναμική αδυνατούν να 

εξηγήσουν και να περιγράψουν με ακρίβεια τα περισσότερα 
φυσικά φαινόμενα. 

Είναι αδύνατο να εξηγήσουμε με βάση τους νόμους της κλασικής 
φυσικής γιατί τα άτομα (ως συστήματα ηλεκτρονίων και πυρήνων 

με τα πρώτα να περιφέρονται γύρω από τους πυρήνες) είναι 
σταθερά! 
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ΚΒΑΝΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 

Στις αρχές του 20ου αιώνα επήλθε μια ριζική αναθεώρηση των 
αντιλήψεών μας σχετικά με τον χαρακτήρα της κινήσεως σωμάτων 

σε μικρή κλίμακα, εισάγοντας μια πιθανοκρατική περιγραφή. 

Η νέα θεωρία ονομάστηκε Κβαντική Θεωρία (ή Κβαντομηχανική) 
καθώς κατέδειξε ότι διάφορα φυσικά μεγέθη είναι δυνατόν να 
λαμβάνουν μονό διακριτές τιμές (για παράδειγμα, υπάρχουν 

διακριτές τιμές ενέργειας που ονομάζονται κβάντα). 

Το «πάντρεμα» της Κβαντομηχανικής με την Κλασσική 
Ηλεκτροδυναμικής έχει οδηγήσει στην Κβαντική 

Ηλεκτροδυναμική και την Κβαντική Θεωρία Πεδίου. 
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ΕΙΔΙΚΗ – ΓΕΝΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

Οι νόμοι της Φυσικής αποκλίνουν από τους νόμους της 
Κλασσικής Μηχανικής για σώματα που κινούνται με πολύ υψηλές 
ταχύτητες. Η θεωρία που περιγράφει αυτά τα φαινόμενα είναι η 

Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας. 

Σε περιοχές του χώρου όπου υπάρχουν ισχυρά βαρυτικά πεδία, 
οι νόμοι του Νεύτωνα πρέπει να αντικατασταθούν από τις 

εξισώσεις του Einstein της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. 
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ΕΥΚΛΕΙΔΙΟΣ ΧΩΡΟΣ 
Υποθέτουμε ότι στον φυσικό χώρο ισχύει η Ευκλείδειος Γεωμετρία. 

Από ένα σημείο του χώρου άγεται μόνο μία ευθεία που να είναι 
παράλληλη προς άλλη ευθεία.  

Ισχύει το Πυθαγόρειο Θεώρημα και το ότι το άθροισμα των γωνιών 
ενός τριγώνου είναι 180ο. 

β γ β γ

Σε καμπύλο χώρο (π.χ. επιφάνεια σφαίρας) δεν ισχύουν τα παραπάνω 
ΚΑΜΠΥΛΟΣ ΧΩΡΟΣ 

β = γ = 90ο β + γ > 180ο 

Δεν υπάρχουν ενδείξεις 
ότι ο χώρος δεν είναι 

Ευκλείδειος («επίπεδος») 

τουλάχιστον στον 
Μακρόκοσμο. 
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ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ – ΣΥΝΟΨΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ 

  τιμή.μια από ςνται πλήρω περιγράφο πουμεγέθηΕίναι  :γέθηΒαθμωτά Με

 τιμής.μιας  της πλέονδώσουμε ναπρέπει 
  πλήρωςύν περιγραφονα Για :θηατικά Μεγέκά ή ΑνυσμΔιανυσματι

  τανυστή. του τάξηή
 διάσταση τηνδίνει και  μας  πίνακα τουδιάσταση Η  τιμών. πίνακαςένας

 χρειάζεται ύν περιγραφονα  για πουμεγέθηΕίναι  :ΜεγέθηΤανυστικά 

 κ.ά.α,θερμοκρασί η  πίεση,η μάζα, η α, παράδειγμΓια

 κ.ά.δύναμη, η  ταχύτητα,η θέσης, διάνυσμα
 είναι το μεγέθη Τέτοια  κ.ο.κ. τιμές,3 χώρο το τριδιάσταέναν σε

 τιμές,2ι χρειάζοντα χώρο διδιάστατο έναν σε α, παράδειγμΓια

∑=
j

jiji EJ σ κ.ά.α,αγωγιμότητ η σταθερές, Eλαστικές
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ 

ff
γέθηΒαθμωτά Με

='ίδια. η  παραμένεισημείο νοσυγκεκριμέ σε μεγέθους  τουτιμή
η  τότενωνσυντεταγμέ σύστημα  τοαλλάξουμε Εάν :

∑=
j

jiji ARA
κά ΜεγέθηΔιανυσματι

' : πίνακαμε ασμόπολλαπλασι
απαιτεί  νωνσυντεταγμέ Αλλαγή :

∑=
lk

kljlik RR
ΜεγέθηΤανυστικά 

,

'
ijσ : πίνακεςμε ασμούςπολλαπλασι

απαιτεί  νωνσυντεταγμέ Αλλαγή :
σ
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ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 τιμών.σύνολο άλλο ένα σε τιμών
 σύνολο από 1  προς1 ααντιστοιχί μιαορίζει 

 συνάρτηση Μια :νάρτησηςΟρισμός Συ
y = f(x) 

x 

x0 

l1 

l2 

( )]lim[ στο   τηςόριο
 καλείται   τοτότε,)(0

 ώστε ούτως0,0
 και 0  δ  Όταν  :Συνάρτησης Όριο

0
0

0

xflxf
llxf

xx

xx→
=

<−<

>∃<−<

>∀

ε

εδ

( ) ( )xflxfl
xxxx +− →→

==
00

lim,lim
  :Συνάρτησης όρια Πλευρικά
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

( ) ( )xflxfl
xxxx +− →→

==
00

lim,lim
  :Συνάρτησης όρια Πλευρικά

21

y = f(x) 

x 

x0 

l1 

( ) ( ) . στο  η  τότε,limlim Αν 0
00

xχήςείναι συνεflxfxf
xxxx

==
+− →→

ς.διαστήματο  τουσημεία  ταόλα σε συνεχήςείναι 
 όταν είναι  συνάρτηση Μια ημα ένα διάστσυνεχής σε
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ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , στο συνεχείςείναι    ,  , 
οι και τότε, στο συνεχείςείναι   και οι  Αν

0

0

xxgxfxgxfxgxf
xxxgxf

⋅−+
=

).0 (με ,cos,sin , πολυώνυμα τα:διαστήματα
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>aaxx x
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( ) ( ) 0. εφόσον συνεχήςείναι  η ενώ 0 ≠xg
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xf
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ΜΑΘΗΜΑ: ΦΥΣΙΚΗ Ι – 1ο ΕΞΑΜΗΝΟ ΣΗΜΜΥ 
 
1ο ΤΜΗΜΑ: Επώνυμα Σπουδαστών Α-ΚΑ, ΑΜΦΙΘΕΑΤΡΟ 3 
(Διδάσκουσα: Καθ. Ρ. Ζάννη-Βλαστού) 
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ-ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ TAYLOR 
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ΑΝΑΠΤΥΓΜΑ TAYLOR 
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ΧΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΟΣ TAYLOR 
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ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ EULER 
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KANONEΣ L’ HOPITAL 
( ) ( )  .lim,lim Έστω

00

BxgAxf
xxxx

==
→→

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
( ) ( ) ( ) ( )

 τότε, ακέραιο θετικό  κάποιονγια
0 και 0... 0

)2(
0

)12(
00

p
xfxfxfxf pp ≠===′′=′ −

y = f(x) 

x x1 x2 

( ) ( )
( ) ( ) .0,0 : στο ελάχιστο Tοπικό

.0,0 : στο μέγιστο Tοπικό

222

111

>′′=′
<′′=′

xfxfx
xfxfx

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xfBABA

xxxx ′
′

=∞====
→→

00

limlim τότε, ή ,0 Αν

( )( ) ( )
( )( ) ( ) . στο ελάχιστο όέχει τοπικ  η  τότε0 Αν

. στο μέγιστο όέχει τοπικ  η  τότε0 Αν

00
2

00
2

xxfxf
xxfxf

p

p

>
<

7 

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

O

P

r

O
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r−
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ν.διανυσμάτω  πρόσθεση γιαμμουραλληλογράΚανόνας πα

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΤA 
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ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ 
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 
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NOMOΣ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΟΥ 
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ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΠΙΠΕΔΟΥ 
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ΣΑΡΩΣΗ ΟΓΚΟΥ 
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: είναι το Β και Α  των γινόμενοεξωτερικό Το διάνυσμα

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
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( ) .CB,AsinABBAC
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Nobel Φυσικής 2010: Από το πυρίτιο στο 
γραφένιο (;;;) 

“SiO2 enabled the microelectronics revolution” (Green et al., JAP’01) 

CMOS (complimentary metal-oxide-semiconductor) 

Si 

SiO2 
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Si-SiO2 interface 

Atomically-flat interface 

C
ho
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Γραφίτης - Γραφένιο 

Γραφίτης Γραφένιο (Graphene) 

Οι φορείς του ηλεκτρισμού είναι δεκάδες και εκατοντάδες χιλιάδες 
φορές πιο ευκίνητοι πάνω σε γραφένιο σε σύγκριση με το πυρίτιο! 
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: είναι το Β και Α  των γινόμενοεξωτερικό Το διάνυσμα

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A

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
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∧
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
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
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 δυνατή μικρότερη  τηνακολουθεί""  παλάμη υπόλοιπηη όταν χεριού
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∧∧


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1 
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( ) .CB,AsinABBAC

:διάνυσμα είναι το Β και Α  των γινόμενοεξωτερικό Το
∧

≡×=

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∧∧∧
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2 

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ 

( ) (1)   .CABACΒΑ

 : ηισχύει ότι  αποδειχτεί ναΜπορεί 


×+×=+×
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∧∧∧
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
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∧∧∧
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ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

( ).B,AsinΑΒ με ίσο και FGHJ του
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
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×
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
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=⋅×

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
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ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ: ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

(1)   
BBB
AAABA :Είναι

zyx

zyx

^^^
zyx

=×
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FrΝ : 1)
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

×=Ροπή
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∧∧∧
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
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

N

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ΜΑΓΝΗΤΙΚΗ ΔΥΝΑΜΗ ΣΕ ΚΙΝΟΥΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ 

.B έντασης  σε μέσα

 v  ταχύτηταμε κινείται  που φορτίο Έστω




πεδίομαγνητικό 
q

.ΒvFμαγν


×= q

Β


μαγνF


:είναι  στοασκείται   πουF δύναμη η Τότε μαγν q


vq
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ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 

( ) ( ) ( ) (1)   ACBBCACBA


⋅−⋅=××
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
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

( ) ( ) ( ) ( )
∧∧∧

++= kuAjuAiuAuΑ 321  συνάρτηση κήδιανυσματι Έστω


( ) ( ) ( ) ( ) (1)       321
∧∧∧
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du
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du
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du
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
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∧∧∧
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8 
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
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dt
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dt
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

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ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

( )
( ) .μεταβλητής βαθμωτής  
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νάρτησηβαθμωτή συunn
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
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ΤΑΧΥΤΗΤΑ 
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∧∧∧∧∧∧∧∧∧
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KYKΛΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ 

άξονα σταθερό  προςως  ταχύτητασταθερή με
εται  περιστρέφ πουR) (ακτίνας  τροχούα περιφέρειστην Σημεία
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( ) ( ) cosωtRωysinωtRωx
dt
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=
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΔΥΟ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ: ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 

y).(x,  απόί  περιγραφενα
μπορείy - xεπίπεδο ένα σε σώμα εΟποιοδήποτ
μένεςς συντεταγκαρτεσιανέ
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∧
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
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΔΥΟ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ: ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΔΥΟ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ: ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΔΥΟ ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ: ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 15 
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ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ, ΚΥΛΙΝΔΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ 16 

2/πθπ/2   π,2φ0
rcosθ  z sinθ, sinφr y sinθ, cosφr x
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===

νες:συντεταγμέΣφαιρικές 
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ΑΝΑΚΟΙΝΩΣΕΙΣ 0 

mycourses.ntua.gr: online πληροφορία για το μάθημα 

 Συνολικά θα δοθούν 4 φυλλάδια ασκήσεων. 

Η σωστή επίλυση όλων των προβλημάτων όλων των 
φυλλαδίων δίνει ένα “bonus” 10% στον τελικό βαθμό. 

Π.χ., αν ο βαθμός στην τελική εξέταση είναι 9 και έχετε 
λύσει σωστά όλα τα προβλήματα όλων των φυλλαδίων 

(και τα έχετε παραδώσει πριν την καταληκτική 
ημερομηνία που θα αναγράφεται σε κάθε φυλλάδιο), 

τότε ο τελικός βαθμός του μαθήματος θα είναι 10. 

 ΠΡΟΣΟΧΗ: Θα πρέπει να κρατάτε στο αρχείο σας 
φωτοαντίγραφα των λύσεων που θα παραδίδετε. 
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(5)-(3) σχέσεις  τιςBρίσκουμε

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ - ΑΛΛΑΓΗ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
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1 32
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
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,(5)   'kka'kja'kia'kA'a 3213 





 ⋅+






 ⋅+






 ⋅=⋅=

∧∧∧∧∧∧∧

(6)   
a
a
a

'kk'kj'ki

'jk'jj'ji

'ik'ij'ii

'a
'a
'a

 :αλλιώς ή

3

2

1

3

2

1





































⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

=
















∧∧∧∧∧∧

∧∧∧∧∧∧

∧∧∧∧∧∧

1 

(1)   k'k,j'j,'ii ισμόςμετασχηματ ο Έστω
^^^^^^

→→→

'k και,'j,'i με (2)  τηςμέρος

 δεξιό και αριστερό το
διαδοχικά άζουμεΠολλαπλασι

^^^

,(4)   'jka'jja'jia'jA'a 3212 





 ⋅+






 ⋅+






 ⋅=⋅=

∧∧∧∧∧∧∧
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ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ ΜΕΓΕΘΗ ΣΕ ΑΛΛΑΓΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 2 

(1)   k'k,j'j,'ii ισμόςμετασχηματ ο Έστω
^^^^^^

→→→

 τότεή περιστροφ για πρόκειταιΕάν

(2)   'ka'ja'iakajaiaA Τότε
^

'
^

'
^

'
1

^

3

^

2

^

1 32
++=++=



.Β και Α διανύσματα εοποιαδήποτ

  γιαίδια  ταν παραμένουΒΑ και ΒΑA, Tα



×⋅
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 3 

.CΑ διάνυσμα  τοΒρείτε ε) .z3y2x  C του

 η κατεύθυνσστην A  του προβολής τηςμέτρο  τοΒρείτε δ) y.- xεπίπεδο

στοανήκει  να και Α στο τοείναι κάθε να  πουΒ διάνυσμα μοναδιαίο ένα

 τεΚατασκευάσ  γ)y;- xεπίπεδο στο  πάνωΑ  του προβολής τηςμέτρο

είναι το Ποιο β) ;Α  τουμέτρο είναι το Ποιο α) .z2yx3Α Έστω









×++=

++=

∧∧∧

∧

∧

∧∧∧

.14213Α Είναι  α) :ΛΥΣΗ 222 =++=

10είναι   προβολής τηςαυτής μέτρο Το .yx3 είναι τοxy 

επίπεδο στο Α  του προβολή τηναπό  προκύπτει πουδιάνυσμα Το β)
∧∧

+



 .y3x
10
1Β και y3xΒΒ λοιπόνEίναι  .Β3B

0B3Β0ΒΑ πρέπει ΑΒείναι  να Για .yBxΒΒ Έστω γ)

xxy

yxyx







 −±=






 −=−=⇒

=+⇒=⋅⊥+=
∧∧∧∧∧

∧∧




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4 

( )  .
14
11322113

14
1 CΑ με ίσηείναι  ζητούμε  πουπροβολή

 η Οπότε .z3y2x 
14
1 C άρα και 14321  CΕίναι  δ) 222

=⋅+⋅+⋅=⋅







 ++==++=

∧∧

∧∧∧∧

( ) ( ) ( )

.z5y7x

1123z2133y2231x
321
213
zyx

CΑΕίναι  ε)

^^^

^^^

^^^

+−−=

=⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−⋅==×


.CΑ διάνυσμα  τοΒρείτε ε) .z3y2x  C του

 η κατεύθυνσστην A  του προβολής τηςμέτρο  τοΒρείτε δ) y.- xεπίπεδο

στοανήκει  να και Α στο τοείναι κάθε να  πουΒ διάνυσμα μοναδιαίο ένα

 τεΚατασκευάσ  γ)y;- xεπίπεδο στο  πάνωΑ  του προβολής τηςμέτρο

είναι το Ποιο β) ;Α  τουμέτρο είναι το Ποιο α) .z2yx3Α Έστω









×++=

++=

∧∧∧

∧

∧

∧∧∧
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 5 

.μετατόπιση η  και )( δύναμη ησυνισταμέν η  όπου ,

έκφραση  τηναπό  περίπτωση τηναυτήν σεδίνεται  έργο Το δυνάμεις;
 ασκούμενεςοι   παράγουν πουJ) (σε έργο είναι το Πόσο α) (m). )7,0,0(

σημείο στο (m) )0,15,20( σημείο  τοαπό  τουςμετατόπισή  τηςδιάρκεια
  την κατάσωματίδιο ένα σε συγχρόνως δρουν (N) z2y5x4και 

(N) z3y2x δυνάμεις σταθερέςΟι  δυνάμεις. από  παράγεται πουΈργο

21

2

1

rFFFFrF

B
A

F

F







+=⋅

−−=

++=
∧∧∧

∧∧∧

∧∧∧∧∧∧

+−−=





 +−=−= z7y15x20y15x20z7

 Β στοΑ   τοαπό μετατόπιση  την γιαΈχουμε (α)

AB rrr 

(N).zy3x5 z2y5x4z3y2x1και 21

∧∧∧∧∧∧∧∧∧

+−=





 −−+






 ++=+= FFF



( ) ( ) (J). 487451007315520

 τότεέργο,   τηναπό ο παραγόμενείναι το  Αν

−=++−=+−⋅−+⋅−=⋅= rFW
FW


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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 6 

 τότεέργο, )(   τηναπό ο παραγόμενείναι το )(  Αν (β) :ΛΥΣΗ 2121 FFWW


.μετατόπιση η πρόσημο
αλλάζει διότι  όσημοαλλάζει πρ έργο  το περίπτωση κάθεΣε (γ)

 (m). )7,0,0( σημείο στο (m) )0,15,20( σημείο  τοαπό  τουςμετατόπισή της
 διάρκεια  την κατάσώμα ένα σε συγχρόνως δρουν (N) z2y5x4και 

(N) z3y2x δυνάμεις σταθερέςΟι  δυνάμεις. από  παράγεται πουΈργο

2

1

BA
F

F
∧∧∧

∧∧∧

−−=

++=




 καιJ 2921302011 −=+−−=⋅= rFW 

J 1914758022 −=−+−=⋅= rFW 

; και  δυνάμειςοι   παράγουν πουέργο  τοχωριστά Υπολογίστε β) 21 FF


αυτή; περίπτωση
 στην δυνάμειςοι   παράγουν πουέργο είναι το Πόσο Α. σημείο στο Β σημείο το
 από γίνεται μετατόπιση ηότι  αλλά δυνάμεις, ίδιεςοι  δρουνότι  Υποθέτουμε γ)
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 7 

 έργου;  παραγωγήςρυθμός οείναι   ποιος ταχύτητα,σταθερή με
συμβαίνει  και s 10διαρκεί  Β στοΑ   τοαπό μετατόπιση η Αν δ)

(m/s). z7y15x20
10
1vείναι   ταχύτηταΗ (δ) :ΛΥΣΗ 






 +−−=

∧∧∧

 (m). )7,0,0( σημείο στο (m) )0,15,20( σημείο  τοαπό  τουςμετατόπισή της
 διάρκεια  την κατάσώμα ένα σε συγχρόνως δρουν (N) z2y5x4και 

(N) z3y2x δυνάμεις σταθερέςΟι  δυνάμεις. από  παράγεται πουΈργο

2

1

BA
F

F
∧∧∧

∧∧∧

−−=

++=




( ) J/s. 4,8v:είναι έργου  παραγωγήςP ρυθμός O -F
dt

rFd
dt

dWP =⋅=
⋅

==

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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 8 

 );0,10,0( σημείο το
 προςως ροπή ηείναι  Ποια (β) νων;συντεταγμέ  τωναρχή  την προςως  της

ροπή ηείναι  Ποια (α) (m). zy3x7 σημείο στοι εφαρμόζετα που

(N) z5yx3  δύναμη μια Θεωρούμε σημείο.  προςως δύναμης Ροπή

F
r

F







∧∧∧

∧∧∧

++=

++−=

=×=ΛΥΣΗ FrΝΕίναι  (α) :


( ) ( )( ) ( )( ) =⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−⋅=
−

= 3-317z3157y1153x
513
137
zyx

^^^

^^^

-

(Nm). z16y38x14
^^^

+−=
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 9 

 );0,10,0( σημείο το
 προςως ροπή ηείναι  Ποια (β) νων;συντεταγμέ  τωναρχή  την προςως  της

ροπή ηείναι  Ποια (α) (m). zy3x7 σημείο στοι εφαρμόζετα που

(N) z5yx3  δύναμη μια Θεωρούμε σημείο.  προςως δύναμης Ροπή

F
r

F







∧∧∧

∧∧∧

++=

++−=

(m) zy7x7y10zy3x7 έχουμε  περίπτωση τηναυτήν Σε (β) :
^^^^^^^

+−=−





 ++=ΛΥΣΗ r

( ) ( )( ) ( ) ( )( )⇒⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−⋅=
−

=×= 3-717z3157y1157x
513
177
zyx

FrΝκαι 
^^^

^^^

----


(Nm). z14y38x36Ν
^^^

−−−=⇒

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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 10 

( ) .zy35x15sin10 (β)

,z33y25x16 (α)

:) χρόνου  τουις(συναρτήσε
 διανύσματα  παρακάτω τααπό ένα απόαι  καθορίζετθέση η οποίου

 του,σωματιδίου ενός επιτάχυνση  και την ταχύτητα τηνΥπολογίστε

6

2

∧∧∧

∧∧∧

++=

++=

tettr

ttr

t





,y50x16v :έχουμε v  ταχύτητα τηνΓια (α):ΛΥΣΗ
∧∧

+== t
dt
rd

.y50vα :α επιτάχυνση  την γιαβρίσκουμε οπότε
∧

==
dt
d

( ) .z36x15sin2250vακαι 6
∧∧

+−== tet
dt
d

( ) ,z6y35x15cos150v :Έχουμε (β) 6
∧∧∧

++== tet
dt
rd
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ΠΡΩΤΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ 

1642)-1564 Galilei, (Galileo αυτό
σε  πάνωδρα δεν  όσονεφ' 

  κατάστασησε  παραμένεινασυνεχίζει  σώμα Κάθε
αμηκαμμία δύνησηςομαλής κίν

ηρεμίας ή

αδράνειας)  τηςμέτρο :(μάζα   τηςέννοιας  τηςΕισαγωγή αδράνειας

Σύμπαντος) μάζας Κέντρο Γαλαξίας, Ήλιος, (Γη,
 αναφοράς συστήματα Aδρανειακά

11 
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σώμα. στο άνωασκείται π  πουδύναμης συνολικής
 τηςανάλογοςείναι  σώματος ενός ορμής  τηςμεταβολής ρυθμός Ο

ΔΕΥΤΕΡΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ 

( ) σώματος  τουορμή ηείναι   όπου, vMPvM
dt
d

dt
PdF 



===

δύναμης. σταθερής βοήθεια
  τηνμε και αποστάσεων και χρόνων μέτρησης μέσωτεί προσδιορισ

 ναμπορεί   πουμάζα αδρανειακή λεγόμενη ορίζει την νόμος δεύτερος Ο

: πεδίαμει σχετίζοντα  πουδυνάμεων είδη διάφορα Υπάρχουν

) (εμβέλεια Βαρυτική ∞ ) (εμβέλεια νητικήΗλεκτρομαγ ∞

cm) 01 (εμβέλεια Ασθενής -13 cm) 01 (εμβέλεια Ισχυρή -13

12 

21m/sKg 1  N 1 (N),Newton  είναι το δύναμης  τηςμέτρησης Μονάδα ×=
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άλλο.  το προςως ένα  το ταχύτητασταθερή με  κινούνταιαυτά αν
αναφοράς συστήματα άδιαφορετικ δύο  προςως δυνάμεων ίδιων

 τωνεπίδραση  τηνυπό κινείται ναφαίνεται  m μάζας σώμα Ένα
ΔΕΥΤΕΡΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ: ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

z 

y 

x 

( )tr ( )tr ' 

( )tR


 

( ) ( ) ( )trtRtr '


+=

( ) ( ) ( )

( ) '.
dt

d
dt

'd
dt

d
dt

d

Οπότε

2

2

2

2

2

2

2

2

FtRmF

trtRtr








+=⇒

⇒+=

σταθερά.
dt
Rd δηλαδή,0

dt
Rdπρέπει 

 ' έχουμε να  γιαΕπομένως,

2

2

==

=



FF
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:δυνάμεις αντίθετες και ίσες
άλλο στο ένα  τοασκούν άμεσα ούναλληλεπιδρ  πουσώματα Δύο

ΤΡΙΤΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ 

2112 FF


−=

αποστάσεις μεγάλες σε άσεωναλληλεπιδρ  τωνμετάδοσης ταχύτητας
 νης πεπερασμέις περιπτώσεσε επακριβώςισχύει  Δεν :α τοπικότητΜη

:σταθερή  παραμένεισωμάτων ώντωναλληλεπιδρ
δύο ορμή ολική ηότι  υπονοεί Νεύτωνα  τουνόμος  τρίτοςΟ

( ) σταθερά. 0 2121

21
2112

=+⇒=+⇒

⇒−=⇒−=

PPPP
dt
d

dt
Pd

dt
PdFF





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ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

( )( ) ( )

( )
( )∑

∑∑

=
→→

==
−

∆

∆=−=

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kkk

xf

xfxxfS

10n 0Δx

11
1

lim όριο ο υπάρχει τΑν ξ

ξξ

1 

y 

x O a b

( )xfy =

1x 2-nx 1-nx2x
1ξ 2ξ 1-nξ nξ

( )

( )
( )

( )∑∫
=

→→
∆==

n

k
kk

b

a
xfdxxfI

baxf
λοκλήρωμαορισμένο ο

10n 0Δx
lim

είναι το ],[ στο 
 της ότι το λέμε τότε

ξ

:τοςολοκληρώμα ορισμένου Ιδιότητες

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgBdxxfAdxxBgxAf 1)

( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf)3( ) ( )∫∫ −=

a

b

b

a
dxxfdxxf )2

( ) 0)4 =∫
a

a
dxxf
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ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

( ) ( ) ( )

( ).  της ονομάζεται

 ' ώστε  τέτοια συνάρτηση Κάθε

xfοκλήρωμααόριστο ολ

xf
dx
dFxFxF ==

2 

( ) ( ) ης).(ολοκλήρωσ σταθερά μία  όπου , :Συμβολικά CCxFdxxf +=∫
( ) ( ) ( ). :ίναι aFbFdxxf

b

a
−=Ε ∫

Cxdxx +=∫ 3
 :1 Παράδειγμα

3
2

Cxxdx +−=∫ cossin :2 Παράδειγμα

C
a

edxe
ax

ax +=∫ :3 Παράδειγμα
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ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 

(1)   
M
F

dt
rd

dt
rdMaM

dt
pdF :έχουμε μάζα σταθερή Για 2

2

2

2





=⇒===

χρόνου).  τουσυναρτήσει (θέση σώματος  του κίνηση τηνπεριγράφει
 μας οποίας  τηςλύση η  μιαορίζει  αυτή σχέση η τότε

 χρόνου,  και τουθέσης  τηςσυνάρτηση ως δύναμη  τηνε γνωρίζουμΕάν
εξίσωσηδιαφορική 
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0
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



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 θέσης),  και της ταχύτητας της(αυτών τωνολοκληρωμά αόριστων
 δύο σμό προσδιοριναπαιτεί το οποίας  τηςλύση η ,

 μίαορίζει  (1) η  τότεχρόνο,  τοναπόεξαρτάται  δεν δύναμη η Αν
ηςύτερης τάξεξίσωση δε

διαφορική 

συνθήκες. αρχικές  γιαμιλάμε  τότεστιγμή, αρχική ηείναι   Αν στιγμές). (ή
 στιγμή χρονική  κάποιασε λύσης  της τιμές γνωστέςαπό (συνήθως)

ζονται  προσδιορίσταθερέςΟι  ς.ολοκλήρωση σταθερών δύο και καθώς

0
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t
t
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00x0xx xtvxv
dt
dxv +=⇒==

00y0yy ytvyv
dt
dyv +=⇒==

00z0zz ztvzv
dt
dzv +=⇒==

0
dt
vdMF δύναμηασκείται  Μ μάζας σώμα ένα σεότι  Έστω ==


ΚΙΝΗΣΗ ΥΠΟ ΜΗΔΕΝΙΚΗ ΔΥΝΑΜΗ 

σταθερές.είναι  r,v όπου ,rtvrv
dt
rdv :έχουμε Τότε 00000





+=⇒==

:έχουμε  ταχύτητας τηςσυνιστώσες επιμέρους  τιςιαΓ
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 δύναμη σταθερήασκείται  m μάζας σώμα ένα σεότι  Έστω

ΚΙΝΗΣΗ ΥΠΟ ΣΤΑΘΕΡΗ ΔΥΝΑΜΗ 
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ΒΟΛΕΣ: ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΗ ΤΡΟΧΙΑ 
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
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ΒΟΛΕΣ: ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΗ ΤΡΟΧΙΑ 
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ΒΟΛΕΣ: MΕΓΙΣΤΟ ΥΨΟΣ ΚΑΙ ΒΕΛΗΝΕΚΕΣ 

2g
θsinvyh : ύψοςΜέγιστο
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ΒΟΛΕΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10α 

0x

0y

0v

θ
( )yx,

r

y 

x O

επίπεδο. οριζόντιο  τομε 53θ  γωνίασχηματίζει  πουη κατεύθυνσσε

 m/s 160 v ταχύτητααρχική με  πάνω ταροςβάλλεται π σώμα Ένα
ο

0

0

=

=

1x

1y

 τροχιάς; τηςβεληνεκές είναι το Ποιο (γ)  ύψος. τοαυτό σε σώμα φτάνει το στιγμή
 χρονική  ποιασε και βολής  της ύψοςμέγιστο είναι το Ποιο (β) s. 2 tαπό μετά
 σώματος  του ταχύτητας τηςη κατεύθυνσ και τηνμέτρο  τοθέση,  τηνΒρείτε (α)

=

( ) ( )

 : βρίσκουμε 0) ε(υποθέτουμ s 2 και t53θ Για
2
1sinv και cosvΕίναι  (α) :ΛΥΣΗ

00
ο

2
0000

====

−+=+=

yx

gt tθyy tθxx

m. 9,235281,9
2
153sin2160

 και m 5,1925/32160 53cos2160
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ο

=×−××=

=××=××=
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x
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ΒΟΛΕΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10β 

επίπεδο. οριζόντιο  τομε 53θ  γωνίασχηματίζει  πουη κατεύθυνσσε

 m/s 160 v ταχύτητααρχική με  πάνω ταροςβάλλεται π σώμα Ένα
ο

0

0

=

=

 τροχιάς; τηςβεληνεκές είναι το Ποιο (γ)  ύψος. τοαυτό σε σώμα φτάνει το στιγμή
 χρονική  ποιασε και βολής  της ύψοςμέγιστο είναι το Ποιο (β) s. 2 tαπό μετά
 σώματος  του ταχύτητας τηςη κατεύθυνσ και τηνμέτρο  τοθέση,  τηνΒρείτε (α)

=

m/s. 16,109281,978,128gt-sinθv vm/s, 3,96cosθvv
:έχουμε  ταχύτητας τηςσυνιστώσες  τιςΓια

0y0x =×−====

m/s. 57,14516,10996vvείναι   ταχύτητας τηςμέτρο To 222
y

2
x =+=+

.48,6φ133,1
3,96
16,109

v
v

 tanφ:ώστε τέτοια

επίπεδο οριζόντιο  τομε φ  γωνίασχηματίζει  ταχύτητας τηςδιάνυσμα To

ο

x

y =⇒===
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ΒΟΛΕΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 10γ 

επίπεδο. οριζόντιο  τομε 53θ  γωνίασχηματίζει  πουη κατεύθυνσσε

 m/s 160 v ταχύτητααρχική με  πάνω ταροςβάλλεται π σώμα Ένα
ο

0

0

=

=

 τροχιάς; τηςβεληνεκές είναι το Ποιο (γ)  ύψος. τοαυτό σε σώμα φτάνει το στιγμή
 χρονική  ποιασε και βολής  της ύψοςμέγιστο είναι το Ποιο (β) s. 2 tαπό μετά
 σώματος  του ταχύτητας τηςη κατεύθυνσ και τηνμέτρο  τοθέση,  τηνΒρείτε (α)

=

s. 02,13
81,9
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g
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 0 vέχουμε  τροχιάς τηςσημείο  υψηλότεροΣτο (β) :ΛΥΣΗ

0
0

y

=
×

==⇒=⇒
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o
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2
sinvhείναι   ύψοςμέγιστο To
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0

max ==
g

θ
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g
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0 =
×

==
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ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΑΓΚΟΣΜΙΑ ΕΛΞΗ 

:σχέση  τηναπόδίνεται   μάζα άλλη μία σε
  μάζα μίαασκεί   πουδύναμη βαρυτική H

2

1

M
M

,2
21

∧

−= r
r
MMGF



σωμάτων. δύο  τωνμεταξύ διάνυσμα μοναδιαίο
  το και μαζών δύο  τωνμεταξύ απόσταση ηείναι   όπου

∧

rr

 / 1067,6 2211 kgNmG −×=

r 2M1M

F

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ΝΟΜΟΣ ΤΟΥ ΝΕΥΤΩΝΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΠΑΓΚΟΣΜΙΑ ΕΛΞΗ 

Γη; στην πάνω
βαρύτητας  τηςεπιτάχυνση  την γιασχέση στην με καταλήγουΠως

,
2

2

2

22 





=== ΓΓ

Γ

ΓΓ

r
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r
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R
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r
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...1 και  όπου
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




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ΓΓΓ

Γ
Γ R

h
R
h
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( ).../21 :Τελικά +−= ΓRhmgF

mgFRh ≈=Γ  έχουμε Km 6380 από μικρότερα  πολύ  ύψηΓια

12 
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Γ=
R
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ακίνητο;βλέπει   τοννα Γη στην  πάνωής παρατηρητένας ώστε ούτως
δορυφόρου ενός  τροχιάηβρίσκεται  να πρέπει  υψόμετρο ποιοΣε

ή. περιστροφ την γιαος κεντρομόλως δρα οποία η
 Γη,  τηναπό έλξη βαρυτική ηασκείται  δορυφόρο Στον
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ΔΟΡΥΦΟΡΟΣ ΣΕ ΚΥΚΛΙΚΗ ΤΡΟΧΙΑ 
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ΔΥΝΑΜΗ COULOMB 

. και  φορτία ηλεκτρικά δύο Έστω 21 qq

,(1)  2
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= r
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ΔΥΝΑΜΗ COULOMB – ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΟΝΑΔΩΝ 
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με Gauss σύστημα στο (1) εξίσωσης  τηςμορφή έχει την δύναμη Η

(A). Ampere ρεύματος ηλεκτρικού
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ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ ΦΟΡΤΙΟ 

 φύση. στην φορτίο (ελεύθερο) μικρότερο
 είναι το υ)ηλεκτρονίο (και του  πρωτονίου τουφορτίο Το

Ce 1910602,1 με ίσοείναι  e φορτίο αυτό θεμελιώδες Το −×=
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ΜΑΓΝΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ – ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 
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ΔΥΝΑΜΗ LORENTZ 
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 
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έχει   πεδίο το(δηλαδή  έντασης  πεδίοομογενές σε μέσακινείται 

  πουσώμα ένα  για κίνησηςεξίσωση  τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε

E


.E
dt

rdmEamF 2

2 
qq =⇒==

.vt
m
E

dt
rdv  ταχύτητα την γιαεξίσωση την

 βρίσκουμε νταςΟλοκληρώνο  πεδίο.βαρυτικό ομογενές ένα σε αυτήν
 με όμοιαείναι   κίνησηςεξίσωση η σταθερόείναι   πεδίο τοΕπειδή

0





+==
q

.rtvt
2m

Er :θέση

  την γιαεξίσωση  τηνβρίσκουμε φόρα μια ακόμη νταςΟλοκληρώνο

00
2 




++=
q

3 
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

; πρωτονίουτου
 ταχύτητα τελικήηείναι   ποιαsec), 10(ns όλεπτονανοδευτερ ένα

διαρκεί επιτάχυνση η Αν kV/m). (30 V/m30000 έντασης πεδίο
ηλεκτρικό απόαι επιταχύνετ ηρεμία  τηναπό ξεκινά  πουΠρωτόνιο

9-=

=xE

4 

.vt
M
Eq

dt
rdv

 τύπο τοναπόδίνεται   ταχύτηταη  παραπάνω,είδαμε Όπως

0





+==

( ) .0vvt,E
M
etv

 έχουμε εξετάζουμε  που περίπτωσηΣτην

zyx
p

x ===

( )( ) ( ) km/s4,2
Kg102

s10 kV/m30 C106,1v

βρίσκουμε  τιμέςςαριθμητικέ ώνταςΧρησιμοποι

27

919

x =
×

×
= −

−−

y 

x O

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

- 
- 
- 
- 
- 
- 
- E



F

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E


ΕΓΚΑΡΣΙΑ ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΟΥ 

.  τηνΒρείτε
 η. κατεύθυνσ τουαρχική  τηνμε   γωνίασχηματίζει  πουη κατεύθυνσσεεξέρχεται 

  χρόνο από μετά και  πλακών τωνμεταξύ χώρο στον εισέρχεται  πρωτόνιοΤο
 3kV/m.  πεδίοηλεκτρικό νδημιουργού  πουm 01,0L μήκους  πλάκεςμεταλλικές

 ςφορτισμένε  προς παράλληλαm/s 10  ταχύτηταμε κινείται Πρωτόνιο 7

οπής θγωνία εκτρ
θ

τ
=

5 

 πλακών των μήκος τοδιασχίσει  να  πρωτόνιο τοχρειάζεται  που χρόνος Ο Lτ

:έχουμε  πλάκες τιςαπόεξέρχεται  όταν  πρωτόνιοέχει το  που ταχύτητα τηνΓια
+ + + + + + + 

- - - - - - - 
L

θ

xv
p

Γης.  της πεδίοβαρυτικό
 ομογενές στο βολής της

 αυτής όμοιαείναι   κίνησηH

1ns.s10m/s0,01m/10L/vτL/τείναι v -97
xx ====⇒=

.m/s108,4τ/meEv 5
yy ×==

.05,005,0tanθ/vvθtan:έχουμε θ  γωνία τηνΓια 1
xy ≈≈⇒= −

x 
y 

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΣΤΑΘΕΡΟ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

.(1) 0vB/M,qvvB/M,qvv
βρίσκουμε BvqF Lorentz δύναμη  την γιαέκφραση  τηναπό Τότε

zxyyx =−==
×=





6 

.  πεδίομαγνητικό ομογενές ένα υπάρχει όπου χώρο σε

  φορτίο και Μ μάζα με σώματος  κίνησηέχουμεότι  ε υποθέσουμΑς
∧

= zBB

q


.
 ένα Έχουμε
 εξισώσεωνδιαφορικών
σύστημα 

 :λύση
  τηνεΔοκιμάζουμ ( ) ( ) (2)   σταθεράvcosωt,vtvsinωt,vtv z1y1x ===

βρίσκουμε (1) στις ώνταςΑντικαθιστ

.
M
qBω πρέπει (1) συστήματος  τουλύση (2) ηείναι  να  γιαΕπομένως, =

.xvyvzByvxv yxyx 




 +−=×





 +

∧∧∧∧∧

sinωt.v
M
qBsinωtωvcosωt,v

M
qBcosωtωv 1111 −=−=
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΣΤΑΘΕΡΟ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 
. έναςείναι   επίπεδο στο σώματος  του κίνησης της προβολήΗ κύκλοςxy

. άξονα  τονκατά
  κίνησηςελεύθερης  και της

 επίπεδο στο ής περιστροφκυκλικής
  τηςσυνδυασμός έναςείναι 

 σώματος  του κίνησησυνολική Η

z
yx−

7 

 κίνηση.Σπειροειδής

όπου r)Mω(qBv ος κεντρομόλωςενεργεί  δύναμη μαγνητική Η 2
c1 =

 κύκλου τουακτίνα ηείναι  /qBMvr 1=

. η 
M
qB  ωκαι c τακή συχνότηκυκλοτρονι=
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: ΚΥΚΛΟΤΡΟΝΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

Τ; 1  πεδίομαγνητικό ένα
σε μέσα υηλεκτρονίο ενός συχνότητα ική κυκλοτρονηείναι  Ποια

8 

( )( )
( ) rad/s106,1

kg1091,0
T0,1 C106,1

m
eBωΕίναι 11

30
e

c

19

×≈
×

×
== −

−

.Hz1032/ έχουμε  συχνότητα  τηνΓια 10×≈= πωccc vv

πρωτονίου.-υηλεκτρονίο μάζας διαφοράς σχετικής  τηςλόγω
μικρότερη 1836είναι   πρωτονίουενός συχνότητα ική κυκλοτρονΗ
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ: ΕΠΙΤΑΧΥΝΤΗΣ ΚΥΚΛΟΤΡΟ 

. ταχύτητες υψηλέςπολύ
 σε σωματιδίων επιτάχυνση στην

 εφαρμογήβρίσκει   πεδίομαγνητικό
 ομογενές σε μέσα φορτίων κίνησης

 ικής περιστροφ τηςφαινόμενο Το

9 

.σωματιδίου  τουσυχνότητα κήκυκλοτρονι
  τηνμε ίση συχνότηταέχει   πουρεύμα ενοεναλλασσόμ ένα από

αι επιταχύνετ άνοιγμα στοφθάνει  σωματίδιο  το πουφορά Κάθε
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ: ΕΠΙΤΑΧΥΝΤΗΣ ΚΥΚΛΟΤΡΟ 

,
ω
vr

 ταχύτητα τηνμε σχετίζεται όμως ακτίνα Η

c
c =

10 

ής. περιστροφακτίνας  τηςαύξησηκαι 
 έχουμε  ταχύτητας τηςαύξηση  τηνμε άρα

ενέργειες.  υψηλές πολύσεφτάσει  να τελικά
 και  του ταχύτητά τηνσταδιακάαυξήσει 
 να σωματίδιο  τομε"υποχρεώσου" να

 μπορούμεότι σημαίνει   πρακτικάΑυτό

 καιm/s105 έχουμε

m5,0 ακτίνας  κύκλοτροσε  πρωτόνιο γιαΠ.χ.
7×≈=

=

cc

c

rv
r

ω

( )( ) MeV15J105,2m/s105 kg10
2
1 1227272 ≈×=×== −−vME p
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ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΕΠΑΦΗΣ: ΤΡΙΒΗ 

 . ονομάζουμε  πουαυτό ως κάμακροσκοπινται παρουσιάζο
 αι αναπτύσοντ  πουΟι 

τριβή
ν επιφανειώμεταξύ δύουνάμειςσύνθετες δ

Mg

FF−:τριβής
 στατικής Δύναμη N

Mg

FΝ:τριβή
 Δυναμική

µ

N

 κίνησης. τηςδιατήρηση ή έναρξη στην αντίσταση ως δρα  τριβήΗ

 επιφάνεια.  κάποιασε ωηρεμεί πάν  πουσώματος μετακίνηση την
εμποδίζει   που  γιαμιλάμε  περίπτωση πρώτηΣτην ιβήστατική τρ

 .  τηνέχουμε  περίπτωσηδεύτερη Στην ριβήδυναμική τ

11 
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ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ ΤΡΙΒΗΣ 

 κινηθεί.να σώμα στοεπιτρέπει  δεν
  που)(  τριβήςδύναμη αντίθετη και ίση μιαι αναπτύσετα τότε
 σχήματος,  τουσώμα στο δύναμη μικρή μια εεφαρμόζουμ Όταν

τρF

Mg

FF−:τριβής
 στατικής Δύναμη N

Mg

FΝ:τριβή
 Δυναμική

δµ

N

. ηκαι μεγαλώνει  δύναμη, νηεφαρμοζόμε ημεγαλώνει  Καθώς τρF

 τριβής.στατικής ςσυντελεστή οείναι   όπου
 ,  τιμήμέγιστη μιαμέχρι max

στ

στ

µ
µ Ν=F

 κινείται.νααρχίζει  σώμα  το Για maxFF >

 τριβής.δυναμικής ςσυντελεστή ο μ όπου , Κατόπιν δΝ== δδτρ µFF

12 

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



θ

ΜΕΤΡΗΣΗ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΤΡΙΒΗΣ 

.ολισθαίνει νααρχίζει  να μόλις
σώμα  τοώστε  τέτοιαςθ  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε σώμα Έστω

:σώμα στο πάνωασκούνται   πουδυνάμεων
  τωνμεταξύ ι ότι υπάρχεσημαίνει  αυτή συνθήκη H ισορροπία

0=++ τρFNW


τρFΝ


 και   τωνςδιευθύνσει  τις κατάδυνάμεις  τιςΑναλύοντας

MgW =

NτρF

θ

.sin και cos βρίσκουμε θMgFMgN τρ == θ . όμωςΕίναι ΝμF σττρ =

.tansin :Άρα θ=⇒= στστ μθMgΝμ

41στερεό σε Λάστιχο
15,005,0 πάγοσε Πάγος
0,19,0 γυαλίσεΓυαλί 

Υλικά

−
−
−
στμ

13 
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θ

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
tanθ.μ ώστε  τέτοιαςθ  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε σώμα Έστω >

. βάρος  και το η νσχηματίζου  πουεπίπεδο  τομε α γωνία

 σε και επίπεδο στο  παράλληλη δύναμη μίαασκείται  σώμα Στο

WΝ
F





;ολισθαίνει νααρχίζει   πουμόλις σώμα  τοαν   τηςμέτρο  τοΠοιο F


x

y

α β

∧

= xMgWx θsin


F


τρF


:ΛΥΣΗ

. αντίδραση κάθετη

 η και  βάρος  τοορίζουν  πουεπίπεδο

 στοβρίσκεται  να  άξονας ο ώστε
 ούτως επίπεδο  κεκλιμένοστο  πάνω

 νωνσυντεταγμέ σύστημα  τοΟρίζουμε

Ν
W

x
x-y





β).  γωνία τηναρχή  τηναπό
ε γνωρίζουμδεν δηλαδή, , στην τηείναι κάθε  τριβήςδύναμη η

ότι μόνο Γνωρίζουμε :(Σημείωση δυνάμεις  τιςεΣχεδιάζουμ

Ν


14 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ - ΛΥΣΗ 
yx−  τους κατάδυνάμεις  τιςΑναλύουμε

θ

x

y

α β

∧

= xMgWx θsin


F


τρF
 ισορροπίας συνθήκη  τηνούμεχρησιμοποικαι 

: Άξονας x βαθ τρ coscossin FFMg +=

θµτρ cos :Αλλά MgF =

(1) coscoscossin Οπότε βθµαθ MgFMg =−

: Άξονας y (2) sincossinsin βθµβα τρ MgFF ==

β.  γωνία τηνεαπαλείφουμ
έτοντας και προσθ(2) και (1)  τις τετράγωνοστο Υψώνοντας

:βρίσκουμε και   προςως επιλύουμε Τελικά F

θθµθαθα 22222 sincossincossincos/ −+±=MgF

θθµθαθα 22222 sincossincossincos tanθ,μ Επειδή −++=>
Mg
F

15 
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ANAKOINΩΣΕΙΣ 
0 

Μπορείτε να πάρετε μία συλλογή ασκήσεων με 
τίτλο «ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΦΥΣΙΚΗΣ - ΜΗΧΑΝΙΚΗ» 
(Συγγραφείς: Θ. Αλεξόπουλος και Γ. Τσιπολίτης) 
από το γραφείο 202 του Κτιρίου Φυσικής (κ. 
Άλκηστη Δημακοπούλου) 

ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ: Υποβολή λύσεων για την 1η Σειρά 
Ασκήσεων έως τις 22/10/2010.  
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: 

; απόστασηδιανύσει  αφού   τριβήςσυντελεστή με επιφάνεια σε πάνω
 σταματήσει να  γιασώμα ένα εκτοξευτεί να πρέπει  ταχύτητα ποιαΜε
Dμ

g
dt

xdMg
dt

xdM µµ −=⇒−= 2

2

2

2

 :είναι  κίνησηςεξίσωση H

.(2) 
2
1(1) 00

2
0 xtvgtxvgt

dt
dx

++−=⇒+−= µµ

(3). 0 0 : ταχύτηταη

μηδενιστεί να  γιαχρειάζεται  που τχρόνο  τονβρίσκουμε (1)  τηνΑπό

0
0 g

vvg
dt
dx

µ
ττµ =⇒=+−⇒=

βρίσκουμε   και για(2) στην  τ τοώνταςΧρησιμοποι 0 Dxx =−

gDv
g

v
g

vv
g

vgD µ
µµµ

µ 2
2
1

2
1

0

2
00

0

2
0 =⇒=








+








−=

1 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

σκοινιού.  του τάση και τηνσυστήματος  τουεπιτάχυνση
  τηνΒρείτε σκοινιού.  του τάσης τηςδιεύθυνση ναλλάζει τη μόνο παρά

 τριβές, προκαλεί ούτε μάζα,έχει  δεν  τροχαλίαηότι  Υποθέτουμε τροχαλία.
 μια από εξαρτιέται οποίο  τοm μάζας βάρος ένα σε δεμένοσκοινί  ένα από

έλκεται   κύβοςO επιφάνεια. οριζόντια λεία σε  πάνωΜ μάζας  κύβοςΈστω
2 

m

M

TMg

N .επιτάχυνση ηείναι  a όπου Μa,Τ
άρα Τ,  τάσης τηςλόγωαι επιταχύνετ Μ σώμα Το :ΛΥΣΗ

=

mg

T : τάσης και τηςβάρους  τουσυνδυασμό στονοφείλεται 
  πουa επιτάχυνση με αυτόαι και επιταχύνετ m σώμα Το

.g
Mm

mamaMa-mgmaT-mg
+

=⇒=⇒=

g
Mm

mΜΤ βρίσκουμε  τάση την γιαOπότε
+

=
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

.συστήματος  τουεπιτάχυνση την
 Βρείτε .μ  τριβήςδυναμικής συντελεστή με επιφάνεια σε πάνω

βρίσκεται ατος παραδείγμνου προηγούμε του κύβοςοότι  Έστω

δ

3 

mg
m

M

T

T
Mg

N : τάσης και τηςβάρους  τουσυνδυασμό στονοφείλεται 
  πουa επιτάχυνση με αυτόαι και επιταχύνετ m σώμα Το

τρF

 τριβής.δύναμη η ΜgμF όπου Μa,F-Τ Είναι τώρα :ΛΥΣΗ δτρτρ ==

.g
Mm
ΜμmamaΜgμMa-mgmaT-mg δ

δ +
−

=⇒=−⇒=

Mμ m πρέπει κάτω
 τα προςm μάζα ηί επιταχυνθε να  γιαπομένως,

δ>
Ε

 τριβής.στατικής
ςσυντελεστή ο μ όπου M,μ m πρέπει θα κίνηση

ξεκινήσει να  γιαηρεμία, σε αρχικάείναι  μάζεςοι  Αν

σσ>
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

ισορροπεί; να σώμα  τοώστε ούτως νδαχτυλιδιώ  τωναπόσταση δυνατή
 μέγιστη ηείναι   ποια0,35,μ  τριβήςστατικής συντελεστή με δοκό οριζόντια

 σε σμέναείναι περα δαχτυλίδια  ταΑν .δαχτυλίδια σε άκρα  τουδύο στα
 δεμένοείναι   πουm 1L μήκους σχοινιού μέσο  τοαπό κρέμεται Σώμα

=

=
4 

θθ

θ T


N


τρF
 ∧

⋅xΤ


.δαχτυλίδια  τααπό ένα σε
  πάνωδυνάμεις  τιςαναλύουμε Καταρχήν :ΛΥΣΗ

μΝ.Τsinθ και Τcosθ =Ν=

.19,6θ0,35μ tanθΆρα ο=⇒==

0,33mθsin
2

1m2θsin
2
L2d βρίσκουμε σχήμα  τοΑπό ===

.F η και άρα δοκό, στην  πάνωΤ  της προβολήημεγαλώνει 

d,  και τοάρα θ, τομεγαλώνει  ότι καθώς εΠαρατηρούμ

τρ



μΝ. με ίση και μέγιστηγίνεται 
  τριβήστατική η όταν  προκύπτειd μέγιστο Το

d

x

y
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ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ: ΧΩΡΙΣΜΟΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

( ) .(1)   yx,
dx
dy :είναι  τάξης πρώτηςεξίσωσης διαφορικής μιας μορφή  γενικήΗ Η=

5 

( ) ( ) ( ) ( ).ygxfyx,Η έχουμε yx,H  τηνότι για Έστω =

:βρίσκουμεdx 
dx
dydy διαφορικού  τουορισμό  και τον(1)  τηναπό Tότε 






≡

(2).f(x)dx    dy
g(y)

1
=

ταολοκληρώμα αόριστα  ταε γνωρίζουμαν Eπομένως,

(3).   f(x)dxdy
g(y)

1 :βρίσκουμε (2)  τηςμέρη δύο  και τανταςΟλοκληρώνο ∫∫ =

xy CF(x)f(x)dx και CG(y)dy
g(y)

1
+=+= ∫∫

C.F(x)G(y) σχέση )(αλγεβρική  τηναπόζονται  προσδιορί(1)  τηςλύσειςοι +=
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ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ: ΧΩΡΙΣΜΟΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
.

dx
dy εξίσωση διαφορική  τηνΕπιλύστε :1 Παράδειγμα y=

6 

.yx
dx
dy εξίσωση διαφορική  τηνΕπιλύστε :2 Παράδειγμα −=

0.ydy xdxεξίσωση  τηνικανοποιεί σχήμα  ποιοΒρείτε :3 Παράδειγμα =+

,AeyCxlnydx
y

dy dx
y

dyΕίναι  :ΛΥΣΗ x=⇒+=⇒=⇒= ∫∫
.eΑ και ςολοκλήρωση σταθερά μία C όπου C=

,AeyC
2
xlnyxdx

y
dy dx

y
dyΕίναι  :ΛΥΣΗ 2

x2 2
−

=⇒+−=⇒−=⇒−= ∫∫x

ολοκλήρωση με βρίσκουμε εξίσωση διαφορική  τηνΑπό :ΛΥΣΗ

(3),   RyxC
2
x

2
yxdxydy 222

22

=+⇒+−=⇒−= ∫∫
R. ακτίνας  κύκλουεξίσωση ηείναι  (3) Η σταθερές.είναι  2CR και C όπου =
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ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΠΟΥ ΑΝΤΙΣΤΕΚΟΝΤΑΙ ΤΗΝ ΚΙΝΗΣΗ 

. του ταχύτητάηαυξάνεται  όσοαυξάνεται  που
αντίστασηδέχεται  αέριο ή  υγρόσε μέσα κινείται  πουΣώμα

7 

 του.τικώνχαρακτηρισ
ών γεωμετρικ και των  καθώςσώματος,  του ταχύτηταςτης

ςσυναρτήσει ίπλοκες γένει περενείναι  αυτές ςαντιστάσειΟι 

είναι R αντίσταση ηότι  θεωρούν ις περιπτώσεαπλές Δύο


),v-bR(  ταχύτητας τηςανάλογες (α) 
=

)v-bvR(  ταχύτητας τηςυ τετραγώνο τουανάλογες (β) 2
∧

=


αέρα. στον σκόνηςκοι μικροί κόκ ή  υγρόσε
μέσα σωμάτων ηείναι πτώσ (α) ς περίπτωση τηςΠαράδειγμα

αέρα. στον ανθρώπου  πτώσηελεύθερη ηείναι  (β) Παράδειγμα
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ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΠΟΥ ΑΝΤΙΣΤΕΚΟΝΤΑΙ ΤΗΝ ΚΙΝΗΣΗ 

.vbR αντίστασης δύναμη η και  τηςβάρος είναι το  τηςπάνωασκούνται 

  πουδυνάμεις μόνεςοι  αν σφαίρας  της κίνηση τηνΠεριγράψτε  υγρό.σε
 μέσα ελεύθερηαφήνεται  και ακίνητη αρχικάείναι   πουm μάζας σφαίρα Έστω


-=

8 

 bv.-mg  F μέτρο και  κάτω τα προςφορά με κατακόρυφη
είναι σφαίρα στην άνωασκείται π  πουδύναμη συνολική Η :ΛΥΣΗ

tot =

.μεταβλητές ςχωριζόμενε με εξίσωση διαφορική μιαείναι  (1) Η

(3)   v
m
bgv~ όπου (2),   v~

dt
v~d

b
mv

m
bg

dt
dv :Είναι −≡=−⇒−=

(4)   dt
m
b

v~
v~ddt

m
b

v~
v~d βρίσκουμε (2)  τηνΑπό ∫ ∫ −=⇒−=

(1)   v
m
bg

dt
dv έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο δεύτερο  τονΑπό −=

v(t). vσχέση μία βρίσκουμε
 και (3)  τηναπό ούμεαντικαθιστ (4),  τηνυμεOλοκληρώνο

=
y(t).y  τουσυνάρτηση  τηνβρίσκουμε φορά μια ακόμη νταςΟλοκληρώνο =



ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ 

χρόνο.  τον προςως
 η ,

μόνο δρουν οποίο στο  ένα Σε
αι σταθερή διατηρείτολική ορμή δυνάμειςεσωτερικές

ο σύστημααπομονωμέν
9 

:σωμάτων ώντωναλληλεπιδρ ορμής  τηςδιατήρησης αρχή
 τηνσυνέπεια ως έχουν Νεύτωνα  τουνόμος ς και τρίτοδεύτερος Ο

( ) σταθερά. 0 2121
21

2112 =+⇒=+⇒−=⇒−= PPPP
dt
d

dt
Pd

dt
PdFF






( ) ( ) .  :σωμάτων  κρούσειςσε Εφαρμογή μετά21πριν21 PPPP


+=+

.  :σώματα  πολλά για γενικάή
μετάπριν








=







 ∑∑
j

j
i

i PP


.  :Αλλιώς 







′=







 ∑∑
ji

i j
PP

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ΚΡΟΥΣΕΙΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 

σώματος; δεύτερου
  του ταχύτηταηείναι  θα  ποιαακίνητο,μένει  σώμα  πρώτο το κρούσητην
 μετάότι  ε υποθέσουμΑν (β) σώματος; νέου  του ταχύτηταη  ποιακρούση,

  τηνκατάενώνονται  σώματα δύο  ταΑν (α) ακίνητο. αρχικά σώματα δύο τα
 από ένα με Μ μάζας ίσης σωμάτων δύο  κρούσηέχουμεότι  ε υποθέσουμΑς

10 

.0 και vείναι   κρούση τηνότι πριν Έστω (α) :ΛΥΣΗ 21 ==
∧

pxMp x


.vv2 121

∧

==′=′+′ xMpMpp x


έχουμε ορμής  τηςδιατήρησης αρχής  τηςλόγω και  κρούση τηνμετά Τότε

∧

=′ xx

2
vv :Άρα 

.vv:είναι  περίπτωση τηναυτή Σε (β) 121

∧

==′=′+′ xMpMpp x


∧

=′ xxvv :Άρα 

 κρούση τηνμετά  ταχύτηταη vκαι 
  κρούση τηνμετά ορμέςοι είναι  , όπου 21

′
′′



 pp
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΒΟΛΗ 

στόχο;  τονβλήμα βρίσκει το συνθήκες  ποιεςαπό Κάτω  πέσει.να
αφήνεται  στόχος ο  πουστιγμή  τηνβάλλουμε και στόχο  προςΣτοχεύουμε

11 

0x

0y
0v

θ

y 

x O

:εξίσωση την υπακούει βλήματος  τουθέσης διάνυσμα To :ΛΥΣΗ

.ygt
2
1rr θέσης διάνυσμαέχει  στόχος 2

Σ0Σ

∧

−=Ο


είναι να t  κάποιοα πρέπει γιστόχο  τονβλήμα βρει το να Για
.(1)   rrtvrtvrrr Β0Σ00Σ00Β0ΣB


−=⇔=+⇔=

.ygt
2
1tvrr 2

0Β0B

∧

−+=


L. απόσταση οριζόντια  τηναπό μεγαλύτερο
είναι  να  τροχιάς τηςβεληνεκές αρκεί το  v κάθεισχύει για (1) H 0

LB0r

Σ0r
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΠΤΩΣΗ ΣΤΑΓΟΝΑΣ 

. t καθώς τιμήοριακή μια ος τείνει πρσταγόνας  της ταχύτηταηότι  Δείξτε (γ)
 t.χρόνου  τουσυναρτήσει σταγόνας  της ταχύτητα τηνΒρείτε (β)
 t.χρόνου  τουσυναρτήσει σταγόνας  τηςμάζα  τηνΒρείτε (α) .m

μάζα  τηςαρχική η και rείναι  σταγόνας  τηςακτίνα αρχική Η σταθερά. θετική
μια λ όπου λr,dr/dt ρυθμό μεαυξάνει  ακτίνα η σφαίρας,  τηςεπιφάνεια
 στην  υδρατμώνσηςστερεοποίη Λόγω αέρα.  τοναπό αντίσταση χωρίς

βαρύτητας,  τηςλόγω ρυφατει κατακόχαλάζι πέφ από σταγόνα σφαιρική Μια

0

0

∞→

=

12 

λt
00

r

r

t

0t
errλtlnrlnrλ

r
drλr

dt
drΕίναι  (α) :ΛΥΣΗ

0 0

=⇒=−⇒=⇒= ∫ ∫ =

σταγόνας.  τηςόγκος o V και  πυκνότηταη ρ όπου ρV,m μάζα
έχει σταγόνα η t στιγμή χρονική δεδομένη σε  τότεμεγαλώνει, σταγόνα
η θώςαλλάζει κα δεν σταγόνας  της πυκνότηταηότι  ε υποθέσουμAν

=

( ) 3λt
0

3λt
3
0

3λt
0

33

eme
3

4πρr
3

er4πρ 
3

4πρr  m άρα και 
3

4πrV όμωςΕίναι =====
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΠΤΩΣΗ ΣΤΑΓΟΝΑΣ 

. t καθώς τιμήοριακή μια ος τείνει πρσταγόνας  της ταχύτηταηότι  Δείξτε (γ)
 t.χρόνου  τουσυναρτήσει σταγόνας  της ταχύτητα τηνΒρείτε (β)
 t.χρόνου  τουσυναρτήσει σταγόνας  τηςμάζα  τηνΒρείτε (α) .m

μάζα  τηςαρχική η και rείναι  σταγόνας  τηςακτίνα αρχική Η σταθερά. θετική
μια λ όπου λr,dr/dt ρυθμό μεαυξάνει  ακτίνα η σφαίρας,  τηςεπιφάνεια
 στην  υδρατμώνσηςστερεοποίη Λόγω αέρα.  τοναπό αντίσταση χωρίς

βαρύτητας,  τηςλόγω ρυφατει κατακόχαλάζι πέφ από σταγόνα σφαιρική Μια

0

0

∞→

=

13 

(1)   
dt
dmv

dt
dvm

dt
dpF :έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο δεύτερο  τονAπό +==

δίνει (1) η Άρα .emm και mgF όμωςΕίναι 3λt
0==

(2)   3λvg
dt
dvgeme3λvm

dt
dvem 3λt

0
3λt

0
3λt

0 −=⇒=+

( )3λte1
3λ
g vβρίσκουμε (2)  τηννταςΟλοκληρώνο −−=

3λ
g vάρα

0elimEίναι 3λt

t

=

=

∞

−

∞→
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΠΤΩΣΗ ΣΤΑΓΟΝΑΣ 14 

(1)   
dt
dmv

dt
dvm

dt
dpF :έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο δεύτερο  τονAπό +==

(2)   3λvg
dt
dvgeme3λvm

dt
dvem 3λt

0
3λt

0
3λt

0 −=⇒=+
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 ταχύτητα.σταθερή

 με  t)μεγάλο  για(δηλαδή άασυμπτωτικ κινείται θα σταγόνα η λόγο τον
 αυτόν Για .αυξάνεται)  v τοενώ  κίνηση,μενηεπιβραδυνό σεί αντιστοιχε να

 (2) η άτοπο  τοείχαμε θα αυτό συνέβαινε ανγιατί μεγαλώνει  νασυνεχίσει  να
μπορεί  δεν  v τoέρα,εκεί και π Από g. επιτάχυνση  τηνακυρώσει"" 3λv- όρος ο

 ότου έως μεγαλώνει, αντίσταση ήφαινομενικ ημεγαλώνει   v τοΚαθώς
 g. η προσέγγισείναι κατά  πουεπιτάχυνση μεαι επιταχύνετ σταγόνα η (2) την
 από άρα και μικρό,είναι   v το κίνησης τηςαρχή Στην . ταχύτητας τηςανάλογη

είναι   που"αντίστασης" ήςφαινομενικ μιας δηλαδή 3λv,- όρου  τουεμφάνιση
  τηναποτέλεσμα ωςέχει  μάζας  τηςμεταβολή ηότι  βλέπουμε Πρώτον,

 :εξής ως  κίνησης τηςτικάχαρακτηρισ  ταεξάγουμε να μπορούμε (2)  τηνΑπό



ANAKOINΩΣΕΙΣ 
0 

Μπορείτε να πάρετε μία συλλογή ασκήσεων με τίτλο 
«ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΦΥΣΙΚΗΣ - ΜΗΧΑΝΙΚΗ» (Συγγραφείς: 
Θ. Αλεξόπουλος και Γ. Τσιπολίτης) από το γραφείο 202 
του Κτιρίου Φυσικής (κ. Άλκηστη Δημακοπούλου) 

ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ: Υποβολή λύσεων για την 1η Σειρά 
Ασκήσεων έως τις 22/10/2010.  

Σε περίπτωση που δεν πραγματοποιηθεί το μάθημα 
της Παρασκευής (22/10/2010), η παραπάνω 
προθεσμία θα αλλάξει για την Τρίτη 26/10/2010. 
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

( ) .
m
qBωω και σταθερές θ Α, όπου ,θωtAsin

B
Ev

ότι δείξτε και  ταχύτητας τηςσυνιστώσες  τις γιακίνησης
εξισώσεις  τιςΓράψτε  .xΒΒ  πεδίομαγνητικό και yExEΕ πεδίο

ηλεκτρικό σε μέσα v  ταχύτηταμε κινείται q φορτίου και m μάζας Σωματίδιο

c
2

z

21

==++−=

=+=
∧∧∧ 


1 

(1)   Bv
dt
vdmF :έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο δεύτερο  τονAπό


×+== qEq







 −=






×






 ++=×

∧∧∧∧∧∧

zvyvBxBzvyvxvBv αυτή  περίπτωσηΣτην yzzyx



(2)   zvyvωyExE
m
q

dt
vd ως γράφεται (1) η Επομένως yz21 






 −+






 +=

∧∧∧∧


 ,(3)   
m

qE
dt

dv :Άρα 1x = (4),   ωv
m

qE
dt

dv
z

2y += (5)   ωv
dt

dv
y

z −=
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ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΗΛΕΚΤΡΙΚΟ ΚΑΙ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

( ) ( ) .
m
qBωω και σταθερές θ Α, όπου ,θωtAsin

B
Ev

ότι δείξτε και  ταχύτητας τηςσυνιστώσες  τις γιακίνησης
εξισώσεις  τιςΓράψτε  .xΒΒ  πεδίομαγνητικό και yExEΕ πεδίο

ηλεκτρικό σε μέσα v  ταχύτηταμε κινείται q φορτίου και m μάζας Σωματίδιο

c
2

z

21

==++−==

=+=
∧∧∧

tf




2 

 ,(3)   
m

qE
dt

dv :Όποτε 1x = (4),   ωv
m

qE
dt

dv
z

2y += (5)   ωv
dt

dv
y

z −=







 +−=−= z

2y
2

z
2

ωv
m

qEω
dt

dv
ω

dt
vd βρίσκουμε (5) και (4)  τιςώνταςΧρησιμοποι

(5)   
m

qEωvω
dt

vd αλλιώς ή 2
z

2
2

z
2

−=+

( ) (5).  τηνικανοποιεί  ηότι  δείξουμε να μπορούμε ασηαντικατάστ Mε tf
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(ΜΗ) ΑΔΡΑΝΕΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

Νεύτωνα.  τουνόμος δεύτερος και  πρώτοςο αυτό σε μέσα μετρήσεις για
 ισχύουν αν αδρανειακόείναι  αναφοράς σύστημα έναότι  Θεωρούμε

3 

.αδρανειακό μηείναι  αναφοράς σύστημα  το τότεκίνηση
 ομαλή μηεκτελεί  δυνάμεις) αυτό σε πάνωασκούνται  δεν (δηλαδή

 ελεύθεροείναι  οποίο  τοσώμα ένα αναφοράς σύστημα ένα σε Aν
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Η ΓΗ ΩΣ ΑΔΡΑΝΕΙΑΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

Γ
2

Γ

2

Rω
R
va :είναι Γης  τηςής περιστροφ τηςλόγω ισημερινό

στον  πάνωσώματος ενός επιτάχυνση ος κεντρομόλΗ

==

4 

( )( ) .m/s 034,0104,6100,73a
βρίσκουμε  τιμέςςαριθμητικέ ώνταςχρησιμοποικαι 

264- =××=

βαρύτητας.  τηςεπιτάχυνση  τηναπό
μικρότερη είναι πολύ επιτάχυνση ος κεντρομόλη Δηλαδή,

αναφοράς. σύστημα αδρανειακό ένα προσέγγιση
 καλήμεείναι  Γης  τηςεπιφάνεια η λόγο,  τοναυτόν Για
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Η ΓΗ ΩΣ ΑΔΡΑΝΕΙΑΚΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

,m/s 0,034m δύναμη φυγόκεντρη μια "αισθάνεται" Γης της
  κίνησηςικής περιστροφςμετέχει τη  πουής παρατηρητΟ

2×

5 

./RmΜ από μικρότερο λίγοείναι   τουβάρος φαινόμενο  τοαλλιώς, ή 2
ΓΓ

 πλάτος,ό γεωγραφικ τομει ελαττώνετα ής περιστροφακτίνα η Επειδή

Πόλο. Βόρειο  τον προςισημερινό  τοναπό
 αστεμετακινούμ καθώςαυξάνεται  βαρύτητας  τηςεπιτάχυνση η

S

N

ΓR

R

Γ
22

Γ

RmωRmω ςφυγόκεντρο η

 άρα και R  REίναι 

<

<
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ΑΔΡΑΝΕΙΑΚA ΣΥΣΤΗΜΑTA 

 m. 101,5Rείναι  ής περιστροφακτίνα η ενώ s,10πΤ
είναι  Ήλιο  τοναπό  γύρωΓης  τηςής περιστροφ της περίοδοςΗ

117 ×=×≈

6 

.m/s106R2Rωaείναι  περιστροφή

  τηναυτήν με σχετίζεται  πουεπιτάχυνση ος κεντρομόλη Επομένως

23-
2

2 ×≈






Τ

==
π

( ) .m/s103
m103

m/s103
R
va

είναι επιτάχυνση ος κεντρομόλη Γαλαξία  του κέντρο τοαπό
  γύρωΉλιου  του κίνησηςικής περιστροφ της περίπτωσηΣτην

210-
20

252

×=
×
×

≈=

αναφοράς. συστήματα αδρανειακά
 θεωρηθούν να μπορούν Γαλαξίας ο ή Σύστημα, Ηλιακό

  τοΓη, η ις,επιταχύνσε ςμεγαλύτερε  πολύ προκαλούνπρόβλημα
  κάποιοσε νενδιαφέρου μας  πουδυνάμειςοι   που περίπτωσηΣτην
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ΜΗ ΑΔΡΑΝΕΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ: ΨΕΥΔΟΔΥΝΑΜΕΙΣ 

:Νεύτωνα  τουνόμος δεύτερος
οισχύει  νωνσυντεταγμέ σύστημα αδρανειακό Σε

7 

m). μάζα σταθερή (για am
dt
pdF 

==

έχουμε a επιτάχυνση μεαι επιταχύνετ  πουαναφοράς σύστημα ένα Σε 0


αναφοράς συστήματος ενουεπιταχυνόμ  τουής παρατηρητο
μετράει   πουεπιτάχυνση η a όπου ),aam(F 0


+=

αναφοράς. συστήματος  του κίνησηενηεπιταχυνόμ στηνοφείλεται 
  πουηψευδοδύναμ μίαείναι  amF όπου ,FFam Δηλαδή, 000


−=+=
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ΨΕΥΔΟΔΥΝΑΜΕΙΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 

,a επιτάχυνση
μεαι επιταχύνετ  που)αυτοκίνητο ή αεροπλάνο (π.χ.
 αναφοράς σύστημα σε μέσα τεθεί ελατήριο  τοΑν

0


8 

Μ

ελατηρίου.  τουσταθερά η C και ισορροπίας θέση  τηναπό ελατηρίου του
 μετατόπιση ηείναι  x όπου -Cx,Fείναι  ελατήριο έναασκεί   πουδύναμη Η =

Μ

0a

:βαρύτητα)  την(αγνοούμεισχύει  σύστημα
  τοαυτό σε ακίνητηείναι   πουΜ μάζα  γιατότε

C
Max 0

000 Ma-CxaM)aaM(F −=⇒=⇒=+=

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ΨΕΥΔΟΔΥΝΑΜΕΙΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 

σύστημα. αδρανειακό  προςως σταθερόςείναι 
  πουάξονα από  γύρω ταχύτητασταθερή μεται περιστρέφε

  πουαναφοράς σύστημα σε μέσα ακίνητη Μ μάζα Έστω

9 

άξονα.  τον προςως θέσης διάνυσμα  τοr
 όπου ,r-ωa ος κεντρομόληείναι  σύστημα

αδρανειακό  προςως σώματος  τουεπιτάχυνση Η
2

0



=

. καλείται  πουrMωF ηψευδοδύναμ μια

δέχεται σώμα  τοσύστημα όμενο περιστρεφ το προςΩς
2

0 ςφυγόκεντρο
=
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ΨΕΥΔΟΔΥΝΑΜΕΙΣ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 

 πτώση.ελεύθερηεκτελεί   πουαςανελκυστήρ Έστω

10 

.zmg δύναμη βαρυτική νδέχεται τη αυτό, σε δεμένο

είναι  δεν αλλά α,ανελκυστήρ στον μέσαείναι   πουσώμα Ένα
∧

−

.zmgzmgF ηψευδοδύναμ μιαδέχεται  Επίσης 0

∧∧

=





−−=



.βαρύτητας) έλλειψη κή(φαινομενι μηδέν
είναι  αανελκυστήρ  τον προςως δύναμη συνολική η Επομένως,
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ΑΠΟΛΥΤΗ ΚΑΙ ΣΧΕΤΙΚΗ ΤΑΧΥΤΗΤΑ 

άλλο.  το προςως ένα  το ταχύτητασταθερή με  κινούνταιπου
 αναφοράς συστήματα  ταόλα σείδιοι οι είναι  Φυσικής νόμοι τηςΟι 

11 

 ταχύτητα.απόλυτη υπάρχει Δεν

μέτρησης. μεθόδους ίδιες  τιςούνχρησιμοποι άλλον  τονπρος
 ως ένας ο  ταχύτητασταθερή με  κινούνται πουές παρατηρητΔύο
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΓΑΛΙΛΑΙΟΥ 
).(S' ''' και (S)  αναφοράς συστήματα αδρανειακά δύο Έστω zyxxyz
12 

x

y

z
x′

y′

z′

 V


.S και S στα μετρούνται χρόνοι πουοι  t t και Έστω ′′

0.tείναι  να 0 t γιαώστε ούτως
 S και S στα ρολογιών  τωνόςσυγχρονισμ γίνει ναΜπορεί 

=′=

′

.συμπίπτουν Ο και Ο νωνσυντεταγμέ
  τωναρχέςοι  0 tότι για ακόμη Έστω

′
=

:μορφή  τηνότε παίρνει τΓαλιλαίου  τουισμόςμετασχηματ Ο
(1).   z  z ,y y  ,tVx x,tt ′=′=′+′=′=

ότι (1)  τηναπό βρίσκουμε  παράγωγοχρονική  τηνΠαίρνοντας

( ) .Vvv :Γενικά V.v
td

tVxd
td

dx
dt
dxv xx


+′=+′=

′
′+′

=
′

==
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΓΑΛΙΛΑΙΟΥ 

(1).   tVrr ,t t:Γαλιλαίου ισμοί τουΜετασχηματ ′+′=′=


13 

(1).  τύπου τουισμούςμετασχηματ με συνδέονται  πουαναφοράς
 συστήματα δύο σε μορφή ίδια  τηνέχουν Φυσικής νόμοι τηςβασικοί Οι 

Lorentz. ισμούςμετασχηματ
 λεγόμενους  τουςαπόανται αντικαθίστ (1)ισμοί μετασχηματοι 
 αςΣχετικότητ  τηςΘεωρία Ειδική στηνότι  δούμε θα Αργότερα
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΓΑΛΙΛΑΙΟΥ 

(1).   tVrr ,t tΓαλιλαίου ισμοί τουΜετασχηματ ′+′=′=


14 

 ,
td
vd

dt
vd και vΔvΔ

:σταθεράV αφού και Vvv βρίσκουμε (1)  τηνAπό

aa ′=⇒
′
′

=′=

=+′=







σώμα. ένα  γιαS και S  τωνςπαρατηρητέ
οι  μετράνε  πουιςεπιταχύνσεοι είναι   και  όπου

′
′aa 

 FaMaMF :όμωςΕίναι ′=′==


. ταχύτητα) τηναπόεξαρτάται  δεν
Μ μάζα ηότι  ακόμη (Υποθέσαμε σταθερή.είναι  V  ταχύτητασχετική

 η εφόσον ίδιεςείναι  ές παρατηρητδύοοι  μετρούν  πουδυνάμειςοι  Άρα

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ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ 

.v και v  ταχύτητεςαρχικέςκαι 
 Μ ,Μ μάζες με σωματίδια ελεύθερα 2 θεωρήσουμε Aς

21

21


15 

:μορφή οιαέχει παρόμ να πρέπει ενέργειας
  τηςδιατήρηση η V  ταχύτητασταθερή με κινείται  πουή παρατηρητΓια



ε,w
2
1w

2
1v

2
1v

2
1

 :έχουμε ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  την΄Από

2
22

2
11

2
22

2
11 ∆+Μ+Μ=Μ+Μ

.w και wείναι   κρούση τηνμετά
  τουςέςοι ταχύτητότι αι και συγκρούοντ σωματίδια ότι τα ΄Εστω

21


 κλπ).θερμική, δυναμική, (π.χ. μορφή άλλη  κάποιασε κινητική
απόαι μετατρέπετ  πουενέργειας  της ποσό τοΔε όπου

( ) ( ) ( ) ( ) ε,w
2
1w

2
1v

2
1v

2
1 2

22
2

11
2

22
2

11 ∆+′Μ+′Μ=′Μ+′Μ

 κρούση. τηνμετά και  πριναναφοράς
 σύστημα  κινούμενοστο εςοι ταχύτητ w και ,w ,v ,v όπου 2121 ′′′′ 



ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ 

(1),   εw
2
1w

2
1v

2
1v

2
1 :Είναι 2

22
2
11

2
22

2
11 ∆+Μ+Μ=Μ+Μ

16 

.Vww και Vww  ,Vvv ,Vvv :ακόμηΕίναι 22112211


+′=+′=+′=+′=

( ) ( ) ( ) ( ) (2).   εw
2
1w

2
1v

2
1v

2
1και 2

22
2

11
2

22
2

11 ∆+′Μ+′Μ=′Μ+′Μ

( ) ( )
.w ,w ,v  γιασχέσεις

 ανάλογες και VVv2vVvVvv :Άρα

212

2
1

2
111

2
1

′′′
+⋅−=−⋅−=′





( ) ( )

( ) ( ) (3)   εVw2w
2
1Vw2w

2
1

Vv2v
2
1Vv2v

2
1

βρίσκουμε (2) στην ώνταςΑντικαθιστ

2
2
221

2
11

2
2
221

2
11

∆+⋅−Μ+⋅−Μ

=⋅−Μ+⋅−Μ




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ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΟΡΜΗΣ 

(1).   εw
2
1w

2
1v

2
1v

2
1Είναι 2

22
2
11

2
22

2
11 ∆+Μ+Μ=Μ+Μ
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( ) ( ) (4).   VwMwΜVvMvΜ

:δίνει (3) η (1),  τηςλόγω ,και τελικά

22112211


⋅+=⋅+

( ) ( )

( ) ( ) (3)   εVw2w
2
1Vw2w

2
1

Vv2v
2
1Vv2v

2
1

2
2
221

2
11

2
2
221

2
11

∆+⋅−Μ+⋅−Μ

=⋅−Μ+⋅−Μ





 ,Vισχύει  να πρέπει (4) η

ότι σημαίνει  νόμων φυσικών  τωναναλλοίωτο To


∀

(5).   wMwΜvMvΜ πρέπει άρα 22112211


+=+

ορμής.  τηςδιατήρηση αρχή ηνεκφράζει τ (5) Η
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 του.μόνο κινείται Β  τοC,  τομεενώνεται Α   τοκρούση
  τηνMετά .Μ και Μ μαζών δύο ασυσσωμάτωμ
 ένα μει συγκρούετα Μ μάζαςΑ  σώμαότι  Έστω

CΒ

Α

ΚΡΟΥΣΗ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 

( ) ( ) (1),   εwM
2
1w

2
1v

2
1v

2
1Είναι 2

ACC
2
B

2
BCCB

2
AA ∆++Μ+Μ=Μ+Μ+Μ AB

18 

Α Β
C

έχουμε V  ταχύτηταμε κινείται  πουαναφοράς σύστημα ένα σε ενώ

( ) ( )( )

( ) ( )( ) (2).     εwM
2
1w

2
1

v
2
1v

2
1

2
ACC

2
B

2
BCCB

2
AA

∆+−+Μ+−Μ

=−Μ+Μ+−Μ

VV

VV

AB

βρίσκουμε (1)  τηνώνταςχρησιμοποι και  τετράγωνα ταταςAναπτύσσον

( ) ( ) ACCABBBCCBAΑ wMMwMvMMvΜ 
++=++

ορμής.  τηςδιατήρησης σχέση  τηνδηλαδή
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ANAKΟΙΝΩΣΕΙΣ 

ΣΕΜΦΕ).  της κτίρια τααπό (ένα Εδρών Γενικών Κτιρίου
  του4 Αμφιθέατρο στο ΣΕΜΦΕ  τηςΤράκα Ν. Καθηγητή Αν. τον

 απόδοθεί  θα διάλεξη Η .σωματιδίων νστοιχειωδώ και νεπιταχυντώ
 περί διάλεξη ωριαία θήσουν, παρακολουνα μπορούνκαι 

θέλουν όσους  γιαδοθεί, θα μαθήματος σημερινού  τουώρα 2η Tην

0 

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΜΗ ΑΔΡΑΝΕΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ: ΨΕΥΔΟΔΥΝΑΜΕΙΣ 

:Νεύτωνα  τουνόμος δεύτερος
οισχύει  νωνσυντεταγμέ σύστημα αδρανειακό Σε

1 

m). μάζα σταθερή (για am
dt
pdF 

==

έχουμε a επιτάχυνση μεαι επιταχύνετ  πουαναφοράς σύστημα ένα Σε 0


αναφοράς συστήματος ενουεπιταχυνόμ  τουής παρατηρητο
μετράει   πουεπιτάχυνση η a όπου ),aam(F 0


+=

αναφοράς. συστήματος  του κίνησηενηεπιταχυνόμ στηνοφείλεται 
  πουηψευδοδύναμ μίαείναι  amF όπου ,FFam Δηλαδή, 000


−=+=
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ΟΧΗΜΑ ΣΕ ΣΤΡΟΦΗ 2 

δυνάμεις. οριζόντιες επιβάτη στονασκούνται  δεν
 γραμμήευθεία σε κινείται όχημα  τοΌταν

ή. παρατηρητακίνητο
  προςως ευθύγραμμα κινείται νασυνεχίσει 

 να ριβή, υπάρχει τδεν αν   τείνει,θα επιβάτης
 ο στροφή, στηνμπαίνει  νααρχίζει  όχημα  τοΚαθώς

δεξιά.  ταωθεί προς  τον πουδύναμη φυγόκεντρο μια
δέχεται επιβάτης ο ,αυτοκίνητο στο μέσα ή παρατηρητΓια

αυτήν. με επαφή σεέρθει  επιβάτης ο  πλέονόταν πόρτας
  τηςαντίδραση  τηναπόίται εξισορροπε ςφυγόκεντρο Η

δεξιά.  τα προς κίνησηεμφανιστεί  προτούφυγόκεντρο ί τηνεξισορροπε
ματος και καθίσεπιβάτη μεταξύ  τριβήη ότητα, πραγματικΣτην
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ΟΧΗΜΑ ΣΕ ΣΤΡΟΦΗ: ΚΛΙΣΗ 

.NWF:είναι  τριβή) την(αγνοώντας  αυτό σεασκείται  που

 δύναμη συνολική η ηφέρει κλίσ  πουστροφή σεστρίβει  όχημα  τοΌταν

tot


+=

3 

θ
MgW =

N

θ

τρF
θcosN

θsinN
στροφής.  τηςτας καμπυλότη κέντρο τοπρος

ται  κατευθύνεαφού ος κεντρομόλως
 δρα  πουδύναμη μία υπάρχει Eπομένως,

.
R

MvNsinθW  και Ncosθ :Είναι
2

== .
Rg
vθtan :Επομένως

2

=

στροφής. δυνατότητα  την τηςμόνη απόπαρέχει 
  κλίσηη R τας καμπυλότηακτίνα και  v ταχύτητανησυγκεκριμέ Για

ος.οδοστρώματ  και τουελαστικών  τωνμεταξύ
 ήι και τριβεμφανίζετα  ταχύτητεςμικρότερες ή ςμεγαλύτερε Για
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ΕΠΙΤΑΧΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΣΤΗΜΑ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

φορτηγό. στο μέσα ής παρατηρητέναςμετράει   τιςαυτές όπως  περίπτωσηκάθε
  την γιαδυνάμεις  τιςΣχεδιάστε .xaa επιτάχυνση σταθερή με (β) .xvv

  ταχύτητασταθερή με (α) : κινείται πλατφόρμαη όταν νήματος  τουΤ  τάσητην
 και  καθώςο, κατακόρυφ τηνμε νήμα  κάνει το πουθ  γωνία τηνΒρείτε σχήμα.

 στοφαίνεται  όπως ρόδες με  πλατφόρμασε θετημένοείναι τοπο σύστημα Το
δοκό. μια σε δεμένοείναι  οποίο  τονήματος άκρο  τοαπό κρέμεται m μάζα Μια

00

∧∧

==


4 

T


W


∧

= xvv

y
x

η.ψευδοδύναμ α και καμμίδυνάμεις ές πραγματικ τιςμόνο
μετράει  ής παρατηρητο επομένως σύστημα), ό(αδρανειακ 0a φορτηγού

  τουαναφοράς σύστημα  τοείναι για  περίπτωση τηναυτήν Σε (α) :ΛΥΣΗ

0 =

 0.TW με ,Τ

 νήματος  του τάσηη και ymgW

  τουβάρος είναι το σώμα
 στοασκούνται   πουδυνάμειςΟι 

=+

=
∧





ο. κατακόρυφ παραμένεινήμα Το
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φορτηγό.. στο μέσα ής παρατηρητέναςμετράει   τιςαυτές όπως  περίπτωσηκάθε
  την γιαδυνάμεις  τιςΣχεδιάστε .xaa επιτάχυνση σταθερή με (β) .xvv

  ταχύτητασταθερή με (α) : κινείται πλατφόρμαη όταν νήματος  τουΤ  τάσητην
 και  καθώςο, κατακόρυφ τηνμε νήμα  κάνει το πουθ  γωνία τηνΒρείτε σχήμα.

 στοφαίνεται  όπως ρόδες με  πλατφόρμασε θετημένοείναι τοπο σύστημα Το
δοκό. μια σε δεμένοείναι  οποίο  τονήματος άκρο  τοαπό κρέμεται m μάζα Μια
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
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∧

= xaa 0

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x

T


W
 0F


θ

.amF ηςψευδοδύναμ μιας

εμφάνιση  τηναποτέλεσμα ωςέχει  xaa επιτάχυνση σταθερή Η (β) :ΛΥΣΗ

00
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



−=

=
∧

ότισημαίνει  δυνάμεων  τωνσηεξισορρόπη η και κατακόρυφο
 τηνμε θ  γωνίασχηματίζει  τώρανήμα To

mg.Τcosθ και maTsinθ 0 ==

/g.a tanθ:Άρα 0=
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.Τ ής περιστροφ περίοδοκαι την
σώματος  του ταχύτητα τηνΒρείτε  κώνου.ενός επιφάνεια τηνδιαγράφει 

να  κλωστήη ώστε ούτως επίπεδο, οριζόντιο σε ται πάνωπεριστρέφε
σώμα To L. μήκους  κλωστήμια από κρέμεται m μάζας σώμα μικρό Ένα

p

6 

θ

gm

T


yT


xT
 r

βρίσκουμε άξονα όρυφο και κατακοριζόντιο σε
 δυνάμεων  τωνανάλυση  τηνΑπό :ΛΥΣΗ

,(2)  
r

mvΤsinθ και (1)   mgTcosθ
2

==

σώματος  του κίνησης κυκλικής της ταχύτηταη  vόπου

rg
v tanθ παίρνουμε(2) και (1)  τιςΑπό

2

=

Lgsinθtanθ vέχουμε Lsinθ,r επειδήκαι ==

g
Lcosθ2π

v
2πrΤ :έχουμε T  περίοδο τηνΓια pp ==



ΑΝΑΚΟΙΝΩ΢Η 0 

Σο μάθημα ηηρ Παπαζκεςήρ 29/10/2010 δεν θα 

ππαγμαηοποιηθεί (για ηο 2ο ημήμα ηηρ Φςζικήρ Ι). 

 

Ανηί για ηο μάθημα θα ςπάπξοςν αςηήν ηην 

Παπαζκεςή 29/10/2010 επιπλέον ώπερ γπαθείος 

μεηαξύ 10:30-12:00 ζηο γπαθείο 311 ηος κηιπίος 

Φςζικήρ. 
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ΔΠΙΣΑΥΤΝΟΜΔΝΟ ΢Τ΢ΣΗΜΑ: ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 

νρήκαηνο.θαη 

Α  κεηαμύ  ηξηβήοοζπληειεζηή νΓίλεηαη   πέθηεη;λα ρσξίο νρήκαηνο  ηνπκέξνο

 εκπξόζζην ζην κέλν πξνζθνιιε παξακέλεηλα m κάδαοΑ  ζώκα  ηνώζηε νύησο

ζρήκαηνο  ηνπόρεκα έρεη ην λα πξέπεη   πνπεπηηάρπλζε ειάρηζηε εείλαη  Πνηα

1 

xaa 0



y

x

Α ζην ηαη πάλσαλαπηύζζνλ όρεκα ζην  πάλσή παξαηεξεηηα :ΛΥ΢Η

A

.amF εςεπδνδύλακ ε θαη F  ηξηβήε ,Ν αληίδξαζε  θάζεηεε ,W βάξνο ην 0ηξ



mg.F θαη maΝ πξέπεη ζώκα ηνηζνξξνπεί  λα Γηα ηξ0

.
κ

g
amgκma βξίζθνπκε κΝ,F Eπεηδή 00ηξ

ζώκα.  πέθηεη ηνκελ λα  γηαεπηηάρπλζε ειάρηζηε εείλαη  πηή

W


ηξF


N


0F

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ΚΙΝΗ΢Η ΢Δ ΜΑΓΝΗΣΙΚΟ ΚΑΙ ΗΛΔΚΣΡΙΚΟ ΠΔΓΙΟ 

αθίλεην.είλαη   πξσηόλην ην0 tόηη γηα Υπνζέηνπκε .zBB θαη xEE

  πεδίνκαγλεηηθό θαη ειεθηξηθό ζε κέζα  πξσηνλίνπ θίλεζε ηελΠεξηγξάςηε



2 

BveEeF :Eίλαη


.(4)   
B

E
E

Mσ

e
 θαη v(3)  0v

 εείλαη  (2)-(1)  ησλιύζε (εηδηθή) Mία

c

yx

x

y

z

E


B


.v θαη vv  vέρνπκε (4) θαη (3)  ηηοαπό

δίλεηαη  πνπ ηαρύηεηακε θηλείηαη  πνπS αλαθνξάο ζύζηεκα  ηνΓηα

yyxx

(2)   vσv θαη (1)   vσE
M

e
v

)
M

eB
(σ βξίζθνπκε Β θαη Δ δνζέληα  ηαγηα

xcyycx

c





.(6)   vσv θαη (5)  vσv:Eπνκέλσο xcyycx

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 θίλεζε. ηελΠεξηγξάςηε

 .zBB  πεδίνκαγλεηηθό θαη xEE  πεδίνειεθηξηθό ζε κέζα  πξσηόληνΈζησ


3 

x

y

z

E


B


.(6)   vσv θαη (5)  vσv xcyycx


:ιύζεηο η ηηοεπηδέρνληα (6) θαη (5) εμηζώζεηοΟη 

.(8)t   σcos
B

E
v (7),t   σsin

B

E
v cycx

.
eB

ME

σ

v
r θαη 

B

E
  v κε θίλεζε

  θπθιηθήνκαιή έρνπκε S ΢ην

2

c

   θίλεζεο.νκαιήο οεπζύγξακκε θαη  θπθιηθήοζπλδπαζκό έλαλεθηειεί 

ζσκαηίδην  ηνS ζύζηεκα ζηνόηη   πξνθύπηεη(8) (7), (4), (3), ζρέζεηο  ηηοΑπό

 :βξίζθνπκε (8) θαη (7)  ηηοληαοΟινθιεξώλν

tsinσtσry   ,tcosσ1rx ccc
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ΠΔΡΙ΢ΣΡΔΦΟΜΔΝΟ ΢Τ΢ΣΗΜΑ 

Ο. αξρή  θνηλήκε R θαη S αλαθνξάο ζπζηήκαηα δύν Έζησ

4 

σ.  ηαρύηεηα γσληαθήκε n άμνλα ζηαζεξό από γύξσ

εηαη πεξηζηξέθR  ηνελώ αθίλεην,είλαη  S όηη ην αθόκε Έζησ

ζώκαηνο.  ηνπζέζεο δηάλπζκα είλαη ην r όπνπ

(1),   rσVείλαη  ζπζηήκαηα δύν ζηα θαη αθίλεην

είλαη  πνπζώκαηνο S  πξνοσο V  ηαρύηεηαε  ηόηε,nσσ Aλ

S

S







(2).   rσVV

 ηόηεR,  πξνοσο V  ηαρύηεηακίαέρεη  ζώκα  ηνAλ

RS

R




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(2).   rσVV RS



βξίζθνπκε 
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Vd
a θαη 
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R
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
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
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R
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
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



.Vσa
dt

Vd
 όκσοίλαη RR

S

R




.rσσVσ2aa :Οπόηε RRS


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Γε.  ηελ πξνοσο ζώκαηνο  ηνπεπηηάρπλζε  θαη ηελ ηαρύηεηαηελ

 Υπνινγίζηε ήο. πεξηζηξνθάμνλα  ηνλαπό καθξηά θαη απηήλ  πξνοσο

 V  ηαρύηεηακε ξάβδν ζηελ πάλσ θηλείηαη ΢ώκα άμνλα. θαηαθόξπθν

 από  γύξσσ  ηαρύηεηα γσληαθήκεεηαη  πεξηζηξέθξάβδνο Oξηδόληηα

x
y

z

ζ

σ


V

.sinσtxy cosσt  θαηxEίλαη x :ΛΥ΢Η

x

y

z

(1)sinσt   xσcosσtV
dt

dx
V :Άξα x

(2).σt   cosxσσtsinV
dt

dy
Vθαη y

 παξαπάλσ.δώζακε  πνπrσVV ζρέζε θήδηαλπζκαηη εηζρύεη  Άξα


,sinσtxcosσt,xr ,zσσ :Aθόκε


.VsinσtVcosσt,V :όκσοΔίλαη 


sinσtxσxcosσtxσysinσtyycosσtxxzσrσ :άξαθαη 

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Γε.  ηελ πξνοσο ζώκαηνο  ηνπεπηηάρπλζε  θαη ηελ ηαρύηεηαηελ

 Υπνινγίζηε ήο. πεξηζηξνθάμνλα  ηνλαπό καθξηά θαη απηήλ  πξνοσο

 V  ηαρύηεηακε ξάβδν ζηελ πάλσ θηλείηαη ΢ώκα άμνλα. θαηαθόξπθν

 από  γύξσσ  ηαρύηεηα γσληαθήκεεηαη  πεξηζηξέθξάβδνο Oξηδόληηα
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rσσVσ2aa :Eίλαη RRS
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.εκηζθαίξην βόξεην ζην πέθηεη  πνπζώκα γηα
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
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W

N

S

E

.comanimations-physics
Ηκηζθαίξην Νόηην

vσ2 FCoriolis



A

B

C

D

F

G

ι.  πιάηνοό γεσγξαθηθζε θαηαθόξπθα

 θξέκεηαη  πνπεθθξεκέο κεγάιν Έζησ
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W

N

S

E

Πίεζε) (Χακειή

 Πεδίν όΒαξνκεηξηθ Χακειό

CoriolisF  ηεοΔπίδξαζε


CoriolisF ρσξίο αέξα Ρνή




ΣΑΥΤΣΗΣΑ ΦΩΣΟ΢ 

 θπκάησλ.λεηηθώλειεθηξνκαγ

κεηάδνζεο  ηαρύηεηαεείλαη  c θσηόο  ηνπ ηαρύηεηαΗ

11 

ρώξν. ειεύζεξν ζηνλ

 ζήκαηνο κεηάδνζεο  ηαρύηεηακέγηζηε εείλαη 

 m/s 102,997c θσηόο  ηνπ ηαρύηεηαΗ 8

θσηόο.  ηνπ πεγήοηεο

  θίλεζεοζρεηηθήο  ηεοοαλεμαξηήησ αλαθνξάο,

 ζπζηήκαηα αδξαλεηαθά  ηαόια ζε ίδηα εείλαη 

θσο η ηνκεηαδίδεηα νπνία  ηελκε  ηαρύηεηαH

Λ. Σζέηζεπηρ, 2ο Σμήμα, Φςζική Ι (2010), ΔΜΠ-΢ΗΜΜΤ 



ΠΔΙΡΑΜΑ MICHELSON-MORLEY 12 

ζπκβνιήοKξνζζνί 

θσηόο

Πεγή Φαθόο

2Μ Κάηνπηξν

1Μ
3Μ

αηζέξα.  ηνπζύζηεκα αδξαλεηαθό ζην κόλν c ήηαλόηη  ππνηίζεηαη

 θσηόο  ηνπ ηαρύηεηαΗ αηζέξα.  ηνπκέζνπ, ελόο ηο ηαιαληώζεσο

δηαδίδεηαη θσο όηη ην  ππόζεζεε  ππήξρεαηώλα 19  ηνπ ηέιεΜέρξη ηα νπ

αηζέξα.  ηνλ πξνοσο Γεο

  ηεο θίλεζεεειεγρζεί  λα  γηαέγηλε

Morley -Michelson  ησλ πείξακαTo
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συμβολήςKροσσοί 

φωτός
Πηγή Φακός

2Μ Κάτοπτρο

1Μ
3Μ

αιθέρα.  τουσύστημα αδρανειακό στο μόνο c ήτανότι  υποτίθεται
 φωτός  του ταχύτηταΗ αιθέρα.  τουμέσου, ενός ις ταλαντώσεως

διαδίδεται φως ότι το  υπόθεσηη  υπήρχεαιώνα 19  του τέληΜέχρι τα ου

αιθέρα.  τον προςως Γης
  της κίνησηηελεγχθεί  να  γιαέγινε

Morley -Michelson  των πείραμαTo
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D
. ακόμηΕίναι 222 lDx =+ll

x x1M

2M

.2και2ίναι  :αιθέρα
  τον προςως ακίνητος ςΠαρατηρητή

1212 VΔtx cΔtl ==Ε
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







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−
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2

2212 2
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c
V

c
D

Vc
Dt

.Μ στο  και πίσωΜ στο Μ
  τοαπό φως  πάει τονα  γιαχρόνος :

121

12Δt

αιθέρα.  τον προςως
 ακίνητηείναι  διάταξη η Αν

αιθέρα.  τον προςως V
  ταχύτηταμε κινείται διάταξη η Αν

). ταχυτήτων(σύνθεση Γαλιλαίου ισμοί τουμετασχηματοι 
 ισχύουνότι είναι  ανάλυση  παρακάτωστην  παραδοχήBασική
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:αιθέρα)  τον προςως V  ταχύτηταμε
(κινείται Γη στην  πάνωςΠαρατηρητή

( ) 2

2

1213 c
VD ΔtΔtcL:L δρόμων οπτικών ιαφορά =−≡∆

1M
3M

Vc ταχύτητα −Vc ταχύτητα +

 V).(c Vc ηταέχει ταχύτ (αριστερά)
 δεξιά  ταπρος κινείται φως  τοΌταν

+−

Vc
DΤείναι  Μ στο Μ  τοαπό πάει να  γιαχρόνος ο Άρα 31 −

=

.
Vc

DΤ Μ στο επιστρέψει να και για 1 +
=′









+≈

−
=′+= 2

2

2213 c
V12D

Vc
c2DTTΔt χρόνος συνολικός O









+≈

−
=∆ 2

2

2212 c
V

2
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c
2D

Vc
2D :ακόμηEίναι t
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συμβολήςKροσσοί 

2

2

c
VDL =

2

2

c
VD L −=′

.
c
VD2ΔL δρόμων οπτικών διαφοράς μεταβολήυπάρχει 2

2

=

V


ο90 εται κατά περιστρέφδιάταξη ηότι  Έστω

)90  κατάδιάταξης  τηςή περιστροφτην
μετά και (πριν ν πειραμάτωδύο  τωνΜεταξύ

ο

νται.μετατοπίζο να πρέπει συμβολής οι κροσσοί Άρα,

1M
3M

2M
1M

3M

2M
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συμβολήςKροσσοί 

ότητα. πραγματικστηννται μετατοπίζο ΔΕΝ συμβολής Oι κροσσοί
θούν! τροποποιηνα πρέπει Γαλιλαίου ισμοί τουμετασχηματΟι 

ας.Σχετικότητ  τηςΘεωρία Ειδική  στην οδηγούν μας  πουLorentz,
 αυτοί τουείναι ισμοί μετασχηματλοι οι κατάλληότι  δούμε Θα
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συμβολήςKροσσοί 

Γης)  τηςαυτό σε και (άρα αναφοράς σύστημα
 κάθεσε σταθερήείναι  φωτός  του ταχύτηταηότι  δεχτούμε Εάν

συμβολής.  κροσσώνςμετατόπιση απουσία η εύκολαεξηγείται  τότε

διάταξης. κής πειραματι τηςβραχίονες δύο  τους και για2 διάστημα

χρονικό ίσο χρειάζεται φως  τοΓη στην  πάνωή παρατηρητΓια

c
D
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E ομογενούς Περιοχή


) ταχύτητας(μέτρηση 0E =


Al ςΘερμοζεύγο

ενέργειας
(μέτρηση) Εναπόθεση

νηλεκτρονίω Δέσμη

Kινητική Ενέργεια (ΜeV) 

v2
 (x

 1
01

6  m
2 /s

2 )
 

9

42 c.είναι   ταχύτηταδυνατή μέγιστη Η

α!απεριόρισταυξηθεί  ναμπορεί  δεν
  ταχύτηταηότι ι αποδεικνύε  πείραμαΤο

Νεύτωνα νόμωνΒάσει 
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Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΓΑΛΙΛΑΙΟΥ ΑΠΟΤΥΓΧΑΝΕΙ  

αναφοράς. συστήματα  ταόλα σε
 c  ταχύτηταίδια  τηνμε  κενόστο διαδίδεται φως To

8 

αναφοράς. συστήματα αδρανειακά  ταόλα για
ίδιοιοι είναι  Φυσικής νόμοι τηςβασικοί 

Οι ομογενής. και ισότροποςείναι  χώρος Ο
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LORENTZ 

(1)   . :εξίσωση  t τηνστιγμή την υπακούει μέτωπο σφαιρικό

  το0, tστιγμή  τηνφωςεκπέμπει  αξόνων  τωναρχή στην  πηγήμία Aν
22222

0

tczyx =++

=
9 

x

y

z
x′

y′

z′

 V


(2)   . :ισχύει να πρέπει )z,y,x(S  τουή παρατηρητια 22222 tczyx ′=′+′+′′′′≡′Γ

Γαλιλαίου  τουισμούςμετασχηματ  τουςεεφαρμόσουμ Αν

)1(
2222222 2 ⇔=+++− tczytVVxtx

Γαλιλαίου. ισμοί τουμετασχηματοι  ισχύουν αν
α ταυτόχροναληθεύουν να μπορούν δεν (2) και (1)οι ότι  Bλέπουμε

μορφή. αλλάξουν να αναφοράς συστημάτων μεταξύισμοί μετασχηματοι 
 πρέπειθα κά πειραματιαληθεύουν (2) και (1)οι  όμως Εφόσον

),,,( zzyyVtxxtt =′=′−=′=′ (2)  τηναπό παίρνουμε

x/t.2V ή 0222
)1(

==⇔=⇔ VVxttV

 Ο.  τοαπό εκπέμπεται  που κύμασφαιρικό
βλέπει  να πρέπει S στο ής παρατηρητοKαι 

 S.  τομε Ο αξόνων αρχή έχει κοινή 0t στιγμή
 χρονική  την πουS σύστημα  κινούμενοΈστω

0 =′
′



ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟI LORENTZ 

.(4)     ,(3)     ,(2)     ,(1)   txtzzyytxx ηδεα +=′=′=′+=′

10 

 τονεδοκιμάσουμ ας Γαλιλαίου  τουισμόμετασχηματ  τονΑντί για

(5)   .:Επομένως
ηδ
εα

ηδ
εα

+
+

=
+
+

=
′
′

dtdx
dtdx

dtdx
dtdx

td
xd

. και  :Είναι dtdxtddtdxxd ηδεα +=′+=′

(7).   0 έχουμε S στο ακίνητο σώμα  γιαενώ =+′ εαV

(6),   :(5)  τηναπό έχουμε S στο ακίνητο σώμα Για
η
ε

=−V

(8).    Άρα ηα =

( ) ( ) ( ) (9).   22 22222222222 tczyxtcxc εαδααεδα −=++−+−

:μορφή ην παίρνει τS στο
 κύματοςσφαιρικού εξίσωση η (8)  τηνώνταςXρησιμοποι

′
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟI LORENTZ 
( ) ( ) ( ) (9).   22 22222222222 tczyxtcxc εαδααεδα −=++−+−

11 

.(10)    :ακόμηΕίναι 22222 tczyx =++

 πρέπει,,, (10) και (9)οι  ισχύουν να Για tzyx∀

(13).    (12),   022 (11),   1 22222222 cccc =−=−=− εαδααεδα

(15).   
1

 και (14)   
1

1 :δίνει (13) η  Eπειδή
2222 cV

V
cV

V
−

−
=

−
=−= εααε

(17).   
1

1 και (16)   
1

 βρίσκουμε Ακόμη
2222

2

cVcV
Vc

−
=

−

−
= ηδ

οείναι  Lorentz) τισμός(μετασχημα ισμόςμετασχηματ νέος ο Άρα

( ) (21).   
1

  ,(20)     ,(19)     ,(18)   
1 22

2

22 cV
xcVttzzyy

cV
Vtxx

−

−
=′=′=′

−

−
=′
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LORENTZ 

( ) (21).   
1

  ,(20)     ,(19)     ,(18)   
1 22

2

22 cV
xcVttzzyy

cV
Vtxx

−

−
=′=′=′

−

−
=′

12 

 γράφεταιLorentz ισμόςμετασχηματ ο  τότε
1

1  και  θέσουμε Αν
2β

γβ
−

≡≡
c
V

( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′

c
xttzzyyctxx βγβγ

έχουμε ισμόμετασχηματ αντίστροφο  τονΓια

( ) (23).      , z ,  , 





 ′

+′=′=′=′+′=
c
xttzyytcxx βγβγ
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ΣΥΣΤΟΛΗ ΜΗΚΟΥΣ 

ακίνητη.είναι  ράβδος η οποίο στο μέσα S αναφοράς
σύστημα σε ή παρατηρητ γιαL μήκους ράβδος Έστω 0

13 

x

y

z
x′

y′

z′

 V
 ράβδου.  τηςηρεμίας μήκος ονομάζεται L μήκος Το 0

μήκος; ομετρηθεί τ ναμπορεί  Πως

 ,Lείναι  στιγμή χρονική δεδομένη Για 120 -xx=

.t   τηνράβδου  τηςάκρα δύο στα S του
ές παρατηρητέχουν  που και   τααπό  προκύπτειS σύστημα

 κινούμενο γιαράβδου  τηςL μήκος  το τρόπο,ίδιο  τονΚατά

21

′′
′′′

κή στιγμήίδια χρονι
xx

ράβδου  της πέρατος και τουαρχής  τηςνεςσυντεταγμέοι είναι   και  όπου 21 xx

ρολόγια). ένασυγχρονισμ (με t στιγμή κάποια
 S  τουές παρατηρηταπό μετρούνται όπως
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έχουμε Γαλιλαίου  τουισμόμετασχηματ  τονπόΑ

).Fitzgerald-Lorentz (συστολή μήκους  τουΣυστολή

 κινείται.ράβδος η οποίο  το προςως αναφοράς σύστημα
στο μικρότεροείναι  ράβδου  τηςμήκος  τοηλαδή∆

( ) .1 αλλιώς ή  :Επομένως 2
0012120 βγγγ −===′−′=−≡ LLLLxxxxL

( ) ( ) ( ). και 12222111

21

tVxtVxxtVxx
tt

′+′=′+′=′+′=
′=′

( ) . :Επομένως 12120 LxxxxL =′−′=−≡

μήκος. ίδιο  τοβρίσκουν S και S στα ητέςοι παρατηρ ηλαδή ′∆

:έχουμε Lorentz ισμόμετασχηματ  τονπόΑ

( ) ( ) ( ). και 12222111

21

tVxtVxxtVxx
tt

′+′=′+′=′+′=
′=′

γγγ
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έχουμε Γαλιλαίου  τουισμόμετασχηματ  τονπόΑ

μήκους.  τουΣυστολή

 κινείται.ράβδος η οποίο  το προςως αναφοράς σύστημα
στο μικρότεροείναι  ράβδου  τηςμήκος  τοηλαδή∆

( ) .1 αλλιώς ή  :Επομένως 2
0012120 βγγγ −===′−′=−≡ LLLLxxxxL

( ) ( ) ( ). και 12222111

21

tVxtVxxtVxx
tt

′+′=′+′=′+′=
′=′

( ) . :Επομένως 12120 LxxxxL =′−′=−≡

μήκος. ίδιο  τοβρίσκουν S και S στα ητέςοι παρατηρ ηλαδή ′∆

:έχουμε Lorentz ισμόμετασχηματ  τονπόΑ

( ) ( ) ( ). και 12222111

21

tVxtVxxtVxx
tt

′+′=′+′=′+′=
′=′

γγγ
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ΣΥΣΤΟΛΗ ΜΗΚΟΥΣ 2 

( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′

c
xttzzyyctxx βγβγ

.0  για με  μήκους  τουσυστολή  την γιαμέτρηση Στην =′∆′ tΔxxΔ
.0  για με  εσυγκρίνουμ πείραμα""  παραπάνω τοΓια =∆′ tΔxxΔ

συμβαίνει;Τι  μήκους.  τουσυστολής  τηςαυτό απόδιαφέρει  αποτέλεσμα Το

. :Επομένως 012 LxxxΔ γ=′−′=′

( ) ( ) .0 και 000 0021 LcLxcx γβγβγ =−=′=−=′

 .S  τουές παρατηρηταπόι λαμβάνοντα  πουδέσμες φωτεινές 0 tστιγμή
 χρονική ι τηνεκπέμποντα S στοηρεμεί   πουράβδου  τηςάκρα  τααπόότι  Έστω

0 ′=

:άκρων  τωννεςσυντεταγμέ  τις γιαμετρούν S  τουητέςοι παρατηρ τότε ′

,S  και τουS  και τουαξόνων  τωναρχές
 στιςβρίσκεται  ράβδου  τηςαρχή η 0 tότι για ε υποθέσουμΑν 0

′
=
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( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′

c
xttzzyyctxx βγβγ

, και ότι   προκύπτεισχέσεις  τιςαυτές Από zzyy ∆=′∆∆=′∆

αναφοράς. συστημάτων ναδρανειακώ
 δύο  των ταχύτηταςσχετικής διεύθυνση στην τεςείναι κάθε

  πουδιαστάσεις  τις γιαμήκους συστολή υπάρχει δεν αλλιώς ή
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( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′

c
xttzzyyctxx βγβγ

ΔΙΑΣΤΟΛΗ ΧΡΟΝΟΥ 4 

x

y

z
x′

y′

z′

 V


1t

2t

1t′

2t′

 S. αναφοράς σύστημα στο ακίνητος
  παραμένει πουλαμπτήρας Έστω

S),  τουρατηρητήςμετράει πα χρόνοι πουοι 
  και t t(όπου  και t tστιγμές χρονικές

 σβήνει τις ανάβει και λαμπτήρας ο Αν

2121

λαμπτήρα).  τοναπό φωτός εκπομπής (της
  γεγονότος τουηρεμίας χρόνο oρίζει τον t-t τδιαφορά η τότε 12≡

:ισχύει οποίους  τους για και  χρόνουςμετράει  S  τουςΠαρατηρητή 21 tt ′′′

.   και 1
11

2
22 






 −=′






 −=′

c
xtt

c
xtt βγβγ
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ΔΙΑΣΤΟΛΗ ΧΡΟΝΟΥ 5 

S),  το προς(ως  τδιάστημα χρονικόδιαρκεί  και S αναφοράς
συστήματος ενός θέση νη καθορισμέσεσυμβαίνει   που γεγονόςΈνα

(3)   .   και (2)   1
11

2
22 






 −=′






 −=′

c
xtt

c
xtt βγβγ

:δίνουν (3) και (2)οι  , Eπειδή 21 xx = ( ) (4)   .
1

 
21212

β
τγτγ
−

==−=′−′ tttt

.S σύστημα  κινούμενοσε ή παρατηρητγια
 τγτtΔ διάστημα μεγαλύτεροδιαρκεί 
′

>=′

χρόνου.  τουδιαστολή ονομάζεται αυτό φαινόμενο To
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( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′

c
xttzzyyctxx βγβγ

L

ll

x x1M

2M

L
.2 :Μ στο  και πίσωΜ στο Μ  τοαπό φως

  πάει τονα  γιαS  τουρατηρητήςμετράει πα  πουΧρόνος

121 cL=τ

. κινούνταινα Μ και Μ βλέπει τα
 S συστήματος υ κινούμενο τουςΠαρατηρητή

21

′

( ) ,222 μήκος S στοδιανύει  φως Το 22 tctVLl ′=′+=′

( )[ ] ( ) ⇒′=′





+






⇒′=′+ 22

22
222 224 Eπομένως tt

c
V

c
LtctVL

( ).   ,
1 2

cVt ≡
−

=′⇒ β
β

τ

.S  τουής παρατηρητφαινόμενο  τοαμετράει γι  πουχρόνος οείναι   όπου ′′t
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ΧΡΟΝΟΣ ΗΜΙΣΕΙΑΣ ΖΩΗΣ 

οντότητες. ςμετασταθείείναι 
 σωματιδίων νστοιχειωδώ  τωνα πλειοψηφίμεγάλη H

7 

σωματίδια. άλλα  κάποιασε διασπώνται τους
  παραγωγή τηναπό διάστημα χρονικό  κάποιοαπό Μετά

ηρεμία. σε  παραμένεισωματίδιο  τοοποίο στο αναφοράς
 σύστημα στο είναι τ διάστημα χρονικό  τοαυτόότι  Έστω

.σωματιδίου  τουζωής χρόνος ονομάζεται  τχρόνος ο Αυτός
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s.102,5είναι   πμεσόνιο  για τχρόνος μέσος ο α, παράδειγμΓια -8×+

8 

,90,0  ταχύτηταμε κινείται  πμεσόνιο ότι το ε υποθέσουμAν =+ β

ής παρατηρητακίνητοςμετράει   πουζωής χρόνος ο τότε

ό. υπολογισμκόσχετικιστι μη από  κανείς περίμενεθα  πουαυτό από
διάστημα χωρικό μεγαλύτεροδιανύει  να σωματίδιο  τοαποτέλεσμα

ωςέχει  υεργαστηρίο  τουσύστημα στο ζωής χρόνος ςμεγαλύτερο Ο

.107,5
1

είναι  υ)εργαστηρίο  του(σύστημα 8

2
sτ −×≈

−
=′

β
τ
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( ) (22).      ,  ,  , 





 −=′=′=′−=′
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ΔΙΑΣΤΟΛΗ ΣΥΜΠΑΝΤΟΣ – ΣΤΑΘΕΡΑ HUBBLE 3 

μας.  πλανήτη τοαπόr  τους
απόστασής  τηςανάλογεςείναι  Γη  τηναπόνται απομακρύνο
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(1)Hr   Eίναι v =

s.102,3  τιμήεμπειρική με Hubble  τουσταθερά ηείναι  H -18×

χρόνια. 1013,8Η1 :)Σύμπαντος" ηλικία(" Hubble Χρόνος 9×≈
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 .2cu  ταχύτηταΑ,  το προςως σχετική, με πύραυλος
 Β  τοι προςεκτοξεύεταΑ   τοαπό και ,αντίστοιχα , και 0 σημεία

 στα Π  τον προςως βρίσκονται ΒΑ και   τωνάκρα ρα πλησιέστε ταΠ,  τον προςως
 0, tστιγμή Την Π. ή παρατηρηταδρανειακό  προςως 4c v ταχύτητεςαντίθετες

 και ίσες με , άξονα  τουμήκος  κατά κινούνταιΒΑ και  οιαδιαστημόπλ ίδια Δύο
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 στιγμή  τηνΒΑ και   τωναπόσταση Η δ) . στιγμή  τηνΠ,  τον προςως Β,Α και 

  τωναπόσταση Η  γ)Π,  τον προςως  πυραύλων,δύο  τωνδετέρωσηςαλληλοεξου
  στιγμή χρονική η και σημείο Το β) ς,εκτοξεύσει δύο στις ανάμεσαμεσολαβεί 

  πουΠ,  τον προςως διάστημα, χρονικό Το α):ούν υπολογιστΝα
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 καθέτου;μεγάλης  τηςη κατεύθυνσ την κατάc 0,95 ταχύτητα
 με  τουμπροστά από περνάει οιοδιαστημόπλ  τοόταν ςπαρατηρητή

 ακίνητοςβλέπει  σχήμαΤι  .αντίστοιχα m, 25 και m 50 ηρεμίας μήκους
  πλευρές κάθετεςμε  τριγώνουορθογώνιου σχήμαέχει  ιοιαστημόπλο∆
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( ),0vv 0=


V


Σ

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) .1
ότι  δείξτε δ), ισχύει το Aν ε) . στιγμή  κάποιαστόχο  τονσυναντά

 σφαίρα η αν ,  τα υπακούουν πουσχέσεις  τιςΓράψτε δ)  αξόνων).  τωναρχή
 ωςΑ   το(θεωρώντας σφαίρας  της,  ταΒρείτε  γ)χρόνου.  τουσυνάρτηση ως

 σφαίρας  της και   τιςΒρείτε β) σφαίρας.  της κίνησηςεξίσωση κήδιανυσματι τη
 Γράψτε α) ).0(  :είναι σφαίρα, στη μόνοεπενεργεί   πουαέρα,  τουαντίσταση

 Η .0t α ταυτόχρονξεκινούν σφαίρα η και Σ στόχος Ο Α.  τοαπόh  απόσταση
 η κατακόρυφσε και oριζόντια ,0vV  ταχύτηταμε κινείται  πουΣ στόχοπετύχει 

 να σκοπό με ,0vv  ταχύτηταμε οριζόντιαβάλλεται  σφαίραΑ  σημείο  τοAπό

01
00

1

0

vvmg
khtt

tytx
tytx

vv
kvk

yx

−
=

>−
=

=

=







A

ος). προβλήματτου
ζητούμενα αποτελούν δεν  που(ων)μεταβλητής απαλοιφή

 τηνμε σχετικά μαθήματος  του παράδοσηστην είπαμετι 
θυμηθείτε :(Σημείωση ..δυνάμεις..  τιςόλες γνωρίζουμε
 όταν  κίνησηςεξίσωση κήδιανυσματι δίνει την

 μας  πουΝεύτωνα  τουνόμο 2  τονούμεΧρησιμοποι ο
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νες).συντεταγμέ  πολικέςείστεΧρησιμοποι
:(Σημείωση φ  γωνίας τηςσυνάρτηση ως σφαίρα στην τοίχωμα

ό κυλινδρικασκεί το  πουδύναμη  τηνβρείτε Nα R. ακτίνας κοιλότητα
ικήημικυλινδρ σε  τριβέςχωρίς ολισθαίνει να ξεκινά m μάζας σφαίρα Mικρή

R
φ

W


N


. κίνηση...κυκλική
εκτελεί  σώμα ότι το  υπόψινλαμβάνουμε και σώμα

στοασκούνται   πουδυνάμεις  τιςεΣχεδιάζουμ
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επίπεδο.  κεκλιμένοστο ολοκλήρου εξ πιαβρίσκεται  όταν αλυσίδα ηαποκτήσει 
έχει   που ταχύτητα τηνβρείτε  τριβές υπάρχουνδεν Αν φ.  γωνίαςεπίπεδο

  κεκλιμένοσεβρίσκεται  να  xμήκους  της τμήμα0 tστιγμή χρονική  τηώστε
έτσι θετημένηείναι τοπο Μ μάζας και L μήκους συνολικού αλυσίδα Oμογενής

0=

( )

έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2 τον
 από  τότεεπίπεδο,  κεκλιμένοστο  πάνω στιγμή χρονική

 τηνβρίσκεται   πουαλυσίδας  τηςμάζα η  Αν

ο

t
tm

φ ( ) .
dt
dvΜφsin =gtm
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 κίνησης. τηςεξισώσεων διαφορικών  τωνεπίλυση
 τηνχωρίς  κίνησης τηςτικώνχαρακτηρισ σμό προσδιοριστον

βοηθούν αφού δυνάμεων, επίδραση  την υπόσώματος ενός κίνησης
 της πρόβλημα τοφορές  πολλέςαπλοποιούν στροφορμή, ηκαι 

ορμή η ενέργεια, η όπως μεγεθών, φυσικών διατήρησηςνόμοι Oι 

.συστήματος  τουενέργεια ονομάζεται
 που ποσότηταμίαι διατηρείτα χρόνο,  τοναπό άμεσα εξαρτώνται

δεν άσειςαλληλεπιδροι  οποίο  το γιασωμάτων σύστημα ένα Σε

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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δύναμης. μιας έργου  τουέννοια
 τηνμε ησυνυφασμέν άμεσαείναι  ενέργεια η Μηχανική Στην

( ). : θέση σε  θέση από
σώματος μετακίνηση  την κατάF δύναμη παράγει  W πουΈργο

00 y-yFWyy ≡

( )

F. δύναμης  της πεδίου τουλόγω 2 στο 1  τοαπό
ενέργειας δυναμικής  τηςμεταβολή η  Uόπου

, U:ακόμηEίναι 2

1
21 ∫−≡−= →

y

y
dyyFW ( ) . α γενικότερή 2

1
21 ∫≡→

y

y
dyyFW

( ) .  :Eπομένως
dy
dUyF −=

.επιφάνεια) στην ενέργεια μηδενική ας(υποθέτοντ σώμα το
βρίσκεται  που ύψοςh το όπου ,είναι U Γης  της πεδίοβαρυτικό

 ομογενές στο μέσα Μ μάζας ενέργεια δυναμική Η :Παράδειγμα
ghΜ=

σώματος.  τουενέργεια κινητική

  τηνv
2
1Κ με ενέργεια), (ολική σταθεράMghMgyv

2
1

ισχύειy   ύψοςενδιάμεση εοποιοδήποτ σε και σώματος  πτώση τηνΚατά

22 Μ===+Μ
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.rΔF W:σχέση  τηναπόδίνεται  rΔ μετατόπιση

  την κατάF δύναμη σταθερή μία παράγει  W πουέργο  τοδιαστάσεις 3 Στις




⋅=

δύναμης. μιας έργου  τουέννοια
 τηνμε ησυνυφασμέν άμεσαείναι  ενέργεια η Μηχανική Στην

( ). : θέση σε  θέση από
σώματος μετακίνηση  την κατάF δύναμη παράγει  W πουΈργο

00 y-yFWyy ≡

( ) . α γενικότερή 2

1
21 ∫≡→

y

y
dyyFW

:σχέση  τηναπόδίνεται  W έργο  τοθέση  τηνμεαι μεταβάλλετ δύναμη η Aν

( ) ( ) ,lim
0 ∫∑ ⋅=∆⋅=

→∆

B

Aj

r

rj
j

jr
rdrFrrFW







.ολοκλήρωμα οεπικαμπύλι ή  γραμμικόένα από δηλαδή
Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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C.  τηςτμήμα
 ένα  για,αντίστοιχα  πέρας, και τοαρχή η

είναι  ),(  Β και ),( Α ότι  ακόμη
 Έστω  xy.επίπεδο στο C  καμπύληΈστω

2211 baba ==

( ) ( )

( ) ( ) .,,Ι άθροισμα το

 μεσχηματίσου να μπορούμε , και , ςσυναρτήσει δύο Για

1
C kkk

n

k
kkk yQxP

yxQyxP

∆+∆=∑
=

ηξηξ

x

y

A

B

C
1−ny

1x kx 1−nx

1yky

1a

1b

( )
( ) ς.διαστήματο   τουμέσο στο , σημεία

  ταορίζουμε και , σημείων των
 μέσω διαστήματαn  σε C  τηνΧωρίζουμε

k
yx

kk

kk

ηξ
2a

2b

( ) ( ) ( ) C.  καμπύλης τηςAB  τμήμαστo  πάνω,,,

συνάρτησης κήςδιανυσματι  τηςολοκλήρωμα οεπικαμπύλι ορίζει το αυτό όριο το

yxQyyxPxyxR
∧∧

+=


 τότε,, μικρά  πολύ γιαΙ  τουόριο ο υπάρχει τAν C kk yx ∆∆
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( ) ( )

:όπους κάτωθι τρτους
από έναν μεεί  υπολογιστναμπορεί 

,,

ολοκλήρωμα οεπικαμπύλι To
2

1
∫ +

a

a
dyyxQdxyxP

( )
( )( ) ( )( ) ( ) .,,

 τότε, συνάρτηση  τηναπόται  περιγράφε καμπύληη Αν 1)
2

1

dxxfxfxQdxxfxPI

xfy
a

aC ∫ ′+=

=
x

y

1x kx 1−nx

1yky 1−ny

A

B

C

1a 2a

1b

2b

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,  τότε, και 

 μορφή κή παραμετρι τηναπόται  περιγράφε καμπύληη Αν 1)

dttgtgtfQdttftgtfPItgytfx B

A

t

tC ∫ ′+′===

( )
( )( ) ( ) ( )( ) .,,

 τότε, συνάρτηση  τηναπόται  περιγράφεC η αν ,Aντίστοιχα )2
2

1

dyyygQdyygyygPI

ygx
b

bC ∫ +′=

=

( ) ( ) ( ) ( ). , , , όπου 2121 ΒΒ ==== tgbtgbtfatfa AA
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ).1,1,0 στο μετά

 και ,1,0,0 στο 0,0,0  τοαπό ευθειών  τωνμήκος  κατάβ) ,,,
C δρόμου  τουμήκος  κατά1,1,1 στο 0,0,0  τοαπό α) μετακίνηση  γιαέργο
 τοΥπολογίστε .413263 δύναμη Έστω

32

22

tztytx

xyzzxzyyyzxxF

===

−+++−=
∧∧∧

=++=⋅= ∫∫ C zyxC
dzFdyFdxFrdFW 

Eίναι  α) :ΛΥΣΗ

( )( )[ ]∫ =
=−=

====
1

0

2
1 .10041 WΆρα 1. στο 0  τοαπόαι μεταβάλλετ

  τοενώ ,0,0,0,0είναι  (0,0,1) στο (0,0,0)  τοΑπό β)

z
dzz

zdydxyx

( )( )[ ] .2WW WOπότε .11032 WΆρα 1. στο 0  τοαπό

αι μεταβάλλετ   τοενώ ,0,0,1,0είναι  (0,1,1) στο (0,0,1)  τοΑπό

21

1

02 =+==+=

====

∫ =y
dyy

ydzdxzx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=−+++−= ∫ 3621

0

232322 413263 tdttttdtttdtttt

( ) ( ) ( ) .21236463
1

0

1125352 =−+++−= ∫ dtttdtttdttt
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( ) ∫∫∫∫ =⋅=⋅=⋅=⋅= B

A

B

A

B

A

B

A

t

t

t

t

r

r

r

r
dtv

dt
vdΜdt

dt
rd

dt
vdΜrd

dt
vdΜrdrFW 





 







:βρίσκουμε Νεύτωνα
  τουνόμο 2  και τονέργου  τουορισμό  τοννταςρησιμοποιώ οΧ

, :Δηλαδή ABBA KKW −=→

( ) ( ).vvM
2
1dt

dt
dvΜ

2
1dt

dt
vvdΜ

2
1 2

A
2
B

t

t

2t

t

B

A

B

A

−==
⋅

= ∫∫


σώματος.  τουενέργεια  κινητικήηείναι  v
2
1Κ όπου 2Μ≡
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( ) ( ) .rdrFrdrFU B

A

B

A

r

r εμείς

r

rBA ∫∫ ⋅=⋅−=→











αυξάνει. ενέργεια δυναμική η  τότεΒ, στοΑ   τοαπό μετακίνηση
 πετύχουμενα  γιαδύναμη ασκήσουμε να απαιτείται αν ηλαδή,∆

μειώνεται. ενέργεια δυναμική η και έργο  παράγεται τότεδύναμη,
ασκούμε να χωρίς μετατόπιση την προκαλεί  πεδίο τοαντίθετα Αν

ενέργεια. δυναμική χαμηλότερη σε
 υψηλότερηαπό  κινούνταινα σώματα είναι τα φύση στην  τάσηΗ
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Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 7 

 0,15. ολίσθησης  τριβήςσυντελεστήέχει 
επιφάνεια η αν σώματος  του ταχύτητα τελική τηνΒρείτε β) m. 3 απόσταση

διανύσειέχει  αυτό όταν σώματος  του ταχύτητας τηςμέτρο  τοΒρείτε α) Ν. 12
δύναμης οριζόντιας σταθερής δράση  την υπόεπιφάνεια οριζόντια λεία μια σε

επάνω δεξιά  ταοςσύρεται πρ ηρεμούσε αρχικά οποίο  τοkg 6 μάζας σώμα Ένα

N


F


x

( )( )  J. 363mN12 W:έργο παράγει F η μόνο
 δεξιά  ταΔx προς μετατόπιση οριζόντια Για α) :ΛΥΣΗ

F ==∆= xF

: κίνησηστηνι αντιτίθετα  πουέργο παράγει  τριβήΗ β)

s.m
6

19
m

2WvWWWvm
2
1 :Επομένως tot

1τρFtot
2

1 ==′⇒+==′

τρF


W


έχουμε Δx, σημείο στο  ταχύτητας τηςμέτρο
 είναι το  vαν και ενέργειας,-έργου θεώρημα  τοΑπό 1

s.m12
M

2WvWv
2
1v

2
1 F

1

0v

F
2
0

2
1

0

==⇒=Μ−Μ
=

J. 26,539,8160,15μmgΔxΔxFW τρτρ −=×××−=−=−=
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km/h; 96 ταχύτητα
 με κινείται εάν σταματήσει να αυτοκίνητο ίδιο  τοώστε απόσταση ελάχιστη η

είναι Ποια  του.φρένα  ταηθούνχρησιμοποι εάν m 40  τωνδιάστημα ελάχιστο
στο σταματήσει ναμπορεί km/h  48  ταχύτηταμε κινείται  πουαυτοκίνητο Ένα

,φρενάρισμα  το γιααπαιτείται  πουαπόσταση ελάχιστη

 η d και  τριβής τηςδύναμη ηείναι  F Aν :ΛΥΣΗ τρN


W
 x

τρF


:δίνει ενέργειας-έργου θεώρημα  τοτότε

.2Fmvd2mv0dFW τρ
22

τρτρ =⇒−=−⇒∆Κ=

, και v v ταχύτητεςέςδιαφορετικ από φρενάρισμα για
ίδια η  παραμένει τριβήη εφόσον πομένως,

21

Ε

2

1

2

1

2
21 v

v
d
dείναι  d και d αποστάσεων ελάχιστων  τωνλόγος ο 








=

m. 160
48
9640d βρίσκουμε ος προβλήματ τουδεδομένα  τακαι για

2

2 =





=
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s. 2  πρώταστα δύναμη  τηναπό  παράγεται πουέργο βρεθεί το να ηρεμία,
 στην αρχικά βρισκόταν σωματίδιο  τοAν kg. 2είναι  μάζα η οποίου του
 σωματίδιο σε  πάνωεξασκείται χρόνος) οείναι  t (όπου N6t F Δύναμη =

έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2  τονΑπό :ΛΥΣΗ οN


W
 x

F


( ).m 
2
1 θέση  τηνβρίσκουμε νταςOλοκληρώνο 3tx =

( ) J. 362
4
995,16

 έργο  τουμε υπολογίσονα Mπορούμε

42

0

32

0

2 ===== ∫∫∫ dttdtttFdxW

( ).sm  t
2
3v6t

dt
dv2F

dt
dvm 2=⇒=⇒=
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Ηοοke.  τουνόμος λεγόμενος οείναι  (1) Η
ελατηρίου.  τουσταθερά η C όπου,(1) xCxF δύναμη Μ μάζα σεασκεί  Ελατήριο

∧

−=


.Cx
2
1Cxdx Wέργο  παράγουμενακαι 2x

0x0 == ∫→

.FF δύναμη ασκήσουμε να πρέπει 0

ισορροπίας θέση  τηναπό μακρυά Μ μάζα  τηνυμεμετακινήσο να Για

Hookeεμείς


−==x

( ) .Cx
2
1xείναι U ελατήριο στοαι αποθηκεύετ  πουενέργεια δυναμική η Επομένως 2=

,0 ισορροπίας θέση  τηναπό μετατόπιση μέγιστη ηείναι   Έαν max =xx

,Mv
2
1Cx

2
1 :δίνει ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή η τότε 2

0
2
max =

.ισορροπίας θέση στην σώματος  του ταχύτηταηείναι   vόπου 0
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διαδρομής.  τηςανεξάρτητοείναι 
 Β σημείο άλλο ένα σεΑ  σημείο ένα από μετατόπιση  τηντάπαράγει κα

  πουέργο  τοαν ή)συντηρητικ (ή ήδιατηρητικ oνομάζεται  δύναμη Μία F


 τριβές.μει σχετίζοντα  πουαυτές π.χ.
 δυνάμεις, έςδιατηρητικ μη Υπάρχουν

ές.διατηρητικείναι  φύση στηναι εμφανίζοντ  πουδυνάμεις  τιςαπό Πολλές

:ισχύει δυνάμεις έςδιατηρητικ Για

,0rdF0 rdF rdF rdF rdF
A

B

Β

Α

A

B

Β

Α
=⋅⇒=⋅+⋅⇒⋅−=⋅ ∫∫∫∫∫



Α.ΒΑ διαδρομή την

  γιαολοκλήρωμα οεπικαμπύλι  κλειστό τοσυμβολίζει  όπου

→→
∫
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dr.FrdFrdF :ισχύει rd και rd  ταια 1221121 =⋅=⋅Γ


( ) ,rrFF :ισχύει όταν
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Β.Α και   τωνθέσης διανύσματα  ταr ,r με rrr όπου ΒAABAB

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
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  τμημάτων τωνσυνεισφορά η επομένωςκαι 

έργο ίσο με  τμήματαμικρά σε διαδρομές
  τιςεδιαιρέσουμ να μπορούμε  τρόποόμοιο Με

,rdFrdF και τελικά
2

Β

Α
1

Β

Α
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∫∫ ⋅=⋅


διαδρομής.  τηςανεξάρτητοείναι  Β στο
Α   τοαπό μετατόπιση  την γιαέργο  τοδηλαδή
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(ΜΗ) ΔΙΑΤΗΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ 13 

( ) .0 αφού έργοπαράγει 

δεν  πουδύναμη ήδιατηρητικείναι   Lorentz δύναμη H

=⋅





 ×=⋅×=⋅

×=
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dt
rdqrdBvqrdF

BvqF



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. :δηλαδή  κίνηση,στην
ταιαντιστέκον  πάντοτεαφού δυνάμεις, έςδιατηρητικείναι  δεν Oι τριβές

1 1 ήή WW διαδροµδιαδροµ
Α→ΒΒ→Α =

ές,διατηρητικείναι   πουάσεωναλληλεπιδρ
 γνητικών)(ηλεκτρομα θεμελιωδών αποτέλεσμα και αν Οι τριβές,

 κίνηση)θερμική (τυχαία
 θερμότητα σε ενέργειας  κινητικής τηςμέρος νμετατρέπου

ές.διατηρητικ μηείναι  έννοια  τηναυτή μεκαι 
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ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ – ΤΡΟΧΙΑ - ΔΥΝΑΜΗ 14 
: ταχύτητα την γιαεξίσωση διαφορική μιαορίζει  ενέργειας  τηςδιατήρηση H
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ΑΝΑΚΟIΝΩΣΗ 0 

Το μάθημα της Παρασκευής 12/11/2010 ΔΕΝ θα 
πραγματοποιηθεί. 

Επίσης, ΔΕΝ θα γίνουν τα μαθήματα την Τρίτη 
16/11/2010 και Τετάρτη 17/11/2010 λόγω των 
εκδηλώσεων για την επέτειο του Πολυτεχνείου. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: ΔΥΝΑΜΙΚΟ LENNARD-JONES 1 

( )

( )

διάσπασης; ενέργεια ηείναι  Πόση διάσπασης. ενέργεια ονομάζεται άτομα
 ξεχωριστά δύο σε μόριο σπάσει το να  γιαχρειάζεται  πουΔΕ ενέργεια Η δ)

 δύναμη. ατόμων  τωνμεταξύ  τηνΒρείτε β) ελάχιστη; γίνεται  η  του
  τιμές ποιεςΓια α) ατόμων.  τωνμεταξύ απόσταση η  και σταθερές θετικές

είναι   και  όπου, ως η προσέγγισκατάεκφραστεί 
 ναμπορεί  μόριο διατομικό ένα σε ατόμων δύο μεταξύ ενέργεια δυναμική H
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ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 2 

( ).,...,,, μεταβλητών (n)  πολλώνσυνάρτηση βαθμωτή Έστω 321 nxxxxfy =

( ) .3,  της  παράγωγομερική  τηνΥπολογίστε :Παράδειγμα 2 yxyxf
x
f

=
∂
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ΒΑΘΜΙΔΑ (grad) ΒΑΘΜΩΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  3 

( )zyxf ,, μεταβλητών 3 συνάρτησης βαθμωτής grad) (ή βαθμίδα H

( )
z
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y
fy

x
fxzyxf

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡∇
∧∧∧

,, συνάρτηση κήδιανυσματι ηoρίζεται 


grad. ή βαθμίδα ηείναι    τελεστήςκόςΔιανυσματι
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+
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∧∧∧

. χώρο στο   τηςμεταβολής μέγιστης διεύθυνση νδείχνει τη βαθμίδα H xyzf

.  τουφοράς  τηςμήκος  κατάμετατόπιση

μοναδιαία  για  τηςμεταβολής  τηςμέτρο δείχνει το  μέτρο To
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ΔIATHΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ-ΣΥΝΘΗΚΗ 4 

,(1)    αλλιώς ή , gradUUFz
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ΔIATHΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ-ΣΥΝΘΗΚΗ 5 

μορφή ην παίρνει τcurl  τελεστήςο νεςσυντεταγμέ σφαιρικές Σε
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 6 

( ) :Βρείτε σταθερές.  γβ, , γ,β όπου ,tyγxβ
2
1yγxβtr θέσης
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( ) :Βρείτε σταθερές.  γβ, , γ,β όπου ,tyγxβ
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ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΒΑΡΥΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ 8 

.r απόσταση σε αρχικά Μ και Μ μάζες δύο Έστω 21


έργο χρειάζεται r στο r από μετατόπιση  γιαEπομένως, BA

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( ) ( )2
3

21
3

21
3

21 rd
2
1

r
MGMrrd

2
1

r
MGMrdr

r
MGMdW =⋅=⋅=



dr
r

MGMrdr
r

MGMdW 2
21

3
21 ==

.(1)   U
r
MMG

r
MMGdr

r
MMGdW

A

21

B

21r

r 2
21r

r

B

A

B

A

∆=+−== ∫∫








: πεδίουβαρυτικού ενέργεια δυναμική
  τηνδίνει για (1) η ,r  για0 Uέτοντας ∞==Θ

( ) (2).   
r
MMGrU 21−=

.
r
MMGv

2
1

r
MMGv

2
1 :ενέργειας  τηςδιατήρησης Aρχή

B

212
B1

A

212
A1 −Μ=−Μ

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΒΑΡΥΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ 9 

: πεδίουβαρυτικού ενέργεια δυναμική
  τηνδίνει για (1) η ,r  για0 Uέτοντας ∞==Θ ( ) (2).   
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ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ 10 

μαζών, δύο μεταξύ έλξη βαρυτική  τηνμε σχετίζεται  πουενέργεια
δυναμική  τηνβρούμε να  γιαμεακολουθήσα  που τρόποίδιο  τονΜε

είναιr  απόσταση σε q και q φορτίων δύο σύστημα
  το γιαενέργεια δυναμική ηότι δειχτεί  ναμπορεί 

21
( ) (3).   

r
qqkrU 21=

.r ί γιααντιστοιχε
 0 Uαναφοράς στάθμη ηότι  υποθέσει έχουμε (3) Στην

∞=
=

άλλο.  τοαπό ένα  τοούναπομακρυνθ να  τάσηέχουν θα φορτία τα
άρα και ενέργεια, δυναμική θετικήδίνει  (3) η φορτία ομώνυμα Για

φορτίων.  τωνμεταξύ αποστάσεις μικρότερες ευνοούνται
 καιαρνητικήείναι  (3) ενέργεια δυναμική η φορτία ετερώνυμα Για
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ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ – ΔΥΝΑΜΕΙΣ 11 

. δύναμη  τηνβρούμε να μπορούμε ενέργεια δυναμική  τηνAπό UF ∇−=
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ΔΥΝΑΜΙΚΟ 12 

δυναμικό ορίζει το
φορτίου μονάδα ανά ενέργεια δυναμική Η

( ) ( ) ( ) .rΦ 1

r
qkrdrE

q
rU

r
=⋅== ∫
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( ) ( ).  πεδίοηλεκτρικό εί το υπολογιστναμπορεί  δυναμικό  τοπό rrE 
Φ∇−=Α

(V).Volt  είναι το δυναμικού  τουΜονάδα
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ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΔΙΑΦΥΓΗΣ 13 

Γης.  τηςεπιφάνεια  τηναπό  v ταχύτηταμει εκτοξεύετα  πουσώμα Έστω

, στο  ταχύτηταμηδενική μεφτάνει  σώμα  τοΑν ∞

:δίνει ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή η τότε

,222vv
2
1

2Γ
2
Γ ΓΓ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ

Γ ===⇒
Μ

=Μ gRR
R

GM
R

GM
R

GM

διαφυγής.  ταχύτηταλεγόμενη ηείναι   vόπου Γ

km/s. 11 vδιαφυγής  ταχύτητα τηνγια
 τιμήτική προσεγγισμια βρίσκουμε  τιμές τιςώνταςΧρησιμοποι

Γ ≈

είναι Ήλιου  του περίπτωσηστην  ταχύτηταανάλογη H

( ) ( ) s.km 42
105,1

10210722v 11

3011

H ≈
×

××××
==

−

H

H

R
GM

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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: πεδίουβαρυτικού ενέργεια δυναμική
  τηνδίνει για (1) η ,r  για0 Uέτοντας ∞==Θ ( ) (2).   

r
MMGrU 21−=

( )rU

r

U

0

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΣΤΗΝ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ ΤΗΣ ΓΗΣ 1 

:ισχύει Γης  τηςεπιφάνεια  τηναπό
h   ύψοςσε Μ μάζας ενέργεια δυναμική  τηνΓια

( )

.αντίστοιχα Γης,  τηςακτίνα η και μάζα η R και Μ όπου

 ,
hR

hRU

ΓΓ

Γ
Γ +

Μ
−=+ ΓGM

( ) ....
RR

1...
RR

1
R

hRU 2

2

Γ
2

2

ΓΓ
Γ

ΓΓ










−+−−=










−+−

Μ
−≈+ Γ

Γ hhMgRhhGM

( )βρίσκουμε x11  τηνTaylor για ανάπτυγμα  τονταςρησιμοποιώ +Χ

βαρύτητας.  τηςεπιτάχυνση ηείναι  
R

GMg όπου 2
Γ

Γ=

( )( )...xxx1  x11 32 +−+−≈+



ΙΣΧΥΣ 2 

:έργου  παραγωγήςρυθμός οείναι  ισχύς H P 

( )
dt

rFd
dt

dWP

⋅

=≡

.v δύναμη σταθερή και για 
⋅=⋅=≡ F

dt
rdF

dt
dWP

:έργο  τουμε υπολογίσονα
μπορούμε χρόνου  τουσυνάρτηση ως ισχύ  τηνε γνωρίζουμΑν

( ).2

1
∫=

t

t
tPW

s).J 1  W(1 Watt είναι το SI στο ισχύος  τηςMονάδα =

 W.746 hp 1 ίππος"" ο επίσηςείναι  ισχύος  τηςMονάδα =

( )( ) J.106,3s 3600W10kWh 1 α κιλοβατώρτην
 ενέργειας μονάδα ορίσουμε να μπορούμε ισχύ  τηνβάση Mε

63 ×==



W


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 

; κινητήραςο παράγει  πουισχύς
ελάχιστη ηείναι  να πρέπει  ποια,sm 3  ταχύτητασταθερή με επάνω  ταπρος

 αςανελκυστήρ ο κινείται να θέλουμε Εάν Ν. 4000  τριβήςδύναμη σταθερή
μία απόται επιβραδύνε αανελκυστήρ  του κίνησηεπάνω  τα προςH kg. 800

 μάζας φορτίο μέγιστομεταφέρει  και kg 1000 μάζαέχει  αςανελκυστήρ Ένας

 κινητήρα.στονοφείλεται  που

 T  τάσηη και F  τριβήη ,W βάρος είναι το αανελκυστήρ

  τουο κουβούκλιστοασκούνται   πουδυνάμειςΟι  :ΛΥΣΗ

τρ



τρF


κινητήρας

T


N.102,169,8101,8104T0FΤ
 :δυνάμεων ισορροπία

 υπάρχει  ταχύτητα,σταθερή με γίνεται  κίνησηη Eφόσον

433
τρ ×=××+×=⇒=Μ−− g

W.1048,63102,16vTP βρίσκουμε ισχύ  τηνΓια 44 ×=××=⋅=


hp. 87,0W1048,6P 4 =×=



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4 

; περίπτωση κάθεσε ισχύς ηείναι  Ποια
 V.  ταχύτητασχετική με αυτήν σε νωβαδίζει πά β)  της, πάνωακίνητος

στέκεται ανεβαίνει   πουάνθρωπος ο α) όταν  vηταέχει ταχύτ  πουσκάλα
 ητηηλεκτροκίν μίαει  καταναλών πουενέργειας  της ποσότοεξεταστεί  Nα

mgd.Ε ενέργειαδαπανηθεί 
να πρέπει d  ύψοςάνθρωπος οανέβει  να Για α) :ΛΥΣΗ

=θd

( ).vsinθdvΔt χρόνο χρειάζεται ανύψωση η
αυτή ος προβλήματ τουδεδομένα ά γεωμετρικ ταβάση Mε

== l

l

mgvsinθ.ΔtEPείναι  απαιτείται  πουισχύς η Επομένως ==

( ) .
sinVv

dtΔ είναι τώρα d  ύψοςάνθρωπος

 οανέβει  να  γιαχρειάζεται  πουχρόνος Ο β)

θ+
=′ sinθtvΔh ύψοςανεβαίνει 

σκαλοπάτι ένα tΔ χρόνο ε
′=

′Σ

.hd ύψος
ανεβαίνει άνθρωπος O

−

mgvsinθ.
tΔ

mghP άρα ,
Vv

vdmgmghείναι 

 σκάλα  τηναπόεται  καταναλών πουενέργεια H

=
′

=
+

=



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 

σώμα.  τοαρχικά ηκεμετατοπίστ οποία  τηναπό  πλευράαντίθετη  τηναπό
 και ίδια  τηναπό ο κατακόρυφ τηνμε 10  γωνίασχηματίζει νήμα  τοόταν σώματος

  του ταχύτηταηβρεθεί  Να ελεύθερο.αφήνεται  και ο κατακόρυφ την προςως 30
  γωνίαται κατάμετατοπίζε m 1 μήκους νήμα από αναρτημένο kg 2 μάζας Σώμα

ο

ο

0θ
1θ Δh

.30θ και 10θ  γωνίασε εκτρέπεται ότανΔh h
h και   ύψοςσεβρίσκεται  σώμα ότι το Έστω :ΛΥΣΗ

ο
0

ο
1 ==+

,10θθ  για ταχύτηταηείναι   vν ο
11 ==Α
ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  τηναπό τότε

(1)  mgΔh.mv
2
1 2

1 =
( ) ( )⇒−= 10 coscosΔ :όμωςΕίναι θl-lθl-lh
( ).coscosΔ 01 θθlh −=⇒

( ) (2)  coscos2 v:βρίσκουμε (1)  τηνΑπό 011 θθ −= gl

s.m 53,1 vβρίσκουμε m1 ,sm9,8g  τιμέςνταςρησιμοποιώ 1
2 ===Χ l

.10θθ  και για προκύπτει ταχύτηταίδια ο
12 −=−=Η
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 τριβές.χωρίς  γλυστράεισώμα ότι το Υποθέστε
Σχήματος.  του κύκλο τονεπιτυχία μει συμπληρώσε να  γιασώμα κάποιο

ξεκινήσει να πρέπει οποίο  τοαπό  ύψοςελάχιστο εί το υπολογιστΝα

h

 τοίχωμα. κυκλικό τοαπό Ν αντίδραση

η και W βάρος τοασκούνται  σώμα Στο :ΛΥΣΗ




W


N


W
N



ισχύει  κίνησης κυκλικής τηςσημείο κάθε
σε  τότε κύκλου, τουακτίνα ηείναι  R Αν

.R
R

mvNW
2 ∧

=+


.
R

mvN W:σημέιο ψηλότερο Στο
2

=+

.gR και v0Ν έχουμε  ταχύτηταδυνατή ελάχιστη  τηνΓια ==

:βρίσκουμε ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  τηνAπό

( ) ( ) R.
2
5h2RggR

2
1gh2Rmgmv

2
1mgh 2 =⇒+=⇒+=
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( ).cos1είναι  t χρόνο σε F ηπαράγει 

  πουέργο ότι το δείξτε ηρεμεί, αρχικά σώμα  τοΑν σταθερές.  όπου
,cossin δυνάμεως επίδραση  τηνμε κινείται m μάζας Σώμα

2

2

kt
mk
aW

a, k
ktyaktxaF

−=

+=
∧∧

έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2  τονΑπό : οΛΥΣΗ

( )kt
mk
avkta

dt
dvm x

x cos1sin −=⇒= .sincos kt
mk
avkta

dt
dv

m y
y =⇒=

( )∫∫ =+=⋅=Γ
t

yx
t

dyFdxFrdF
00

 Wβρίσκουμε έργο  τοια 

( ) ( )[ ]∫∫ ′′′+′−′=′+′=
tt

yyxx tdtktktktk
mk
atdvFtdvF

0

2

0
sincoscos1sin

( ) (ό.ε.δ.) .cos1sin και τελικά 2

2

0

2

kt
mk
atdtk

mk
aW

t
−=′′= ∫
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j). σώμα στο i σώμα ασκεί το  πουδύναμη (η F δυνάμεις με

ούναλληλεπιδρ οποία  τασωμάτων Ν σύστημα έχουμεότι  ε υποθέσουμAς

ij



.FF :έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 3  τονAπό jiij
ο


−=

: παίρνουμεΝεύτωνα  τουνόμο 2  τοναπό ενώ ο

ται.διατηρητεί συστήματος  τουορμή ολική η δυνάμεις,
εσωτερικές μόνοασκούνται  σωμάτων σύστημα  γιαΔηλαδή,

( )
σταθερά.0FF jiij =+⇒=

+
⇒−=⇔−= ji

jiij pp
dt

ppd
dt
pd

dt
pd 



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:ωςορίζεται  μάζας  κέντρου τουR θέσης

 διάνυσμα  τοσωμάτων Ν σύστημα ένα Για

cm



(1)   ,R

1

1
cm

∑

∑

=

=≡ N

n
n

N

n
nn

m

rm 


.αντίστοιχα σωμάτων, Ν  τωνμάζεςοι 
 και θέσης διανύσματα είναι τα m και r nn



: παίρνουμε(1) την
 νταςΠαραγωγίζο

(2)  ,R

1

1

1

1
cm

∑

∑

∑

∑

=

=

=

= =≡ N

n
n

N

n
nn

N

n
n

N

n
nn

m

vm

m

rm 



.συστήματος  τουορμή

 ολική η  όπου
n
∑ nnvM 

σταθερά.Rδίνει  (2) η δυνάμεις εξωτερικές  υπάρχουνδεν ν cm =Α 

δίνει (2) η  τότεδυνάμεις εξωτερικές  υπάρχουννΑ

(3)  ,εξωτ
11

cm
1

FFvmRm
N

n
n

N

n
nn

N

n
n


 ===







 ∑∑∑
=== .δύναμη εξωτερική

 συνολική  την με εξωτF


O
cmR



4r


1r


2r


3r


1m 2m

3m

4m
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 κίνηση. τηνυμε περιγράψονα Θέλουμε κρούση.
 τηνμετά ένα σεενώνονται  σώματα δύο ότι τα Έστω .xvv ταχύτητα

με κινείται  πουΜ μάζας σώμαι  προσπίπτεΜ μάζας σώμα ακίνητο Σε

1

12
∧

=


:βρίσκουμε ορμής  τηςδιατήρησης αρχή  τηναπό τότε
  κρούση, τηνμετά σώματος  του ταχύτηταηείναι   vAν ( )

(1)   .v
MM

Mv

vMMvΜ

1
21

1

2111





+
=⇒

⇒+=

(2)   .xvtΧ : κρούση) την(μετά βρίσκουμε

 μάζας  κέντρο τουΧ νησυντεταγμέ  τηνΓια

cm

cm
∧

=




 κρούση. την πρινισχύει και (2) η δυνάμεις, εξωτερικές  υπάρχουνδεν Εφόσον

έτσι;Είναι (1)  τηςλόγω ,xv
MM
xvMΧείναι   κρούση την πρινΌντως,

21

11
cm

∧
∧

=
+

=




.xvtΧ και τελικά cm

∧

=


1M 2M
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:βρίσκουμε  κρούση τηνμετά και  πρινενεργειών  κινητικών τωνλόγο  τονΓια

( )
( )

.v
2
1Κ  κρούση τηνμετά και 2vK 2

12
21

2
1

21μετά
2
11πριν Μ+Μ

Μ
Μ+Μ=Μ=

(1)   .
Κ
Κ

 λόγο  τονβρίσκουμε Eπομένως
21

1

πριν

μετά

Μ+Μ
Μ

=

.θερμότητα σεαι μετατρέπετ  πουενέργειας της

  ποσόείναι το ΚΚΔΚ διαφορά H μετάπριν −=

.θερμότητα σεαι μετατρέπετ ενέργεια κινητική

η σχεδόν όλη δηλαδή ,0
Κ
Κ

  τότεΜΜ άν
πριν

μετά
21 ≈<<Ε
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.xV
MM
xvMΧείναι ότι   παραπάνωEίδαμε

21

11
cm

∧
∧

≡
+

=




είναι  κρούση την πρινΜ μάζας  τηςταχύτητα
 η μάζας  κέντρου το προςως Επομένως,

1

,xv
MM

MVxvu 1
21

2
11

∧∧

+
=−=



έχουμε Μ  τηςu  ταχύτητααρχική  την γιαενώ 22
 .xv

MM
MVu 1

21

1
2

∧

+
−=−=



:βρίσκουμε μάζας  κέντροτο
  προςως ορμή ολική  την γιαΆρα, .0uMuM 1

21

12
1

21

21
2211 =

+
−

+
=+

∧∧

xv
MM

MMxv
MM

MM 

 κρούση, την πρινμηδένείναι  ορμή ολική η μάζας  κέντρου τουσύστημα Στο

.V  ταχύτηταμε κινείται να πρέπει ΜΜ μάζας σώμα νέο  τοπαρατηρητή

ακίνητο  γιαεπομένως μηδέν,είναι  ορμή η  κρούση τηνμετά και άρα

21


+



ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ - ΣΚΕΔΑΣΗ 1 

( ) .θ  τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε .θ  γωνίασε εκτρέπεται κρούση
 τηνμετά και Μ μάζας σώμα ακίνητο σει  προσπίπτεΜ μάζας Σώμα

max11

21

1θ

2θ
1M

2M
 κρούση. τηνμετά και  πριν)(Μ Μ μάζας

  τηςυ)εργαστηρίο  τουσύστημα (στο
 εςοι ταχύτητ )v( v και )v( v Έστω

21

2121 ′′ 

y
x (1)  vΜ

2
1vΜ

2
1vΜ

2
1 :ενέργειας Διατήρηση 2

21
2

11
2
11 ′+′=

 x)(άξονας (2)  cosvMcosvMv :oρμής Διατήρηση 22211111 θθ ′+′=Μ

y). (άξονας  (3)  sinvMsinvM0και 222111 θθ ′−′=

θ
1M

2My
x

:έχουμε 
MM

rMrMR μάζας  κέντρο το προςς
21

2211
cm +

+
=Ω



1
21

1

21

2211
cm v

MM
M

MM
rMrMR V 

+
=

+
+

=≡

υεργαστηρίο Σύστημα

μάζας  κέντρουΣύστημα
Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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θ
1M

2My
x

.v
MM

M
MM

rMrMR V 1
21

1

21

2211
cm



+
=

+
+

=≡

 κρούση. τηνμετά και  πριν)(Μ Μ μάζας της
 )R  τουσύστημα (στο εςοι ταχύτητ )u( u και )u( u Έστω

21

cm2121

 ′′

(1)  uΜ
2
1uΜ

2
1uΜ

2
1u

2
1 :ενέργειας Διατήρηση 2

21
2

11
2
22

2
11 ′+′=+Μ

 x)(άξονας (2)  cosuMcosuMuu :oρμής Διατήρηση 22112211 θθ ′−′=Μ−Μ

y). (άξονας  (3)  sinuMsinuM0και 2211 θθ ′−′=

(4).  0uuείναι  R  τουσύστημα στο είμαστε όμως Eφόσον 2211cm =Μ−Μ


(6).  uu και (5)  uu :βρίσκουμε )(4 και (3)  τιςAπό 22112211 ′Μ=′ΜΜ=Μ

(8).  uu και (7)  uuδίνει  (1) η Oπότε 2211 ′=′=

δίνει συστήματα δύο  τα για ταχυτήτωνισμόςμετασχηματ O

(12).  Vuv  (11),  Vuv  (10),  Vuv  (9),  Vuv 22112211


+′=′+′=′+=+=

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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θ
1M

2My
x

(10),  Vuv  (9),  Vuv 2211


+=+=

1θ

2θ
1M

2My
x βρίσκουμεxy 

 άξονες στους Aναλύοντας

(13)  .
uVcosθ

sinθ
Vcosθu

sinθu
Vcosθu

sinθu
Vu

u
v
v

tanθ
11

1

1

1

1x

1y

1x

1y
1 +

=
+

=
+′

′
=

+′

′
=

′

′
=

( ) (14)  .u
M
MV οπότε ,Vu

MM
Mv

MM
MV:όμωςEίναι 1

2

1
1

21

1
1

21

1 
=+

+
=

+
=

.
cos

sintan  τελικάβρίσκουμε (14) και (13)  τιςπό
21

1 ΜΜ+
=Α

θ
θθ

(12).  Vuv  (11),  Vuv 2211


+′=′+′=′

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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.
cos

sintan  τελικάβρίσκουμε (14) και (13)  τιςπό
21

1 ΜΜ+
=Α

θ
θθ

.cosθ με θθ για
 tan  τότεΜΜ Aν

2100

121

MM−=→
±∞→< θ 1tanθ

θ0 π
0θ( ) π.θ και επιτρεπτές

είναι  θ  τουοι τιμές Όλες

max1

1

=

( ) .2πθ  τότεΜΜ Aν max121 ==

θ

1tanθ

0 π
0θ

( )
ι.απειρίζετα δεν  tanθη αφού

2πθ  τότεΜΜ Aν

1

max121 <>
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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ ΜΑΖΑΣ 5 

είναι Νεύτωνα  τουνόμου 2  τουμορφή  γενικήH ου

( ) (1)  .
dt

dMv
dt
vdM

dt
vMd

dt
pdF 


+===

(2)  .dMvvMdpddtF βρίσκουμε (1)  τηνAπό 
+==

.dt διάστημα χρονικό στο F δύναμης της

 ώθηση εύει τηναντιπροσωπdt F  ποσότηταH



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ΑΣΤΡΙΚΟ ΣΩΜΑ ΑΥΞΑΝΟΜΕΝΗΣ ΜΑΖΑΣ 6 

 ταχύτητα.η  vόπου ,cv
dt

dM ρυθμό μεαυξάνεται  να Μ η ώστε ούτως

 σκόνης αέριο σε μέσα κινείται  πουΜ μάζας σώμα αστρικό  κάποιοΈστω

=

σώμα. αστρικό στο δυνάμειςασκούνται  δενότι  ακόμη Έστω

:βρίσκουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2  τοναπό Τότε ο

(1)  .v
M
c

dt
dvcv

dt
dvM0

dt
dMv

dt
dvMF 22 −=⇒+=⇒+=

ι.διατηρείτα ορμή η δυνάμεις εξωτερικές  υπάρχουνδεν Eπειδή

⇒=−⇒==− dt
vM

c
v
dv

vM
cvdt

M
c

v
dv:βρίσκουμε (1)  τηναπό Oπότε

00
3

00
2

t

v

0
0t

0v

: τότεv και vMMείναι  0 t γιαAν 00 === vvMMvMMv 0000 =⇒=

⇒=−⇒′=
′

−⇒ ∫∫
00

2
0

2

t

0
00

v

v 3 vM
ct

v
1

v
1td

vM
c

v
vd

0

(2). 
vMctv

vMv
vM

vMctv
v
1

00
2
0

3
00

3
00

00
2
0

2 +
=⇒

+
=⇒



KINHΣΗ ΔΙΑΣΤΗΜΟΠΛΟΙΩΝ 7 

δυνάμεις. εξωτερικέςασκούνται  δενότι  ςυποθέτοντα
οχήματος,  του ταχύτητα τηνβρούμε να Θέλουμε . με ίσος και σταθερός

είναι οίουδιαστημοπλ  τουμάζας  τηςμείωσης ρυθμός Ο οιο.διαστημόπλ το
 προςως V  ταχύτηταμε  πίσω τα προς καύσιμαεκτινάσσει οιοΔιαστημόπλ 0

α

M έχουμε Νεύτωνα του
 νόμο 2  τονΑπό : οΛΥΣΗ

⇒== 0
dt
dpF

( ) ⇒=−⇒=⇒ aaa 000 V
dt
dvtMV

dt
dvM

0) t γιαοίουδιαστημοπλ  τουμάζα η Μ (όπου 0 =

.
tM

MlnVvv
tΜ

dtVdv
0

0
00

0

0

aa
a

−
+=⇒

−
=⇒

( ) ⇒=−+− 0
dt

dMVv
dt

dMv
dt
dvM 0 ( ) ⇒=−+− 0Vvv

dt
dvM 0 aa
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ΠΤΩΣΗ ΑΛΥΣΙΔΑΣ 8 

αλυσίδα; στην  πλατφόρμαηασκεί   πουδύναμη ηείναι  Ποια ρ. πυκνότητα
  γραμμικήμε ομογενήςείναι  αλυσίδα ηότι  Υποθέτουμε βαρύτητας. της

λόγω αυτήν ι προς και πέφτε πλατφόρμααπό  πάνωκάθετα κρέμεται Aλυσίδα

 t.στιγμή  την πλατφόρμαστην  πάνω τμήματος τουμήκος
  το και αλυσίδας  τηςμήκος συνολικό  το Έστω : slΛΥΣΗ

⇒+=
dt

dMv
dt
dvMFtot



( ) (1)  22 ssgNsgslNgl  ρρρρρ +=⇒−−=−⇒

έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2  τονΑπό ο

  πτώση.ελεύθερηΔt  χρόνο σε
εκτελεί  κρέμεται  πουαλυσίδας  τηςΔs κομμάτι εοποιοδήποτ Ένα

(2)  .3 βρίσκουμε (1) στην ώνταςαντικαθιστ άρα,και gsN ρ=

( ) [ ]( )
⇒

−
+−=−

dt
sldsgslNMg ρρ 

 ,2ισχύει  Επομένως 2 gss =
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O′
O

ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ-ΡΟΠΗ 9 
σύστημα αδρανειακό  κάποιοσε ακίνητο σημείο έναείναι  Ο Aν

αυτό. σύστημα στο σώματος  τουορμή ηείναι  vMp όπου ,prL 
=×=

r
p

L


p
L′


 .LprL γένει ενείναι  ,Ο

 αναφοράς σημείο όδιαφορετικ Για


≠×′=′′

 σημείο.  κάποιο προςως
 άντοτεορίζεται π στροφορμή Η

Or
F
 N


,F δύναμηασκείται  σώμα  παραπάνωστο Aν


 σημείο.  κάποιο προςως άντοτεορίζεται π
 ροπή ηέτσι και  στροφορμή, η και Όπως

Ο,  το προςως σώματος ενός θέσης διάνυσμα είναι το rκαι 

ωςορίζεται  Ο  το προςως L στροφορμή η τότε


r′

Ο  το προςως δύναμης  τηςαυτής Ν ροπή η τότε


.FrN μέγεθος κόδιανυσματι είναι το


×=
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ΡΟΠΗ - ΔΥΝΑΜΕΙΣ 10 

 προκύπτειροπής  και τηςστροφορμής  τηςορισμούς  τουςΑπό

( ) (1)  ,NFr
dt
pdrp

dt
rdpr

dt
d

dt
Ld 









=×=×+×=×=

( ) ( ) 0.vvMvMvp
dt
rd αφού =×=×=×




σταθερά.L έχουμε (1)  τηναπό  τότε0Ν Aν :στροφορμής  τηςιατήρηση ==∆


χρόνο.  τονμε σταθερή  παραμένειστροφορμή η
  τότεμηδέν,είναι  ροπή ησυνισταμέν η Αν

δυνάμεις Κεντρικές :ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

( ) επομένως και rrfF
∧

=
 ( ) 0.rrrfFrΝ =






 ×=×=

∧

επίπεδο. ένα σε κινείται σώμα  τοαλλιώς ή ,L στο κάθετα

 ν παραμένουνα πρέπει v  και τοr  το τότεσταθερά,L Όταν



=
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ΕΣΩΤΕΡΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ 11 

μηδέν.είναι  δυνάμεων εσωτερικών ροπών  τωνάθροισμα ότι το δείξουμε Θα
είναι δυνάμεων εσωτερικών  τωνόλων λόγω ροπή ησυνισταμέν H

( ) ( ) ,
2
1Ntot ∑ ∑∑ ∑ 








×+×=








×=

≠≠ i ij
jijiji

i ij
iji frfrfr



( ) ,
2
1

2
1N :Άρα tot ∑ ∑∑ ∑ 








×=








×−=

≠≠ i ij
ijij

i ij
ijji frfrr



. στο  σώμα ασκεί το  πουδύναμη η  και θέσης διανύσματα είναι τα  όπου ijfr iji



.ότι  έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 3  τονAπό ο
jiij ff


−=

. με jiij rrr 
−≡

( ) ijijij rrff
∧

=


:είναι δυνάμεων  κεντρικών περίπτωσηΣτην

0.N  τελικάβρίσκουμε 0 αφούκαι tot ==×
∧ 

ijij rr
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ΜΗΔΕΝΙΚΗ ΡΟΠΗ-KENTΡΟ ΒΑΡΟΥΣ 12 

μηδέν.είναι  Γης  της πεδίουβαρυτικού  τουλόγω ροπή
 συνολική η οποίο  το προςως βάρους)  κέντρολεγόμενο (το O σημείο ένα

 σουμε προσδιορίνα θέλουμε m μάζες με σωμάτων σύστημα ένα Για i

είναι Ο σημείο  το προςως ροπή ησυνιστάμεν  τηνΓια

( ) ( ) (1)  .NO grmgmr
i

ii
i

ii


×=×= ∑∑

( ) ,R έχουμε μάζας  κέντρου τουορισμό  τονAπό cm ∑∑=
i

i
i

ii mrm 

(2)  .Νδίνει  (1) η οπότε Ο gRcm


×Μ=

0.Ν και 0R  τότεμάζας  κέντρο τομεσυμπίπτει  Ο  τοαν Επομένως, Οcm ==


μάζας.  κέντρο τομεσυμπίπτει  βάρους κέντρο
  το πεδίοβαρυτικό ομογενές ότι για λέπουμεΒ
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.14/12/2010 Τρίτη  τηνι γιαμετατίθετα
Ασκήσεων Σειράς 3ης  τηςλύσεων  των υποβολής προθεσμίαΗ

οιηθεί. πραγματοπθα δεν 10/12/2010 Παρασκευής  τηςμάθημα Το
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ΜΗΔΕΝΙΚΗ ΡΟΠΗ-KENTΡΟ ΒΑΡΟΥΣ 1 

ας;βάρους/μάζ  κέντρου τουόδιαφορετικ
Α  σημείο  προςως ροπή συνολική ηείναι  Ποια

( ) ( )[ ] ( ) ( ) (1)  .NA ∑∑∑∑ ×+×=×+=×=
i

ii
i

iA
i

iiA
i

iAi gmrgmRgmrRgmr 

( ) : παίρνουμε(1)  τηναπό και 0 όμωςEίναι =×∑
i

ii gmr 
(2)  .NA gRΜ A


×=

( ) (3)  . F έχουμε δύναμη συνολική  τηνΓια tot gMgm
i

i


==∑

(2).  τηναπόται  περιγράφεαυτή όπως ροπή μία και μάζας
  κέντροστο gΜ δύναμη μίαασκείται  σύστημα στο σωμάτων,

συστήματος  του κίνησησυνολική  τηνμε κάνει ναέχει ότι  σε
 πως,θεωρήσουμε να μπορούμεότι  βλέπουμε (3) και (2)  τιςΑπό


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ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟ KENTΡΟ ΜΑΖΑΣ 2 

σχέση  τηναπόδίνεται  σωμάτων συστήματος ενός L στροφορμή συνολική Η


( ) (1)  .L ∑ ×=
i

iii vmr 

δίνει (1) η  τότεμάζας  κέντρου τουθέσης διάνυσμα είναι το R Aν cm



( ) ,LL cm PRvmRvmrvmRvmRr cm
i

iicm
i

iii
i

iicm
i

iicmi


×+=×+×′=×+×−= ∑∑∑∑

μάζας,  κέντρο το προςως θέσης διανύσματα είναι τα  όπου cmii Rrr


−≡′

.συστήματος  τουspin) (ή ρμήιδιοστροφο και ονομάζεται L Η cm



μάζας  κέντρο το προςως στροφορμή η Lcm



μάζας.  κέντρου του κίνησης τηςλόγω στροφορμή η και PRcm


×

 ,συστήματος  τουορμή συνολική η ∑=
i

iivmP 
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ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ ΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟ KENTΡΟ ΜΑΖΑΣ 3 

.ΝΝΝ όπου ,N
dt
Ldότι δείξει  Έχουμε εξεσ




+==

δυνάμεων. εσωτερικών λόγω ροπή συνολική ηείναι  Νεσ



.N
dt
Ld άρα και 0Νείναι  δυνάμεις  κεντρικέςΓια εξεσ





==

cmcmcm LPRLLείναι  μάζας  κέντρου τουαναφοράς σύστημα Στο


=×+=

.N
dt
Ld βρίσκουμεκαι εξ

cm




=
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O

ΕΠΙΠΕΔΗ ΤΡΟΧΙΑ 4 

.rΔ αι κατάμεταβάλλετ O αναφοράς
 σημείο  προςως r θέσης διάνυσμα ότι το Έστω





r
rΔrΔr 

+SΔ


 γινόμενοεξωτερικό  τοαπόδίνεται  οποίου του
εμβαδό  το τρίγωνοέναδιαγράφει  σώμα To

( ) (1)  .rΔr
2
1rΔrr

2
1SΔ 

×=+×=

 παίρνουμεχρόνο  προςως (1)  τηννταςΠαραγωγίζο

(2)  .
2M
LvMr

2M
1

dt
rdr

2
1

dt
Sd









=×=×=

 τότε κίνησης τηςσταθεράείναι  L ανότι  βλέπουμε λοιπόν (2)  τηνAπό


( ) επίπεδη.είναι   τροχιάη δηλαδή χρόνο,  τονμε σταθερή  παραμένειtS διεύθυνση η


χρόνους. ίσους σε εμβαδά ίσαδιαγράφει  σώμα και το

 πλανητών. κίνηση τηνKepler για  τουνόμος 2ος
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KINHΣΗ ΠΛΑΝΗΤΩΝ 5 

εστία. μία στην Ήλιο  τονμε  τροχιέςςελλειπτικέ
 Ήλιου  τουέλξης βαρυτικής  τηςλόγω διαγράφουν ςOι πλανήτε

1r


2r


2v

1v στροφορμή. ηι διατηρείτα
ρικήείναι κεντ δύναμη η Eπειδή

.αντίστοιχα λιο, και περιήαποήλιο το
  γιαθέσης διανύσματα  ταr και r Έστω 21



.
r
r

v
vrvΜrvΜ :Tότε

1

2

2

1
22π11π =⇒=
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KINHΣΗ ΠΛΑΝΗΤΩΝ 6 

(2).  θMrL στροφορμή ηι διατηρείτα και επίπεδηείναι  (1)   r
r
CF

 υ τετραγώνουαντίστροφο δύναμης  πεδίοσε σώματος  τροχιάΗ

2
2




==
∧

( ) ( ).θr
dt
d

r
1θθrrra έχουμε επιτάχυνση  τηνΓια νες.συντεταγμέ πολικές

ώνταςχρησιμοποι  κίνησηςεξισώσεις  τιςυμεαποπλοιήσο να Μπορούμε

22 
 ∧∧

+−=

( ) .(3)  
Mr

C
rM

LrrCθrrMFaΜ

βρίσκουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τονAπό

232

2
22 =−⇒=−⇒= 



(4).   
dθ
dr

r
2

dθ
rd

rM
L

Mr
L

dt
dr

dθ
d

dt
rd και 

Mr
L

dθ
dr

dt
dθ

dθ
dr

dt
drΕίναι 

2

2

2

42

2

22

2

2

















−=






===

( ) ( ) κάδίνει τελι (4) η θr1θ wισμόμετασχηματ  τονώνταςΧρησιμοποι =

(5).  
L

CMAcosθw
L

CMw
dθ

wd
222

2

−=⇒−=+
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KINHΣΗ ΠΛΑΝΗΤΩΝ 7 

.r1 και w(5)  
L

CMAcosθw
L

CMw
dθ

wd
222

2

=−=⇒−=+

(6).  Acosθ
L

CM
r
1 Άρα 2 +−= έχουμε ενέργεια  τηνΓια

( ) .(7)  
r
Cr

dθ
dr

rM
L

2
M

r
Cθrr

2
M

r
C

2
MvE 2

2

42

2
222

2

+











+






=++=+= 

MC
2EL1

L
CM Α   τοβρούμε να μπορούμε (7) και (6)  τιςΑπό 2

2

2 +=

( )  (8),   θcosε1
s
1

r
1  τροχιάς τηςεξίσωση  τηνκαι τελικά −=

.(10)  
MC

2EL1 ε και (9)  
CM
Ls όπου 2

22

+=−=

 τομή. κωνικήσεί αντιστοιχε (8) εξίσωση ηκαι 
 GMMCείναι  έλξη βαρυτική  τηνια H−=Γ

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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( ) .(10)  
MMG

2EL1 ε (8),   θcosε1
s
1

r
1  τροχιάς τηςEξίσωση 2

H
32

2

+=−=

0).  ε  για(κύκλος 1  ε ταςεκκεντρότη έλλειψη σεί αντιστοιχε (8) η 0  Ε Για =<<

 παραβολή.σεί αντιστοιχε (8) η 0  Ε Για =

 υπερβολή.σεί αντιστοιχε (8) η 0  Ε Για >

0167,0103,161Γη
0068,0101,940,723Αφροδίτη
2056,0107,600,387Ερμής
ε(s) ερίοδος(ΑU) ημιάξονας ΜεγάλοςΠλανήτης

7

7

6

×
×
×

Π

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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εστία. μία στην Ήλιο  τονμε τροχιές
 ςελλειπτικέ διαγράφουν ςΟι πλανήτε :νόμος 1ος

χρόνους. ίσους σε εμβαδά ίσαδιαγράφει  πλανήτη
έναν  και τέλοςΉλιο  τοναρχή με θέσης διάνυσμα Το :νόμος 2ος

ημιαξόνων. μεγάλων  των κύβους τους προςανάλογαείναι  Ήλιο  τοναπό
  γύρω πλανητών των περιφοράς περιόδων των τετράγωναΤα :νόμος 3ος

νόμο. 2 και 1 τοναποδείξει  ήδη Έχουμε οο

εμβαδό.  τοS και  περίοδοςη Τ όπου ,
2M
LTSσταθερά

2M
L

dt
dSΕίναι =⇒==

.πS  τότεημιάξονας, μικρός και μεγάλος οείναι   και  Αν abba =

( ).1 και 
1

22 ακόμηΕίναι 222
2 ε

ε
−=

−
= absa

( ).Kepler νόμος 3 
GM
4π  τελικάβρίσκουμε σχέσεις  παραπάνω τιςΑπό oς

H

32
2 a
=Τ

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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 πυρήνα. τοναπό b απόσταση κάθετη
έχει  να απόσταση μεγάλη σε  του τροχιά τηνμε

 μάζας μεγάλης  πυρήναπρος κινείται Πρωτόνιο

b

s

 κρούσης.ς παράμετρο:b

2

2Ze Coulomb άπωσηδέχεται   πρωτόνιοΤο
r

.πρωτονίου- πυρήνααπόσταση ηr  και  πυρήνα τουαριθμός ατομικός ο  Ζόπου
r μεγάλα  πολύ για πρωτονίου του ταχύτηταηείναι   vAν ∞

ακίνητος)  παραμένει πυρήναςοότι  (έστω
δίνει  ενέργειας  τηςδιατήρηση η τότε

(1)  vM
2
1

s
ZekvM

2
1 2

p

2
2
sp ∞=+

απόσταση. ελάχιστη :s

:στροφορμή ηι διατηρείτα άρα
 και ρικήείναι κεντ δύναμη Η (2)  vsvb pp sΜ=Μ ∞

: v τηςαπαλοιφή με
(2) και (1)  τιςπό

s

Α

( )[ ] (3)  2 sb1vMsZek 22
p

2 −= ∞
( ).vb,ss δίνει το (3)  τηςEπίλυση ∞=

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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b x

y

θφ

( )είναι θr, σημείο σε στροφορμή η
 νεςσυντεταγμέ  πολικέςσε ςΔουλεύοντα

(1).  z
dt
dθmrvmrL 2

θ

∧

=×=


δίνει στροφορμής  τηςδιατήρησης αρχή Η (2)  bmvdtdθmr 0
2 =

(3).  sinθ
r

ZeF
dt

dv
m :ακόμηΕίναι 2

2

y
y == δίνει (3) η (2)  τηςΛόγω

⇒=⇒=⇒= ∫∫
−

dθsinθ
bmv

Zedvdθ sinθ
bmv

Zedv
dt
dθsinθ

bmv
Ze

dt
dv φπ

0
0

2sinφv

0 y
0

2

y
0

2
y 0

( ) φ. δίνει το μας  πουcosφ1
bmv

Zesinφ vβρίσκουμε αι τελικά
0

2

0 +=Κ

rv

θv
v

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ANAKOINΩΣΗ 0 

.17/12/2010 Παρασκευής
  τηςμάθημα οιηθεί το πραγματοπδεν αν και ακόμη ΣΕΜΦΕ)
  τηςΦυσικής  κτίριοστο νδιδασκόντω  τωνβώτιαγραμματοκι

 σταχρειαστεί  (αν 17/12/2010 μέχρι τις ν παραδοθούνα
 πρέπειθα λύσειςΟι  .17/12/2010 Παρασκευή  τηνι γιαμετατίθετα

Ασκήσεων Σειράς 3ης  τηςλύσεων  των υποβολής προθεσμίαΗ

οιηθεί. πραγματοπθα δεν 10/12/2010 Παρασκευής  τηςμάθημα Το



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 

; παράγεταιέργο πόσο
, σε  από μεταβληθεί  τροχιάς τηςακτίνα η Αν

 τροχιά.κυκλικήεκτελέσει  να σώμα τοαναγκάζει 
 και τραπεζιού του τρύπααπό περνάει νήμα Το

νήματος. άκρη στην δεμένοείναι ι τραπέζι κα
σε πάνωβρίσκεται  Μ μάζας σώμα Ένα

0 rr

:ιδιατηρείτα στροφορμή η δύναμη, ντρικήδέχεται κε σώμα  τοΕπειδή :ΛΥΣΗ
Mvr.rΜv :Άρα 00 =

) (με  σε  από ακτίνας  τηςμεταβολή  γιαΕπομένως, 00 rrrr <

:ΔΚ ενέργειας κινητικής
  τηςμεταβολή έχουμε

.0Mv
2
1

r
rMv

2
1Mv

2
1Mv

2
1ΔΚ 2

0

2
02

0
2
0

2 >−





=−=

ΔK. Wέργο με καταβάλουνα εμείς πρέπει 0,ΔΚ πειδή =>Ε
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( ) (1)  .
r
rmv

2
1Κ ενέργεια κινητική

 ναυξάνει τη ής περιστροφακτίνας  τηςEλάττωση
2

02
0 rf≡






=

 κέντρο.στο σώμα από έλξη βαρυτική στην
οφείλεται ή περιστροφηότι  ε υποθέσουμAς

M
m

r

E

( )rf

( )
r

GmM
−≡rg

σχήμα). στο r (ακτίνας ισορροπίας ευσταθούς
 τροχιά κυκλικήσεοδηγήσει  ναμπορεί  έλξη βαρυτική την

με δύναμης" ςφυγόκεντρη" απωστικής  τηςόςανταγωνισμ O

eq

eqr
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βαρύτητας. λόγωι συστέλλετα να
αρχίζει σκόνης διαστρικής Aέριο

συστολή.  τηνκατά
ιδιατηρείτα  πουL στροφορμή

 μεεται  περιστρέφαέριο To


.L στο  κάθεταακτινικά σύστημα

 εί τοσταθεροποι φυγόκεντρο
με βαρύτητας όςανταγωνισμ O



δίσκου. ύ γαλαξιακοτου
εμφάνιση στηνοδηγεί  L διεύθυνση

 την κατάαςακτινοβολί Eκπομπή

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.m και m μάζες με συστημάτων δύο μάζας  κέντρα ταR και R Έστω 2121



.συμμετρίας σημεία) (ή άξονες σε πάνωβρίσκεται  μάζας  κέντροΤο

:βρίσκουμε μάζας  κέντρο κοινό τοΓια

.R και R ενώνει τα  πουευθεία στην είναι πάνω μάζας  κέντρο κοινό τοδηλαδή 21



( ),RR
mm

mRR
mm

RmRmR 12
21

2
1

21

2211





−
+

=−⇒
+
+

=

 τριγώνουσκαληνού ομογενούς μάζας Κέντρο

cmR

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σχέση  τηναπόδίνεται  μάζας  κέντρουτου
 θέσης διάνυσμα  τοΜ μάζας σώμα εκτεταμένο ένα Για

(1).   dmr
M
1Rcm ∫=



 τριγώνου.ορθογώνιου μάζας Κέντρο

x

y

b

a
x

y

⇒== ∫∫
aa

cm ydx
ab
Mx

M
xdm

M
x

00

211Είναι 

.(2)  
3

222
00

axdx
a
bx

ab
xydx

ab
x

aa
cm ===⇒ ∫∫

.(3)  
3

 βρίσκουμε  τρόπο παρόμοιοMε bycm =
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Γης.  τηςβαρύτητα η μόνο δύναμη εξωτερική ωςασκείται ότι  ςυποθέτοντα
οχήματος,  του ταχύτητα τηνβρούμε να Θέλουμε .V ταχύτητα

σχετική με  καύσιμαεκτινάσσει και  πάνω ται προςεκτοξεύετα Πύραυλος

0

M έχουμε Νεύτωνα του
 νόμο 2  τονΑπό : οΛΥΣΗ

⇒−== gM
dt
dpF ( ) ⇒−=−−+ gM

dt
dMVv

dt
dMv

dt
dvM 0

⇒−=+ gdt
M

dMVdv 0
⇒′−=

′
′

+′ ∫∫∫
t

0

M

M0

v

v
tdg

M
MdVvd

00

.gt
M
MlnVvvgt

M
MlnVvv 0

00
0

00 −+=⇒−=+−
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 τοίχο.στον άνωασκείται π  πουδύναμη  τηνΒρείτε  τους. ταχύτηταςτης
μέτρο αλλάζει το να χωρίς μόρια αεκτρέπει τ  τοίχοςΟ  τοίχου.ενός εναντίον
 αερίου ρεύμα ένα  v ταχύτηταμεεκτοξεύει   διατομής ακροφύσιο Ένα a

θθ

A

όγκου. μονάδα στην m μάζας άτομαn  υνότι υπάρχο Έστω

.2mvcosθείναι   τοίχο τοναπό
δύναμης  κάθετης τηςλόγω ορμής  τηςαλλαγή η

θ  γωνίακατάανακλάται   πουάτομο ένα Για

άτομα. nAvΔtcosθvΔtn υν προσπίπτοAcosθ   επιφάνεια στηνΔt  χρόνο Σε == aa

( )( ) cosθ.nΔtmv22mvcosθvΔtnΔP 2aa ==

θ.cos2AnmvΔtΔP  Νείναι  αέριο στο  τοίχοςοασκεί   πουΝ δύναμη Η 22==

θcosnmv2ANp βρίσκουμε  τοίχοςοδέχεται   πουp  πίεση τηνΓια 22==

 λοιπόνείναι Δt  χρόνο σε ΔP μεταβολή συνολική Η
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( ) ( ).,0v0,  ταχύτηταμε ,0,0x στοείναι  μάζα η 0 tστιγμή Τη .ανάρτησης)
 σημείο  τοαπό ο κατακόρυφστηνβρίσκεται  Ο  κέντρο τοοποίας (τηςr  ακτίνας

  τροχιά κυκλικήοριζόντια σε ω  ταχύτητα γωνιακήμεται  και κινείΚ, ανάρτησης
 σημείο ακλόνητο από  μήκους νήματος μέσω κρέμεται m μάζας σφαίρα Mικρή

00=

l

x

z

y

K

O
l

( ) ( ).0,cos,sinrv,φcos,sin,cosrΕίναι  α) :ΛΥΣΗ KK trtrltrtr ωωωωωω −==−= 

( )
0cossin

φcossincos Άρα

00 tvtv
ltrtr

zyx
mvmrL KK

ωω
ωω

−
−=×=

∧∧∧



.sincosφcos 00 rvztytxlmvLK

∧∧∧

+





 +=⇒ ωω



φ

Ο.  το προςως L  τηςμεταβολής ρυθμός ο δ) Κ, σημείο το

 προςως στροφορμής  τηςςδιανύσματο  τουμεταβολής ρυθμός ο  γ)Ο, σημείο το
 τοβ)Κ και  σημείο  το προςως σφαίρας τηςL στροφορμή η α) :εί υπολογιστΝα

O

K




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Ο.  το προςως L  τηςμεταβολής ρυθμός ο δ) Κ, σημείο το

 προςως στροφορμής  τηςςδιανύσματο  τουμεταβολής ρυθμός ο  γ)Ο, σημείο το
 τοβ)Κ και  σημείο  το προςως σφαίρας τηςL στροφορμή η α) :εί υπολογιστΝα

O

K





x

z

y

K

O
l

( ) άρα και 0,sin,cosrΕίναι  β) :ΛΥΣΗ Ο trtr ωω=


.
0cossin
0sincos Άρα 0

00

rvz
tvtv

trtr
zyx

mvmrL OO

∧

∧∧∧

=
−

=×=
ωω
ωωφ

άρα ,sincosφcos Βρήκαμε γ) 00 rvztytxlmvLK

∧∧∧

+





 += ωω



.cossinφcos0 





 +−=

∧∧

tytxlmvdtLd K ωωω


0.dtLdότι  έχουμε (2)  τηνΑπό δ) O =

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δύναμη. ο κεντρομόλ τελική την και γ)ενέργεια  κινητική τελική τηνβ)
  του,μήκος  τοόλοι καθ' τεντώνετανήμα  το πουστιγμή  την κατά πινέζαστην
 στιγμιαίαασκείται   πουώθηση  τηνα) Βρείτε χορδής.  τηςσημείο ενδιάμεσο το

ελεύθερο αφήνουμε συνέχεια Στην Ο.  περί τοLL ακτίνας  τροχιά κυκλικήσε
σώμα  τοθέτουμε και Ο στο χορδής  τηςσημείο ενδιάμεσο ένα  κρατάμεαρχή Στην
  τραπέζι.λείο σε  πάνωΟ σημείο σε  πινέζαμε στερεωμένο μόνιμαείναι  άκρο

άλλο  τοοποίας  τηςL μήκους χορδής άκρο στο στερεωμένοείναι  m μάζας Σώμα

0 <

0L

0LL−

θ 0v0v0v v

v′

ι. τεντώνετααυτό  πουστιγμή  τηννήματος  τουτάσης
  τηςδύναμη  κεντρικήη μόνοασκείται  σώμα Στο α) :ΛΥΣΗ

βρίσκουμε και στροφορμή ηι διατηρείτα Άρα
L.LvvmLvvmL 0000 =⇒=

.v σε v απόαλλάζει  ορμή η νήμα το τεντώνει Όταν 0


είναι  πινέζαστη ώθηση H ( ) .1cosdtF 2
000 LLmvvmvvvmP −′=′=′=∆=

∧∧

∫ θ

( ) L.vmF ος κεντρομόλ,22Ε ενέργεια Κινητική γ)-β 222
0

2
0

2
κιν === LLmvmv
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σημείο.  τοαυτό σε αανελκυστήρ στονασκούνται   πουδυνάμεις
 τιςόλες βάση μεστεί  προσδιορινα πρέπει να αλλά  τιμή,μέγιστη  τηνμε

ισούται  μην να  τριβής τηςδύναμη ηενδέχεται   τότεστιγμιαία) και (έστω
 σημείο  κάποιοσεηρεμεί  αςανελκυστήρ ο Όταν  κίνηση.σεβρίσκεται 

 αςανελκυστήρ ο όσο  της τιμήμέγιστη ηνλαμβάνει τ θα  τριβήΗ :Γ8 Άσκηση

( )

σφαίρα. ηβρίσκεται  οποίο στο μέσααυλάκι  ένα είχε ράβδος η
α, παράδειγμ γιααν, συνέβαινε θα όπως ράβδου,  της τοιχώματαπλαϊνά""

  τααπό δύναμηδέχεται  σφαίρα ηότι  ε υποθέσουμνα Μπορούμε 2)
ή. παρατηρητόμενο περιστρεφ τον προςως r και v όπου

,rωωvω2  
ισχύειότι  πει έχουμε Τότε, σταθερό).είναι  ω ότι το

θεωρεί  πρόβλημα(το ω  ταχύτητα γωνιακήσταθερή μεται περιστρέφε
  πουαναφοράς σύστημα σε ρατηρητήςμετράει πα  τηνόπως σώματος

ίδιου  τουεπιτάχυνση η  και ής παρατηρητακίνητος) (π.χ. ςαδρανειακό
μετράει  τηνόπως σώματος ενός επιτάχυνση η  Έστω 1) :Γ9 Άσκηση

′′
′××+′×+′=

′













aa

a
a
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2. και 1 σφαίρες  τις γιαΜv και Μv ορμέςδίνει 
y  άξονα  τον κατάορμής  τηςδιατήρησης αρχή Η

yy −

x

y

1

2

δίνουν Lorentzισμοί μετασχηματοι 
xv xVV ταχύτητα

 με κινείται  πουαναφοράς σύστημα Για
∧∧

== x



( ) (1).  cv1
cv1

v
cV1

cVv1
v

1v 22
x22

x

y22
2

x

y
y −

+
=−

+
=′

( ) (2).  
cv1

v
cV1

cVv1
v

2v
22

x

y22
2

x

y
y

−
=−

−
=′

( ) ( ) ( ) ( )

.διατήρησης αρχή σχετική  τηνμε
 συμβατόςείναι  δεν vMP ορμής  τηςορισμός οότι  δείχνουν (2) και (1)οι 

 Επομένως, αναφοράς. σύστημα  κινούμενοστο ίσεςείναι  δενy  άξονα τον

  κατά,2v2Μ και 1v2Μ ορμής,  τηςμεταβολέςοι  ,2v1v Επειδή yyyy


=

′′′≠′

xv

xv−

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 
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Lorentz. ισμούςμετασχηματ  τουςμε συμβατή
είναι ορμής  τηςδιατήρησης αρχή ηότι δειχτεί  ναμπορεί  τότε

(1),  
cv1

vMp ως ορμή κήσχετικιστι  τηνορίσουμε Αν
22−

=




.vMp έκφραση  κλασσική την περίπτωσηοριακή ωςδίνει  (1) σχέση H 
=

(2)  
cv1

M  γM

μάζα κήσχετικιστι επί την  ταχύτηταως ερμηνευθεί ναμπορεί  (1) Η

22−
=

σώματος.  τουηρεμίας μάζα ονομάζεται Μ η (2)  τηςσυμβολισμό  τονMε

Μ. με μάζα κήσχετικιστι ηκαι 
 Μ μεαι συμβολίζετ ηρεμίας μάζα η φορές Μερικές 0

)dτdyMdtdyγMpείναι  α παράδειγμνο προηγούμε(Στο y ==
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ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ΚΙΝΗΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ 3 

(1).  
cv1

vMp ορμής κήςσχετικιστι  τηςορισμό  τονΑπό
22−

=




 Wέργο  το γιαβρίσκουμε dtpdF Νεύτωνα  τουνόμο 2 και τον ο 
=

( ) ⇒












−
+

−
=















−
== ∫∫∫ dt

dt
dv

cv1
cvM

dt
dv

cv1
Mvdt

dt
dx

cv1
Mv

dt
d

2322

23

2222
FdxW

( ) ( )∫∫ ⇒












−
=

−
=⇒ dt

cv1
Mc

dt
ddt

cv1
dtvdvMW 2122

2

2322

A
cv1

McW
22

2

+
−

=⇒ .ΜcA  προκύπτει0 είναι W  0 v γιαΕπειδή 2−===

( ) (1).  1γMcK ενέργεια  κινητικήκήσχετικιστι  τη γιαέχουμε Άρα 2 −=

...
c
v

2
11

cv1
1  γ τότεαφού 1cv  για

2
ΜvΚ δίνει την (1) H 2

2

22

2

++≈
−

=<<=
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ΣΧΕΤΙΚΙΣΤΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ 4 

( ) (1).  1γMcK ενέργεια  κινητικήκήσχετικιστι  τη γιαέχουμε Άρα 2 −=

(2).  Mvγp ορμή κήσχετικιστι  τη γιαακόμηΕίναι =

(3) γMcΕ ως Ε ενέργεια κήσχετικιστι ολική  τηνορίσουμε αν Συνεπώς, 2=

μέγεθος. αναλλοίωτοείναι  cMcpΕ  ποσότηταη τότε 42222 =−

ενέργειας.-μάζας ςισοδυναμία αρχή ηνεκφράζει τ (3) σχέση Η

φωτός.  του ταχύτητας της τετράγωνοεπί το ηρεμίας
μάζα  τηνμε ίση ενέργειαφέρει  σώμα ένα 0 v και γιαΑκόμη =

.σωματιδίων νστοιχειωδώ ωγής και παραγδιάσπασης πειράματα
 σε συνεχώςαι επαληθεύετ ενέργειας-μάζας ισοδυναμία Η
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΟΡΜΗΣ - ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 5 

(1)   , , έχουμε ορμής  τηςσυνιστώσες  τιςια
τττ d

dzMp
d
dyMp

d
dxMp zyx ===Γ

(2).  
1

 ενέργεια  την γιαενώ 2

22

2

τd
dtMc

cv
McE =
−

=

:Lorentz τάίζονται καμετασχηματ  και  , , ότι και τα υμεσυμπεραίνο Eppp zyx

ισμούς,μετασχηματ  τουςαυτούς προς
 ως αναλλοίωταείναι   και τc, Μ,  ταενώ Lorentz, σχέσεις  τιςμε
 σύμφωναίζονται μετασχηματ  και  , , μεγέθη  ταΑφού dtdzdydx

(3)   , , , zzyyxx pppp
c
Epp =′=′





 −=′

βγ ( ) (4)   βγ cpEE x−=′

E
pc

dt
dτ

dτ
dx

dt
dxότι v ακόμη  προκύπτει(1) σχέσεις  τιςπό x

2

x ===Α

2cvEp   :α γενικότερή 
=
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ΜΗ ΕΛΑΣΤΙΚΗ ΚΡΟΥΣΗ 6 

3. σωματίδιο νέο ένα σεενώνονται 
αι και συγκρούοντ 2 και 1 σωματίδια όμοια Δύο

)Ε(Εδίνει  ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή H 21 =

ηρεμεί. 3  τομάζας  κέντρου τουαναφοράς σύστημα Στο

,
1
22

22

2
2

3121
cv

MccMEEEE
−

=⇒=+=

μάζας.  κέντρου τουαναφοράς σύστημα
 στο 2) (ή 1 σωματιδίου  του ταχύτηταη  vόπου

...
2

1
1

1Είναι 2

2

22
++≈

− c
v

cv
ΔΜ,2ΜΜ οπότε 3 +=

3. σωματιδίου  τουμάζας  τηςμέρος ως  τηςενσωμάτωσή και την
 ενέργειας  κινητικής τηςαπώλεια εύει τηναντιπροσωπ ΔΜ όπου
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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 7 

ηρεμούν. σώματα  τααν μόνο
ΝΜείναι  μάζα ολική η Μ μάζας σωμάτων Ν σύστημα ένα Για

( ).v1ΝΜείναι  συστήματος  τουμάζα συνολική
 η  τότεc v ταχύτητεςέχουν σώματα  ταAν

22 c+

<<

μάζα. ναυξάνει τη ενέργειας δυναμικής  παραγωγήΟμοίως,

ελατηρίου. υασυμπίεστο ενός μάζα την
 από μεγαλύτερηείναι  ελατηρίου ουσυμπιεσμέν ενός μάζα η Έτσι,

εμπειρίας. ές καθημεριν τηςφαινόμενα ρα περισσότεστα
)(αμελητέες μικρές είναι πολύ μάζας μεταβολές ωΟι παραπάν
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ΜΕΤΑΤΡΟΠΕΣ ΜΑΖΑΣ - ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 8 

σώμα. ένα σεενώνονται αι και συγκρούοντ μάζεςΟι  .skm1
 ταχύτητεςμε άλλη  την προςμία η  κινούνταιkg10 μάζες Δύο 3−

.10
2
12ΔΜείναι  μάζας  τηςμεταβολή H 14

2

2

2 kg
c
vM

c
−==

∆Ε
=

.103,34761MΜείναι  νετρονίου ενός
 και  πρωτονίουενός ηρεμίας μαζών  τωνάθροισμα Το

27
np kg−×=+

.103,34365είναι  νετρόνιο) ένακαι 
 πρωτόνιοένα περιέχει (που δευτερίου  του πυρήνα τουμάζα Η

27 kg−×

MeV 2,23 με ισοδύναμηείναι  kg 100,00396 διαφορά Η 27−×

δυνάμεων). ισχυρών  των(λόγω
 δευτερίου  τουσύνδεσης ενέργεια εύει τηναντιπροσωπκαι 
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ΣΧΑΣΗ - ΣΥΝΤΗΞΗ 9 

ενέργεια. ωςνεται απελευθερώ αυτή μεταβολή ηκαι 
ιελαττώνετα μάζα συνολική η σχάσης ςαντιδράσει  πυρηνικέςΣε

ΜeV. 2,28νει απελευθερώ HeLiHBe αντίδραση H +→+

ενέργεια.νεται απελευθερώέτσι και 
μειώνεται  επίσης μάζα η σύντηξης ςαντιδράσει  πυρηνικέςΣε

:ήλιο σε  υδρογόνουσύντηξη υνεπιτυγχάνο ςαντιδράσει αλυσιδωτές ωΟι παρακάτ

νeΗpΗ 21 ++→+ + γ+Η→+ e312 ΗΗ H2ΗeΗeΗe 1433 +→+

Ήλιου.  τουενέργεια  πηγή κύριαηείναι  ναντίδρασεω  τωναλυσίδα Η
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ΣΩΜΑΤΙΔΙΑ ΜΗΔΕΝΙΚΗΣ ΜΑΖΑΣ (ΗΡΕΜΙΑΣ) 10 

(1).  Είναι 42222 cMcpE =−

pc.Ε  τότε0,  Μ ανΈτσι == νετρίνο).  τοίσως(και  φωτόνιο είναι το
 μάζας μηδενικής σωματιδίου Παράδειγμα

Planck.  τουσταθερά ηείναι  Js 106,62h όπου hν,Ε σχέση
 τηνμε ν  τουσυχνότητά  τηνμεσυνδέεται  φωτονίου ενός ενέργεια H

34−×==

.S σύστημα β  ταχύτηταανηγμένη με  κινούμενοσε ν
 και S αναφοράς σύστημα σε φωτονίου συχνότητα η ν Έστω

′′

(1).  
1
1Είναι 

β
βννβνγ

+
−

=





 −=′

c
h

c
h

c
hpx

(2).  
1
1

β
βννβνγ

+
−

=





 −=′ h

c
hchE

(3).  
1
1ν βρίσκουμε  επειδή και (2) και (1)  τιςAπό

β
βνν

+
−

=′′=′=Ε′ hcp

Doppler. φαινόμενο κόσχετικιστι ι το περιγράφε(3) σχέση Η
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ΤΕΤΡΑΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 1 

( ) .
1

  ,  ,  ,
1 22

2

22 cV
xcVttzzyy

cV
Vtxx

−

−
=′=′=′

−

−
=′

( )
Lorentz.  τουσχέσεις  παραπάνω τιςμε σύμφωναίζεται μετασχηματ

  πουυσμα) τετραδιάν(ένα  τετράδαμια αποτελούν ,,, Τα ctzyx

( )
:μορφή ην παίρνει τισμόςμετασχηματ ο οποίο  τογια

 ,,,είναι  υσμα τετραδιάνάλλο Ένα cEppp zyx

( ) .
1

c  ,  ,  ,
1 22

22
2

z22

2

cV
pcVcEEpppp

cV
cEVpp x

zyy
x

x
−

−
=′=′=′

−

−
=′

μάθημα οπροηγούμεν
 στο δώσαμε  πουαυτές με

 συμπίπτουν σχέσεις ι παραπάνωΟ , , , zzyyxx pppp
c
Epp =′=′





 −=′

βγ

( )βγ cpEE x−=′

:χρόνο-θέση για
Lorentzισμοί Μετασχηματ
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2oς ΝΟΜΟΣ ΝΕΥΤΩΝΑ 2 

(1).   :ισχύει Νεύτωνα  τουνόμος 2ος O
dt
pdF


=

  τότεηρεμίας, μάζα ηείναι   Αν M

( ) ( ) ⇒
−

+
−

=














−
= v

dt
dv

cv
cvM

dt
vd

cv
M

cv
vM

dt
dF 


2322

2

212222 111

. επιτάχυνση στην παράλληλη

 ανάγκηνείναι κατ' δεν  δύναμη η δηλαδή,

dt
vda

F






=

( ) ,2

3

v
c

avMaMF 


 ⋅
+=⇒
γγ
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ΣΤΑΘΕΡΟΤΗΤΑ ΦΟΡΤΙΟΥ 3 

μέγεθος. αναλλοίωτοείναι  φορτίο  τοας,Σχετικότητ  τηςΘεωρία Ειδική  τηνμε
σύμφωνα  ταχύτητα τηνμεαι μεταβάλλετ οποία η μάζα,  τηνμε αντίθεση Σε

σώμα. φορτισμένο άλλο  κάθεκαι για πρωτόνιο,το
 ,ηλεκτρόνιο  το γιαφορτίο ίδιο  τομετρούνε ητέςοι παρατηρΌλοι 
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ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ ΓΙΑ ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΣΩΜΑΤΙΔΙΩΝ 4 

.m και m ,m ,mείναι  σωματιδίων  τωνηρεμίας μάζεςΟι  4. και 3
 σωματίδιαει  και παράγ2 σωματίδιο ακίνητο σει  προσπίπτε που1 σωματίδιοέχει 

 να πρέπει  που) κατωφλίου(ενέργεια ενέργεια  κινητικήελάχιστη  τηνΒρείτε

4321

. και  : κρούση την πρινέχουμε ηρεμεί,

2 σωματίδιο  τοόπου σύστημα)-(L υεργαστηρίο  τουσύστημα Στο :ΛΥΣΗ
2

22
2
1

22
11 cmEpcmcE =+=

. ορμή η και είναι  ενέργεια συνολική η Επομένως, 1
2

1 2 pPcmEE 
=+=

 τότε)0 ορμή (συνολική μάζας  κέντρου τουC

 αναφοράς σύστημα στο ενέργεια ολική ηείναι  Ε Αν 

=′

′

P


⇒−=′−′ 222222 cPEcPE

( ) ( ) .2 21
22

2
2
1

2
1

222
21

222 mEcmmcpccmEPcEE ++=−+=−=′⇒

L. στο 1  τουενέργεια  κινητικήη  όπου , ακόμηEίναι 1
2

111 kk EcmEE +=

( ) .2και 21
22

21 mEcmmcE k++=′
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ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΚΑΤΩΦΛΙΟΥ ΓΙΑ ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΣΩΜΑΤΙΔΙΩΝ 5 

C. σύστημα στο ηρεμούν 4 και 3 σωματίδια α παραγόμεν ταπου
 περίπτωσηστηνί αντιστοιχε αντίδραση η χρειάζεται  πουενέργεια ελάχιστη Η

. και  Eίναι τότε 2
44

2
33 cmEcmE =′=′

( ) .2είναι   κρούση τηνότι πριν  παραπάνωEίδαμε 21
22

21 mEcmmcE k++=′

 βρίσκουμε ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  τηναπό Επομένως,

( ) ⇒+=++⇒′+′=′ 2
4

2
321

22
2143 2 cmcmmEcmmcEEE k

( ) ( )[ ] ( ),
22 4321

2

2
21

2
43

2

2

1 mmmm
m
Qmmmm

m
cEk +++−=+−+=

( ) ( )[ ] . όπου 2
4321 cmmmmQ +−+=

4. και 3  τωνενέργεια  κινητικήωςνεται απελευθερώ Qc ενέργεια  περίσσειαη
 , περίπτωση τηναυτήν Σε 4. και 3  των παραγωγή τηναεπαρκεί γι 2 και 1 των

 ηρεμίας μαζών  τωνάθροισμα  τοαφού E ενέργεια  κινητικήμηδενική
 με και ακόμη γίνει ναμπορεί  αντίδραση η  τότεθετικό,είναι  Q  τοAν

2

k1



ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ COMPTON 6 

.ηλεκτρόνιο από φωτονίου Σκέδαση

chν=γp

e

cνh ′=′γp

e

γmβcpe =′

θ
φ

:ορμής Διατήρηση

φγmβcθ
c
νh

c
hν coscos +

′
= φγmβcθ

c
νh sinsin =
′

:ενέργειας Διατήρηση

( ) (2)  42222242222 cmcphhmccmcphhmc ee +′=′−+⇒+′+′=+ νννν

 τελικάβρίσκουμε (2) στην (1)  τηναπό ώνταςAντικαθιστ

( )θ
νν

cos111
2 −=−

′ mc
h ( )θcos1λλ  κύματοςμήκη  τα γιαή −=−′

mc
h

φωτός.  τουχαρακτήρα όσωματιδιακ  τοντέδειξεCompton κα φαινόμενο To

:νσυνημιτόνω  τωννόμο  τονΑπό

( ) ( ) (1)  cos2 22222 θνννν ′−+′=′ hhhpc e
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ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ – ΜΑΖΑ ΣΕ ΕΛΑΤΗΡΙΟ 7 

είναι  ταλαντωτήαρμονικού ενός  κίνησηςεξίσωση H

(1).  
dt

xd
dt

xdM 2

2

2

2

x
M
CCx −=⇒−=

μορφή έχει την (1)  τηςλύση  γενικήH ( ) ( ) (2),  φsin 0 += tAtx ω

συχνότητα.  κυκλικήηείναι   όπου 0 MC=ω
πλάτος φάση (αρχική)

: κίνησης τηςεπίλυσης  τρόποόεναλλακτικ ένανδίνει  ενέργειας  τηςδιατήρηση Η

(2).  
2
1

2
1 2

2

ECx
dt
dx

=+





Μ A.είναι x 0

dt
dx ότι για Έστω ==

 και2ACE
δίνει (2) η ότε

2=

Τ

(3).  22
0 x

dt
dx

−Α=ω :βρίσκουμε νταςΟλοκληρώνο
 .μεταβλητών νχωριζόμενω εξίσωσηείναι  (3) Η

ς.ολοκλήρωση σταθερά μια φ όπου (4), φsin 0
1 +=− t

A
x ω

(1). λύση την
 βρίσκουμε (4)  τηνAπό
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ΑΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ 8 

h

θcosL L

P

O

θ

ισχύει  τότεΜ μάζα ηακολουθεί  που
 διαδρομής  κυκλικής τηςμήκος είναι το s Αν

(1)  θLθL
dt
dsvLθs  =⇒==⇒= a

Mg

M
θ

θL

θF
 .sinF ηείναι  επαναφοράς δύναμη θ θgΜ=Η

δίνει Νεύτωνα  τουνόμος 2 οςΟ

(2).  sinθθ MgML −=

)...!5!3sin( sin  τοTaylor για ανάπτυγμα  τοώνταςΧρησιμοποι 53 −+−= θθθθθ

 εξίσωση  την γωνίεςμικρές  γιαβρίσκουμε (3).  θ Lgθ−=

( ) .ω με (4),  φsinθθ ηείναι  (3)  τηςλύση  γενικήH 000 Lgt =+= ω

.1Τ  περίοδοςη και 
22π

ω είναι  ς ταλάντωση τηςσυχνότητα H 00
0

0 fLgf ===
π
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ΑΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ 9 

h

θcosL L

P

O
M

θ

θ

Mg

θL

θ).  γωνίεςμικρές (για ς ταλάντωσητης
 πλάτους τουανεξάρτητηείναι  f συχνότητα H 0

θF


: ποσοστόμικρό κατά
αι μεταβάλλετ T  περίοδοςη
  γωνίεςνες πεπερασμέΓια

0174,130
0077,120
0019,110
0000,10

Πλάτος

ο

ο

ο

ο
0ΤΤ

:ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  τηνώνταςχρησιμοποι
 εκκρεμούς  του κίνηση την τώρααναλύσουμε Θα

( ) ( ).cos1 σε Γης  τηςβαρύτητας
 τηςλόγω ενέργεια δυναμική ναυξάνει τη θ  γωνίασε Απόκλιση

θθ −== MgLMghU

( ) (4).  cos1
2
1  τότεενέργεια ολική ηείναι  Ε Αν 22 θθ −+= MgLMLE 

(5).  22δίνει  (4) η και 21cosείναι  θ μικρά ια 2222 θθθθ MgLMLE +=−≈Γ 
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(5).  22δίνει  (4) η και 21cosείναι  θ μικρά ια 2222 θθθθ MgLMLE +=−≈Γ 
ΑΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ 

θ

E

0θ0θ− O

( )θU
.2 :ενέργειας  κινητικής τηςμηδενισμό

  τοναπόζονται  προσδιορίθ ανάκαμψης σημεία α
2
0

0

θMgLE =

Τ

:βρίσκουμε (5) στην νταςντικαθιστώΑ

⇒−=
−

= 22
02

22 θθθθ
L
g

ML
MgLE

dt
d

( ) (6).  φsinθθφsin 000
0

1

22
0

+=⇒+=⇒=
−

⇒ − ttdt
L
gd ωω

θ
θ

θθ
θ

0φ = 2πφ =θ

π2π
ωt

2π23π2π-π-

10 
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ΑΠΛΟ ΕΚΚΡΕΜΕΣ 11 

h

θcosL L

P

O
M

θ

θ

Mg

θL
στροφορμή. σχετική  και τηνM μάζα

 στηνασκείται   πουροπή  τηναπόπροκύψει 
 ναμπορεί  εκκρεμούς  του κίνησηςεξίσωση H

θF


y

z

βρίσκουμε ροπή  την γιαTότε yz. επίπεδο
 στοται  ταλαντώνεεκκρεμές ότι το Έστω

(7).  sinθLMgNFrN x −=⇒×=


έχουμε στροφορμή  τηνΓια

(8).  2θ
MLLprL x =⇒×=

:βρίσκουμε (8) και (7)  τιςαπό και  όμωςίναι 
dt

dLN x
x =Ε

(9).  0sinsin 2 =+⇒=− θθθθ
L
gMLLMg 

εκκρεμούς. απλού  του κίνηση την γιαωςπροηγουμέν
βρήκαμε  που(2) εξίσωση  τηνμε ίδιαείναι  (9) εξίσωση Η
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ΚΥΚΛΩΜΑ LC 12 

.(1)   δυναμικού διαφοράαι αναπτύσσετ πλάκες
στις ανάμεσα  τότε πυκνωτή, του πλάκεςστις νοαποθηκευμέείναι  που

φορτίο  τοQ και  πυκνωτήεπίπεδου ενός ταχωρητικότη ηείναι  C Aν

CQVC =

+
+
+
+

−
−
−
−Q Q-

L

C

(2).dt  dILV
είναι  L  τηςάκρα στα  τάσηη  τότεL, αυτεπαγωγή

διατρέχει   πουρεύματος  τουένταση ηείναι  Ι Αν

L =

(3).  ισχύει  να πρέπει  τότεσειρά
σε ενωθούν L αυτεπαγωγή η και C  πυκνωτήςο Όταν

CL VV −=

:)dtdQΙ(είναι  βρίσκουμε (3) και (2) (1),  τιςΑπό =

(4).  00 2

2

=+⇒=+
C
Q

dt
QdL

C
Q

dt
dIL εςαντιστοιχί  τιςβάση με ελατηρίου

  τουεξίσωση  τηνμε ίδιαείναι  (4) H

ελατηρίου.  τουσταθερά η C όπου ,C1  , , ελελCMLxQ ↔↔↔

( ) ( ),φcos και φsinδίνει  (4)  τηςΛύση 00000 +=+= tQItQQ ωωω

.1ω όπου 0 LC=



ΕΛΑΤΗΡΙΟ - ΕΚΚΡΕΜΕΣ - ΚΥΚΛΩΜΑ LC 13 
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ΚΙΝΗΣΗ ΚΟΝΤΑ ΣΕ ΣΗΜΕΙΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ 14 

( )
 κλπ).φορτίο,  γωνία,απόσταση, (π.χ.,  ελευθερίας βαθμού κάποιου

 συναρτήσει συστήματος φυσικού ενός ενέργεια δυναμική η  Έστω
a

aU

.ισορροπίας ευσταθούς  κατάστασησεείναι  σύστημα  το0 ότι για ακόμη Έστω =a

.0
d

Ud και 0
d
dU Είναι τότε

0
2

2

0

>=







=








==

k
aa aa

( )
:δίνει τότε 0  τοαπό γύρω

  UTaylor της ανάπτυγμα Το a

( ) ( ) ( ) .
2

0...
d

Ud 
2d

dU0U 
2

0
2

22

0

kaU
a

a
a

aaU
aa

+≈+







+






+=

==

( ) ( ) ( )
da
dUaaa −=Fείναι   U τηνμε σχετίζεται  πουF δύναμη νη)(γενικευμέ Η

(1).  δίνει  Νεύτωνα  τουνόμος 2ος οκαι 2

2

ka
dt

adM −=

. ταλαντωτήαρμονικού  κίνησηςεξίσωση ηείναι  (1) H

( )aU

a0U

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΜΕΣΗ ΚΙΝΗΤΙΚΗ ΚΑΙ ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ 15 

ωςορίζεται  ενέργεια  κινητικήμέση η  τότες ταλάντωση περίοδοςηείναι  Τ Αν

( ) ( ) παίρνουμεφtωAsin x και για(1)  
2
111

00

2

0
+=== ∫∫

TT
dtxM

T
dttK

T
K 

( ) (2).  φcos
4

02

0 0
2

0

22
0 ∫ +
Α

=
ωπ

ω
ωπ

ω dttMK

( ) .
2
1 cos

2
1cos

2π
ωΕίναι 

2

0

22

0 0
20 0 == ∫∫

πωπ

π
ω dyydtt

(3).  
4
1 βρίσκουμε (2)  τηναπό Οπότε 22

0Α= ωMK

tωCACxU 0
222 sin

2
1

2
1 ενέργεια δυναμική  την γιαβρίσκουμε Ομοίως ==

(4).  
4
1

4
1 22

0
2 Α== ωMCAU βρίσκουμε ενέργεια  τηνΓια

(5).  
2
1 22

0Α=+= ωMUKE
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ΤΡΙΒΗ 1 

είναι  κίνησης τηςεξίσωση Η . ταχύτητας τηςανάλογεςείναι  που
 ται τριβέςαναπτύσσον ις περιπτώσεορισμένες σεότι δει  Έχουμε

(1),  01
2

2

2

2

=+⇒−=
dt
dx

dt
xdxb

dt
xdM

τ


.σηςαποκατάστα χρόνος λεγόμενος οείναι  
b
Μ τόπου =

( ) .e ενέργεια  κινητική την και γιαevtδίνει v (1)  τηςλύση τ2t
0

τt
0

−− ==Η KK

: υγρόσε μέσα σφαίρα σεαι αναπτύσσετ που
  τριβήηείναι   ταχύτητας τηςανάλογης  τριβήςΠαράδειγμα

 υγρού. του(ιξώδες)  τριβήςεσωτερικής ςσυντελεστή
 ο  σφαίρας,  τηςακτίνα ηr  όπου (2),  v6 ηrF πητρ −=

Stokes. νόμο λεγόμενο ι τον περιγράφε(2) Η

.bF vδυνάμεων) ισορροπίαεπέλθει  (αφού  ταχύτηταοριακή  τηνδίνει για
(1) η  τότεF δύναμη σταθερή μια σώμα στοασκείται   τριβής τηςεπιπλέον Aν

στ

στ

=
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ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ 2 

:μορφή ην παίρνει τ κίνησηςεξίσωση Η . ταχύτητας τηςανάλογη αντίσταση
δέχεται και C σταθεράς ελατηρίου άκρο στο δεμένηείναι  Μ μάζαότι  Έστω

(1)  0=++ CxxbxM  (2)  01 2
0 =++⇒ xxx ω

τ
 (4).  ω  ,(3)  1 όπου 0 M

C
M
b

==
τ

. μορφή  γενικήμε ςσυναρτήσει  τις(2)  τηςλύσεις ως εδοκιμάσουμ α 0
ti eex λφΘ

(5).  0 :βρίσκουμε (2) στην ώναςΑντικαθιστ 2
0

2 =++ ωτλλ

.  τιςυν περιγράφοοποίου  τουλύσειςοι 
 διωνύμου, τικούχαρακτηρισ λεγόμενου  τουεξίσωση ηείναι  (5) Η

0
ti eex λφ

( ) ( ) .2121
2

411
οι είναι  (5)  τηςλύσειςΟι 22

0

2
0

2

2,1 τωτ
ωττ

λ −±−=
−±−

= i

,(6)  λύσεις  τιςουμεΈτσι παίρν 21
0

φωτ +±− tieex ( ) .21 όπου 22
0 τω −=ω

απόσβεση. με  κινήσειςαρμονικές περιοδικές
υν περιγράφο(6) λύσεων  τωνμέρος )φανταστικό (ή ό πραγματικΤο
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ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ 3 

:μορφή ην παίρνει τ κίνησηςεξίσωση Η . ταχύτητας τηςανάλογη αντίσταση
δέχεται και C σταθεράς ελατηρίου άκρο στο δεμένηείναι  Μ μάζαότι  Έστω

(1)  0=++ CxxbxM  (2)  01 2
0 =++⇒ xxx ω

τ
 (4).  ω  ,(3)  1 όπου 0 M

C
M
b

==
τ

:μορφή  γενικήμε ςσυναρτήσει  τις(1)  τηςλύσεις ως εδοκιμάσουμ αΘ

( ) (5).  φsin0 += − texx t ωβ :βρίσκουμε (1) στην (5)  τηνώνταςΑντικαθιστ

( )[ ] ( )[ ] (6).  02cossin 2 =−++−−+ −− ωβωφωωβφω ββ MbtAeMbCtAe tt

: πρέπειθαt  (6) ηαληθεύει  να ια ∀Γ  και(7)  
2

2
M
bb =⇒Μ= βωβω

(8).  
4

0 2
2

2
22 βωωβ −=−=⇒=Μ−−

M
C

M
b

M
CbC

.  τότε1 Αν 0ωωβ =≈<<
M
C

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΑΡΜΟΝΙΚΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ 4 

( ) .
2

 και 
4

 με (5)  φsin 2

2

M
b

M
b

M
CtAex t =−=+= − βωωβ

t

x φsinA

( )tx

σαπεριβάλλου :μορφή έχει την λύση  γενικήη 0 
4

 Αν
2

=⇒= ω
M

bC

(9)  22 MbtMbt BteeAx −− +′=
απόσβεση.  κρίσιμη γιαλύση ηείναι  (9) Η

( ) ( )[ ]tBtAex
M

bC
Mbt λλ −+=

<

− expexpείναι  λύση  γενικήη

 και εσης υπεραπόσβ περίπτωσηέχουμε  τότε
4

 Αν

2

2

.2 ,2 και 4 όπου 21
22 λλλ +=−=−= MbcMbcMCMb

tctc BeAex 21 αλλιώς ή −− +=
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ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ – ΙΣΧΥΣ ΑΠΩΛΕΙΩΝ 5 

( ) .
2
1 και 

2
1 με (5)  φsin

2
2
0 τ

β
τ

ωωωβ =





−=+= − tAex t














+








−= − φ

2
11sin Άρα

2

0
0

2

τω
ωτ tAex t

( ) (10).  φsin

  τότε1 Aν

0
2

0

+≈

>>
− tAex t ω

τω
τ

απόσβεση. με  ταλαντωτήαρμονικό από ενέργειας
 απώλειας ρυθμό  τονσουμε προσδιορίνα Θέλουμε

 έχουμε ενέργεια  κινητική τηνΓια












−+






= − ttAtAteMAK t

00
20

0
222

00
2

2
2 cossincossin

2
1

2
1 ωω

τ
ωωωω

τ
τ

.2πΤ  περίοδομία σε  πάνωυμεολοκληρώσο να
 πρέπειαπώλειας ρυθμό μέσο  τονσουμε προσδιορίνα ια
ω=

Γ
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ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ ΜΕ ΑΠΟΣΒΕΣΗ – ΙΣΧΥΣ ΑΠΩΛΕΙΩΝ 6 

( ) (1)   sin sin 0
2

0
2 tdteetdte

Tt

t
tttTt

t
t ′′=′′ ∫∫

+ −′−−+ ′− ωω τττ

( ) δίνει (1) η και 1  τότε1 Αν 0 ≈>> −′− ττω tte (2) 
2
1  sin 0

2 ττ ω tTt

t
t etdte −+− =′′∫












−+






= − ttAtAteMAK t

00
20

0
222

00
2

2
2 cossincossin

2
1

2
1 ωω

τ
ωωωω

τ
τ

0.   sincos και 
2
1  cos ακόμηΕίναι 000

2 =′′′=′′ ∫∫
++

tdtttdt
Tt

t

Tt

t
ωωω

(3).  
4
1 βρίσκουμε ελικά 22

0
τω teAMK −=Τ

(4).  
4
1 ενέργεια

δυναμική  την γιαέχουμε μοίως

22
0

τω teAMU −=

Ο

έχουμε απωλειών) (ισχύς ενέργειας  τηςαπώλειας ρυθμό  τονιαΓ

( )
τ
E

UK
dt
dE

dt
dP =+−=−=
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ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΠΟΙΟΤΗΤΑΣ Q 7 

αριθμό. αδιάστατο  κάποιονμε ενέργειας απώλειες  τιςουμεχαρακτηρίσ
 να θέλουμε απόσβεση μενται  ταλαντώνο πουσυστήματα φυσικά εΣ

:ως Q  ποιότητας παράγοντα τονOρίζουμε

τωππ 02
 περίοδομια σε ενέργειας απώλεια

ενέργεια νηαποθηκευμέ2 ===
TP

E
Q

ενέργειας. απώλειεςοι  αναλογικάείναι 
 μικρότερες  τόσοQ αριθμός οείναι  ςμεγαλύτερο Όσο

:ταΠαραδείγμα

1400250Q   :Γη στην  κύμαΣεισμικό −=

310Q  :βιολιού ορδή =Χ

710Q  :άτομο ιεγερμένο =∆
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EΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ 8 

( ) ( ) είναι  κίνησηςεξίσωση H sinωt.FtFότι  ε υποθέσουμΑς .tF δύναμη
 εξωτερικήδέχεται  και C σταθεράς ελατήριο σε δεμένοείναι  Μ μάζας Σώμα

0=

.αντίστασης δύναμη  την γιαςσυντελεστή ο b όπου ,(1)  sin0 tFCxxbxM ω=++ 

 μορφή ην παίρνει τ(1) η Για 000  MF, aMC, ωbMτ ===

(2).  sin0
2
0 taxxx ωωτ =++  ( ) (3).  sin λύση  τηνεδοκιμάσουμ Θα 0 φω += txx

 πράξεις) κάποιεςαπό (μετά βρίκουμε (2) στην (3)  τηνώνταςΑντικαθιστ

( ) ( ) t
x
att ωωφ

τ
ωφωωωφ

τ
ωφωω sincoscossinsinsincos

0

022
0

22
0 =



 +−+



 −−

( ) ( ) (5).  0cossin και (4)   sincos :Άρα 22
0

0

022
0 =+−=−− φ

τ
ωφωωφ

τ
ωφωω

x
a

(6).  tan βρίσκουμε (5)  τηνAπό 22
0 ωω

τωφ
−

−=
 παίρνουμε(4)  τηναπόκαι 

,cos,sin δίνει τα μας (6) φφΗ

( ) ( ) (7).  2222
000 τωωω +−= ax
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EΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΟΣ ΤΑΛΑΝΤΩΤΗΣ 9 

( ) ( ) ( ) (7).   (6),  tan (3),  sin 2222
00022

0
0 τωωω

ωω
τωφφω +−=
−

−=+= axtxx

100=Q
5=Q

.1  για
2

11

 για προκύπτει πλάτους τουμέγιστο Το

0020 >>=≈−= τωωωω Q
Q

0ωω

0x

1

.)F εξωτερική  τηνμε φάση σε (ταλάντωση

 0 (6)  τηναπό  τότε Αν 0


≈<< φωω

.είναι  ός)(συντονισμ  ια
0

0
00 ω

τωω ax ==Γ

.2φ δηλαδή ,1sin ,0cosκαι πφφ −≈≈≈

. και   τότε Aν 2
0

2
0

00 πφ
ωω

ωω −≈=≈>>
M

Fax
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Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΥΠΕΡΘΕΣΗΣ 10 

( ) ( )
( ) ( ) :Είναι τότε . και  δυνάμεων εξωτερικών επίδραση την

 υπόαπόσβεση με  ταλαντωτή γιαλύσειςοι   και  Έστω

21

21

tFtF
txtx

( ) ( ). και 22
2
02211

2
011 tFxxxtFxxx =++=++ ωτωτ 

βρίσκουμε μέρη  κατάαςΠροσθέτοντ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2121
2
021212

2

tFtFxxxx
dt
dxx

dt
d

+=+++++ ω

( ) ( )
( ) ( ).  δύναμης ηςσυνισταμέν  τηςεπίδραση την

  υπό ταλάντωση γιαλύσηείναι   η δηλαδή

21

21

tFtF
txtx

+
+

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΤΑΛΑΝΤΩΣΗΣ LENNARD-JONES 11 

Jones.-Lennard  τύπουδυναμικό ένα σε μέσακινείται 
  πουm μάζας ατόμου ς ταλάντωσησυχνότητα  τηντεΠροσδιορίσ

r

U μορφή έχει την Jones-Lennard δυναμικό Το

0r
(1).  2

12
0

6
0


















−






−=

r
r

r
rAU

είναι  ισορροπίας σημείο στο Κοντά 0r

( ) ( )
0

2

2
2

00 2
1

rrdr
UdrrrUU

=

−+≈

.7215684Eίναι 2
0

14

12
0

8

6
0

2

2

00
r
A

r
r

r
rA

dr
Ud

rrrr

=







−−=

==

.72ωότι   προκύπτει
2
1 σχέση  τηνAπό 2 mAmkkrU ===

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 12 

. και είναι  ελατηρίων  τωνσταθερέςΟι 
σχήματος.  του μάζα  την γιας ταλάντωσησυχνότητα  τηντεΠροσδιορίσ

21 kk
m

.  κατά ελατήριο το
συμπιέζει   μάζα ηότι  Έστω

2 Δxk
m

. κατά τεντώνει  ελατήριο  τοΣυγχρόνως 1 Δxk

( ) . 
άθροισμα είναι το m μάζα ηδέχεται   πουδύναμη Η

212121 xkkxkxkFFF ∆+−=∆−∆−=+=

. σταθεράς ελατήριο ένα με ισοδύναμοείναι 
σχήματος  τουελατηρίων δύο  τωνσύστημα  τοΕπομένως,

21 kkk +=

x

.είναι   κίνησης τηςσυχνότητα  κυκλικήΗ 21

m
kk +

=ω

2k1k m

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 13 

μετρηθεί. ναμπορεί   πουβαρύτητας  τηςςεπιτάχυνση  τηςμεταβολή ελάχιστη
  τηνβρείτε M, μάζας  τηςm 10 ιςμετατοπίσε μεανιχνεύσου να μπορούμε
 Αν 2s.T ηταςιδιοσυχνότ ελατήριο ο κατακόρυφαπόαναρτάται  M Μάζα

6−

=

 τότεισορροπία,
  τηναπό μετατόπιση ηείναι   αν Άρα, ελατηρίου.

  τουδύναμη ί τηνεξισορροπε βαρύτητας  τηςδύναμη Η
x

Mg

kx
x

(1).  2π 2

dx
T

dgx
M
kgkxMg 






=⇒=⇒=

βρίσκουμε (1) στην 10   έτοντας 6 mdx −=Θ

.109,87 10
4
4π  266

2

2

smm
s

dg −− ×==

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 14 

. και είναι  ελατηρίων  τωνσταθερέςΟι 
σχήματος.  του μάζα  την γιας ταλάντωσησυχνότητα  τηντεΠροσδιορίσ

21 kk
m

.είναι    την γιαμετατόπιση συνολική H
 .  κατά  και το αι κατάεπιμηκύνετ  ελατήριο ότι το Έστω

21

2211

ΔxΔxΔxm
ΔxkΔxk

+=

2k1k m

x

.kΔxFείναι  k στο k ασκεί το  πουδύναμη H 22112 =

.kΔxFείναι  k στο k ασκεί το  πουδύναμη H 11221 −=

.(1)  
 :έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 3ο  τονπό

12211221 kkxxFF =∆∆⇒−=
Α

12F 21F

:Τότε . ως γραφτεί ναμπορεί   ηδέχεται   πουF δύναμη ηότι  Έστω xkFm ∆−=

⇒
∆∆+

=
∆+∆

∆
=

∆
∆

=⇒∆−=∆−⇒−=
21

2
21

2
2

2
22221 1

1
xx

k
xx

xk
x
xkkxkxkFF

(2).  
1

1

21

21

12
2

)1(

kk
kk

kk
kk

+
=

+
=⇒

( ) (3).  είναι 

 m μάζας  τηςς ταλάντωσησυχνότητα η Άρα

21

21

mkk
kk

+
=ω

F

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

( ) ( ) οροφή.  τηναπό   των ,
 αποστάσεις  τιςΒρείτε .  τηνξεκολλάμε στιγμή Κάποια αιωρείται. 

 η ενώ οροφή, στην  κολλημένηαρχικάείναι   μάζα Η  του.άκρα δύο στα
 και  μάζες δύοφέρει   μήκους φυσικού και  σταθεράς ελατήριο Ένα

2121

12

1

21

, mmtxtx
mm

m
mmlC

2m

1m
1x

2x

d.είναι  ελατηρίου  τουμήκος αρχικό ότι το Έστω
( ) .(1)   :Είναι τότε 22 CgmldldCgm +=⇒−=

:είναι σωμάτων δύο
  των κίνησηςεξισώσειςΟι ( ) (2).  12111 lxxCgmxm −−+=

( ) (3).  12222 lxxCgmxm −−−=

βρίσκουμε μέρη  κατά(3) και (2)  τιςαςΠροσθέτοντ

( ) ( ) (4).  2 212
2

212211 mmdmgtXgXgmmxmxm cmcm ++=⇒=⇒+=+ 

βρίσκουμε μέρη  κατά(3) και (2)  τιςΑφαιρώντας

( ) ( ) ( ) ,(5)  12
2

122

2

12
12

12 lxxlxx
dt
dlxx

m
C

m
Cxx −−−=−−⇒−−








+−=− ω

( ) (6).  11 όπου 21
2 mmC +=ω
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( ) ( ) οροφή.  τηναπό   των ,
 αποστάσεις  τιςΒρείτε .  τηνξεκολλάμε στιγμή Κάποια αιωρείται. 

 η ενώ οροφή, στην  κολλημένηαρχικάείναι   μάζα Η  του.άκρα δύο στα
 και  μάζες δύοφέρει   μήκους φυσικού και  σταθεράς ελατήριο Ένα

2121

12

1

21

, mmtxtx
mm

m
mmlC

2m

1m

1x

2x

( ) ( ) ( ).11 ,(5)  0 21
2

12
2

122

2

mmClxxlxx
dt
d

+==−−+−− ωω

( ) (6).  sinδίνει  (5)  τηςλύση  γενικήΗ 12 φω +=−− tAlxx

:(6)  τηναπό βρίσκουμε συνθήκες, αρχικές  τιςαυτές
 ώνταςΧρησιμοποι .0 και είναι  0 Για 2112 ===−= xxdxxt 

.sin και 20cos ldAldAA −=⇒−==⇒= φπφφω
( ) (7).  cos :Tελικά 12 tldlxx ω−+=− ( ) (4).  2 :Aκόμη 212

2 mmdmgtXcm ++=

:βρίσκουμε (7) και (4)  τιςΑπό
( ) ( )t

mm
ldmgtx ωcos1

2
1

21

22
1 −

+
−

+=
( ) ( )t

mm
ldmgtdx ωcos1

2
1

21

12
2 −

+
−

−+=
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; ταλάντωσηαρμονική κάροσεγγιστιθεωρηθεί π να  κίνησηη
Mπορεί   x. τωνη κατεύθυνσ την κατάm μάζα  τηνυμεΜετατοπίζο

Λ. Τσέτσερης, 2ο Τμήμα, Φυσική Ι (2010), ΕΜΠ-ΣΗΜΜΥ 

xkk m

1k

x3k
2k

m

1k

x∆

:επαναφοράς δυνάμεις 3
 δημιουργείΔx   κατάμετατόπιση Η

, , , 332211 xkFxkFxkF ∆−=∆−=∆−=

( ) ( ) ⇒∆+=+∆∆=∆ 2
2

22
32  και  όπου xllxxx

( ) ( ) ⇒




 −∆+=−+∆=∆ 11 222

2 lxlllxx

( )[ ] ( ) .2121 22
2 lxlxlx ∆=−∆+≈∆⇒

ll δύναμηδίνει  x άξονα  τον κατά προβολήΗ

( ) ( ) .22 cos 232
2 lxklxkF x ∆≈∆= θ

.  τοαπόαι  καθορίζετ που ταλάντωσηαρμονική
είναι   κίνησηη ιςμετατοπίσε μικρές  γιαΆρα,

1k

θ



ΣΤΕΡΕΟ ΣΩΜΑ 2 

.ενδιαφέρει μας  που πρόβλημαστο
 ςαμετάβλητε ν παραμένουαποστάσεις  τουςμεταξύοι  οποίων των

 σωμάτων σύστημα ένα σώμα στερεό (συνήθως) Αποκαλούμε

 κινείται.είτε σταθερός,είναι  είτε  πουάξονα από  γύρωές περιστροφσε
  πλείστονεπί το ωςι αναφέροντα σωμάτων στερεών Προβλήματα

: κίνησηςεξίσωση Bασική

,(1)  N
dt
Ld 


=

δυνάμεων. εξωτερικών  τωνροπή ησυνισταμέν
 η  και σωμάτων συστήματος του

 στροφορμή συνολική ηείναι   όπου

N
L




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 κίνησης.τροφικής και περισςμεταφορική συνδυασμός
ωςθεωρηθεί  να γένει ενμπορεί  σώματος στερεού  κίνησηΗ

σώματος.  τουροφήιδιοπεριστ
 μόνο υπάρχει οποίων εκ των ένα σε αναφοράς,
 συστήματα δύο σε  κίνησης τηςανάλυση  τηνμε
ται απλοποιούν σώματος στερεού α προβλήματΤα

 ροφή.ιδιοπεριστ
 υπάρχει ναμπορεί  μάζας  κέντρουτου

αναφοράς σύστημα στο ενώ βολής,  τροχιάτην
διαγράφει μάζας  κέντρο τοσχήματος) σφυρί του
 το(π.χ. σώμα στερεό ένα βάλλουμε Οταν
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Ο. σώματος  τουσημείο από περνάει  πουάξονα σταθερό από γύρω
ω  ταχύτητα γωνιακήμεεται  περιστρέφ πουσώμα στερεό Έστω 

r

ω


v

O

.(2) ότι ισχύει   τότεΟ,  το προςως  θέσης
 διάνυσμα με  σημείου  του ταχύτηταηείναι   Αν

rvr
Pv





×=ω

είναι στροφορμή συνολική η  τότε, θέσης διανύσματα με  μαζών
 σημειακών συλλογή μιαείναι  σώμα στερεό ότι το θεωρήσουμε αν Επομένως,

ii rm 

( ) (3),  ∑ ××=
i

iii rrmL 
ω

είναι ενέργεια  κινητικήσυνολική η ενώ

(4).  
2
1 2∑ ×=

i
ii rmΚ 

ω
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iiii rvrv
zxy

ωωω =⇒×=
είναι  Επειδή .  ταχύτητα γωνιακήμε

 άξονα  τοναπό εται γύρω περιστρέφ επίπεδο στο  πλάκαΛεπτή

ω
z

x

y
O

C
Cr


ir ′


iv
ir


im

ενέργεια  κινητική την γιαβρίσκουμε

(4).  
2
1

2
1

2
1

2
1 2222 ωω z

i
ii

i
ii IrmvmK =








== ∑∑

. άξονα  τοναπό  γύρω πλάκας τηςαδράνειας

 ροπή ορίζει την (5)   όπου 2

z

rmI
i

iiz ∑=

Τότε  πλάκας. τηςμάζας  κέντρο το  τώραΈστω C

( ) ( ) ( )⇒+′⋅+=′+⋅′+=⋅== ∑∑∑∑
i

iiCCi
i

iCiCi
i

iii
i

iiz rrrrmrrrrmrrmrmI 222 2 

,2 22222
czCz

i
iiC

i
ii

i
iiCCz IMrIrmMrrmrmrMrI +=⇒′+=′+′⋅+=⇒ ∑∑∑ 

.  τοως αδράνειας ροπή ηείναι   όπου 2 CrmI
i

iicz ∑ ′=
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.  τοως αδράνειας ροπή ηείναι   όπου, 22 CrmIIMrI
i

iiczczCz ∑ ′=+=

αξόνων. δύο  τωναπόστασης  τηςτετράγωνο
επί το μάζας ολικής  της γινόμενο τοσυν σώματος  τουμάζας

 κέντρο τοαπό περνάει  πουάξονα  παράλληλο προςως αδράνειας
ροπή  τηνμε ίσηείναι  άξονα  τυχαίο προςως αδράνειας ροπή Η

σχέση  τηναπόδίνεται  ενέργεια  κινητικήΗ

(5)  
2
1

2
1 22 MVIK cz += ω

:έχουμε
 στροφορμή  τηνιαΓ ( ) ,22 VrMzIzMrIzIzrmL CczCczz

i
ii


×+=+===

∧∧∧∧

∑ ωωωω

. αφού rV 
×=ω

μάζας.  κέντρου του  ταχύτητα τηνμε κινείται  που μάζας σημείο

ίδιο  το προςως στροφορμή  τηνσυν σώματος  τουμάζας  κέντρο τοπρος
 ωςστροφορμής  τηνμε ίσηείναι  σημείο  τυχαίο προςως στροφορμή Η

VM

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.(5)  
2
1

2
1, 222 MVIKIMrI czczCz +=+= ω

.VrML C


×= .

2
1 2MVK =

.VrMzIL Ccz


×+=

∧

ω .
2
1

2
1 22 MVIK cz += ω
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έχουμε  άξονα  τον προςως
  πλάκας επίπεδης αδράνειας ροπή  τηνΓια

z
xy

ω
z

x

y
O

ir


im
ix

iy

( ) ,22222
yx

i
ii

i
ii

i
iii

i
iiz IIymxmyxmrmI +=+=+== ∑∑∑∑

x

xmI
i

iix

 άξονα  τον προςως

 αδράνειας ροπή ηείναι  2∑=

.  προςως αδράνειας ροπή η και 2 yymI
i

iiy ∑=

φύλλο. στο μέσα άξονες  τουςμεταξύ  κάθετους προςως
αδράνειας ροπών  τωνάθροισμα  τομε ίσηείναι  φύλλο στο κάθετο

άξονα  προςως φύλλου λεπτού επίπεδου αδράνειας ροπή Η



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΡΟΠΩΝ ΑΔΡΑΝΕΙΑΣ 11 



y

x

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 12 
είναι σχήματος  τουδακτύλιο ομογενή λεπτό  τονΓιαy

z

x

δακτυλίου.  τουακτίνα η και μάζα
 ηείναι   και  όπου ,2 RMMRI z =

( );  άξονα  τον προςως )(
  αδράνειας ροπή ηείναι  Ποια

yxI
I

y

x

.είναι  συμμετρίας Λόγω yx II =

:αξόνων κάθετων
 θεώρημα  τοπόΑ

rr∆

. μάζας και  ακτίνας δίσκο ομογενή  για και   τιςβρούμε να Θέλουμε MRII xz

( ) .2 μάζα

έχει    πάχουςδακτύλιος λεπτός Ένας

22

22

M
R

rrM
πR

rrrM

r
∆

≈
−∆−

=∆

∆

ππ

.(1)  222 2MRIIII zxxz ==⇒=

(2)  
2

22 :Επομένως
2

0

3
20

2
2

MRdrr
R
Mdrr

R
rMI

RR
z === ∫∫

(3).  42 αξόνων  κάθετωνθεώρημα  τοαπόκαι 2MRII zx ==

. ακτίνας  κύλινδροομογενή  γιαισχύει και (2) Η R
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 πλάκα.ορθογώνια ομογενή  γιααδράνειας ροπές  τιςυμε υπολογίσονα Θέλουμε

y

x

a

b

x∆

.12 Άρα .

είναι   πάχουςράβδου ης κατακόρυφμιας μάζα 
22

2

2 MaadxMxIaxMM

x
a

ay ==∆=∆

∆Η

∫−
.12  προκύπτει τρόπο παρόμοιοΜε 2MbI x =

( ) .12 :Επομένως 22 baMIII yxz +=+=

:ολοκλήρωμα διπλό ένα υμε υπολογίσονα χρειάζεται άΔιαφορετικ

( ) =



 





+





=+= ∫ ∫∫ ∫∫ ∫ − −− −− −

2

2

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2

22 b

b

a

a

b

b

a

a

b

b

a

az dydxydydxx
ab
Mdydxyx

ab
MI

( ) .12
12

222

2

22

2

3

baMabadyydyaM
b

b

b

b
+=








+= ∫∫ −−

y

x
έχουμε  κέντροστο τρύπα

 ορθογώνια με  ς πυκνότηταδίσκο ια ρΓ

( ) ( ) .22 2222 baabRRIII ί
z

ί
zz +−=−= ρπρουορθογωνσκουδ
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σφαίρας. τηςεφάπτεται   πουάξονα από  γύρωσφαίρας ομογενούς αδράνειας Ροπή

R

z

x

y

A

B
σχήματος.  του ο όπως dz,  πάχουςκυλίνδρους

λεπτούς ςδιαδοχικού απόι αποτελείτα σφαίρα 

zD
Η

,
34

dzείναι  D  τουμάζα H 3

2

z R
rMM

zD π
π

=dz
r zD

.2είναι    τουαδράνειας ροπή η ενώ 2rMID
z

z
D

D
zz =

θ

.sincos και sin :ακόμηΕίναι θθθθ dRdzRzRr =⇒==

== ∫
π

0 3

2
2

34
sin

2
1:είναι   προςως σφαίρας  τηςροπή η Άρα

πR
θdθRπrMrIz z

( ) ( ) .
5

2
15
16

8
31

8
3cossin

8
3 221

1

22
2

0

4
2 MRMRdxxMRdMR

==−== ∫∫ −

π
θθ

ABI ροπή  την γιαβρίσκουμε αξόνων ν παράλληλω τωνθεώρημα  τοΑπό

.58 : άξονα  τον προςως 22 MRMRIIAB zAB =+=
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.είναι  σώματος  τουμάζα συνολική Η δίσκου.  τουκέντρο
 τοαπό 2 απόσταση σεβρίσκεται   κενού κάθε του κέντρο και το3

είναι  κενού κυκλικού κάθεακτίνα η ,είναι  δίσκου μεγάλου του
ακτίνα Η σχήματος.  τουσώματος  τουαδράνειας ροπή ηβρεθεί  Να

M
aa

a

σώματος.  του πυκνότηταη  Έστω ρ

( )  και3 μάζα είχαν θα αυτά από ένα

  κάθε το κενά τα υλικόίδιο  τομε  καλύπταμεάν
2

0 aρπm =

Ε

( ) .23  τους κέντρο το προςως αδράνειας ροπή 2
00 amIc =

( ) .2 ήταν θα σώματος  του κέντροτο

  προςως  κενούος πληρωθέντενός αδράνειας ροπή Η
2

000 amII c +=

.2 είναι   ακτίνας δίσκου ενός αδράνειας ροπή Η 22aaIa d ρπ=

είναι σχήματος  τουσώματος  τουαδράνειας ροπή η Επομένως,

.811124 44
0 aaIII d ρπρπ −=−= 954είναι  Eπειδή 2

0
2 amaM ρπρπ =−=

( ) .905959811121 βρίσκουμε τελικά 22 MaMaI =−=
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Ο. σώματος  τουσημείο από περνάει  πουάξονα σταθερό από γύρω
ω  ταχύτητα γωνιακήμεεται  περιστρέφ πουσώμα στερεό Έστω 

r

ω


v

O

.(2) ότι ισχύει   τότεΟ,  το προςως  θέσης
 διάνυσμα με  σημείου  του ταχύτηταηείναι   Αν

rvr
Pv





×=ω

είναι στροφορμή συνολική η  τότε, θέσης διανύσματα με  μαζών
 σημειακών συλλογή μιαείναι  σώμα στερεό ότι το θεωρήσουμε αν Επομένως,

ii rm 

( ) (3),  ∑ ××=
i

iii rrmL 
ω

έχουμε ω άξονα  τον προςως
   τηςσυνιστώσα  τηνια




LΓ

( )[ ]=××⋅=⋅= ∑
∧

iiia rrmLL 
ωω

ω
ω 1

.ω άξονα σταθερό  τον προςως αδράνειας ροπή ηείναι   όπου 
aI

iR

,2 ωω aia IRmL
i
==⇒ ∑

( ) ( ) ⇒=×⋅×= ∑∑ 2211
i

Rmrrm iiii ω
ω

ωω
ω


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r

ω


v

O

.ω άξονα σταθερό  τον προςως
 αδράνειας ροπή ηείναι   όπου ,


aaa IIL ω=

iR
 προκύπτει σχέση  τηνΑπό N

dt
Ld 


=

,(1) aaa
a N

dt
dIN

dt
dL

=⇒=
ω

.ω άξονα  τον κατάροπής ολικής  τηςσυνιστώσα ηείναι   όπου
∧

aN

)0dtότι  α πληροφορί τηνούμεχρησιμοποι και χρόνο  τονμε

αιμεταβάλλετ δεν  ότι το θεωρούμε (1)  τηςαπόδειξη στην :ημείωση(

=

Σ
∧

ωd

Ia

.
2
1 βρίσκουμε ής περιστροφενέργεια  κινητική τηνΓια 2ωaIK =



O R

M

m

ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΗ ΚΥΛΙΝΔΡΟΥ ΛΟΓΩ ΡΟΠΗΣ 6 

 παίρνουμε  κίνησηςεξίσωση

 στην (2) και (1)  τιςαπό ώνταςΑντικαθιστ

N
dt
dI

dt
dL

==
ω

T

T
mg a

.(1)  
2
1είναι   του κέντρο το προςως  κυλίνδρου τουαδράνειας ροπή Η 2MRI =

.(5)  ακόμηΕίναι a
dt
dRvR =⇒=
ωω

βρίσκουμε )  προςως επίλυση και   τουαπαλοιφή (με (5) και (4)  τιςAπό dtda ω

m. μάζα νήμα με κρέμεται  του πλευράμία  τηναπό όταν κυλίνδρου
 τουεπιτάχυνση  γωνιακή τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε  του. κέντρο τοαπό

εται γύρω περιστρέφναμπορεί  R ακτίνας και Μ μάζας  κύλινδροςΣυμπαγής

( ) .(2)  είναι Α  σημείο στοασκείται   πουροπή RagmN −=Η

Α

( ) (4).  
2
1 2 Ragm

dt
dMR −=
ω

.
21

1
2 mMR

g
R
g

Mm
m

dt
d

+
=

+
=

ω



θ

P

R

ΚΥΛΙΣΗ ΧΩΡΙΣ ΟΛΙΣΘΗΣΗ 7 

 του. κέντρο το προςως  αδράνειας ροπή και  ακτίνα με συμμετρία κήέχει κυκλι
σώμα ότι το Υποθέτουμε θ.  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε ολισθαίνει να χωρίς

 κυλάει πουσώματος στερεού επιτάχυνση  τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε

ΙR

Mg
τρF a

v

. βάρος  και το  τριβήηασκούνται  σώμα Στο MgWF =τρ

P επαφής σημείο  το προςως ροπήασκεί  βάρος Το

.(1)  sinθMgRNP =

(2)   στροφορμή  την γιαακόμηΕίναι RvIIL PPP == ω

. και σώματος  του ταχύτηταηείναι   όπου 2MRIIv P +=

dtdvaNdtdL PP ≡=   γιαβρίσκουμε  εξίσωση  τηνΑπό

( ) (3).  
1

sinsin 2
2

MRI
gaMgR

R
aMRI

+
=⇒=+

θθ



ΚΥΛΙΣΗ ΧΩΡΙΣ ΟΛΙΣΘΗΣΗ 8 

 του. κέντρο το προςως  αδράνειας ροπή και  ακτίνα με συμμετρία κήέχει κυκλι
σώμα ότι το Υποθέτουμε θ.  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε ολισθαίνει να χωρίς

 κυλάει πουσώματος στερεού επιτάχυνση  τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε

ΙR

θ

P Mg

R
τρF a

v

 ενέργεια ηι διατηρείταΈτσι  στιγμιαία.είναι  επαφή η
 γιατίέργο παράγει δεν  η ριβή,ασκείται τ  πουΠαρόλο τρF

(3).  
2
1

2
1

2
1

2
1 2

2
222 Mghv

R
IMvMghIMvE ++=++= ω

h

( ) (4).  00 λοιπόνίναι 2 =++⇒=Ε
dt
dhMg

dt
dvvRIM

dt
dE

. και sin Αλλά adtdvvdtdh =−= θ

( ) ⇒=−+ 0sinδίνει  (4) η Επομένως 2 θMgvvaRIM (5),  
1

sin
2MRI

ga
+

=⇒
θ

νως. προηγουμέβρήκαμε  πουαυτό μεσυμπίπτει   πουαποτέλεσμα



ΚΥΛΙΣΗ ΧΩΡΙΣ ΟΛΙΣΘΗΣΗ 9 

 του. κέντρο το προςως  αδράνειας ροπή και  ακτίνα με συμμετρία κήέχει κυκλι
σώμα ότι το Υποθέτουμε θ.  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε ολισθαίνει να χωρίς

 κυλάει πουσώματος στερεού επιτάχυνση  τηνσουμε προσδιορίνα Θέλουμε

ΙR

θ

P Mg

R
τρF a

v

ροπών. και δυνάμεων ό υπολογισμ τον για μάζας  κέντροτο
ήσουμεχρησιμοποι να μπορούμε επαφής σημείο  τοAντί για

CC
(2).   και (1)  sinEίναι dtdIRFFMgMa ωθ τρτρ =−=

(3).   ακόμηEίναι RadtdvR =⇒= ωω

δίνει (3) και (2)  τιςβάση με (1) H

(4).  
1

sinsin 2
2

MRI
gaRIaMgMa
+

=⇒−=
θθ

νως. προηγουμέβρήκαμε  πουαυτό μεσυμπίπτει  (4) αποτέλεσμα Το



Pa
cv

O
V


ΚΥΛΙΝΔΡΟΣ ΣΕ ΕΠΙΤΑΧΥΝΟΜΕΝΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑ 10 

).ολισθαίνει δεν  κύλινδροςοότι  ε(υποθέτουμ
 κυλίνδρου του κίνησηηείναι  Ποια . κυλίνδρου τουάξονα στον  κάθετη

επιτάχυνση μεσύρεται   πουεπιφάνεια σε πάνωβρίσκεται  Κύλινδρος
a

τρF

.  τριβήςδύναμη η μόνοασκείται   κύλινδροΣτον τρF

.(1)    τότε κυλίνδρουτου
  μάζας  κέντρου του ταχύτηταη  Αν

τρFdtdvM
Οv

c

c

=

 και  το προςως  ροπήασκεί   τριβήΗ ORFτρ

(2).  
2
1 2

dt
dMR

dt
dIRF c

ωω
τρ ==

(4).   και   τότεεπιφάνειας  της ταχύτηταηείναι   ν
dt
dR

dt
dV

dt
dvRVvV c

c
ωω −=−=Α

)(
2
3 βρίσκουμε (3) στην (4)  τηνώνταςΧρησιμοποι

dt
dVa

dt
dR ≡=
ω

(3).  
2
1 δίνουν (2) και (1)Οι 

dt
dMR

dt
dvM c ω

=

.3  ,3 και MaFadtdvc == τρ



θ C

P
l
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θ;  γωνία κατάσώμα  τοεκτρέψουμε ανσυμβεί  θαΤι  ο. κατακόρυφ τηνμε
συμπίπτει   ευθεία η ότανισορροπεί  σώμα  το τότεμάζας,  κέντροείναι το  Αν

 .  τουσημείο σταθερό από εται γύρω περιστρέφναμπορεί   μάζας σώμα Στερεό
PCC

PΜ

Mg

είναι αξόνων ν παράλληλωθεώρημα  τοαπό  τότε,αντίστοιχα
 , και   τα προςως αδράνειας ροπέςοι είναι   και  Αν PCIIc

.(1)  2MlII c +=

είναι   τοαπό περνάει  πουάξονα  τον προςως στροφορμή Η P

( ) (2).  2

dt
dMlIIL c
θω +==

(3).  sinείναι   στοασκείται   πουροπή Η θMglNC −=

δίνει  κίνησηςικής περιστροφ τηςεξίσωση Η

( ) (4).  0sin2

2
2 =++⇒= θθ Mgl

dt
dMlIN

dt
dL

c
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Mg

θ C

P
l

( ) (4).  0sin2

2
2 =++ θθ Mgl

dt
dMlIc

δίνει (4) η και sinείναι  εκτροπής  γωνίεςμικρές Για θθ ≈

( ) (5).  02 =++ θθ MglMlIc


 ταλαντωτήαρμονικού εξίσωση διαφορική ηείναι  (5) H

(6).  
1

1 συχνότητα με 2MlIl
g

c+
=ω

Mg

θ C

P
l

:εξής  ταέχουμε (6) σχέση  την για τότε τουσημείο  κάποιοαπό
 ακτίνας δακτύλιο λεπτό εαναρτήσουμ Αν :Παράδειγμα r

βρίσκουμε άρα και   , 2MrIrl c ==

(7).  
21

1 συχνότητα 22 r
g

MrMrr
g

=
+

=ω
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ράβδο;  τηναπό ξεκολλήσει θα  πουμόλις αυτό ώστε M)m (με m μάζας
 σωμα ουμε τοποθετήσνα πρέπει  τηςσημείο  ποιοΣε ράβδου;  τηςεπιτάχυνση

  γωνιακήαρχική ηείναι  Ποια θέση. οριζόντια από ελεύθερηαφήνεται 
 ράβδος Η  της.άκρο ένα  τοαπόδιέρχεται   πουάξονα από  γύρω τριβήχωρίς

 ελεύθεραεται  περιστρέφναμπορεί  Μ μάζας και L μήκους ράβδος Oμογενής

<<

.2 με ίση P
σημείο  το προςως ροπή μιαασκεί  ράβδου  τηςβάρος Το

LMgN =

βρίσκουμε  κίνησηςεξίσωση  τηνΑπό
P

.(1)  
2
32

3
12 2

L
g

dt
dMgL

dt
dMLMgL

dt
dIN

dt
dL

=≡⇒=⇒=⇒=
ωαωω

ράβδου.  τηςεπιτάχυνση  γωνιακήαρχική ηείναι   όπουα
P.  τοαπό x απόσταση σε m μάζα  τηναφήνουμεότι  Έστω

xv ω=είναι  σημείο  τοαυτό σε ράβδου  της ταχύτητα γραμμικήαρχική Η

.
2

3
2
3 πρέπει θα σωματίδιο ί τοαποκολληθε να Για Lxgx

L
gga ≥⇒≥⇒≥

m

Mg



2m1m

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

). τροχαλίεςστιςγλυστράει 
 δεν νήμα ότι το ε(Υποθέτουμ μάζας.  κάθεεπιτάχυνση  τηνΒρείτε R. ακτίνακαι 

 αδράνειας ροπήέχει   καθεμίαη οποίες  τιςαπό  τροχαλίεςόμοιες δύο από πάνω
 περνάειοποίο  τονήμα ελαφρύ ένα με εςσυνδεδεμένείναι   και  μάζες ύο 21

I
mm∆

3T

gm2

1T

gm1

2T
έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τονΑπό

(2).   (1),  232111 amTgmamgmT =−=−

. επιτάχυνση με  κινούνταιμάζεςοι  και  Έστω 12 amm >

είναι  τροχαλίας κάθε τηςεπιτάχυνση  γωνιακήΗ
ής περιστροφεξισώσεις  τιςαπό και Ra=α

( ) ( ) (4).   (3),  2312 RIaRTTRIaIRTT =−==− α

( ) (5),  2 βρίσκουμε (4) και (3)  τιςΑπό 13 RIaRTT =−

( ) ( ) (6).    παίρνουμε(2) και (1)  τιςαπό ενώ 1213 agmagmTT +−−=−

( ) (7).  
2

  τελικάδίνουν (6) και (5)Οι 2
21

12

RImm
gmma

++
−

=
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αυτή. στιγμή  τηντροχαλίας
  της ταχύτητα γωνιακή και την καθώς,  κατά κάτω τας πέσει προ

 η όταν μαζών  των ταχύτητες γραμμικές τιςΒρείτε ηρεμεί. αρχικά σύστημα το
 και τροχαλίαστην  γλυστράδεν νήμα Το . αδράνειας ροπής  τροχαλίαμια από

  πάνωσμένοείναι περα  πουνήμα με εςσυνδεδεμένείναι   και  μάζες Δύο

2

21

hm

I
mm

είναι ενέργεια ολική η ηρεμεί και σύστημα  τοΑρχικά

2m1m

. και   των ύψηαρχικά είναι τα
  και  όπου (1),  

21

212211

mm
hhghmghmEi +=

είναι ενέργεια η  τότε,  κατάέχει πέσει  η  πουστιγμή
 χρονική  την τροχαλίας της ταχύτητα γωνιακήηείναι  ω Αν

2 hm

( ) ( ) (2).  
222 2211

22
2

2
1 hhgmhhgmIvmvmE f −+++++=

ω

)(είναι  βρίσκουμε ενέργειας  τηςδιατήρησης αρχή  τηνΑπό vR =ω

( ) ( )
2

21

12
2

21

12 2 και 21
RImm

ghmmv
RImm

ghmm
R

EE fi ++
−

=
++

−
=⇒= ω
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μαζών. δύο  τωνεπιτάχυνση  τηντεΠροσδιορίσ  τριβές.χωρίς ολισθαίνει
 Η . αδράνειας ροπής και  ακτίνας  τροχαλίασε σμένοείναι περα  πουνήμα

 αβαρές με σχήμα, στοφαίνεται  όπως ες,συνδεδεμένείναι   και  μάζες Δύο

2

21

mIR
mm

1m

2m

Tgm2

N

gm1

T
είναι  τροχαλίας τηςΟ  κέντρο τοαπό περνάει που

άξονα  προςως συστήματος  τουστροφορμή συνολική H

. τροχαλίας της ταχύτητας γωνιακήη και 
 μαζών  των ταχύτηταη  όπου (1),  21

vR
vIvRmvRmL

=
++=

ω
ω

.είναι  δυνάμεων εξωτερικών ροπή ησυνισταμέν H 1gRm

βρίσκουμε (1)  τηνώνταςχρησιμοποι Επομένως,

( ) ⇒=++⇒= gRm
dt
dv

R
I

dt
dvRmmgRm

dt
dL

1211

2
21

1

RImm
gm

dt
dva

++
=≡
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 του.μάζας  κέντρο τουεπιτάχυνση
  γραμμικήη και  καθώςδίσκου,  τουεπιτάχυνση  γωνιακήηί υπολογιστε

 Να σχήμα. στοφαίνεται  όπως οροφή  τηναπό κρέμεται R ακτίνας Δίσκος

T

Mg

C P

:Τότε δίσκου.  τουεπιτάχυνση  γωνιακήη 
 καιμάζας  κέντρο το προςως αδράνειας ροπή η  Έστω

a
I

,(1)  
2
1

2
1 2 TMaTRMRTR

dt
dIN

dt
dL

=⇒=⇒=⇒= αω

μάζας.  κέντρου τουεπιτάχυνση ηείναι   όπου Ra α=

Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τοναπό ακόμηίναι Ε

(2).  
3

2
2
1 gaMaMaMgMaTMg =⇒=−⇒=−

(3).  
3
2 έχουμε επιτάχυνση  γωνιακή τηνΓια
R
g

=α
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 βαρύτητα.  τηνΑγνοείστε ελατηρίων.  τωνμήκους φυσικού  και του μήκους του
 τουμικρότερες  πολύελατηρίων  τωνιςμετατοπίσε  γιαράβδου  τηςκίνησης

  της περίοδο τηνΒρείτε Ο. σημείο σταθερό  τοαπό εται γύρω περιστρέφνα
μπορεί  ράβδος Η ράβδου).  της κέντροείναι το (C σχήμα στοφαίνεται  όπως

 , σταθεράς ελατήρια από  κρατιέται μήκους και  μάζας ράβδος Ομογενής

l

klm

k

k

O

C

k

k

O

C

x∆
θ

Δx. ι κατάσυμπιέζετα ελατήριο  πάνωότι το Έστω
.2Δx ι κατά τεντώνεταελατήριο  κάτω τοΤότε

Ο σημείο  το προςως ροπέςδέχεται  ράβδος Η

(1).  
4
sin5

22

2

21
θkllxkxlkNNN −=

∆
−∆−=+=

βρίσκουμε Ο  προςως ής περιστροφεξίσωση  τηνΑπό

4
sin5

3
1

4
sin5 2

2
2 θθθω klmlkl

dt
dIN

dt
dL

−=⇒−=⇒= 

θθθ
m
k

4
15: μικρές και για −=

.154και 

415 :Άρα

kmT

mk

π

ω

=

=
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σύστημα. ι το κατεβαίνεοποία  τηνμε επιτάχυνση  τηνΒρείτε θ.  κλίσηςεπίπεδο
 κεκλιμένοσε  πάνωολίσθηση χωρίς ε και κυλάνράβδο αβαρή με συνδέονται R

 ακτίνα και  μάζα ίδια  τηνμε στεφάνη λεπτή μία και  κύλινδροςστερεός Ένας m

θ

a

v
Σf

Κf

T

T
W

W
 τότε κυλίνδρου τουεπιτάχυνση  γωνιακήη 

 καισυστήματος  τουεπιτάχυνση ηείναι   Αν
α

a

έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τοναπό

(2).  0sin (1),  0sin =−+=−− ΣΚ fTmgfTmg θθ

ράβδο.  τηναπό   τάσηη και επαφής σημείο στο
 ) και (  τριβήη , βάρος τοασκούνται  σώματα Στα

T
ffW ΣK

 παίρνουμεεπαφής σημεία  τα προςως ής περιστροφεξίσωση  τηνΑπό
( ) ( ) (3)  232sin 222 αααθ mRmRmRIRTmg K =+==−

( ) ( ) (4).  2sinκαι 222 αααθ mRmRmRIRTmg =+==+ Σ

(5).  7sin427sin2  βρίσκουμε (4) και (3)  τιςΑπό 2 RgαmRmgR θαθ =⇒=

.7sin και 7sin4 :είναι Τελικά θθα mgTgRa ===



ΠΡΟΒΛΗΜΑ 8 

 ράβδου.  τηςμάζας  κέντρου τουεπιτάχυνση την
 και  καθώςράβδο, στην βάση άλλη η στιγμή  τηνεκείνηασκεί   πουδύναμη

  τηνΒρείτε βάση. μία  τηναφαιρούμε στιγμή Κάποια βάσεις. τριγωνικές
 σε  τηςάκρα δύο στα στηρίζεται W βάρους και L μήκους ράβδος λεπτή Μια

:έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τονΑπό

ράβδου.  τηςμάζα ηείναι   όπου ,(1)  2

2

mNW
dt

xdm −=

βρίσκουμε ής περιστροφεξίσωση  τηνΑπό

(2).  
2
3

23
1

2 2

2

2

2
2

2

2

L
g

dt
dLmg

dt
dmLLW

dt
dI =⇒=⇒=

θθθ

.2είναι  θ  γωνίεςμικρές Για θLx ≈
βρίσκουμε (2) και (1)  τιςαπό πομένως,Ε

.
4

3 και 
442 2

2

2

2 g
dt

xdWmgNNmg
dt
dLm ===⇒−=
θ

θ
W

N
x



θ

O
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.30 ααρχίζει γι ολίσθηση η αν  συντελεστή  τονακόμη
Βρείτε .ολισθήσει)έχει  δεν ράβδος ηότι  ε(υποθέτουμ ο κατακόρυφ τηνμε  γωνία

σχηματίζει αυτή όταν ράβδου  της ταχύτητα γωνιακή τηνΒρείτε  πέσει.νααφήνεται 
 καιλίγο εκτρέπεται ράβδος Η .  τριβήςστατικής συντελεστήέχει   πουδάπεδο σε
  πάνωα κατακόρυφαρχικάστέκεται  2 μήκους και  μάζας ράβδος Ομογενής

ο=θμ
θ

μ
lm

mgN
f

.  τριβήη και  αντίδραση
  κάθετηη βάρος, τοασκούνται  ράβδο Στην

fN

έχουμε   προςως βάρους  τουροπής
  τηςλόγω  τότεεπιτάχυνση  γωνιακήηείναι   Αν

Ο
α

( ) (1).  sin
4
32

3
1sin 2 θαααθ

l
glmImgl =⇒==

:υμεολοκληρώσο να πρέπει   τηνβρούμε να  και για μεταβλητή μια Έχουμε ωα

( ) ⇒=⇒=== θθθωθω d
l
g

l
g

dθ
dω

dt
d

dθ
dω

dt
d sin

4
3ωd

2
1 sin

4
3 2

( ) ( ) (2).  cos1
2
3sin

2
3ωd 2

00

2
2

θωθθ
θω

−=⇒′′=′ ∫∫ l
gd

l
g
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.30 ααρχίζει γι ολίσθηση η αν  συντελεστή  τονακόμη
Βρείτε .ολισθήσει)έχει  δεν ράβδος ηότι  ε(υποθέτουμ ο κατακόρυφ τηνμε  γωνία

σχηματίζει αυτή όταν ράβδου  της ταχύτητα γωνιακή τηνΒρείτε  πέσει.νααφήνεται 
 καιλίγο εκτρέπεται ράβδος Η .  τριβήςστατικής συντελεστήέχει   πουδάπεδο σε
  πάνωα κατακόρυφαρχικάστέκεται  2 μήκους και  μάζας ράβδος Ομογενής

ο=θμ
θ

μ
lm

θ

mg
N

f

μάζας.  κέντρου του επιτάχυνση
 σεί αντιστοιχε  επιτάχυνση  γωνιακήΗ

αla
α

=

O
a βρίσκουμε διεύθυνση ρυφηκαι κατακό

οριζόντια σε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τονώνταςΧρησιμοποι

( ) (1).  sin
4
3sin 2θθα mglmNmg ==−

(2).  cossin
4
3cos θθθα mgmlf ==

βρίσκουμε (2) και (1)  τιςαπό και είναι  ολίσθηση ηαρχίζει  όλις Nf µ=Μ

( ) 0,40.μ ,30 Για .
sin34
cossin3μ  ,sin34

4 2
2 ==

−
=−= οθ

θ
θθθmgN
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ΠΕΡΙΣΤΡΕΦΟΜΕΝΗ ΡΑΒΔΟΣ – ΣΩΜΑ 1 

L; στοφθάνει  Πότε .  ταχύτητααρχική με ράβδου  τηςάκρο σταθερό το
από ξεκινά οποίο  τοm μάζας σφαιρίδιο  τριβή,χωρίς  κυλά,ράβδου  τηςμήκος
Κατά  της.άκρο ένα  τοαπόδιέρχεται   πουάξονα ο κατακόρυφαπό  γύρωεπίπεδο

οριζόντιο σε ω  ταχύτητα γωνιακήμεεται  περιστρέφ μήκους ράβδος Λεπτή

0v

L

:1 ΛΥΣΗ

x

y

F


θ ράβδο. στην τηείναι κάθε F η

δηλαδή ράβδου,  της τοιχώματα τααπό
F δύναμη ευρικήδέχεται πλ σφαίρα Η





υ.εργαστηρίο  τουαναφοράς συστήματος
 τουνεςσυντεταγμέ  πολικέςσε δουλέψουμε Θα

( ) ( ) (2).  θθr
dt
d

r
1rθr-ra όπου (1),  amFΕίναι 22

∧∧

+== 


σταθερό.ωθ και θFF όμωςΕίναι ===
∧


 βρίσκουμε (2) και (1)  τιςαπό Οπότε

( ) .(4)  2
r
1m και (3) 0r 22 rmFFr

dt
dr  ωωω =⇒==−



ΠΕΡΙΣΤΡΕΦΟΜΕΝΗ ΡΑΒΔΟΣ – ΣΩΜΑ 2 

L; στοφθάνει  Πότε .  ταχύτητααρχική με ράβδου  τηςάκρο σταθερό το
από ξεκινά οποίο  τοm μάζας σφαιρίδιο  τριβή,χωρίς  κυλά,ράβδου  τηςμήκος
Κατά  της.άκρο ένα  τοαπόδιέρχεται   πουάξονα ο κατακόρυφαπό  γύρωεπίπεδο

οριζόντιο σε ω  ταχύτητα γωνιακήμεεται  περιστρέφ μήκους ράβδος Λεπτή

0v

L

:1 ΛΥΣΗ

x

y

F


θ
( ) .(4)  2

r
1m και (3) 0r 22 rmFFr

dt
dr  ωωω =⇒==−

( ) (5).   ηείναι  (3)  τηςλύση  γενικήΗ tt BeAetr ωω −+=

συνθήκες αρχικές  τιςεεφαρμόζουμ ΒΑ και   τωνσμό προσδιορι τονΓια
( ) (7).   και (6)  00είναι  0 Για 00 vBAvrBArt =−⇒==+⇒== ω

.2,2 δίνουν (7) και (6)Οι 00 ωω vBvA −==

( ) ( ) βρίσκουμε Lr  και για
2

 λοιπόνΕίναι 0 =−= − tt eevtr ωω

ω
( )0

1sinh1 vLt ω
ω

−=
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L; στοφθάνει  Πότε .  ταχύτητααρχική με ράβδου  τηςάκρο σταθερό το
από ξεκινά οποίο  τοm μάζας σφαιρίδιο  τριβή,χωρίς  κυλά,ράβδου  τηςμήκος
Κατά  της.άκρο ένα  τοαπόδιέρχεται   πουάξονα ο κατακόρυφαπό  γύρωεπίπεδο

οριζόντιο σε ω  ταχύτητα γωνιακήμεεται  περιστρέφ μήκους ράβδος Λεπτή

0v

L

:2 ΛΥΣΗ

x

y

F


θ

μορφή ην παίρνει τΝεύτωνα  τουνόμος 2ος o
ράβδου όμενης περιστρεφ τηςαναφοράς σύστημα Στο

( ) (1),  2 rmvmFam 
××−×−= ωωω

.
dt

rda  ,
dt
drv ,  , όπου 2

2 ∧∧∧∧

==== rrrrrz 
ωω

έχουμε (1) στηναι εμφανίζοντ  πουόρους  τους γιαΕπομένως

( ) . και 2
∧∧∧∧

−=××





 ×=× rrrrrzrv ωωωθωωω 




συνιστώσες  και   τις γιαεξισώσεις 2  παίρνουμε(1) στην ώνταςΑντικαθιστ
∧∧

θr
1. ΛΥΣΗΣ  τηςαυτές με συμπίπτουν  που(3),   και (2)  02 2rωrrmF ==− ω



ΑΣΚΗΣΗ ΤΡΙΒΗΣ 4 
Αμαξάκι σχήματος κεκλιμένου επιπέδου κινείται οριζόντια με επιτάχυνση α. Επάνω 
στο κεκλιμένο επίπεδο βρίσκεται ένα σώμα μάζας m, η τριβή ολίσθησης ανάμεσα στο 
κεκλιμένο επίπεδο και το σώμα είναι μ. Υποθέτουμε ότι 1>μtanθ όπου θ η γωνία του 
κεκλιμένου επιπέδου με τον ορίζοντα.  (α) Βρείτε την επιτάχυνση α0 του αμαξιού ώστε 
το σώμα να ισορροπεί επί του κεκλιμένου επιπέδου χωρίς την δύναμη της τριβής. (β) 
Εάν α>α0 περιγράψτε την κίνηση του σώματος ως προς το αμαξάκι και βρείτε την 
επιτάχυνση του σώματος ως προς το κεκλιμένο επίπεδο. 

:ΛΥΣΗ

W


N


aF


.f  τριβήη ςενδεχομένω και ,Ν αντίδραση

  κάθετηη ,W βάρος τοασκούνται  σώμα Στο




. ηψευδοδύναμ  τηνουμεσυμπεριλάβ να

 πρέπειθα οδηγού  τουαναφοράς σύστημα Στο

amFa


−=

⇒=++= 0δίνει  0f  γιαισορροπίας συνθήκη Η ) NWFa


α

(2).  cos και (1)  sin0 θNmgNma == θ

(3).  tantan βρίσκουμε (2) και (1)  τιςΑπό 0
0 θgaθ

mg
ma

=⇒=



ΑΣΚΗΣΗ ΤΡΙΒΗΣ 5 
Αμαξάκι σχήματος κεκλιμένου επιπέδου κινείται οριζόντια με επιτάχυνση α. Επάνω 
στο κεκλιμένο επίπεδο βρίσκεται ένα σώμα μάζας m, η τριβή ολίσθησης ανάμεσα στο 
κεκλιμένο επίπεδο και το σώμα είναι μ. Υποθέτουμε ότι 1>μtanθ όπου θ η γωνία του 
κεκλιμένου επιπέδου με τον ορίζοντα.  (α) Βρείτε την επιτάχυνση α0 του αμαξιού ώστε 
το σώμα να ισορροπεί επί του κεκλιμένου επιπέδου χωρίς την δύναμη της τριβής. (β) 
Εάν α>α0 περιγράψτε την κίνηση του σώματος ως προς το αμαξάκι και βρείτε την 
επιτάχυνση του σώματος ως προς το κεκλιμένο επίπεδο. 

:ΛΥΣΗ

W


N


aF


. με κινείται όχημα ότι το  τώραΈστω β) 0aa >

 κάτω. τα και προςεπίπεδο  κεκλιμένο τοπρος
 παράλληληαι τριβήασκείται κ σώμα στο Τότεf



έχουμε Νεύτωνα  τουνόμο 2ο  τοναπό  τότεοδηγό,
 τον προςως σώματος  τουεπιτάχυνση ηείναι   Αν γ

(1).  fNWFm a


+++=γ δίνει επίπεδο  κεκλιμένοστο (1)  της προβολήΗ

(2)  sincos θmgfθmamγ −−=

έχουμε επίπεδο  κεκλιμένοστο Κάθετα (3).  cossin0 Νmgma −+= θθ



ΑΣΚΗΣΗ ΤΡΙΒΗΣ 6 
Αμαξάκι σχήματος κεκλιμένου επιπέδου κινείται οριζόντια με επιτάχυνση α. Επάνω 
στο κεκλιμένο επίπεδο βρίσκεται ένα σώμα μάζας m, η τριβή ολίσθησης ανάμεσα στο 
κεκλιμένο επίπεδο και το σώμα είναι μ. Υποθέτουμε ότι 1>μtanθ όπου θ η γωνία του 
κεκλιμένου επιπέδου με τον ορίζοντα.  (α) Βρείτε την επιτάχυνση α0 του αμαξιού ώστε 
το σώμα να ισορροπεί επί του κεκλιμένου επιπέδου χωρίς την δύναμη της τριβής. (β) 
Εάν α>α0 περιγράψτε την κίνηση του σώματος ως προς το αμαξάκι και βρείτε την 
επιτάχυνση του σώματος ως προς το κεκλιμένο επίπεδο. 

:ΛΥΣΗ

W


N


aF


f


(2)  sincos θmgfθmamγ −−=
(3).  cossin0 Νmgma −+= θθ

:ις περιπτώσεφυσικές δύο εΔιακρίνουμ
0. γμε κινείται σώμα ότι τo Έστω >

 παίρνουμε(3)-(2)  τιςαπό και  Τότε Ν= µf
( ) ( ) (4) cossinsincossincossincos θµθθµθθθµθµθγ +−−=−−−= gaggaa

.
sincos
cossin όταν 0ότι γ  προκύπτει(4)  τηνΑπό 01 aga >

−
+

==
θµθ
θµθ

. δεχόμενοισορροπεί  σώμα  το με  ιςεπιταχύνσε Για 10 Nfaaaa µ<<<
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υ.εργαστηρίο  τουσύστημα
στο  πμεσονίων  τωνενέργειες έςοι κινητικ βρεθούν Να .Κ  τουκίνησης
ευθεία στην  πάνω κινούνται πδύο  και ταc 0,83  ταχύτηταμε κινείται Κ το

εργαστήριο στοότι  Έστω (β) .mm ηρεμίας μαζών λόγος οβρεθεί  Να (α)
 καθένα. τοc 0,83  ταχύτηταμε  κινούνταιμεσόνια  ταΚ  τουηρεμίας σύστημα

Στο .m ηρεμίας μάζες ίσες έχουν  που και π πμεσόνια δύο σεδιασπάται 

 και498m με ισοδύναμηείναι   πουηρεμίας μάζαέχει  Κ σωματίδιο Το

0

0
Kπ

0
π

2
K

0

−+

= MeVc

δίνει ενέργειας  τηςδιατήρηση Η (α)

(1),  2 22 cmcmK ππγ= ( )
.793,1

83,01
1

1

1 όπου
22
=

−
=

−
=

cvπ
πγ

.279,0
2
1  παίρνουμε(1)  τηναπό Επομένως ==
π

π

γKm
m

MeV. 139
2
1cm βρίσκουμε ηρεμίας μάζα  τηνΓια 2

π == Km
πγ

0K
+π −π

πv πv
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υ.εργαστηρίο  τουσύστημα
στο  πμεσονίων  τωνενέργειες έςοι κινητικ βρεθούν Να .Κ  τουκίνησης
ευθεία στην  πάνω κινούνται πδύο  και ταc 0,83  ταχύτηταμε κινείται Κ το

εργαστήριο στοότι  Έστω (β) .mm ηρεμίας μαζών λόγος οβρεθεί  Να (α)
 καθένα. τοc 0,83  ταχύτηταμε  κινούνταιμεσόνια  ταΚ  τουηρεμίας σύστημα

Στο .m ηρεμίας μάζες ίσες έχουν  που και π πμεσόνια δύο σεδιασπάται 

 και498m με ισοδύναμηείναι   πουηρεμίας μάζαέχει  Κ σωματίδιο Το

0

0
Kπ

0
π

2
K

0

−+

= MeVc

c, 0,83  ταχύτηταμε κινείται υεργαστηρίο  τουσύστημα στο Εφόσον β)

.γ συντελεστήέχει  θα άλλο  και τοακίνητοείναι  θα  πένα  τοαυτό σύστημα στο π′

 τότε,Κ  το γιαςσυντελεστή κόςσχετικιστι οείναι  γ Αν 0
Κ′

.43,51222 =







−′=′⇒′+=′ Κγγ

π
π m

mcγmcmcγm K
πππKK

( ) .6161Ε άλλο  τογια
μηδέν,είναι  ενέργεια  κινητικήη μεσόνιο ένα  τοΓια

2π
Κ MeVcm =−′= ππ γ
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υ.εργαστηρίο  τουσύστημα
στο  πμεσονίων  τωνενέργειες έςοι κινητικ βρεθούν Να .Κ  τουκίνησης
ευθεία στην  πάνω κινούνται πδύο  και ταc 0,83  ταχύτηταμε κινείται Κ το

εργαστήριο στοότι  Έστω (β) .mm ηρεμίας μαζών λόγος οβρεθεί  Να (α)
 καθένα. τοc 0,83  ταχύτηταμε  κινούνταιμεσόνια  ταΚ  τουηρεμίας σύστημα

Στο .m ηρεμίας μάζες ίσες έχουν  που και π πμεσόνια δύο σεδιασπάται 

 και498m με ισοδύναμηείναι   πουηρεμίας μάζαέχει  Κ σωματίδιο Το

0

0
Kπ

0
π

2
K

0

−+

= MeVc

 ταχυτήτωνσύνθεσης  κανόνακόσχετικιστι  τονμε  πυ κινούμενοτου
 ταχύτητα τηνσουμε προσδιορίνα μπορούμε άΕναλλακτικ

( ) .983,0
11 22 c

ccc
cc

cVv
Vvv
K

K =
−−

−−
=

−
−

=′
ββ
ββ

π

π
π

είναι  πυ κινούμενο τουενέργεια  κινητικήη Επομένως,

( ) .6161
983,01

11391E
2

2π
K MeVMeVcm =










−

−
=−′= ππ γ
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σώματος. του
 κάθοδο και τηνάνοδο  την κατά και ύψους ταχύτηταςμεταξύ σχέση η και ύψος
μέγιστο βρεθεί το να , ταχύτητας της τετράγωνο το προςανάλογηείναι  αέρα του

αντίσταση η Αν .  ταχύτητααρχική με  πάνω ται προςεκτοξεύετα  μάζας Σώμα 0vm

W


f


z

δυνάμεις. ομόρροπεςείναι  

 αντίσταση η και W βάρος  τοάνοδο  τηνΚατά

2
∧

−= vbvf




είναι άνοδο στην  κίνησηςεξίσωση Η

(1).  222 ⇒−−=⇒−−=⇒−−= bvmg
dz
dvmvbvmg

dt
dz

dz
dvmbvmg

dt
dvm

( ) . όπου ,2 ln12 2
0

2

2

2

mbkz
kvg
kvg

k
dz

kvg
vd

=−=







+
+

⇒−=
+

⇒









+==

g
kv

k
zv

2
0

max 1ln
2
1 βρίσκουμε 0 Θέτοντας
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σώματος. του
 κάθοδο και τηνάνοδο  την κατά και ύψους ταχύτηταςσχέση η και ύψος

μέγιστο βρεθεί το να , ταχύτητας της τετράγωνο το προςανάλογηείναι  αέρα του
αντίσταση η Αν .  ταχύτητααρχική με  πάνω ται προςεκτοξεύετα  μάζας Σώμα 0vm

W


f
 z

δυνάμεις. αντίρροπεςείναι  

 αντίσταση η και W βάρος  το κάθοδο τηνΚατά

2
∧

−= vbvf




είναι  κάθοδοστην  κίνησηςεξίσωση Η

(3).  222 ⇒+−=⇒+−=⇒+−= bvmg
dz
dvmvbvmg

dt
dz

dz
dvmbvmg

dt
dvm

( ) .2 ln12 2
0

2

2

2

z
kvg
kvg

k
dz

kvg
vd

−=







−
−

−⇒−=
−

⇒
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c. 0,995 ταχύτητααποκτήσει   τελικάόταν  πύραυλοστον
απομένει )καύσιμα""(πύραυλος ηρεμίας μάζας αρχικής  της5% περίπου

μόνοότι  Δείξτε  φωτόνια. καύσιμο"" ό προωθητικώς ώνταςχρησιμοποι
 του ταχύτητάναυξάνει τηι αρχίζει καηρεμεί  αρχικά  πουΠύραυλος

+

.m (ηρεμίας) μάζα είχε  πύραυλοςο αρχικάότι  Έστω 0

ηρεμίας. μάζα ως fmαπομένει   τέλοςστοότι  ακόμη Έστω 0

εκπεμφθεί, έχουν  πουφωτονίων  τωνορμή ηείναι  p Αν
,(1)  βρίσκουμε ορμής  τηςδιατήρησης  τηςαρχή  τηναπό τότε 0vfmp γ=

.11 και  πυραύλου του ταχύτητα τελικήηείναι  0,995c vόπου 22 cv−== γ
βρίσκουμε ενέργειας  τηςδιατήρηση  τηνΑπό

(2). 2
0

2
0 pccfmcm += γ  παίρνουμε(2) στην (1)  τηναπό   τοώνταςΑντικαθιστ p

.05,0
995,01

1995,011 2
0

2
0

2
0 ≈

+
−=

+
=⇒+=

vc
cfvcfmcfmcm

γ
γγ
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 κίνησης.σχετικής  της γραμμής τηςμήκος κατά κινείται σωματίδιο το
ότι Υποθέτουμε  κίνηση.σχετική ομαλή σε βρίσκονται  πουές παρατηρητδύο από

μετρούνται όπως ,σωματιδίου ενός ωνεπιταχύνσε  τωνμεταξύ σχέση ηβρεθεί  Να

ών. παρατηρητδύο  των κίνησης ταχύτητασχετική η  Έστω v
( ) σωματίδιο.  το γιαV V χύτηταμετράει τα (2) 1 ής παρατηρητοότι  ακόμη Έστω 21

(1). 
1

  ταχυτήτωνσύνθεσης  κανόνακόσχετικιστι  τοναπό Τότε, 2
1

1
2 cvV

vVV
−

−
=

 τότεές, παρατηρητδύοοι  μετράνε χρόνοι πουοι είναι   και  Αν 21 tt

(2). είναι 
2

1

1

2

2

2

dt
dt

dt
dV

dt
dV

= βρίσκουμε (1)  τηνΑπό

( ) (3).  
1
1

11 12
1

22

1

1
222

1

1
2

1

11

1

2 a
cvV
cv

dt
dV

c
v

cvV
vV

cvV
dtdV

dt
dV

−
−

=







−

−

−
−

−
=

( )
( ) .
1
1 οπότε ,

1
1 επίσηςΕίναι 122

1

2322

222

2
1

1

2 a
cvV

cva
cv
cvV

dt
dt

−

−
=

−

−
=
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άμμο.  τηνόληχάνει  αυτό  πουστιγμή  τηναερόστατου  τουταχύτητα
ηβρεθεί  Να . ρυθμό σταθερό με πέφτει νααρχίζει  άμμος η και αερόστατου του
ου κουβούκλι τουδάπεδο στο ύπαανοίγει τρ στιγμή Κάποια άμμου. μορφή σεείναι 

μάζα  τουσυνολική  τηναπό μισή Η .  ύψοςσεισορροπεί   μάζας αερόστατο Ένα 0

k

hm

άνωση. ηείναι A  όπου A,gm άρακαι ισορροπεί  αρχικά αερόστατο Το 0 =

είναι ορμής  τηςδιαφορά η  τότε, και είναι vdt και t
 tστιγμές  τιςαερόστατου  τουεςοι ταχύτητ Aν .είναι  μάζα ηdt  tστιγμή

χρονική  και τηνmείναι  αερόστατου  τουμάζα η t στιγμή χρονική ότι την Έστω

dvv
dmm

++
−+

( )( ) ( ) [ ]
αερόστατο.  το προςως άμμου  της ταχύτητασχετική η 0

όπου,
=

−=−−++−
V

dtmgAmvdmVvdvvdmm

βρίσκουμε ,διαφορικών  γινόμενααγνοώντας και v  v,είναι  Επειδή s == kdtdm
( ) ( )[ ] ( )⇒−=−−=⇒−= ktmktgmgktmAdtdvdtmgAmdv 00









−−−=⇒′

−
=′⇒ ∫∫

0

0
0

0
0

1ln
m
kt

k
gmgtvtd

ktm
ktgvd

tv

,2 τότε2
 πουστιγμή ηείναι   τΑν

00 kmmm == τ

( ) ( ) .212ln τότε 0 kgmv −=τ
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 .αντίστοιχα m, και M με ίσεςείναι  Σ  και τουσφήνας  τηςμάζεςΟι  σφήνας. της
επιτάχυνση ηβρεθεί  Να επίπεδο. οριζόντιο λείο σε  πάνω γλύστραειναμπορεί 

σφήνα Η θ.  γωνίαςσφήνα λεία σε ι πάνω γλυστρήσενααφήνεται  m μάζας Σώμα

m

mg

N

m

Mg

N′

N

δίνουν αυτό σε α και κάθετεπίπεδο
 κεκλιμένοστο  παράλληλα κίνησηςεξισώσειςΟι  σφήνα. την

από Ν αντίδραση η και mg βάρος τοασκούνται  m σώμα Στοm
γ

γ ′θ

( ) (2).  sincos  (1),  cossin θγθθγγθ ′=−′−= mNmgmmg

διεύθυνση η και κάθετοριζόντια σεδίνει  Νεύτωνα του
νόμος 2ος Ο επίπεδο. οριζόντιο  τοαπό αντίδραση η και m την
από Ν αντίδραση η Μg, βάρος τοασκούνται  Μ σφήνα Στην

(4).  sin  (3),  0cos γθθ ′==+′− MNNNMg

⇒





 +′=

θ
θγθ

sin
sincos  προκύπτει(4) και (2)  τιςΑπό Mmmg

θ
θθγ 2sin

sincos
mM

mg
+

=′⇒
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( ) ( )

 τροχιά.ένη περιορισμμια  για κίνησης τηςορίων  των τόποό γεωμετρικτον
εΠεριγράψετ χώρο. στον ορισμένηείναι περι  κίνησηη ενέργειες  ποιεςγια

βρείτε και ήσυντηρητικείναι   ηότι  Δείξτε .22

δύναμης  τηςεπίδραση  την υπό επίπεδο στο κινείται m μάζας Σώμα

FyyxxyxF

Oxy
 ∧∧

−++−=

(1).   0

022

F =

−+−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

≡×∇

∧∧∧∧∧∧

yxyx
zyx

zyx

FFF
zyx

zyx

zyx



 τότε0  V(0,0)ότι  θεωρήσουμε αν και ήδιατηρητικείναι  F η Επομένως =


( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ′−′+′−′=′⋅−′⋅−=−=
→→→

yx

BAAOBO ydxyxdxrdFrdFWyxV
00

202, 

x

y ( )yx,

O A

B

( ) ., 22 yxyxyxV +−= ( ) .32 και 2 με E, έλλειψη μια

από ορισμένηείναι περι  κίνησηη 0Ε ενέργεια Για

EbEayxV ===

>

a
b

:ήσυντηρητικείναι  δύναμη ηότι   καταρχήνΕλέγχουμε
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. λόγος οβρεθεί  να 2Rείναι  Γη  τηναπό  τροχιάςνέας  τηςαπόσταση
 ελάχιστη η Αν  πύραυλος;οι ακολουθήσε θα  τροχιάςείδοςΤι   της.κατεύθυνσή

 τηνμεταβάλλει να χωρίς  σε  από  του ταχύτητάτηνελαττώνει   τουπυραύλων
νανασχετικώ  τωνανάφλεξη σύντομη μια στιγμή, μια Σε Γης.  τηςακτίνα ηείναι 

R όπου 4R, ακτίνας  τροχιά κυκλικήσε Γη  τηναπό ύρω γυρίζει γΔορυφόρος

0

0

vv

vv

=λ

R4 2R. ειου και περίγ4R απόγειου απόσταση
με  τροχιάελλειπτικήι ακολουθήσε θα δορυφόρος Ο

είναι Γης  της πεδίοβαρυτικό στο  κίνηση γιαενέργεια Η

στροφορμή. η L όπου (1), 
22

1
2

22

r
mGM

mr
L

dt
drmE Γ−+






=

(2) 
2

  τηςλύσειςείναι  απογείου και  περιγείουαποστάσειςΟι 2

2

r
mGM

mr
LE Γ−=

( ) .444Rείναι   τροχιά κυκλικήΓια 0
22

0 RGMvRGMv ΓΓ =⇒=

R2



R4

R2
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. λόγος οβρεθεί  να 2Rείναι  Γη  τηναπό  τροχιάςνέας  τηςαπόσταση
 ελάχιστη η Αν  πύραυλος;οι ακολουθήσε θα  τροχιάςείδοςΤι   της.κατεύθυνσή

 τηνμεταβάλλει να χωρίς  σε  από  του ταχύτητάτηνελαττώνει   τουπυραύλων
νανασχετικώ  τωνανάφλεξη σύντομη μια στιγμή, μια Σε Γης.  τηςακτίνα ηείναι 

R όπου 4R, ακτίνας  τροχιά κυκλικήσε Γη  τηναπό ύρω γυρίζει γΔορυφόρος

0

0

vv

vv

=λ

(2) 
2

  τηςλύσειςείναι  απογείου και  περιγείουαποστάσειςΟι 2

2

r
mGM

mr
LE Γ−=

( ) .444Rείναι   τροχιά κυκλικήΓια 0
22

0 RGMvRGMv ΓΓ =⇒=

( ).2
842

1και 22 −=−= ΓΓ λ
R

mGM
R

mGMmvE

RGMmRvmL Γ== λ24είναι   τροχιάελλειπτική  τηνΓια

βρίσκουμε   και για(2) στην ώνταςΑντικαθιστ ΓGMk =

( ) .(3)  8162
2

42
8

2222
2

22
2 rRrR

r
km

mr
kRm

R
km

−=−⇒−=− λλλλ

.3223442λδίνει  (3) η 2 Για 222 =⇒=⇒−=−= λλλRr
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Γης.  της ακτίνας  και της  τουσυνάρτηση ως εκτόξευσης
 ταχυτήτωνδύο  τωνλόγος οβρεθεί  Να .  ύψοςμέγιστο ίδιο στοφτάσει  να

 γιαοριζόντιαι εκτοξεύετα Β σώμα ίδιο Δεύτερο .  ύψοςμέγιστο σεφτάσει  να
 για πάνω τα προςα κατακόρυφΓης  τηςεπιφάνεια  τηναπόι εκτοξεύεταΑ  Σώμα

Rh
h

h

(1).  
22

1 σχέση  τηναπόδίνεται  ενέργεια ολική Η 2

2
2

r
mGM

mr
LrmE Γ−+= 

( ) (2). 2
2
1

δίνει ενέργειας  τηςδιατήρηση ηΑ   τοΓια

22

hRR
hkv

hR
km

R
kmmv AA +

=⇒
+

−=−

( )
⇒

+
−

+
=−= Β hR

km
hRm

L
R

kmmvmRvL B 2

2
2

22
1 και  έχουμε B  τοΓια

( )
( ) ( ) (3).  21

22
1 2

2
2

2
2

hRR
hk

hR
Rv

hR
km

hRm
mRv

R
kmmv B

B

+
=




















+
−⇒

+
−

+
=−Β

( ) ( ) (4).  2 λόγο  τονβρίσκουμε (3) και (2)  τιςΑπό hRhRhvv BA ++=
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επίπεδο; οριζόντιο  τελικό τοαπό
 πάνωΗ  ύψοςσεβρίσκεται   του κέντρο και τοηρεμία  τηναπόξεκινάει  αν επίπεδο

οριζόντιο  τελικόστο σώμα το κινείται θα  ταχύτητα ποιαΜε επίπεδο. οριζόντιο σε
 καταλήγει τελικά πουεπιφάνεια  καμπύλημεσυνδέεται  επίπεδο  κεκλιμένο τοτου

άκρο χαμηλότερο Στο (β) σφαίρας.  τηςεπιτάχυνση  γραμμική και τη γωνιακήτην
βρείτε Να (α)  θ.  γωνίαςεπίπεδο  κεκλιμένοσε  πάνω,ολισθαίνει να χωρίς κάτω,

 ταος κυλάει πρR εξωτερική και R ακτίνα εσωτερική με σφαίρα  κούφιαΜια 21

θ

είναιει  κατρακυλάαυτή όσο σφαίρας  της επιτάχυνση  γραμμικήΗ a

αδράνειας. ροπή η και μάζα ηείναι  Ι και Μ όπου ,
1

sin
2MRI

ga
+

=
θ

σφαίρας.  κούφιας της πυκνότηταηείναι  ρ Έστω

( ) .
3
4

5
2μάζα

5
2είναι  σφαίρας συμπαγούς αδράνειας ροπή H 52 RRIs πρ==

( )(1). 
3

4
5
2είναι  Ι αδράνειας ροπή η Επομένως 5

1
5
2 RRI −=

πρ
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θ

( )  παίρνουμεΜ μάζας  τηςσυναρτήσει (1) 
3

4
5
2  τηνΓια 5

1
5
2 RRI −=

πρ

( ) ( ) (2).  
5
2

343
4

5
2

3
1

3
2

5
1

5
25

1
5
23

1
3
2 RR

RRMRR
RR

MI
−
−

=−
−

=
π

π

(2).  τηναπό  και  για
1

sin σχέση   τηναπό

ν προκύπτου επιτάχυνση  γωνιακήη και  επιτάχυνση  γραμμικήΗ

22

2

IRR
MRI

ga

Raa

=
+

=

=
θ

α

 τηναπό  τότεεπίπεδο, οριζόντιο στο σφαίρας  της ταχύτηταη  Αν (β) v

⇒++= 22

2
2

2
1

2
1 ενέργειας  τηςδιατήρηση MgR

R
vIMvMgh

( )
( )
( )321

5
21

22

1
1

5
21

2

RR
RR

Rhgv

−
−

+

−
=

2R
h
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( ) ( )

σημείου.  του τροχιάς τηςεξίσωση Η (γ) σημείου. του
ςεπιτάχυνση  και της ταχύτητας τηςμέτρα Τα (β) σημείου.  τουςεπιτάχυνση και της

 ταχύτητας τηςσυνιστώσεςΟι  (α) :βρεθούν Να sec). σεμετριέται  χρόνος ο όταν
 (σε 5cos4 ,5sin3 σχέσεις  τιςαπό , χρόνου  τουσυναρτήσει

δίνονται  επίπεδο στο πάνω κινείται  πουσημείου ενός νεςσυντεταγμέΟι 
mttyttxt

xy
==

( ) ( )  ,5sin20 ,5cos15Είναι  α) t
dt
dytvt

dt
dxtv yx −====

( ) ( )  .5cos100 ,5sin75και t
dt

dv
tt

dt
dvtγ y

y
x

x −==−== γ

( ) .sec5sin17515 έχουμε  ταχύτητας της μέτρο  τοΓια β) 222 mtvvtvv yx +=+=

( ) . έχουμε ςεπιτάχυνση  της μέτρο  τοΓια 22
yxt γγγγ +=

m. 4 ημιάξονα μικρό και m 3 ημιάξονα μεγάλο με έλλειψη

μιαείναι   τροχιάη δηλαδή ,1
43

Είναι  γ)
22

=





+






 yx
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

χρόνου.  τουσυνάρτηση ως  τουθέση η
βρεθεί να ένα, σεενώνονται  σωματίδια  τασύγκρουση  τηνμετά Αν (δ) είναι;

 πόσηναι, Αν .συστήματος  τουορμή ηι Διατηρείτα (γ) σύστημα; στοασκείται 
 πουδύναμη εξωτερική ολική ηείναι  Ποια σωματίδιο;  κάθεστο άνωασκείται π

δύναμη Ποια (β) αυτό.συμβεί  θα  πότεβρείτε και ύνσυγκρουσθο θα σωματίδια
ότι τα Δείξτε (α) ). σε χρόνος ο και  σε αποστάσεις(οι  χρόνος όπου ,αντίστοιχα

41291020 και 254423

θέσης διανύσματα έχουν να ώστεέτσι   κινούνται2 και  μάζες με σωματίδια Δύο

22
2

22
1

smt
ztyttxttrztytxttr

mm

=
++−++−−=+++++=

∧∧∧∧∧∧ 

⇔= 21 οποίο  τον για τχρόνο Αναζητούμε α) rr 

.sec24125 ,91044 ,2023 2222 =⇔+=+−+=+−−=+ τττττττττ τ

είναι Νεύτωνα
 τουνόμο 2ο  τονΑπό β)

N. 24 και N 24 2211 





 +−==






 +==

∧∧∧∧

yxmrmFyxmrmF 





.0 :Άρα 21 =+= FFF

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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( ) 0 :Συνθήκη .συνεπίπεδαείναι  ,, θέσης
διανύσματα αντίστοιχα  τα,, στιγμές χρονικές έςδιαφορετικ  τρειςσεότι 
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σταθερή.είναι   άξονα  τονήΚ  σημείο  τοαπό μάζας
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. κατεύθυνση
στη  κίνηση τηναπό μόνοεξαρτάται ότι  δείξτε και  δύναμη  τηαπό έργου
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. διάνυσμα μοναδιαίο

 τοεπίσηςβρεθεί  Να .  πεδίομαγνητικό στο μέσα   ταχύτηταμε
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( )

  τροχιά;στην   τιμήμέγιστη
ηείναι  Ποια (δ) ; επίπεδο στο σωματίδιο τοδιαγράφει   που τροχιάςτης

εξίσωση ηείναι  Ποια (γ) χρόνου.  τουσυνάρτηση ως  ταχύτητά τηνΒρείτε (β)
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έναςείναι   όπου ,  τριβήςδύναμη μιαείναι  σωματίδιο στοασκείται 

 πουδύναμη μόνη Η . άξονα  τονμε 45  γωνίασχηματίζει οποία η  ηταέχει ταχύτ
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  τροχιά;στην   τιμήμέγιστη ηείναι  Ποια (δ)
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