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Φφλλο εργαςίασ ςτην ενότητα  Οριςμζνο ολοκλήρωμα 

 

 Διαδικαςία υπολογιςμοφ εμβαδοφ Ω ενόσ χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράςταςη τησ 

ςυνάρτηςησ   2f x x , τον άξονα x΄x και την ευθεία 1x   

 

 

Α) Θα προςπακιςουμε να υπολογίςουμε το διπλανό εμβαδό με 

διαδοχικζσ προςεγγίςεισ χρθςιμοποιϊντασ εμβαδά ορκογωνίων. 

1) Ανοίξτε το αρχείο Ολοκλιρωμα1.ggb 

2) Επιλζξτε το πλαίςιο που αντιςτοιχεί ςτο Κατϊτερο άκροιςμα 

και αλλάηοντασ τισ τιμζσ του ν προςεγγίςτε το ηθτοφμενο εμβαδό. 

Σθμειϊςτε τθν προςζγγιςι ςασ:…………………………………………………… 

3) Αποεπιλζξτε το Κατϊτερο και επιλζξτε Ανϊτερο άκροιςμα. 

Επαναλάβετε τθ διαδικαςία και ςθμειϊςτε τθν προςζγγιςι ςασ:……….. 

Επομζνωσ το ηθτοφμενο εμβαδό πρζπει να είναι περίπου:………… 

 

Β) Υπολογιςμόσ του εμβαδοφ με χριςθ μακθματικϊν κεωρθτικϊν μεκόδων. 

Θα προςπακιςουμε να προςδιορίςουμε τον τφπο του Κατϊτερου και Ανϊτεροφ ακροίςματοσ που είδαμε 

πιο πάνω. 

Β1) Χωρίηουμε το διάςτθμα [0,1]  ςε ν ιςομικθ υποδιαςτιματα, 
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 Σχθματίηουμε τα ορκογϊνια με βάςεισ τα υποδιαςτιματα αυτά και 

φψθ τθν ελάχιςτθ τιμι τθσ  f  ςε κακζνα από αυτά.  Μια προςζγγιςθ 

του εμβαδοφ που ηθτάμε είναι το Κατϊτερο άκροιςμα,  , των 

εμβαδϊν των παραπάνω ορκογωνίων. Δθλαδι, το: 
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1) Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο τθσ  f και τον γνωςτό τφπο 
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υπολογίςτε τον τφπο τθσ ακολουκίασ εν. 
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2)  Βρείτε το όριο τθσ εν. 

              

               

 

 

Β2) Σχθματίηουμε τα ορκογϊνια με βάςεισ τα προθγοφμενα 

υποδιαςτιματα αυτά και φψθ τθ μζγιςτθ τιμι τθσ  f  ςε κακζνα 

από αυτά. Μια προςζγγιςθ του εμβαδοφ που ηθτάμε είναι το 

Ανϊτερο άκροιςμα, Εν, των εμβαδϊν των παραπάνω ορκογωνίων. 

Δθλαδι, το:   
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1) Χρθςιμοποιϊντασ τον τφπο τθσ  f και τον γνωςτό τφπο 
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υπολογίςτε τον τφπο τθσ ακολουκίασ Εν. 

              

              

              

              

              

              

              

              

              

               

2) Βρείτε το όριο τθσ Εν. 

              

               

 

Β3) O υπολογιςμόσ των ακροιςμάτων εν και Εν προχποκζτει τθν εφρεςθ τθσ ελάχιςτθσ και μζγιςτθσ τιμισ 

τθσ ςυνάρτθςθσ ςτα υποδιαςτιματα του *0, 1].  Αν ςε κάκε 

υποδιάςτθμα επιλζξουμε ζνα τυχαίο ςθμείο   , νκ ...,,3...,,2,1  και 

ςχθματίςουμε τα ορκογϊνια με φψθ τισ τιμζσ  f  , το άκροιςμα 

των εμβαδϊν τουσ κα δίνεται από τον τφπο: 

1 2

1 1 1
( ) ( ) ( )S f f f       

  
 (Άκροιςμα Riemann); 

1) Χρθςιμοποιείςτε το αρχείο Ολοκλιρωμα1.ggb και 

διερευνιςτε τθ ςχζςθ μεταξφ των ακροιςμάτων Κατϊτερο (εν), 

Ανϊτερο (Εν) και Riemann (Sν).   

Τι διαπιςτϊνετε;………………………………………………………………………. 
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2) Τι ςυμβαίνει όταν  ;…………………………………………………………………………………………………  

3) Ποιο κεϊρθμα κα χρθςιμοποιοφςατε για να τεκμθριϊςετε τθν 

απάντθςθ;……………………………………………………………………………………………………………………………………. 

Γενικεφοντασ τα παραπάνω δίνουμε τον οριςμό του εμβαδοφ ωσ εξήσ: 

 

Ζςτω  f  μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςε ζνα διάςτθμα [ , ]  , 

με ( ) 0f x   για κάκε [ , ]x    

Για να υπολογίςουμε το εμβαδόν του χωρίου Ω  μεταξφ τθσ 

 y f x , του xϋx και των x  και x     εργαηόμαςτε όπωσ 

προθγουμζνωσ (Riemann).     Σχθματίηουμε το άκροιςμα:  

1 2 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]S f x f x f x f f x                 

και υπολογίηουμε το  lim S
  

. 

 

 

Γ)Τι γίνεται όμωσ ςτθν περίπτωςθ που θ ςυνεχισ ςτο *α,β+ ςυνάρτθςθ f δεν είναι ( ) 0f x   για 

κάκε [ , ]x   ; 

1) Ανοίξτε το αρχείο Ολοκλιρωμα2.ggb 

2) Επιλζξτε και μετακινιςτε τθ γραφικι παράςταςθ πάνω και κάτω από τον άξονα xϋx. Τι παρατθρείτε 

ςτα αποτελζςματα των ακροιςμάτων; Δίνουν τα αποτελζςματα αυτά κάποιο εμβαδό; Ναι όχι και 

γιατί;……………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Γενίκευςη; Το όριο του 
1

( )S f x


 



    που υπάρχει ςτο R ονομάηεται οριςμζνο ολοκλήρωμα  τθσ 

ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ  f  από το α ςτο β, ςυμβολίηεται με ( )f x dx


  και διαβάηεται “ολοκλιρωμα 

τθσ  f  από το α ςτο β”. Δθλαδι, 
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( ) lim ( )f x dx f x



 



 
   

 
  

 

3) Στο ίδιο αρχείο αλλάξτε τισ κζςεισ-τιμζσ των α και β. 

i) Τι μπορείτε να ςυμπεράνετε για τθ ςχζςθ μεταξφ των  f x dx





  και  f x dx





 ; 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

ii) Πϊσ προκφπτει αυτό από τον οριςμό;………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

iii) Τι παρατθρείτε όταν α=β;…………………………………………………………………………………………………………… 

iv) Πϊσ προκφπτει αυτό από τον οριςμό;………………………………………………………………………………………… 

4) Πότε κατά τθ γνϊμθ ςασ το ( )f x dx


  κα δίνει κάποιο εμβαδό;…………………………………………………..  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………  
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